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Spécialité : Génie Informatique, Automatique & Traitement du Signal

Option : Traitement du Signal

présentée par

Mohamed Salem OULD MOHAMED

pour obtenir le grade de
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Examinateur M. Mohammed EL RHABI Responsable scientifique, Realeyes 3D
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Résumé :

Dans cette thèse, nous proposons un nouvel algorithme de séparation aveugle

de sources, basé sur l’optimisation de l’information mutuelle sous contraintes. Le

problème d’optimisation sous contraintes est résolu par passage au problème dual.

L’estimateur proposé du gradient stochastique utilise l’estimation des densités par

maximum de vraisemblance dans des modèles de lois exponentielles choisis par mi-

nimisation du critère AIC. Ensuite, la méthode a été généralisée à l’ensemble des

divergences entre densités de probabilité. Nous avons montré que l’algorithme uti-

lisant la divergence particulière de Hellinger a de bonnes propriétés d’efficacité et

robustesse en présence du bruit en comparaison avec l’information mutuelle. Dans

le cadre de signaux cyclostationnaires, les méthodes précédentes de séparation ont

été adaptées en utilisant des statistiques du second ordre. Nous illustrons les per-

formances des algorithmes proposés pour des signaux simulés et pour des signaux

réels issus de machines tournantes.

Mots-clés :

Séparation aveugle de sources ; Information mutuelle ; AIC ; Sélection de modèles ;

Maximum de vraisemblance ; Famille de lois exponentielles ; Optimisation sous contr-

aintes ; Lagrangien ; Divergences entre densités de probabilité ; Distance de Hellin-

ger ; Cyclostationnarité ; Statistiques d’ordre 2 ; Analyse vibratoire.
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Abstract :

In this thesis, we propose a new blind source separation algorithm based on the

optimization of mutual information under constraints. The optimization problem is

solved by using the dual problem. The estimator of stochastic gradient is based on

the estimation of the densities by maximum likelihood method. The densities are

chosen from exponential families using the AIC criterion. Then, we propose a new al-

gorithm for blind source separation based on the minimization of divergences witch

generalizes the Mutual Information (MI) approach. We show that the algorithm

using Hellinger’s divergence has better properties in terms of efficiency-robustness,

for noisy data. In the context of cyclostationary signals, the above methods of sepa-

ration were adapted using second order statistics. We illustrate the performances of

the proposed algorithms through simulations and on real rotating machine vibration

signals.

Keywords :

Blind source separation ; Mutual information ; AIC ; Model selection ; Maximum

likelihood ; Exponential family laws ; Optimization under constraints ; Lagrangian ;

Divergences ; Hellinger distance ; Cyclostationarity ; Second-order statistic ; Vibra-

tory analysis.
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2.3.3 Approche 2 : méthode “directe” . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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4.3 Méthodes utilisant les statistiques cycliques d’ordre 2 . . . . . . . . . 101

4.3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

4.3.2 Description du critère de séparation de sources cyclostation-
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4.4.4 Méthodes basées sur la minimisation des α-divergences pénalisées
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Introduction générale

Cette thèse est consacrée au développement et à l’implantation de nouvelles tech-

niques pour la résolution du problème de la Séparation Aveugle de Sources (SAS).

La SAS consiste à estimer un ensemble de signaux inconnus dits “sources”, à par-

tir d’un ensemble de signaux connus dits “observations”. Ces observations sont

généralement des mélanges des sources et proviennent de capteurs comme des mi-

crophones, sondes, accéléromètres, antennes, caméras, ... etc. Vu les nombreuses

applications que permet la SAS, son exploitation est devenue primordiale dans de

nombreuses disciplines scientifiques telles que les télécommunications, l’acoustique,

le génie biomédical, l’astrophysique, la mécanique, ... etc. La plupart des méthodes

de SAS supposent l’indépendance statistique des sources, elles consistent donc à

rendre les observations indépendantes au sens statistique. Nous retrouvons dans la

littérature différentes méthodes exploitant cette idée dont certaines utilisent les sta-

tistiques d’ordre deux, d’autres les statistiques d’ordre supérieur alors que d’autres

encore exploitent l’Information Mutuelle (IM). De ce fait, et compte tenu de la di-

versité de ces méthodes, il y a une recherche incessante de nouvelles méthodes plus

performantes. D’ailleurs, les méthodes de la SAS que nous proposons dans cette

thèse vont dans ce sens : Nous proposons de nouvelles méthodes qui exploitent les

statistiques d’ordre deux, l’information mutuelle sous contraintes, les divergences

entre densités de probabilité, et les divergences pénalisées, avec pour cadre applica-

tif l’analyse vibratoire.
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Avant d’entamer un exposé des nouveaux outils de SAS stationnaires (partie I) et

cyclostationnaires (partie II) que nous proposons, il nous a semblé utile de passer en

revue au préalable l’état de l’art du problème de la SAS (chapitre 1) qui ne peut être

exhaustif. Nous rappelons le problème de la SAS et les éléments qui s’y rattachent, les

différents domaines d’applications de la SAS, la modélisation du mélange, l’objectif

et les difficultés de la résolution de ce problème.

La suite de la thèse est décomposée en deux parties. La partie I traite le cas des

mélanges de signaux sources stationnaires. Dans le chapitre 2, et dans le cadre

de mélanges linéaires instantanés, nous proposons deux nouvelles méthodes de la

SAS. Une première méthode basée sur la minimisation de l’Information Mutuelle

(IM) sous contraintes estimée via l’utilisation du critère AIC (Akaike Information

Criterion) pour la sélection de modèles de densités dans une famille croissante de

lois exponentielles et estimation des paramètres par maximum de vraisemblance.

La deuxième méthode exploite les divergences entre densités de probabilité. Cette

méthode s’applique également dans le cas convolutif (chapitre 3). Elle généralise

l’approche classique de l’IM qui correspond ici à un choix particulier de la divergence

de Kullback-Leibler modifiée. Nous verrons que le choix de la divergence de Hellinger

fournit une méthode qui améliore celle de l’IM en termes d’éfficacité-robustesse

pour des signaux bruités, elle présente de plus le meilleur compromis parmi toutes

les méthodes utilisant les α-divergences y compris la méthode de l’IM. Dans le

paragraphe 3.6 nous avons traité des signaux réels vibratoires en utilisant le critère

de Hellinger.

La partie II traite le cas des mélanges linéaires instantanés de sources cyclostation-

naires. Dans ce cadre, nous proposons deux méthodes. La première est basée sur

des statistiques cycliques d’ordre deux, elle est adaptée au cas des sources cyclosta-

tionnaires de fréquences cycliques connues et différentes. La deuxième utilise à la

fois les divergences entre densités et les statistiques cycliques d’ordre deux. Cette
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dernière méthode améliore l’efficacité et la vitesse de convergence des algorithmes

de séparation des signaux appropriés.
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Chapitre 1

La séparation aveugle de sources

(SAS)

1.1 Introduction

La séparation aveugle de sources (SAS) est un domaine de recherche qui n’a cessé

d’attirer l’attention d’un très grand nombre de chercheurs. Cet enthousiasme pro-

fond pourrait s’expliquer par l’intérêt que la SAS représente dans plusieurs situations

et applications diverses. Celle-ci est devenue une discipline générique dans de nom-

breux domaines tels que les télécommunications, l’acoustique, le génie biomédical,

l’astrophysique, la mécanique, ... etc.

La SAS est un problème général en traitement du signal, dont le principe consiste

à retrouver un ensemble de signaux inobservables dits “signaux sources”, à partir

d’un ensemble de signaux observables dits “observations”. Ces observations sont

souvent des mélanges de ces sources et proviennent de capteurs comme par exemple

des microphones, sondes, accéléromètres, antennes, caméras, ... etc. Nous pouvons

observer sur chaque capteur, la sortie d’un système réalisant le “mélange” des si-
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gnaux sources. La nature du mélange et le milieu de propagation de ces sources sont

généralement inconnus. Aucune information n’est donc disponible sur les sources

ni sur les mélanges. Vu ces ambigüıtés, il est difficile voire impossible de retrou-

ver les sources sans faire quelques hypothèses. Nous allons présenter brièvement les

différents domaines d’applications de la SAS, la modélisation du mélange, l’objectif

et les difficultés de la résolution de ce problème.

Le problème de la SAS a été introduit et formulé par Hérault et Jutten au milieu

des années 1980 [94, 96]. Depuis, ce thème a fait l’objet de nombreuses recherches

dans divers domaines d’applications.

1.2 Applications

Pour mieux appréhender le problème de la SAS, et sa résolution, nous essayerons de

présenter dans ce paragraphe quelques applications de la SAS et les travaux initia-

teurs.

1 - Mansour [130] utilise la SAS pour traiter des signaux de paroles. Plus parti-

culièrement, elle a été utilisée dans le domaine du rehaussement de la parole [144],

[157], [21] et [25].

2 - Pham et al. [156] exploitent la SAS dans le cadre de signaux audio. Torkkola [177]

et Mitianoudis et Davies [133], se sont aussi intéressés à la séparation des signaux

audio. Dans [83, 84], Gelle et al. séparent deux signaux sonores émis simultanément

par deux haut-parleurs ; voir aussi Westner et Bove [184, 183].

3 - Dans le domaine des radio-communications, Charkani [43], utilise la SAS dans

les systèmes radio-mobiles, dans les techniques de type SDMA (Spatial Division
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Multiple Access), ou dans le système du téléphone à mains-libres. Xavier et al.

[187] adoptent la SAS pour les GSM MIMO à architecture SDMA. En système de

communications sans fil, en particulier le système CDMA (Code Division Multiple

Access), Ristaniemi et al. [164] et Dimitri [62] ont fait appel à la technique de la SAS

pour éliminer les interférences entre symboles reçues au niveau de chaque antenne.

Nous trouvons aussi d’autres applications en communications numériques dans les

références [109, 108].

4 - De nombreux auteurs se sont tournés vers le diagnostic de machines tournantes.

Pour contrôler le fonctionnement de chaque moteur, Capdevielle [38] sépare les vi-

brations des machines tournantes. Sur une plateforme où deux moteurs fonctionnent

simultanément, Gelle et al. [84, 85] et El Rhabi et al. [66], appliquent la SAS aux

signaux vibratoires pour diagnostiquer l’état de fonctionnement de chaque moteur

lors qu’ils fonctionnent simultanément. Afin d’extraire la contribution des vibrations

générées par un passage des billes sur un défaut localisé sur la bague interne d’un

roulement, Randall et al. [163], Bouguerriou et al. [23] et Boustany et Antoni [29]

appliquent la SAS pour traiter le problème.

5 - Concernant le domaine du génie biomédical, la SAS a été considérée par De La-

thauwer et al. [58] pour le traitement de signaux Electro-Cardio-Grammes (ECG), en

se basant sur les travaux de [158] et [147]. Les auteurs l’utilisent pour séparer le signal

correspondant aux battements du cœur d’un fœtus de celui de sa mère. Dans [59],

les auteurs appliquent la SAS en considérant le cas de trouble du rythme cardiaque

chez le fœtus et aussi la présence de jumeaux. Boustany et Antoni [30] utilisent

la SAS pour l’extraction de l’électrocardiogramme d’un fœtus à partir des mesures

prises sur l’abdomen de la mère ; voir aussi Gao et al. [77]. Pour réduire les artefacts

en ECG et faciliter l’analyse des signaux ECG, Wisbeck et al. [185] recourent à la
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SAS en utilisant la technique de l’“Analyse en Composantes Indépendantes” (ACI)

[50]. Vigärio [178] a appliqué aussi la technique de la SAS pour éliminer les artefacts

rencontrés dans des signaux Electro-Encéphalo-Graphiques (EEG). De même, pour

des signaux Magnéto-Encéphalo-Gramme (MEG), Vigärio et al. [179, 180] ont ex-

ploité la technique de la SAS pour éliminer les différents artefacts qui se combinent

avec les informations MEG utiles ; voir aussi les travaux de [13, 14], [116] et [159].

6 - En astronomie, Nuzillard et Bijaoui [145] ont examiné les possibilités offertes

par les méthodes de la SAS en tant qu’outil exploratoire sur un jeu d’images multi-

spectrales d’une galaxie, le but étant d’aider les astronomes à améliorer la connais-

sance des corps célestes.

7 - La SAS a aussi été appliquée dans le traitement des signaux de radar provenant

de plusieurs aires pour le contrôle du trafic aérien d’un aéroport ; voir Desodt et

Muller [60] et Chaumette et al. [45].

8 - En acoustique sous-marine, le signal reçu par un ensemble de capteurs est un

mélange des différentes sources élémentaires filtrées par l’environnement. Gaeta et al.

[74] ont exploité la SAS pour isoler chaque source à partir des signaux reçus.

9 - Afin de contrôler la dégradation de l’écran thermique d’un réacteur nucléaire,

d’Urso et Cai [65] ont appliqué différents algorithmes de séparation de sources pour

la séparation des signaux d’un réacteur nucléaire.

10 - Enfin, dans les domaines des signaux et ondes sismiques, citons, parmi d’autres,

les travaux de Thirion et al. [173], LeBihan et al. [126], Vrabie [181] et Larue [125].
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Sur le plan pratique, notre contribution s’inscrit plus particulièrement dans le do-

maine de l’éléctromécanique et plus précisément le diagnostic de l’état de fonction-

nement de machines tournantes.

Nous allons tout d’abord aborder le problème de la modélisation de la relation

signaux observés-signaux sources. Les signaux observés sont des mélanges des si-

gnaux sources. Le paragraphe suivant présente des modèles mathématiques pour ces

mélanges.

1.3 Modélisation

Les signaux sources se propagent dans un environnement appelé communément mi-

lieu de propagation. Ils y subissent naturellement des transformations. Les signaux

observés (mesurés) sont donc des mélanges plus ou moins complexes des signaux

sources. Comme ceux-ci sont inaccessibles (inconnus), il est impossible de déterminer

les mélanges par la seule connaissances des signaux mesurés. Nous allons donc pro-

poser des modèles pour ces mélanges.

– Mélanges linéaires : Ils sont utilisés lorsque la relation signaux observés-

signaux sources est linéaire : on considère que chaque observation est constituée

d’une somme pondérée des sources, ou des versions filtrées de celles-ci.

– Mélanges non-linéaires : Ils sont utilisés si la relation entre les signaux ob-

servés et les signaux sources est non linéaire. Ces modèles ont été peu étudiés à

cause de leur complexité. Des classes particulières de ces modèles, par exemple

les mélanges “post non-linéaires” et les mélanges linéaires “quadratiques” ont

cependant donné lieu à des travaux.
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Nous pouvons classer les mélanges en trois catégories selon le nombre de sources

relativement au nombre d’observations :

– Les mélanges sous-déterminés : lorsque le nombre d’observations est inférieur

au nombre de sources.

– Les mélanges sur-déterminés : si le nombre d’observations est supérieur au

nombre de sources.

– Les mélanges dits déterminés : lorsque le nombre d’observations et le nombre

de sources sont égaux.

Les mélanges peuvent être “instantanés” ou “convolutifs”. Ils peuvent être aussi va-

riants ou invariants dans le temps. En général, ce sont les modèles linéaires invariants

dans le temps qui sont considérés dans la plupart des applications. Cependant, il

faut noter que plusieurs travaux ont traité le cas non linéaire [171], [11], [112], [2],

[168] et [61]. Dans le cadre de cette thèse, nous allons nous restreindre aux mélanges

linéaires invariants déterminés. Nous présenterons donc en détail, dans le paragraphe

suivant, les modèles des mélanges linéaires “instantanés” et “convolutifs”.

La figure 1.1 résume différentes approches de séparation à partir des informations

issues de mélanges de sources que l’on suppose au départ : linéaires, invariants,

instantanés ou convolutifs. La plupart des outils disponibles dans la littérature pour

aboutir aux sources “estimées” sont résumés Fig. 1.1. Les approches adoptées dont

certaines plus particulièrement développées dans cette thèse (qui utilisent les α-

divergences et les statistiques cycliques d’ordre deux) apparaissent en grisé dans les

différents blocs.
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Mélange

Indépendance statistique mutuelle des sources

Blanchiment

SO2 SOS SOS, IM, ’’Divergences’’ ...

Autre critère

Sources estimées

Non-stationnarité
(Cyclostationnarité)

Stationnarité,
corrélation

Stationnarité,
non-gaussianité (ACI)

Non-stationnarité
(Cyclostationnarité)

Fig. 1.1 – Procédés de séparation de sources.

1.3.1 Modèle de mélanges linéaires instantanés

Le processus de mélange entre les sources et les observations est modélisé par

l’équation vectorielle suivante

x(t) := As(t), (1.1)

où

s(t) := (s1(t), . . . , sp(t))
T est le vecteur des signaux sources que l’on cherche à

estimer ; il est composé de p signaux.

x(t) := (x1(t), . . . , xr(t))
T est le vecteur des signaux observés ; il est constitué

de r composantes.

A ∈ Rr×p est la matrice de mélange (inconnue) ; elle est composée de coeffi-

cients scalaires.
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En cas de présence de bruit additif dans l’environnement, le modèle mathématique

de mélange relatif à cette situation s’écrit

x(t) := As(t) + b(t), (1.2)

où b := (b1(t), . . . , br(t))
T est le vecteur des signaux bruits supposé être centré et

dont les composantes sont généralement supposées mutuellement indépendantes, et

indépendantes des signaux sources.

Le schéma de modélisation de la relation sources-observations peut être illustré par

la figure 1.2.

s p

s 1

s 2

x 1

x
2

x r+

+

+a
11

a
12

a
p

a
21

a
22

1

a
p2

a
p2

a
p 1

a
r p

Milieu de propagationSignaux sources Signaux observés

Fig. 1.2 – Schéma de propagation pour un mélange instantané.
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Séparer aveuglement les sources, à partir de leurs mélanges, est entaché d’indétermi-

nation. En effet, la séparation peut être obtenue avec une infinité de solutions

[176], [32]. La contrainte d’indépendance des sorties n’est cependant pas suffisante

pour résoudre complètement le problème. Comon présente dans [50] l’ensemble

des indéterminations pour le cas linéaire instantané. Il montre que sans condition

supplémentaire, les sources ne peuvent être estimées qu’à une permutation et un fac-

teur d’échelle près. Dans la suite, nous allons présenter ce problème et son incidence

sur la reconstruction des sources.

L’indétermination de permutation

La première indétermination liée au problème de la SAS est celle de la permutation.

En effet, l’ordre de restitution des signaux est arbitraire car toute permutation ap-

pliquée sur le vecteur s et sur les colonnes de la matrice A correspondante donne

naissance au même vecteur x. Dans ce cas, la relation qui lie les deux vecteurs s et

x sous forme vectorielle s’écrit

x(t) =

p∑
j=1

ajsj(t), où aj := (a1j, . . . , apj)
T . (1.3)

En utilisant la propriété de commutativité de l’opération d’addition, la relation ci-

dessus peut s’écrire comme suit

x(t) = a1s1(t) + a2s2(t) + · · ·+ apsp(t) = a2s2(t) + a1s1(t) + · · ·+ apsp(t), (1.4)

c’est-à-dire,

x(t) =




a12s2(t)
...

ap2s2(t)


 +




a11s1(t)
...

ap1s1(t)


 + · · ·+




a1psp(t)
...

appsp(t)


 (1.5)
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⇔

x(t) =




a12 a11 . . . a1p

a22 a21 . . . a2p

...
...

. . .
...

ap2 ap1 . . . app







s2(t)

s1(t)
...

sp(t)




= Ãs̃(t), (1.6)

où Ã et s̃(t) sont respectivement la nouvelle matrice de mélange et le nouveau vecteur

source. Cette permutation peut être modélisée par une matrice de permutation P

telle que

x(t) := As(t) = AIs(t) = (AP)
(
P−1s(t)

)
=: Ãs̃(t). (1.7)

Nous aboutirons donc au même vecteur d’observations x(t) si on considère Ã := AP

et s̃(t) := P−1s(t). Nous concluons que la multiplication à droite de la matrice de

mélange A par une matrice de permutation P ne change pas les mélanges, mais

implique que l’ordre des sources est modifié.

L’indétermination du facteur d’échelle

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que la permutation de deux colonnes

dans la matrice de mélange et de deux sources, ne change en rien les observations.

Nous allons voir dans ce paragraphe, que la multiplication d’une colonne (de la

matrice de mélange) et la division d’une source par un scalaire non nul ne changera

pas le vecteur mélange. En effet, pour tout αi 6= 0, on a

x(t) =

p∑
i=1

aisi(t) =

p∑
i=1

(αiai)

(
si(t)

αi

)
,
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i.e.,

x(t) =




α1a11 α2a12 . . . αpa1p

α1a21 α2a22 . . . αpa2p

...
...

. . .
...

α1ap1 α2ap2 . . . αpapp







s1(t)
α1

s2(t)
α2

...

sp(t)

αp




. (1.8)

En notant Λ la matrice diagonale d’éléments diagonaux α1, . . . , αp, Â la nouvelle

matrice de mélange et ŝ le nouveau vecteur des sources, on peut écrire

x(t) := As(t) = AIs(t) = (AΛ)
(
Λ−1s(t)

)
=: Âŝ(t). (1.9)

Cela montre que l’amplitude des sources est indéterminée.

Il est à noter que le principal inconvénient des méthodes de la SAS réside dans

l’indétermination liée à la puissance des sources estimées. Divers travaux ont proposé

des solutions pour lever cette contrainte d’indétermination, voir par exemple [114],

[155], [134] et [67].

1.3.2 Modèle de mélanges linéaires convolutifs

Le processus de mélange est modélisé par

xi(t) :=

p∑
j=1

aij(t) ∗ sj(t), i = 1, . . . , r, (1.10)

où

∗ est l’opérateur de convolution.

sj(t) est le signal émis par la jieme source j = 1, . . . , p.

xi(t) est le signal observé à la sortie du capteur i, i = 1, . . . , r.

aij(t) est la réponse impulsionnelle du filtre caractérisant la propagation du

signal de la jeme source jusqu’au ieme capteur, à l’instant t.
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Ceci se traduit, en temps continu, sous forme vectorielle par l’équation suivante

x(t) := A ∗ s(t), (1.11)

où

s := (s1(t), . . . , sp(t))
T est le vecteur des signaux sources.

x := (x1(t), . . . , xr(t))
T est le vecteur des signaux mélanges.

A représente ici la matrice des filtres de mélange qui regroupe les réponses

impulsionnelles des filtres.

La matrice A peut s’écrire alors sous la forme

A(t) :=




a11(t) a12(t) . . . a1p(t)

a21(t) a22(t) . . . a2p(t)
...

...
. . .

...

ar1(t) ar2(t) . . . arp(t)




. (1.12)

En cas de présence de bruit additif dans l’environnement, le modèle mathématique

de mélange relatif à cette situation s’écrit comme suit

x(t) = A ∗ s(t) + b(t), (1.13)

où b := (b1(t), . . . , br(t))
T est le vecteur des signaux bruits supposé être centré et

dont les composantes sont généralement supposées mutuellement indépendantes, et

indépendantes des signaux sources.

La version discrète de (1.11) s’écrit

x(n) := [A(n)] ∗ s(n), (1.14)

où ∗ est l’opérateur de convolution discret. La transformée en z donne

x(z) = [A(z)]s(z), (1.15)
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où A(z) est la transformée en z de A(n), elle représente la matrice de fonctions de

transfert, de dimension r × p. La matrice A(z) peut s’écrire dans le cas général de

la manière suivante

A(z) =




∑+∞
k=−∞ a11(k)z−k

∑+∞
k=−∞ a12(k)z−k . . .

∑+∞
k=−∞ a1p(k)z−k

∑+∞
k=−∞ a21(k)z−k

∑+∞
k=−∞ a22(k)z−k . . .

∑+∞
k=−∞ a2p(k)z−k

...
...

. . .
...

∑+∞
k=−∞ ar1(k)z−k

∑+∞
k=−∞ ar2(k)z−k . . .

∑+∞
k=−∞ arp(k)z−k




,

où

Aij(z) :=
∑+∞

k=−∞ aij(k)z−k est la fonction de transfert de la jeme source rela-

tivement au ieme capteur.

z−1 est le terme qui représente l’opérateur de retard.

Pour que le mélange soit réellement convolutif, il faut que pour au moins un couple

d’indice (i, j), la fonction de transfert Aij(z) =
∑+∞

k=−∞ hij(k)z−k ait au moins deux

coefficients aij(k) non nuls. La plupart des travaux dans le cas des mélanges linéaires

convolutifs supposent un modèle faisant intervenir des filtres causaux à réponses

impulsionnelles finies (RIF). Ainsi, la matrice de filtres A(z) peut s’écrire

A(z) =




∑K
k=0 a11(k)z−k

∑K
k=0 a12(k)z−k · · · ∑K

k=0 a1p(k)z−k

∑K
k=0 a21(k)z−k

∑K
k=0 a22(k)z−k · · · ∑K

k=0 a2p(k)z−k

...
...

. . .
...

∑K
k=0 ar1(k)z−k

∑K
k=0 ar2(k)z−k · · · ∑K

k=0 arp(k)z−k




.(1.16)

Le schéma général de la relation sources-observations dans ce cas peut être illustré

par la figure 1.3. Ce type de mélange constitue un modèle satisfaisant dans des do-

maines variés tels que les télécommunications [89], l’acoustique [129] ou la mécanique

[189]. Il permet de modéliser correctement les effets induits par la propagation réelle

des signaux.
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Fig. 1.3 – Schéma de propagation pour un mélange convolutif.

Comme pour les mélanges linéaires instantanés, les indéterminations subsistent et

s’aggravent dans le cas de mélanges linéaires convolutifs (pour plus des détails voir

par exemple [43], [100] et [167]). L’estimation des sources sj(n), j = 1, . . . , p, n’est

possible qu’à une indétermination de permutation et de filtrage près. En effet, si

l’on prend un filtre quelconque G(z), la contribution d’une source d’indice j sur le

capteur i, voir (1.10), peut se réécrire par transformée en z sous la forme

xi(z) =
Aij(z)

G(z)
(G(z)sj(z)). (1.17)

La réécriture de (1.15), en remplaçant la source sj(z) du vecteur s(z) par G(z)sj(z) et

en remplaçant les éléments Aij(z) de la colonne j de A(z) par
Aij(z)

G(z)
, est toujours pos-

sible. Sans d’autres hypothèses, il n’y a aucun moyen de lever cette indétermination.

Cette dernière est relativement complexe et présente une grande gêne à la recons-
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truction des sources. Notons que la séparation de mélanges convolutifs de sources

peut être ramenée à un ensemble de séparations instantanées. Ceci est réalisé par

le passage dans le domaine fréquentiel, où nous obtenons un modèle de mélange

instantané pour chaque bande de fréquences [124], [39], [166], [186], [150] et [25].

Comme nous l’avons vu, des indéterminations peuvent ainsi se produire à chaque

bande. En effet, à cause des permutations, rien ne garantit a priori que les contri-

butions fréquentielles extraites sur une sortie donnée pour les différentes bandes de

fréquences proviennent de la même source. De plus l’indétermination sur l’amplitude

amenée par les méthodes normalisant les signaux de sortie va également perturber

la reconstruction des différentes bandes de fréquences. Ainsi l’approche fréquentielle

séduisante par sa simplicité possède elle aussi un réel problème d’indétermination

pouvant amener à une reconstruction erronée des sources.

Dans la section suivante, nous allons aborder le principe général de la résolution du

problème de la SAS.

1.4 Principe de résolution de la SAS

Sous l’hypothèse d’indépendance statistique des sources, la résolution du problème

de la SAS consiste à appliquer des transformations aux observations pour obtenir

des signaux statistiquement indépendants.

1.4.1 Le cas de mélanges linéaires instantanés

Le but est d’estimer les sources s à partir des observations x. L’estimateur s’écrit

y(n) := Bx(n), (1.18)

où B est la matrice séparante. Le problème consiste à déterminer cette matrice sca-

laire B, à partir des observations x, qui conduit à la “meilleure” estimation possible
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des sources s. Il existe différentes types de méthodes pour résoudre ce problème

réparties en deux grandes familles : les méthodes par bloc et les méthodes adapta-

tives.

Méthode de traitement par bloc

Les méthodes de séparation par bloc sont basées sur le schéma de la figure 1.4.

Matrice de mélange Blanchiment

s p

x 1s 1

x r

z
1

z p

A W

y
1

y
p

U

Rotation

B=UW

Matrice de séparation

Fig. 1.4 – Modèle de séparation par bloc pour un mélange linéaire instantané.

Pour ce modèle nous pouvons distinguer deux approches :

- Les approches à une seule étape

Ces approches consistent, à partir des observations, à identifier directement la ma-

trice de mélange ou à trouver une matrice B qui, appliquée au vecteur des observa-

tions x := (x1, . . . , xp)
T , permet d’obtenir des signaux (y1, . . . , yp)

T statistiquement

indépendants.

- Les approches à deux étapes

La première étape consiste à “blanchir” (i.e., décorréler) les signaux observés x(n) ;

cela se fait par multiplication de x(n) par la matrice de “blanchiment” W : les
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signaux blanchis (décorrélés) s’écrivent donc

z(n) := Wx(n). (1.19)

La deuxième étape consiste à trouver une matrice unitaire (de rotation) U qui,

appliquée aux signaux z(n), rend ces derniers statistiquement indépendants. Cette

dernière étape se fait généralement par optimisation d’un critère d’indépendance.

Méthodes adaptatives

Les méthodes adaptatives de séparation sont généralement schématisées comme il

est illustré sur la figure 1.5.

Algorithme adaptatif

Matrice de mélange Matrice de séparation

s p

x 1s 1

x r

A B

y
1

y
p

Fig. 1.5 – Modèle de séparation adaptative.

Le principe de ces méthodes consiste à modifier de manière itérative la matrice

séparante B pour rendre les signaux, reconstitués à partir des observations, statis-

tiquement indépendants. Ces méthodes ont vu le jour grâce à l’algorithme proposé

par Jutten [111] et Hérault et al. [96], présenté à l’aide d’un réseau de neurones

récursif.

Il est à noter que le principe général utilisé pour déterminer la matrice séparante B

est basé sur l’optimisation d’un critère d’indépendance.
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1.4.2 Le cas de mélanges linéaires convolutifs

L’estimateur des signaux sources, dans ce cas, est de la forme

y(n) = B ∗ x(n), (1.20)

où ∗ est l’opérateur de convolution et B est la matrice des filtres séparante. Le

problème consiste à trouver cette matrice des filtres B, à partir des observations x,

qui conduit à une bonne estimation des sources s. Dans ce but deux structures bien

connues sont disponibles : la structure “directe” et la structure “récurrente”.

La structure directe

Lorsque chaque sortie du système de séparation est une simple combinaison linéaire

des observations, le schéma de la séparation que l’on qualifie de directe [99], est

illustré par la figure 1.6. Si A(z) est une matrice inversible à gauche et si les sources

sont statistiquement indépendantes, la solution du problème de séparation est pos-

sible à une permutation et à un filtrage près

y(n) = [B(z)]x(n) = [B(z)A(z)]s(n), (1.21)

où la matrice des filtres B(z) vérifie [B(z)A(z)] = [PH(z)], avec P une permutation

et H un opérateur de filtrage.

La structure récurrente

Elle s’applique lorsque chaque sortie du système de séparation yi(n) peut être

considérée comme une combinaison linéaire d’une observation xi(n) et des autres

sorties yj(n) (figure 1.7). Pour ce modèle, les signaux estimés sont donnés, sous la

forme vectorielle par l’équation suivante

y(z) = x(z) + V(z)y(z), (1.22)
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Fig. 1.6 – Structure de séparation directe (dans le cas où p = 2 et r = 2).

ce qui donne

y(z) = [1−V(z)]−1x(z), (1.23)

à condition que [1−V(z)]−1 existe et que tous ses pôles soient dans le cercle unité.

La matrice de séparation pour la structure directe équivalente est alors

B(z) = [1−V(z)]−1. (1.24)

La figure 1.7 représente la structure de séparation récurrente pour un système de

deux sources-deux observations. Dans ce cas les signaux estimés sont donnés comme

suit

y1(z) = B11(z)x1(z)−B12(z)y2(z),

y2(z) = B22(z)x2(z)−B21(z)y1(z),

et la matrice séparante B(z) s’écrit

B(z) = 1
1−B12(z)B21(z)


 B11(z) −B12(z)

−B21(z) B22(z)


 . (1.25)
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Fig. 1.7 – Structure de séparation récurrente (p = 2 et r = 2).

La structure directe et la structure récurrente peuvent être associées pour donner

une structure mixte, voir par exemple [63], [137] et [46]. Dans le chapitre 3, nous

allons nous restreindre au cas de la structure directe.

1.4.3 Analyse en Composantes Indépendantes (ACI)

La séparation à l’ordre 2 est essentiellement fondée sur la décorrélation des si-

gnaux observés. Sauf dans le cas de signaux sources gaussiens, l’utilisation de la

décorrélation n’exploite pas complètement l’indépendance qui est une propriété

bien plus forte que la décorrélation. C’est ici qu’apparaissent l’intérêt de l’usage

des statistiques d’ordre supérieur en séparation de sources. En utilisant des sta-

tistiques d’ordre supérieur à 2, on exploite davantage l’indépendance des sources.

On obtient ainsi des critères permettant de réaliser la séparation sans information

supplémentaire. Ceci conduit à un nouveau concept : l’Analyse en Composantes

Indépendantes (ACI) introduite par Jutten et Hérault dans [113], et développée par
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Comon dans [49, 50]. Cette nouvelle approche vient completer l’Analyse en Com-

posantes Principales (ACP) fondée sur la seule décorrélation, qui est une méthode

très utilisée en statistique. L’ACI est une des voies majeures de la SAS. Son prin-

cipe, sous l’hypothèse d’indépendance mutuelle des sources, consiste à transformer

linéairement le vecteur des signaux observés en un vecteur dont les composantes sont

statistiquement indépendantes. Il s’avère que, dans un contexte non bruité, cela est

équivalent à l’estimation des paramètres du modèle instantané. Plus précisément,

Comon a donné la définition de l’ACI suivante.

Définition 1.1. L’ACI d’un vecteur aléatoire x(n) := (x1(n), . . . , xp(n))T est défini

comme la donnée d’une matrice de “séparation” B telle que le vecteur y(n) :=

(y1(n), . . . , yp(n))T := Bx(n) soit à composantes indépendantes, dans le sens de la

maximisation d’un “contraste” C(y1(n), . . . , yp(n)) qui mesure l’indépendance des

variables aléatoires y1(n), . . . , yp(n).

1.5 Quelques hypothèses de base

La SAS consiste à estimer les signaux sources à partir des signaux observés, éventuel-

lement à certaines indéterminations (permutation et échelle) près comme nous l’avons

mentionné précédemment. On parle de la SAS lorsque nous ne disposons d’aucune

information a priori ni sur les sources ni sur le mélange. Cependant, pour simplifier

et permettre de résoudre le problème, on admet quelques hypothèses.

Hypothèse 1. Les signaux sources sont mutuellement statistiquement indépendants.

D’un point de vue mathématique, cela signifie que la densité de probabilité conjointe

des p sources peut se factoriser comme le produit de leurs densités marginales

f(s1(n−m1), s2(n−m2), . . . , sp(n−mp)) =

p∏
i=1

fi(si(n−mi))

pour tout instant n et pour tout décalage mi, i = 1, . . . , p. Cette condition d’indépend-

ance se simplifie dans le cas des mélanges linéaires instantanés en posant mi = 0.
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Cette hypothèse fondamentale est commune à la plupart des méthodes. Elle est

réduite à l’hypothèse de non-corrélation des sources lors de l’utilisation de méthodes

de séparation à l’ordre 2 pour des signaux stationnaires colorés ou pour des signaux

non-stationnaires ; voir le paragraphe 1.6.3.

Hypothèse 2. Dans le cas où les signaux sources sont mutuellement statistiquement

indépendants et les échantillons de chaque source indépendants et identiquement

distribués (iid), on suppose qu’au plus un seul signal source est gaussien.

Comon [49, 50], dans le cadre de l’hypothèse 2 et dans le cas d’un mélange linéaire

instantané, a montré que les signaux y := Bx sont indépendants si et seulement si

la matrice séparante B est de la forme

B = DPA−1, (1.26)

où D représente une matrice diagonale et P une matrice de permutation. Donc

l’indépendance est équivalente à la séparation à un facteur d’échelle et à une per-

mutation près. Dans le cadre de l’hypothèse 2, s’il y a plus d’une source gaussienne,

l’indépendance ne conduit pas forcement à la séparation ; voir [49, 50].

Hypothèse 3. Le nombre des signaux observés est égal au nombre des signaux

sources (r = p).

Cette hypothèse est nécessaire dans la plupart des algorithmes existants. Cepen-

dant, certaines méthodes traitent le cas où le nombre d’observations est inférieur au

nombre de sources (r < p, mélanges sous-déterminés).

Hypothèse 4. La plupart des méthodes de SAS supposent que les mélanges sont

linéaires.

Cette hypothèse est largement considérée dans la plupart des méthodes existantes.

Cependant, certains algorithmes traitent le cas où les mélanges sont non-linéaires
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[112], [2] et [61].

Par ailleurs, d’autres hypothèses supplémentaires peuvent être faites sur les sources.

En général ces hypothèses permettent la conception de nouveaux algorithmes, par

exemple les algorithmes qui seront présentés aux chapitre 2 et 3 dans lesquels les si-

gnaux sources sont supposés stationnaires et au chapitre 4 dans lequel nous traitons

le cas des signaux sources cyclostationnaires.

Nous présenterons dans le paragraphe suivant une vue d’ensemble des divers critères

utilisés en SAS.

1.6 Critères utilisés en SAS

Comme nous l’avons mentionné précédemment, la plupart des méthodes de la SAS

utilisent l’hypothèse 1. Différents critères d’indépendance peuvent être trouvés dans

la littérature (voir par exemple [131] et [115]). Par définition, deux variables aléatoires

sont dites indépendantes lorsque leur densité de probabilité conjointe est égale au

produit de leurs densités marginales. Nous rappelons, dans ce qui suit, quelques

critères qui permettent de vérifier l’indépendance des sources et qui sont utilisés en

SAS.

1.6.1 Information mutuelle (IM)

L’information mutuelle (IM) est un critère permettant la mesure de la dissimilarité

entre la densité conjointe d’un ensemble de signaux et le produit des densités mar-

ginales de chacune de ses composantes. Pour un vecteur aléatoire y := (y1, . . . , yp)
T ,

l’IM I(y), s’écrit

I(y) :=

∫

Rp

fy(t) log
fy(t)∏p

i=1 fyi
(ti)

dt, (1.27)
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où t := (t1, . . . , tp)
T , fy est la densité jointe du vecteur aléatoire y, et fyi

la densité

marginale de la variable aléatoire yi, i = 1, . . . , p. La divergence de Kullback-Leibler

modifiée (KLm) entre les deux densités
∏p

i=1 fyi
et fy est définie par

KLm

(
p∏

i=1

fyi
, fy

)
:= −

∫

Rp

fy(t) log

∏p
i=1 fyi

(ti)

fy(t)
dt =

∫

Rp

fy(t) log
fy(t)∏p

i=1 fyi
(ti)

dt.

(1.28)

D’où la relation suivante entre l’information mutuelle et la divergence de Kullback-

Leibler modifiée

I(y) = KLm

(
p∏

i=1

fyi
, fy

)
. (1.29)

Ainsi, en utilisant les propriétés de la fonction logarithme, on peut montrer que l’IM

est toujours positive ou nulle. En particulier, elle est nulle si et seulement si fy =
∏p

i=1 fyi
, i.e., si et seulement si les composantes du vecteur y sont statistiquement

indépendantes

I(y) = 0 ssi y1, . . . , yp sont statistiquement indépendantes. (1.30)

Nous pouvons montrer également que l’IM est égale à la différence entre la somme

des entropies des variables aléatoires y1, . . . , yp et l’entropie du vecteur aléatoire y.

Rappelons d’abord la définition de l’entropie d’un vecteur aléatoire ou d’une variable

aléatoire. Nous allons utiliser la notation E pour désigner l’espérance mathématique.

L’entropie du vecteur aléatoire y s’écrit

H(y) := −E (log fy(y)) = −
∫

Rp

fy(t) log fy(t) dt. (1.31)

L’entropie de la variable aléatoire yi, i = 1, . . . , p, s’écrit

H(yi) := −E (log fyi
(yi)) = −

∫

R
fyi

(ti) log fyi
(ti) dti. (1.32)

En utilisant les définitions (1.27), (1.31) et (1.32), un calcul simple conduit à la

relation suivante

I(y) =

p∑
i=1

H(yi)−H(y). (1.33)



1.6 Critères utilisés en SAS 29

Vu la relation (1.30), on peut utiliser l’IM comme critère de la SAS. En effet, en

définissant la SAS comme une transformation linéaire inversible du vecteur observé

x(n),

y(n) = Bx(n), (1.34)

où B est une matrice de dimension p×p; la séparation est obtenue par minimisation

de I(y) := I(Bx) en B :

min
B

I(Bx). (1.35)

Si on note B̃ := argminB I(Bx), le vecteur ỹ := B̃x est donc de composantes

statistiquement indépendantes. En utilisant la relation (1.34), on peut montrer que

H(y) = H(x) + log |det(B)|, (1.36)

puisque nous avons

fy(y) =
fx(x)

|det(B)| . (1.37)

L’application du logarithme à l’équation (1.37) nous donne

log fy(y) = log fx(x)− log |det(B)|. (1.38)

D’où, en prenant l’espérance, on obtient

H(y) = H(x) + log |det(B)|. (1.39)

L’équation (1.33) peut donc s’écrire

I(y) =

p∑
i=1

H(yi)−H(x)− log |det(B)|. (1.40)

L’IM a été introduite pour la première fois comme un critère de séparation de sources

par Comon [50]. Comme le calcul de la relation (1.27) est impossible car il dépend

de densités inconnues ; la séparation de signaux est réalisée en minimisant un “esti-

mateur” de (1.27) ou de (1.40). Nous pouvons citer à ce sujet, parmi d’autres, les

travaux de [152], [9], [66] et [149]. Dans ces travaux le critère (1.27) a été estimé par
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différentes méthodes : la méthode à noyau, la méthode des espacements, la méthode

polynomiale, ... etc

Notons qu’il existe une relation très forte entre l’IM et la méthode d’estimation

statistique par maximum de vraisemblance.

1.6.2 Maximum de vraisemblance

C’est une méthode qui est très utilisée en estimation statistique ; voir par exemple

[91] et [122]. L’objectif est de chercher les paramètres du mélange qui maximisent

la probabilité d’occurrence des observations. Dans un mélange linéaire instantané,

l’expression du vecteur signaux mélanges est

x(n) := As(n). (1.41)

Nous pouvons exprimer la densité de probabilité du vecteur x(n) en fonction des

densités de probabilité des sources s(n) et du déterminant de la matrice inverse B

de la matrice de mélange A. On a

fx(x(n)) = |det(B)|fs(s(n)) = |det(B)|
p∏

i=1

fsi
(si(n)). (1.42)

Cette densité peut aussi être donnée en fonction des lignes bi de la matrice B par

la relation

fx(x(n)) = |det(B)|
p∏

i=1

fsi
(bix(n)). (1.43)

Considérons un ensemble de N échantillons indépendants et de même loi du vecteur

x : x(n), n = 1, . . . , N . La vraisemblance V de l’obtention de cet ensemble peut

s’écrire comme le produit de cette densité évaluée à ces N points

V (B) :=
N∏

n=1

[
|det(B)|

p∏
i=1

fsi
(bix(n))

]
. (1.44)



1.6 Critères utilisés en SAS 31

Il est souvent plus pratique d’utiliser le logarithme de la vraisemblance qui s’écrit

log V (B) =
N∑

n=1

p∑
i=1

log fsi
(bix(n)) + N log |det(B)|. (1.45)

En divisant par le nombre d’échantillons N , nous avons

1

N
log V (B) =

p∑
i=1

1

N

N∑
n=1

log fsi
(bix(n)) + log |det(B)|. (1.46)

D’autre part, par la loi des grands nombres, on a

1

N

N∑
n=1

log fsi
(bix(n)) ≈ E (log fsi

(bix))

lorsque N est suffisamment grand. D’où

1

N
log V (B) ≈

p∑
i=1

E{log fsi
(bix)}+ log |det(B)|, (1.47)

ce qui donne

1

N
log V (B) ≈ −

p∑
i=1

H(bix) + log |det(B)| =:

p∑
i=1

H(yi) + log |det(B)|. (1.48)

Si nous faisons une comparaison entre les équations (1.48) et (1.40), et comme H(x)

représente une constante par rapport à la matrice de séparation B, nous avons

I(y) ≈ − 1

N
log V (B) + Cte. (1.49)

Le critère de l’IM est égal à une constante près à l’opposé du critère de log-vraisembl-

ance. Gaeta et Lacoume [75, 76] ont montré les premiers la possibilité d’utiliser

le principe du maximum de vraisemblance pour réaliser la séparation de sources

dans le cas de mélanges linéaires instantanés ou convolutifs. Ensuite, Pham et al.

dans [155, 154] ont proposé des méthodes pour résoudre le problème de séparation

de source basées sur le principe du maximum de vraisemblance. De nombreuses

autres contributions considérant le maximum de vraisemblance pour la SAS ont été

présentées, citons par example Belouchrani et Cardoso [16, 17], Cardoso [41], Amari

[5] et Moulines et al. [141].
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1.6.3 Statistiques d’ordre deux (SO2)

La décorrélation (l’indépendance à l’ordre 2) est la première étape vers l’indépendance

(à tout ordre) des signaux estimés. Pour parvenir à l’indépendance des signaux es-

timés nous utilisons la matrice de covariance des observations afin d’identifier la

matrice de mélange. La matrice de covariance des signaux observés s’écrit

Rx := E{x(t)x(t)T} = E{(As(t))(As(t))T} = AE{s(t)s(t)T}AT =: ARsA
T .

(1.50)

Vu que les sources sont supposées indépendantes, la matrice Rs est donc diagonale.

Si nous supposons en plus que les sources sont normalisées, cela conduit la matrice

Rs à devenir une matrice identité Rs = I. Dans ce cas la matrice de covariance

devient

Rx = AAT .

En effet, nous constatons que la matrice A est une racine carrée de la matrice

d’autocovariance Rx. Cette propriété ne permet pourtant pas à elle seule d’identifier

la matrice de mélange A puisqu’il n’y a pas unicité des racines carrées d’une matrice.

En effet, il est possible de montrer que les racines carrées de Rx seront toutes de

la forme AU, où U est une matrice unitaire quelconque (c’est-à-dire une matrice

carrée vérifiant UUT = UTU = I). Par conséquent, nous constatons que nous ne

pouvons pas trouver une inverse à gauche de la matrice A, la séparation à l’ordre

deux devenant impossible sans d’autres hypothèses supplémentaires. Autrement dit,

la décorrélation des signaux de sortie ne suffit pas à séparer les sources. En effet, si

on multiple le vecteur source s(t) par une matrice orthogonale A quelconque, alors

les composantes du vecteur x(t) résultant sont décorrélées elles aussi. Cependant,

on peut quand même effectuer la séparation à l’aide des statistiques d’ordre 2 des

signaux en imposant l’une des hypothèses 5 ou 6 suivantes.

Hypothèse 5. Les sources sont colorées.
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Si l’hypothèse 5 est vérifiée, alors il est possible de séparer des sources en imposant

l’intercorrélation temporelle des signaux de sortie décalés nulle

∃τ/E{yi(t)yj(t− τ)} = 0, ∀i 6= j. (1.51)

En effet, les matrices d’autocovariance des sources centrées s(t) définies par

Rs(τ) := E{s(t)s(t− τ)T}, (1.52)

sont réelles et diagonales. Les matrices d’autocovariance des observations x(t) s’écriv-

ent alors

Rx(τ) := E
{
x(t)x(t− τ)T

}
= ARs(τ)AT , (1.53)

et sont simultanément diagonalisables pour divers décalages τ. Parmi les méthodes

statistiques d’ordre 2 connues qui supposent les sources colorées, citons AMUSE [176]

ou SOBI [15]. AMUSE (pour Algorithm for Multiple Unknown Signals Extraction)

suppose que les sources sont mutuellement non-corrélées avec des autocorrélations

normalisées différentes non nulles, i.e.,

∃t1, t2/E{si(t1)sj(t2)} = 0, ∀i 6= j (1.54)

et

∃τ > 0/
E{si(t)si(t− τ)}

E{si(t)2} 6= E{sj(t)sj(t− τ)}
E{sj(t)2} , ∀i 6= j. (1.55)

Après avoir blanchi les observations (le vecteur des observations blanchies est noté

z(t)), la méthode utilise la fonction d’autocovariance Rz(τ) pour une seule valeur

du décalage τ non-nulle. La matrice de mélange est estimée en reprenant le forma-

lisme de l’équation (1.53) appliquée aux observations blanchies. Récemment, une

version convolutive temporelle d’AMUSE a été proposée par Teixeira et al. [172].

SOBI (pour Second Order blind Identification) est une extension d’AMUSE. La

méthode SOBI consiste à diagonaliser plusieurs matrices Rz(τ) pour plusieurs va-

leurs différentes et non-nulles de τ. Il suffit que la condition (1.55) soit satisfaite pour
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l’un des décalages temporels τ choisis pour que l’on puisse séparer les sources, ce

qui représente un avantage par rapport à AMUSE qui n’utilise qu’un seul décalage.

Une version convolutive temporelle de SOBI a été proposée par Bousbia-Salah et al.

[26].

Hypothèse 6. Les sources sont non-stationnaires.

Si l’hypothèse 6 est vérifiée, alors les statistiques qui varient dans le temps four-

nissent de l’information supplémentaire. Dans ce cas, la décorrélation des sorties

entre elles à plusieurs instants suffit pour effectuer la séparation. En effet, en raison

de la non-stationnarité à l’ordre 2, la covariance de y(t) dépend de l’instant t, ce qui

engendre de nouvelles contraintes par rapport au simple blanchiment. Dans [169],

Souloumiac propose de couper le signal temporel en deux et de calculer la matrice

de covariance Rx(0) sur chaque zone temporelle, puis de diagonaliser conjointement

ces deux matrices. Pham et Cardoso [154] ont étendu la méthode de Souloumiac

en prenant plus de deux zones pour calculer la covariance. Choi et al. ont proposé

une méthode, SONS (pour Second Order Non-stationary source Separation) [47],

qui peut être vue comme une extension des méthodes de Pham et Cardoso et de

SOBI : comme dans [154], le signal temporel est découpé en plusieurs zones, et les

observations sont d’abord blanchies puis des matrices de covariance Rz(τ) (τ 6= 0)

sont calculées sur chacune de ces zones avant d’être conjointement diagonalisées.

Dans [92], Hosseini et Deville proposent deux méthodes basées sur les propriétés

statistiques dans le domaine fréquentiel. Ces méthodes sont appelées méthodes à

corrélation spectrale. La première est basée sur la diagonalisation d’une matrice cal-

culée à partir des statistiques d’ordre 2 des signaux exprimés dans le domaine de

Fourier. Elle est utilisée en particulier dans le cadre de signaux cyclostationnaires.

La deuxième méthode, étudiée aussi dans [93], fait l’hypothèse de signaux sources

blancs et non-stationnaires et travaille dans le domaine fréquentiel pour obtenir des

sources autocorrélées et stationnaires. Elle fait ensuite appel à des méthodes tempo-
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relles existantes, comme AMUSE ou SOBI, transposées dans le domaine fréquentiel.

D’autres approches à l’ordre 2 linéaires instantanées ou convolutives ont été pro-

posées par Féty [73], Kawamoto et al. [118], Parra et Spence [150], Pham et al.

[157], Rahbar et al. [162], Boustany et Antoni [28], Buchner et al. [35], Bouguerriou

et al. [22], Ohata et al. [146], Keziou et al. [121] et Ould et al. [148]. Un état de

l’art plus complet sur les méthodes statistiques d’ordre 2 peut être trouvé dans les

thèses de Boumaraf [24], Thomas [175] et Puigt [160].

1.6.4 Statistiques croisées d’ordre supérieur

Dans le cas général, deux signaux sont spatialement indépendants si et seulement si

tous leurs cumulants croisés sont nuls. Ainsi, comme nous l’avons déjà mentionné,

l’indépendance entre deux signaux se situe bien au-delà de la simple décorrélation.

Cependant, l’annulation de tous les cumulants, i.e., à tous les ordres et pour tous les

instants disponibles est impossible car la charge de calcul nécessaire serait infinie.

L’indépendance est alors approchée à un certain ordre. Dans la plupart des cas,

l’ordre 4 est considéré comme étant satisfaisant. Malgré la complexité accrue, les

méthodes aux ordres supérieurs semblent donc plus indiquées que la décorrélation

pour le problème de la SAS.

Moments croisés

Les moments croisés non-linéaires sont définis à partir de deux fonctions g et h (qui

ne doivent pas être toutes les deux linéaires) par la formule

C(g,h)(i, j) = E{g(yi(n))h(yj(n)}, ∀i 6= j, (1.56)

et ont donné lieu aux premiers algorithmes de la SAS développés par Hérault et Ans

[94], Hérault et al. [96]. Pour annuler la fonction C(g,h)(i, j), ils utilisent l’algorithme
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adaptatif

cij(n + 1) = cij(n) + µng(yi(n))h(yj(n), (1.57)

où i 6= j, µn est le pas d’adaptation et cij(n) est le coefficient de séparation évalué

à l’instant n.

Pour la séparation de mélanges convolutifs, l’algorithme de Hérault et Jutten a été

transposé dans le domaine fréquentiel par Back et Tsoi [12]. Nguyen-Thi et Jutten

[143] ont aussi étendu l’algorithme d’origine au cas convolutif, dans le domaine

temporel, pour le cas de deux sources et deux observations. Ils supposent que les

filtres croisés de mélanges A12 et A21 sont à réponse impulsionnelle finie (RIF),

linéaires et causaux. Les filtres A11 et A22 sont, eux supposés égaux à 1 et le mélange

est à phase minimale. Ils utilisent une structure de séparation récursive qui recherche

l’annulation des moments croisés, i.e.,

E{g(yi(n))h(yj(n− k)} = 0, ∀i 6= j, ∀k = 0, . . . , L, (1.58)

où L est l’ordre du filtre. Cette méthode a été étudiée de façon approfondie par

Servière [165] et une étude sur la séparation des mélanges convolutifs par les réseaux

de type Hérault-Jutten [114, 95] a été faite par Berthommier et Choi [20]. Les

fonctions g et h les plus utilisées sont

g(x) = x3,

h(x) = x.

En utilisant ces fonctions, le critère revient à l’annulation du moment croisé (3,1) des

signaux de sortie. On montre, par ce procédé, que seuls les mélanges, où les sources

sont globalement sous-gaussiennes, sont inversibles. Les principaux avantages de

cette méthode sont le coût de calcul réduit et la faible complexité d’implémentation.

Cependant, en raison de l’utilisation d’une structure récursive, cette technique souffre

de grosses limitations sur le mélange qui doit impérativement être à phase minimale.
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L’optimisation de ces fonctions g et h est donc très importante pour la qualité de la

convergence et dépend du type de signaux présents. Pour des mélanges convolutifs

à phase minimale, Charkani et Deville [44] ont montré qu’en optimisant ces fonc-

tions, il est possible de séparer des sources sur-gaussiennes et sous-gaussiennes. Des

implantations en situations réelles ont alors été réalisées avec succès dans la thèse

de Charkani [43].

Cumulants croisés

Le cumulant croisé d’ordre 4, Cum4(yi, yj, yj, yj) est un autre critère d’indépendance

utilisé pour la première fois par Lacoume et Ruiz [123, 124] et Comon [48, 49]. On

peut généraliser les méthodes basées sur les cumulants croisés par une approche

tensorielle.

Définition 1.2. Un tenseur de cumulant F est un opérateur défini par les cumulants

croisés d’ordre 4 des données, i.e.,

Fijkl := Cum4(yi, yj, yk, yl). (1.59)

F est diagonal dans le cas de signaux de sortie yi, yj, yk et yl indépendants. La

diagonalisation de ce tenseur F est réalisée en pratique via l’identification de matrices

propres pour la transformation linéaire

Fij(M) :=
∑

kl

mklCum4(yi, yj, yk, yl), (1.60)

où mkl est un élément de la matrice M qui est transformée. Comme tout opérateur

linéaire symétrique, le tenseur F a une décomposition en valeurs propres. Une ma-

trice propre du tenseur est, par définition, une matrice vérifiant

F(M) = λM. (1.61)
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Les matrices propres du tenseur seront notées par la suite Mi. Cette décomposition

en valeurs propres correspond à une diagonalisation conjointe des matrices F(Mi).

L’algorithme JADE [42], en choisissant pour matrices Mi les matrices propres du

tenseur, se ramène à la maximisation du critère

Jjade =

p∑

i,k,l=1

|Cum4(yi, yi, yk, yl)|2. (1.62)

Dans [188], Yeredor a proposé une diagonalisation conjointe non-orthogonale au sens

des moindres carrés et l’a appliquée à JADE. Ferréol et al. ont étendu la méthode

SOBI à l’ordre quatre sous le nom de FOBIUM (Fourth Order Blind Identification of

Underdetermined Mixtures of sources) [69]. En outre, l’algorithme FOBIUM permet

de traiter des mélanges sous-déterminés de sources. D’autres approches à l’ordre 4

ont été proposées par Cardoso [40], Comon [52], Pedersen et Nielsen [151]. Un état

de l’art plus complet sur les méthodes statistiques d’ordre supérieur peut être trouvé

dans les références [131] et [115].

Il est à noter que les statistiques d’ordre 3 sont très peu utilisées dans la séparation

de sources car elles décrivent la dissymétrie des densités de probabilité. Or, la plupart

des signaux réels traités ont des densités de probabilité symétriques.

1.6.5 Fonctions de contraste

Le concept des fonctions de contraste pour la séparation de sources a été introduit

par Comon [49, 50]. Une fonction de contraste, qui peut être vue comme une mesure

d’indépendance, constitue un critère de séparation dans la mesure où sa maximisa-

tion résout le problème de séparation. Elle est définie de la façon suivante

Définition 1.3. Une fonction de contraste Ψ(·) est une application à valeurs dans

R définie sur l’espace de vecteurs aléatoires y de Rp, ne dépendant que de la loi de

probabilité de y et qui vérifie les propriétés suivantes
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- pour toute matrice de permutation P, Ψ(Py) = Ψ(y) ;

- pour toute matrice diagonale D, Ψ(Dy) = Ψ(y) ;

- pour tout vecteur x, de composantes indépendantes, et pour toute matrice S

on a

Ψ(Sy) ≤ Ψ(y)

et

[Ψ(Sy) = Ψ(y)] ⇐⇒ [S = DP]

où D est une matrice diagonale et P est une permutation quelconques.

Les deux premiers points de la définition signifient que l’on ne discrimine pas une

solution parmi l’ensemble des solutions possibles, ils imposent donc un contraste

indépendant des indéterminations inhérentes à la séparation. Le troisième point

indique qu’il s’agit de maximiser la fonction Ψ(Sy) et que tous les maxima globaux

sont des solutions de séparation. D’ailleurs, Comon [50] a proposé entre autres,

comme contraste dans la méthode COM2, la maximisation d’un contraste défini

comme la somme des modules au carré des kurtosis des sources estimées. Par ailleurs,

E. Moreau et J.C. Pesquet [138] ont introduit une classe de contrastes applicables aux

mélanges convolutifs de sources centrées, indépendantes et identiquement distribuées

(i.i.d), statistiquement mutuellement indépendantes et vérifiant certaines propriétés.

E. Moreau et al. [139, 140] ont également défini des contrastes non-symétriques, qui

permettent de relaxer certaines contraintes des contrastes traditionnels et de pouvoir

intégrer de l’information a priori sur les sources. De son côté Comon trouve une

solution analytique, nommée COM1 (COntrast Maximization 1) [51], au problème

d’optimisation du contraste défini, au signe près, comme la somme des kurtosis des

sources estimées. Ce contraste a été initialement présenté par Moreau et al. dans

[136, 53, 174]. En outre, Moreau montre que ce critère est un contraste à la condition

que les kurtosis des sources soient de même signe.
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Notons que les propriétés de la définition (1.3) sont aussi vérifiées pour les critères

basés sur les “divergences” que nous seront amenés à exploiter par la suite pour

séparer les sources.

1.7 Critères de performances de la SAS

Afin d’étudier, par simulation, les qualités de séparation de nos critères et les perfor-

mances de nos algorithmes, il est possible de mesurer la précision de chaque source

estimée yi en fonction de la vraie source si par des critères de type erreur quadratique

moyenne ou rapport signal sur résidus.

1.7.1 Erreur quadratique moyenne (EQM)

L’erreur quadratique moyenne (EQM) mesure la moyenne du carré de l’écart entre

le signal source si et le signal estimé yi, i = 1, . . . , p. Ce terme s’écrit comme suit

EQMi := Ê{(si − yi)
2} :=

1

N

N∑
n=1

[si(n)− yi(n)]2 , (1.63)

où Ê désigne la moyenne temporelle et N représente le nombre d’échantillons utilisés.

La valeur moyenne de l’EQM sur toutes les sorties est

EQM :=
1

p

p∑
i=1

EQMi =
1

p

p∑
i=1

1

N

N∑
n=1

[si(n)− yi(n)]2 . (1.64)

La qualité de séparation s’apprécie naturellement avec une EQM la plus petite pos-

sible.

1.7.2 Rapport signal sur résidus (SNR)

Le rapport signal sur résidus (noté SNR) est la mesure de performance la plus

répandue dans la séparation de sources.
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Dans le cas de mélanges instantanés, le rapport signal sur résidus (SNR) est défini

comme le logarithme du rapport en décibel (dB) de la puissance de la source si sur

celle de l’écart entre la source si et son estimée yi. Il s’écrit donc comme suit (en

supposant qu’il n’y a pas de permutation)

SNRi := 10 log10

Ê{s2
i }

Ê{(yi − si)2}
, i = 1, . . . , p. (1.65)

Pour les mélanges convolutifs, le critère de performance, de l’estimation de si par

yi, est défini comme suit

SNRi := 10 log10

Ê[y2
i ]

Ê [y2
i |si=0]

, i = 1, . . . , p, (1.66)

où [yi |si=0] est la sortie yi lorsque la source si est rendue nulle (en supposant qu’il

n’y a pas de permutation). La qualité de séparation s’apprécie avec une valeur du

SNR la plus grande possible. Ce qui signifie qu’il n’y a pas une contribution impor-

tante provenant d’autres sources (sj, j = 1, . . . , p et j 6= i) à cette sortie yi.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre qui ne peut être exhaustif, nous avons présenté le problème de la

SAS et les éléments qui s’y rattachent. Nous avons commencé par donner quelques

exemples d’application de la SAS dans divers domaines. Après avoir répertorié les

deux modèles de mélanges (linéaire et non-linéaire), nous avons classé le type de

mélange linéaire en deux catégories : le modèle de mélange linéaire instantané,

qui utilise une matrice de coefficients scalaires pour reformuler la relation entre

les observations et les sources et le modèle de mélange linéaire convolutif qui est

modélisé par un filtrage entre les sources et les observations. Après avoir présenté

cette modélisation des mélanges, nous avons exposé le principe de résolution du

problème de la SAS dans le cas instantané puis dans le cas convolutif. Pour le cas de
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mélange linéaire instantané, nous avons rappelé différentes méthodes pour résoudre

le problème de la SAS réparties en deux familles : les méthodes par bloc (s) et

les méthodes adaptatives. Nous avons aussi distingué deux structures bien connues

et disponibles pour le mélange convolutif : la structure récurrente et la structure

directe. Nous avons expliqué que la solution fournie par les algorithmes de SAS

n’est pas unique car les sources sont estimées à une permutation et à un facteur

d’échelle près (dans le cas instantané) ou à une permutation et à un filtrage près

(dans le cas convolutif). Nous avons rappelé le principe de l’analyse en composantes

indépendantes, des hypothèses de base nécessaires à la séparation de sources, et

plusieurs critères permettant de réaliser la séparation. Enfin, nous avons établi des

mesures de performances afin d’étudier les qualités d’estimation des sources par les

critères que nous proposons et la performance de nos algorithmes à suivre. Nous

avons plus particulièrement insisté sur les algorithmes de Jade et Sobi car ils nous

serviront de référence pour juger des améliorations (en terme de séparation) ap-

portées par les algorithmes que nous serons amenés à développer. Dans la suite,

nous proposerons de nouvelles méthodes de séparation aveugle de sources dans le

cadre des mélanges linéaires des signaux stationnaires (partie I). Tandis que, dans

la partie II, nous proposerons de nouveaux algorithmes dans le cadre des signaux

non-stationnaires, plus précisément des signaux cyclostationnaires.



Première partie

SAS stationnaires





Chapitre 2

Mélanges linéaires instantanés

2.1 Introduction

Nous rappelons que les premières méthodes de SAS ont été élaborées au milieu

des années 80 [94, 96]. Ensuite, Comon [49, 50] a défini rigoureusement le cadre

mathématique de l’Analyse en Composantes Indépendantes, à partir de laquelle

dérivent plusieurs applications. La SAS est une technique de traitement qui per-

met de restituer un ensemble de signaux non observables appelés sources à partir

d’un ensemble de signaux mesurés appelés observations. La plupart des méthodes

de séparation aveugle de sources supposent l’indépendance statistique de celles-ci ;

elles consistent donc à rendre les observations indépendantes au sens statistique.

Certaines de ces méthodes se contentent de rendre les observations indépendantes à

l’ordre deux (décorrélation ou blanchiment) [15], d’autres utilisent des statistiques

d’ordres supérieurs (voir par exemple [135]). D’autres encore sont basées sur la mi-

nimisation de l’Information Mutuelle (voir par exemple [50, 171, 4, 152, 67]). De

ce fait, et compte tenu de la diversité de ces méthodes et des applications qui en

découlent, on observe une recherche incessante de nouvelles méthodes plus perfor-

mantes. Dans ce qui suit, dans le cadre des mélanges linéaires instantanés, nous
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présentons deux nouvelles méthodes de la SAS que nous avons mises au point. Une

première méthode est basée sur la minimisation de l’information mutuelle (IM) sous

contraintes et utilisation du critère AIC (Akaike Information Criterion) pour la

sélection de modèles des densités et estimation des paramètres par maximum de

vraisemblance. La deuxième méthode est basée sur la minimisation des divergences

entre densités de probabilité. Sans perte de généralité, nous allons considérer le cas

de deux sources-deux observations (p = 2).

2.2 Méthode basée sur la minimisation de l’IM

sous contraintes

2.2.1 Introduction

La plupart des méthodes de SAS supposent l’indépendance statistique des sources ;

sous cette dernière hypothèse, ces méthodes consistent à rendre les observations

indépendantes au sens statistique. Dans le cas linéaire instantané, le mélange de

deux sources est de la forme

x = As,

où s := (s1, s2)
T , x := (x1, x2)

T et A sont respectivement les signaux sources, les

signaux mélanges observés et la matrice de mélange de dimension 2× 2. Le but est

d’estimer les sources s à partir des observations x. L’estimateur, dans ce cas, est de

la forme

y = Bx,

où B est une matrice 2×2. Le problème consiste donc à chercher un estimateur B̂, à

partir des observations x, qui conduit à la meilleure estimation possible des sources

s,

y = B̂x ' s.
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Si A est inversible, si chacun des signaux sources est une suite i.i.d, si l’hypothèse

d’indépendance mutuelle des sources s1 et s2 est vérifiée et si au plus une source est

gaussienne, une solution à ce problème, à une indétermination du facteur d’échelle

et à une permutation près, consiste à chercher une matrice B̂ qui rende les compo-

santes de y indépendantes au sens statistique, c.f. [42] et [50]. Dans ce qui suit on

suppose que ces hypothèses sont vérifiées. La minimisation de l’IM du vecteur y est

considérée comme le critère idéal pour l’estimation de B. Cela conduit à l’estima-

tion des densités marginales fy1 et fy2 et des fonctions score marginales associées

que nous définirons dans le paragraphe à suivre. Plusieurs méthodes d’estimation pa-

ramétriques et non paramétriques des densités ont été proposées dans la littérature,

c.f. [153] et [9]. Nous proposons dans ce travail, une autre approche paramétrique

d’estimation basée sur la sélection d’un modèle, via la minimisation du critère d’in-

formation de Akaike (AIC) [3], parmi une famille croissante de modèles de lois

exponentielles de dimensions quelconques. Les paramètres du modèle sélectionné

sont estimés par maximum de vraisemblance. Les estimateurs des fonctions scores

sont obtenus par dérivation des densités estimées. Enfin pour remédier au problème

de l’indétermination du facteur d’échelle, et stabiliser l’algorithme de minimisation,

nous proposons de minimiser l’information mutuelle sous la contrainte de normali-

sation des puissances des sources estimées.

Avant d’expliciter la méthode, il convient de revenir sur la définition de l’information

mutuelle et de rappeler les définitions de l’algorithme du gradient et des fonctions

scores.
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2.2.2 Définitions

Information mutuelle

Définition 2.1. Soient y := (y1, y2)
T un vecteur aléatoire, fy la densité de proba-

bilité jointe de y et fyi
, i ∈ {1, 2}, les densités de probabilité marginales des com-

posantes yi, i ∈ {1, 2}, du vecteur y. L’information mutuelle du vecteur aléatoire y

est définie comme étant la divergence de Kullback-Leibler modifiée entre les densités
∏2

i=1 fyi
et fy, i.e.,

I(y) := KLm

(
2∏

i=1

fyi
, fy

)
:= −E

(
log

∏2
i=1 fyi

(yi)

fy(y)

)
= −

∫

R2

fy(t) log

∏2
i=1 fyi

(ti)

fy(t)
dt

(2.1)

où t := (t1, t2)
T .

À partir des propriétés de la divergence de Kullback-Leibler modifiée, nous déduisons

que l’information mutuelle est toujours positive et n’est nulle que si et seulement si

fy =
∏2

i=1 fyi
, c’est-à-dire, ssi les composantes y1, y2 sont indépendantes. Autrement

dit,

min
B

I(y) = 0, (2.2)

et le minimum est atteint en B = DPA−1, où D représente une matrice diagonale

et P une matrice de permutation.

Algorithme du gradient

Supposons que dans un algorithme de séparation des sources, l’information mutuelle

des sources estimées ait été choisie comme critère d’indépendance. Dans ce cas,

si nous utilisons l’algorithme de descente du gradient pour la minimisation, nous

n’avons pas besoin d’estimer I(y) elle-même, mais seulement sa dérivée par rapport

aux coefficients de la matrice séparante B. L’IM dépend de la densité jointe fy,

d’où, sa dérivée par rapport à B dépend des dérivées partielles de fy. La matrice de
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séparation B doit être estimée de manière à ce que l’information mutuelle I(y) de

y = Bx soit minimisée. L’algorithme de descente du gradient

B ← B− µ
dI(y)

dB
, (2.3)

nécessite donc l’estimation de la dérivée dI(y)
dB

. Cette étape passe par l’utilisation des

fonctions scores.

Fonctions scores

Tout d’abord, nous rappelons la définition de la fonction score d’une variable aléatoire

réelle.

Définition 2.2. La fonction score d’une variable aléatoire scalaire y est égale à

l’opposé de la dérivée du logarithme de sa densité, i.e.,

ψ(y) := − d

dy
log fy(y) = −fy(y)′

fy(y)
,

où fy désigne la densité de probabilité de y.

Dès lors, nous déduisons de cette définition différents types de fonctions scores pour

un vecteur aléatoire y := (y1, y2)
T .

Définition 2.3. La fonction score marginale (FSM) d’un vecteur aléatoire y est

définie comme étant le vecteur des fonctions scores de ses composantes, i.e.,

ψy(y) := (ψ1(y1), ψ2(y2))
T ,

où

ψi(yi) := − d

dyi

log fyi
(yi) = − fyi

(yi)
′

fyi
(yi))

, i = 1, 2.

Définition 2.4. La fonction score jointe (FSJ) du vecteur y est définie comme étant

le vecteur gradient de (− log fy(y)), i.e.,

φy(y) := (φ1(y), φ2(y))T ,
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où

φi(y) := − ∂

∂yi

log fy(y) =
−∂fy(y)

∂yi

fy(y)
, i = 1, 2.

Définition 2.5. La fonction score différentielle (FSD) du vecteur y est définie

comme étant la différence entre les fonctions FSM et FSJ, i.e.,

βy(y) := ψy(y)− φy(y).

Pour calculer les fonctions scores nous devons donc estimer les densité de probabilité

qui sont a priori inconnues.

2.2.3 IM sous contraintes

L’approche que nous proposons est basée sur la minimisation d’un “estimateur” de

l’information mutuelle

I(y) := E
(

log
fy(y)

fy1(y1)fy2(y2)

)
=

∫

R2

fy(t1, t2) log
fy(t1, t2)

fy1(t1)fy2(t2)
dt1dt2 (2.4)

sous les contraintes

(var(y1)− 1)2 = 0 et (var(y2)− 1)2 = 0,

où

var(yi) := E
[
(yi − E(yi))

2
]

est la variance de yi, i = 1, 2.

Ce qui revient à considérer que la puissance estimée des sources restituées est iden-

tique pour les deux sources et unitaire.

Pour résoudre le problème (2.4), nous allons utiliser le Lagrangien associé. Il s’écrit

L(B, λ1, λ2) := I(y) + λ1 (var(y1)− 1)2 + λ2 (var(y2)− 1)2 . (2.5)

Notons

C(y, λ1, λ2) := λ1 (var(y1)− 1)2 + λ2 (var(y2)− 1)2 .
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Selon le principe de dualité, la solution du problème avec contrainte (2.4) est donnée

par celle du problème d’optimisation sans contrainte suivant

max
λ1,λ2

min
B

L(B, λ1, λ2) = max
λ1,λ2

min
B
{I(y) + C(y, λ1, λ2)} . (2.6)

Comme ce dernier est sans contrainte, la solution peut être calculée par utilisation

de l’algorithme de descente du gradient. À l’optimum, on a

dL

dB
= 0,

∂L

∂λi

= 0, i = 1, 2,

où

dL

dB
=

dI(y)

dB
+

dC(y, λ1, λ2)

dB
(2.7)

et

∂L

∂λi

= (var(yi)− 1)2 , i = 1, 2. (2.8)

En utilisant la relation y = Bx, nous avons montré, voir (1.36), que l’entropie du

vecteur y peut s’écrire comme suit

H(y) = H(x) + log |det(B)|, (2.9)

où

H(y) := −E (log fy(y)) et H(x) := −E (log fx(x)) .

D’où (2.1) peut s’écrire

I(y) =

p∑
i=1

H(yi)−H(x)− log |det(B)|. (2.10)

Dans cette équation, le terme H(x) est indépendant de la matrice B, d’où

dI(y)

dB
=

p∑
i=1

dH(yi)

dB
− d

dB
log |det(B)|. (2.11)
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Or le terme
∑p

i=1
dH(yi)

dB
ne dépend que des densités marginales et de leurs dérivées.

En effet,
p∑

i=1

dH(yi)

dB
= −

p∑
i=1

E
[
d log fyi

(yi)

dB

]
= −

p∑
i=1

E
[
f ′yi

(yi)

fyi
(yi)

dyi

dB

]

= E
[
ψ(y)xT

]
,

(2.12)

où ψ(y) := (ψ1(y1), ψ2(y2))
T et ψi(·) := −f ′yi

(·)
fyi (·)

, la fonction score marginale de yi,

i = 1, 2.

D’autre part, on montre que (voir Annexe ; A.1)

d

dB
log |det(B)| = B−T . (2.13)

En regroupant les deux termes du gradient (2.12) et (2.13), l’expression du gradient

de I(y) par rapport à B est

dI(y)

dB
= E

[
ψ(y)xT

]−B−T . (2.14)

En supposant que E(yi) = 0, i = 1, 2, on peut montrer que l’expression du gradient

du terme C(y, λ1, λ2) par rapport à la matrice B est donnée comme suit

dC(y, λ1, λ2)

dB
= 4 diag(λ1, λ2)E

(
wxT

)
, (2.15)

où w := (w1, w2)
T avec wi := (E[y2

i ]− 1) yi, i = 1, 2, et diag(λ1, λ2) est la matrice

diagonale de termes diagonaux λ1 et λ2.

D’où la possibilité d’exprimer le gradient de (2.6) par la relation suivante

dL

dB
= E

[
ψ(y)xT

]−B−T + 4 diag(λ1, λ2)E
(
wxT

)
, (2.16)

et
∂L

∂λi

= (var(yi)− 1)2 , i = 1, 2. (2.17)

L’expression du gradient (2.16) du critère (2.6) nécessite une estimation des densités

de probabilité marginales fyi
et des fonctions scores marginales associées ψi(yi). Ceci

est l’objet du paragraphe suivant.
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2.2.4 Selection de modèles

Soit y(1) := (y1(1), y2(1))T , . . . ,y(N) := (y1(N), y2(N))T un échantillon du vecteur

aléatoire y := (y1, y2)
T . Pour estimer les densités marginales fy1(·) et fy2(·), nous al-

lons modéliser ces densités de probabilité par des familles de densités exponentielles

de dimensions (nombre de paramètres) d1, d2 ∈ N∗. Le modèle retenu est celui qui

minimise le critère d’information de Akaike (AIC) [3]. Dans ce qui suit, pour simpli-

fier, on note py(·) la densité marginale de y1 ou y2. Une densité de loi exponentielle

(de dimension d) s’écrit

fd(y, θ, a, b) :=
exp

{
θ1y + · · ·+ θdy

d
}

∫ b

a
exp {θ1y + · · ·+ θdyd} dy

, a, b ∈ R, θ ∈ Rd et d = 1, 2, . . .

(2.18)

Notons AIC(d) le critère AIC associé au modèle fd et à l’échantillon y(1), . . . , y(N),

i.e.,

AIC(d) := min
θ∈Rd

{
− 1

N

N∑
n=1

log fd(y(n), θ, a, b) +
d

N

}
. (2.19)

Notons que le terme d/N est dû au biais de l’estimation de l’entropie de fy, il dépend

de la dimension d du modèle ; la quantité AIC(d) est donc un estimateur corrigé du

biais de l’entropie de fy(·) à l’intérieur du modèle fd (c.f. e.g. [3]). Définissons

d∗ := arg min
d∈N∗

AIC(d). (2.20)

Ainsi fd∗ , la famille exponentielle de dimension d∗, est le modèle retenu. Soit θ̂ la

solution de (2.19). Notons que θ̂ est l’estimateur du maximum de vraisemblance du

paramètre θ pour le modèle exponentiel retenu. Lorsque le support [a, b] est inconnu,

on l’estime par [â, b̂] := [mini=1,...,N y(i), maxi=1,...,N y(i)]. Cette démarche conduit

donc au choix du meilleur modèle et à une estimation optimale des paramètres de

celui-ci. La densité fy(·) est donc estimée par

f̂y(y) = fd∗(y, θ̂, â, b̂). (2.21)
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Ce qui permet de déduire l’estimateur suivant de la fonction score marginale ψy(·)

ψ̂y(y(n)) = − f̂y(y(n))′

f̂y(y(n))
= −

d∗∑
j=1

jθ̂jy(n)j−1, n = 1, . . . , N. (2.22)

Notons que l’estimateur de la fonction score proposé ici est différent de celui pro-

posé dans [8] par Babaie-Zadeh. En effet, l’estimateur proposé dans [8] utilise une

méthode de type moindres carrés et une modélisation de la fonction score par un po-

lynôme de degré d fixé a priori. Notre approche à l’avantage de fournir la dimension

adéquate d∗ du modèle et des estimateurs optimaux θ̂, des paramètres du modèle

choisi, par maximum de vraisemblance.

Par ailleurs le choix des familles exponentielles, pour modéliser les densités margi-

nales fyi
, est également justifié par les propriétés suivantes :

• Les familles exponentielles sont des fonctions de densités qui s’adaptent pour

la modélisation de la plupart des densités usuelles (uniforme, normale, expo-

nentielle, ... etc).

• Le choix optimal fd∗(y) pour modéliser fyi
est indépendant des valeurs de

B ; autrement dit d∗ est invariant par changement d’échelle B ; ainsi dans

l’algorithme ci-après la sélection des modèles des densités fy1 et fy2 est réalisé

une seule fois à l’étape d’initialisation.

Algorithme

Nous résumons la méthode de séparation proposée par l’algorithme suivant
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• Initialisation de B, λ1, λ2, y = Bx, choix de d∗.

• Itérer :
1. y = Bx.

2. Calcul de dL̂
dB

= Ê
[
ψ̂(y)xT

]
−B−T + 4diag(λ1, λ2)Ê

(
wxT

)
.

3. B ← B− µ dL̂
dB

, (λ1, λ2)
T ← (λ1, λ2)

T + µ
(
(var(y1)− 1)2 , (var(y2)− 1)2)T

.

• Répéter jusqu’à convergence.

L’estimateur ψ̂(·) dans l’étape (2) de l’algorithme précédent est fourni par (2.22) :

ψ̂(y) =
(
ψ̂y1(y1), ψ̂y2(y2)

)T

.

2.2.5 Résultats de simulations

Pour illustrer les performances de l’algorithme proposé, nous présentons trois exemples

de résultats de simulations. Dans le premier, on traite le cas de deux signaux sources-

deux signaux mélanges. Dans les deuxième et troisième exemples, nous traitons le

cas de trois signaux sources-trois signaux mélanges.

Exemple 2.1. Nous considérons deux signaux sources indépendants s1(n) et s2(n),

n = 1, . . . , N, i.i.d de loi uniforme sur [0, 1] (centrés et normalisés). Le nombre

d’échantillons est fixé à N = 2000. On utilise la matrice de mélange suivante

A :=


 1 0.5

0.5 1


 .

La qualité de séparation est évaluée par le rapport signal sur résidus défini par

l’équation (1.65). La présente méthode est comparée avec la méthode proposée par

Babaie-Zadeh [8] et celle proposée par Pham [153]. Cette dernière est basée sur des

estimateurs des fonctions scores utilisant la méthode d’estimation non paramétrique

à noyau ; le noyau utilisé est approché par des splines d’ordre trois

K(u) =





3/4− u2 si |u| ≤ 1/2;

(3/2− |u|)2 /2 si 1/2 ≤ |u| ≤ 3/2;

0 sinon.

(2.23)
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Les simulations montrent une bonne performance de l’algorithme proposé par rap-

port à ceux de Babaie-Zadeh [8] et Pham [153]. Ces résultats sont présentés sur les

figures 2.1 et 2.2. Les simulations sont répétées 100 fois avec un pas fixe. Aussi,

nous présentons sur la figure 2.3 les plans d’espace des signaux sources, des signaux

mélanges et des sources estimées fourni par la méthode proposée. On constate que

notre méthode permet d’estimer les sources inconnues avec un meilleur SNR (près

de 2 dB par rapport à la méthode proposée par Pham et près de 4 dB par rapport à

celle proposée par Babaie-Zadeh).
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algo proposé: SNR1
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algo Pham: SNR1

algo Pham: SNR2

Fig. 2.1 – Rapport signal sur résidus (SNR) de notre algorithme comparé avec celui

de Pham en fonction du nombre d’itérations (SNR1 : source 1 ; SNR2 : source 2).

Exemple 2.2. Nous considérons trois signaux sources indépendants s1(n), s2(n)

et s3(n), n = 1, . . . , N . Les signaux s1(n) et s3(n), n = 1, . . . , N , sont des suites

i.i.d de loi uniforme sur [0, 1] (centrés et normalisés), et s2(n), n = 1, . . . , N, est

une suite i.i.d de loi gaussienne centrée réduite. Le nombre d’échantillons est fixé à
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Fig. 2.2 – Rapport signal sur résidus (SNR) de notre algorithme comparé avec

celui de Babaie-Zadeh en fonction du nombre d’itérations (SNR1 : source 1 ; SNR2 :

source 2).

N = 2000. On utilise la matrice de mélange suivante

A :=




1 0.5 0.5

0.5 1 0.5

0.5 0.5 1


 .

Nous présentons sur la figure 2.4 les SNRs des trois sources estimées fournis par

la méthode proposée. Les simulations sont répétées 100 fois avec un pas fixe. Nous

observons que la méthode donne des résultats satisfaisants (SNR environ 28 dB).

Nous présentons dans la figure 2.5 les signaux sources, les observations, les sources

estimées et la différence entre les sources et leurs estimées fournies par l’algorithme

proposé.

Exemple 2.3. Nous considérons trois signaux sources indépendants s1(n), s2(n) et

s3(n), n = 1, . . . N. Le signal s1 est de loi exponentielle, s2 de loi gaussienne et s3
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Fig. 2.3 – De gauche à droite, l’espace des signaux sources, signaux mélanges et

sources estimées.

de loi uniforme sur [0, 1]. Le nombre d’échantillons est fixé à N = 2000. On utilise

la matrice de mélange suivante

A :=




1 0.5 0.5

0.5 1 0.5

0.5 0.5 1


 .

Nous présentons sur la figure 2.6 les SNRs des trois sources estimées fournis par

la méthode proposée. Les simulations sont répétées 100 fois avec un pas fixe. Nous

observons que la méthode donne des résultats satisfaisants (SNR d’environ 28 dB).

Nous présentons dans la figure 2.7 les signaux sources, les observations, les sources

estimées et la différence entre les sources et leurs estimées fournies par l’algorithme

proposé.

Dans cette section, nous avons présenté une méthode de SAS, alternative à celles

proposées par Babaie-Zadeh [8] et Pham [153], basée sur la minimisation de l’IM

sous contraintes et l’estimation des densités marginales par critère AIC et maximum

de vraisemblance dans des familles de lois exponentielles. Nous allons présenter dans

la section suivante de nouveaux critères de résolution du problème de SAS basés sur
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Fig. 2.4 – Les SNRs de trois sources données par l’algorithme de l’IM sous

contraintes.

la minimisation des divergences entre densités de probabilité et qui généralisent le

critère de l’information mutuelle.

2.3 Méthodes basées sur la minimisation des α-

divergences

Nous venons de voir que la minimisation de l’IM sous contrainte améliorait l’esti-

mation des sources grâce notamment à l’emploi de fonctions scores estimées via la

sélection du meilleur modèle de densités par utilisation du critère AIC. La méthode

de SAS que nous allons développer dans cette section est basée sur la minimisa-

tion des divergences entre densités de probabilité. Nous allons considérer le cas des

mélanges linéaires instantanés. La méthode que nous proposons généralise celle uti-

lisant le critère de l’information mutuelle. Nous montrons que la méthode utilisant
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Fig. 2.5 – De haut en bas, les signaux sources, les mélanges, les sources estimées et

l’écart entre les sources et leurs estimées.

la divergence particulière de Hellinger possède de bonnes propriétés en terme d’effi-

cacité-robustesse. Dès lors, il semble opportun de rappeler brièvement, la notion de

divergences entre densités de probabilité et leurs propriétés en donnant des motiva-

tions à l’utilisation de celles-ci en séparation aveugle de sources.

2.3.1 Divergences entre lois de probabilité

Les divergences entre lois de probabilité ont été introduites par Csiszár [55]. Soit

ϕ une fonction convexe quelconque définie sur [0, +∞] à valeurs dans [0, +∞] telle

que ϕ(1) = 0. Pour toutes lois de probabilité Q et P définies sur Rp telles que Q est

absolument continue par rapport à P , la Iϕ−divergence entre Q et P est définie par

Iϕ(Q,P ) :=

∫

Rp

ϕ

(
dQ(x)

dP (x)

)
dP (x). (2.24)
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Fig. 2.6 – Les SNRs de trois sources données par l’algorithme de l’IM sous

contraintes.

Si Q n’est pas absolument continue par rapport à P , on pose Iϕ(Q,P ) = +∞. Le

rapport dQ(x)
dP (x)

est la dérivée de Radon-Nikodym de Q par rapport à P . Notons que si

Q et P admettent respectivement des densités q(·) et p(·) sur Rp, alors dQ(x)
dP (x)

= q(x)
p(x)

et on a

Iϕ(Q,P ) := Iϕ(q, p) =

∫

Rp

ϕ

(
q(x)

p(x)

)
p(x) dx. (2.25)

Pour toute loi de probabilité P , l’application Q 7→ Iϕ(Q, P ) est convexe et est

positive. Si Q = P , alors Iϕ(Q,P ) = 0. De plus, si la fonction x 7→ ϕ(x) est

strictement convexe sur un voisinage de x = 1, on a la propriété fondamentale

suivante

Iϕ(Q,P ) = 0 si et seulement si Q = P. (2.26)

Toutes ces propriétés sont présentées et démontrées dans [55] et [127]. La pro-

priété (2.26) est fondamentale pour résoudre le problème de la SAS que nous allons

considérer. Les Iϕ−divergences sont invariantes par changement d’échelle. Cepen-
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Fig. 2.7 – De haut en bas, les signaux sources, les mélanges, les sources estimées et

l’écart entre les sources et leurs estimées.

dant, elles ne sont en général pas symétriques ; Iϕ(Q,P ) et Iϕ(P,Q) diffèrent. Elles

cöıncident si la fonction convexe ϕ vérifie ϕ(x) − xϕ( 1
x
) = c(x − 1) où c est une

constante (voir Liese et Vajda [127] Théorème 1.13).

Largement utilisée en théorie de l’information, la divergence de Kullback-Leibler,

notée KL−divergence, est associée à la fonction convexe réelle ϕ(x) = x log x−x+1 ;

elle est définie donc par

KL(Q,P ) :=

∫

Rp

log

(
dQ(x)

dP (x)

)
dQ(x). (2.27)

La divergence de Kullback-Leibler modifiée, notée KLm−divergence, est associée à

la fonction convexe ϕ(x) = − log x + x− 1, i.e.,

KLm(Q,P ) :=

∫

Rp

− log

(
dQ(x)

dP (x)

)
dP (x). (2.28)

D’autres divergences, largement utilisées en statistique sont les divergences de χ2 et
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χ2-modifiée (χ2
m)

χ2(Q, P ) :=
1

2

∫

Rp

(
dQ(x)

dP (x)
− 1

)2

dP (x) (2.29)

et

χ2
m(Q,P ) :=

1

2

∫

Rp

(
dQ(x)
dP (x)

− 1
)2

(
dQ(x)
dP (x)

) dP (x) (2.30)

qui sont associées aux fonctions convexes ϕ(x) = 1
2
(x− 1)2 et ϕ(x) = 1

2
(x− 1)2 /x,

respectivement. La distance de Hellinger (H) est également une divergence ; elle est

associée à la fonction convexe ϕ(x) = 2(
√

x− 1)2,

H(Q,P ) :=

∫

Rp

2

(√
dQ(x)

dP (x)
− 1

)2

dP (x). (2.31)

Tous les exemples précédents des divergences font partie de la classe des “divergences

de puissance” introduite par [54] qui est définie par la classe des fonctions convexes

x ∈ R∗+ 7→ ϕα(x) :=





xα−αx+α−1
α(α−1)

si α 6= 0, α 6= 1;

− log x + x− 1 si α = 0;

x log x− x + 1 si α = 1.

(2.32)

Le tableau (2.1) présente, suivant le choix de la fonction convexe ϕα, la divergence

associée. Notons que les divergences présentées ci-dessus ont été utilisées en esti-

La fonction ϕα ϕ1 ϕ0 ϕ2 ϕ−1 ϕ 1
2

La divergence associée KL KLm χ2 χ2
m H

Tab. 2.1 – Exemples de fonctions convexes et leurs divergences associées.

mation statistique par [119], [33], [120] et [34]. Il a été montré que leur utilisation

généralise la méthode classique du maximum de vraisemblance, et conduit à des

estimateurs ayant des propriétés similaires, voire meilleures dans certains cas ; par
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exemple l’estimateur utilisant la divergence de Hellinger améliore celui du maximum

de vraisemblance en terme d’efficacité-robustesse pour des données bruitées. Sur la

figure 2.8, nous présentons les fonctions convexes ϕα des divergences KL, KLm et

H.
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Fig. 2.8 – Les fonctions convexes ϕα des divergences KL, KLm et H.

Après avoir présenté les divergences entre lois de probabilité, nous allons voir com-

ment exploiter ces notions pour construire des critères aptes à résoudre le problème

de la SAS et ce via deux approches :

- Approche 1 (à deux étapes) : la séparation est composée de deux étapes. La

première étape est celle du blanchiment des observations x. Elle consiste à décorréler

les observations. La deuxième étape consiste à estimer une matrice unitaire de ro-

tation U(θ) qui rend les signaux blanchis z statistiquement indépendants. Cette

dernière consiste à déterminer le paramètre optimal “θ” qui minimise un critère et

permet d’obtenir une matrice unitaire unique de rotation.
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- Approche 2 (à une seule étape) : la séparation est réalisée par la minimisation d’un

critère par rapport aux coefficients de la matrice séparante B.

2.3.2 Approche 1 : méthode “décorrélation-rotation”

Description et principe de la méthode

Sans perte de généralité, nous considérons le cas de deux sources-deux observations

(p = 2). Nous considérons d’abord l’étape de blanchiment des mélanges x. Cette

dernière consiste à décorréler les signaux observés pour obtenir les signaux blanchis

que l’on note z. Ensuite, on applique l’étape de rotation des signaux blanchis afin

de restituer les sources inconnues via la minimisation d’un critère basé sur le choix

d’une divergence. Pour ce faire, nous appliquons aux signaux blanchis z une matrice

de rotation U vérifiant det(U) = 1. Cette matrice est paramétrée par une rotation

de Givens et s’écrit comme suit

U(θ) :=


 cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)


 ,

où θ est l’angle de rotation des signaux blanchis z tel que θ ∈ [−π, π].

D’où la possibilité d’écrire les égalités suivantes

y1(n) = cos(θ)z1(n) + sin(θ)z2(n),

y2(n) = − sin(θ)z1(n) + cos(θ)z2(n).

Il s’agit de trouver l’angle θ̂ optimal tel que les sources estimées y1 et y2 soient le

plus indépendantes possible en utilisant cette fois les α-divergences.

Soit y := (y1, y2)
T un vecteur aléatoire, et notons fy la densité jointe du vecteur y

et fyi
la densité marginale de yi, la ieme composante de y. La Iϕα-divergence entre
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le produit fy1fy2 des densités marginales et la densité jointe fy s’écrit (voir 2.24)

Iϕα(fy1fy2 , fy) :=

∫

R2

ϕα

(
fy1(t1)fy2(t2)

fy(t1, t2)

)
fy(t1, t2) dt1dt2

= E
[
ϕα

(
fy1(y1)fy2(y2)

fy(y1, y2)

)]
. (2.33)

D’après la propriété (2.26), la quantité (2.33) est positive et s’annule si et seulement

si fy1fy2 = fy, i.e., ssi les composantes y1, y2 sont mutuellement indépendantes. Cette

propriété peut nous servir de critère. Celui-ci peut être estimé par

Îϕα(y) :=
1

N

N∑
n=1

ϕα

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)
, (2.34)

où f̂y1 , f̂y2 et f̂y sont respectivement les estimateurs à noyau des densités fy1 , fy2 et

fy. Dans ce cas, pour séparer les sources nous avons besoin de rendre indépendants

les signaux y1 et y2 et la séparation sera obtenue par la minimisation du critère

(2.34) par rapport à l’angle θ

min
θ

Îϕα(y) = min
θ

1

N

N∑
n=1

ϕα

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)
. (2.35)

Pour calculer ce minimum nous allons utiliser la méthode de descente du gradient.

Nous avons besoin de calculer le gradient du critère (2.34). Nous donnons dans le

paragraphe suivant, la forme explicite du gradient.

Calcul du gradient dÎϕα (y)

dθ

On a

dIϕα(y)

dθ
=

1

N

N∑
n=1

ϕ
′
α

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)
d

(
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

)

dθ
. (2.36)

Pour calculer cette quantité dIϕα (y)

dθ
, il suffit donc de calculer les deux termes suivants

ϕ
′
α

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)
et

d
(

f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

)

dθ
.

Cependant, pour faire ce calcul, nous avons besoin au préalable de calculer les esti-

mateurs f̂y1 , f̂y2 et f̂y. Ceci est l’objet du paragraphe suivant.
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Estimation de la densité par la méthode à noyau

En statistique, l’estimation par noyau (ou encore méthode de Parzen-Rosenblatt)

est une méthode non-paramétrique d’estimation de la densité de probabilité d’une

variable aléatoire. Elle se base sur un échantillon d’une population statistique et

permet d’estimer la densité en tout point du support. Le principe de cette méthode

est le suivant.

Définition 2.6. Soit (y(n), n = 1, . . . , N) une suite de variables aléatoires à va-

leurs dans R indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d). Soit fy la densité

commune aux variables (y(n), n = 1, . . . , N). L’estimateur à noyau, noté f̂y, de la

densité fy est défini comme suit

f̂y(y) :=
1

Nh

N∑
n=1

K

(
y − y(n)

h

)
,

où N est la taille du signal y(n), n = 1, . . . , N , la fonction K(·) est appelée “noyau”

de l’estimateur et h est la largeur de la fenêtre du noyau ou le paramètre de lissage.

Pour que f̂y(y) soit une densité de probabilité, le noyau doit satisfaire les deux

conditions suivantes :

1. ∀y, K(y) ≥ 0.

2.
∫ +∞
−∞ K(y) dy = 1.

Les cas les plus usuels sont la densité gaussienne, celle uniforme sur [−1, 1] ou trian-

gulaire. La forme du noyau n’est pas très déterminante pour la qualité de l’estimation

contrairement à la valeur de h. Bien souvent, la fonction K est choisie comme étant

la densité gaussienne standard (espérance nulle et variance unitaire). Notons que le

noyau gaussien s’exprime de la façon suivante

K : y ∈ R 7→ K(y) :=
1√
2π

exp

(
−1

2
y2

)
. (2.37)

C’est ce noyau que nous allons utiliser pour l’ensemble de nos simulations. Le pa-

ramètre de lissage h détermine la régularité et la précision de l’estimation de la
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densité (voir la figure 2.9). Théoriquement [97], l’estimateur à noyau est une estima-

tion biaisée de la densité. Le biais de l’estimation tend vers zéro quand h → 0, et la

variance de l’estimation tend vers zéro quand Nh → +∞. Ainsi, dans la pratique,

quand un nombre limité d’observations est disponible, le choix de h est important.

La figure 2.9 montre l’estimation de la densité d’une réalisation normale centrée uni-

taire de 4000 échantillons avec une valeur “optimale” de h ≈ 1.06N− 1
5 = 0.2, puis

h = 2 et enfin h = 0.02. La loi théorique est représentée par des courbes discontinues

et les densités estimées sont représentées en continu. Si h est trop faible on a des

irrégularités dans l’estimation de la densité ce qui pose des problèmes lors du calcul

des fonctions scores par dérivation des densités estimées. Mais un choix de h trop

grand conduit à une mauvaise estimation de la densité. Une règle de base pour le

choix de h, lorsque le noyau utilisé est gaussien, est [97]

h = σ̂y

(
4

3N

) 1
5

≈ 1.06σ̂yN
− 1

5 ,

où σ̂y désigne l’écart-type (cette formule est optimale lorsque les densités à estimer

sont gaussiennes).

Les estimateurs respectifs f̂y1 , f̂y2 et f̂y de fy1 , fy2 et fy s’écrivent

f̂y1(y1) =
1

Nh

N∑
n=1

K

(
y1 − y1(n)

h

)
, f̂y2(y2) =

1

Nh

N∑
n=1

K

(
y2 − y2(n)

h

)

et

f̂y(y1, y2) =
1

Nh2

N∑
n=1

K

(
y1 − y1(n)

h

)
K

(
y2 − y2(n)

h

)
,

où K est le noyau (2.37).

Une fois les fonctions de densité estimées, nous pouvons facilement calculer l’esti-

mateur du gradient dIϕα (y)

dθ
donné par l’équation (2.36).

Pour donner l’expression du premier terme ϕ
′
α

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

)
, nous avons besoin

de revenir à la définition des fonctions convexes évoquées précédemment (2.32). Ainsi
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Fig. 2.9 – Influence de la largeur du noyau gaussien pour une distribution gaus-

sienne.

il convient d’étudier chaque fonction suivant le choix des valeurs de α. Dans ce cas,

on a (voir Annexe ; A.3)

ϕ
′
α

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)
=





(
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

)α−1

−1

(α−1)
si α 6= 0, α 6= 1;

− 1(
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

) + 1 si α = 0;

log
(

f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

)
si α = 1.

(2.38)

Le second terme de la relation (2.36) s’écrit

d
(

f̂y1(y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

)

dθ
=




[
df̂y1(y1(n))

dθ
f̂y2(y2(n)) +

df̂y2 (y2(n))

dθ
f̂y1(y1(n))

]
f̂y(y1(n), y2(n))

(
f̂y(y1(n), y2(n))

)2




−




[
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

]
df̂y(y1(n),y2(n))

dθ(
f̂y(y1(n), y2(n))

)2


 , (2.39)
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où
df̂y1(y1)

dθ
=

1

Nh

N∑
n=1

K ′
(

y1 − y1(n)

h

)
d

dθ

(
y1 − y1(n)

h

)
,

df̂y2(y2)

dθ
=

1

Nh

N∑
n=1

K ′
(

y2 − y2(n)

h

)
d

dθ

(
y2 − y2(n)

h

)

et

df̂y(y1, y2)

dθ
=

1

Nh2

N∑
n=1

K ′
(

y1 − y1(n)

h

)
K

(
y2 − y2(n)

h

)
d

dθ

(
y1 − y1(n)

h

)

+ K ′
(

y2 − y2(n)

h

)
K

(
y1 − y1(n)

h

)
d

dθ

(
y2 − y2(n)

h

)
,

avec

d

dθ

(
y1 − y1(n)

h

)
=

− sin(θ)(z1 − z1(n)) + cos(θ)(z2 − z2(n))

h
,

d

dθ

(
y2 − y2(n)

h

)
=

− cos(θ)(z1 − z1(n))− sin(θ)(z2 − z2(n))

h
.

Algorithme

Nous résumons la méthode de séparation proposée par l’algorithme suivant

• Blanchiment des mélanges z = Wx.

• Centrage et normalisation de z.

• Initialisation de θ, µ.

• Itérer :
1. y = U(θ)z.

2. Calculer dÎϕα (y)

dθ
.

3. θ ← θ − µdÎϕα (y)

dθ
.

• Répéter jusqu’à convergence.

• Restitution des sources s = U(θ)z.
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Résultats de simulations

Nous présentons dans ce paragraphe un exemple de simulations pour illustrer la

performance de ces méthodes. Dans cet exemple, on traite le cas de deux sources et

deux mélanges.

Exemple 2.4. (le cas non bruité)

Nous considérons deux signaux indépendants s1(n) et s2(n), n = 1, . . . , N , i.i.d de

loi uniforme sur [0, 1] (centrés et normalisés). Le nombre d’échantillons est fixé à

N = 1000. La matrice de mélange est

A :=


 1 0.85

0.65 1


 .

L’angle optimal obtenu pour les critères KLm, H et KL est respectivement θ̂KLm =

−0.0480 rd, θ̂H = −0.0482 rd et θ̂KL = −0.0484 rd. Toutes ces valeurs sont calculées

par utilisation de l’algorithme de descente du gradient avec un pas fixe (µ = 0.02),

pour 60 itérations, en prenant comme point initial θ = 0. Pour mesurer la qualité

de séparation, nous utilisons le critère de performance (1.65) défini dans le chapitre

1. Nous illustrons sur la figure 2.10 les courbes de la convergence de l’angle θ vers

ses valeurs optimales en utilisant les divergences KLm (α = 0), H (α = 0.5) et KL

(α = 1). Nous présentons dans le tableau (2.2), en dB, le rapport signal sur résidus

(SNR) pour les critères KLm(α = 0), H (α = 0.5) et KL(α = 1), que l’on compare

avec les résultats de séparation obtenus en utilisant les algorithmes de Jade et Sobi ;

pour des signaux de taille N = 1000. Notons que (s,x), dans le tableau (2.2), est

défini par la relation suivante

SNRi := 10 log10

Ê{s2
i }

Ê{(xi − si)2}
, i = 1, . . . , p. (2.40)

Les simulations sont répétées 50 fois. Nous constatons que les méthodes KLm, H

et KL donnent de bien meilleurs résultats que les algorithmes de Jade et Sobi. Par
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contre, nous ne constatons aucune différence significative entre les méthodes utilisant

les divergences. Nous présentons également dans la figure 2.11 les plans d’espace des

signaux sources, observations, signaux blanchis et sources estimées par la méthode

basée sur la divergence de Hellinger (H).

0 10 20 30 40 50 60
−0.0487

−0.0486

−0.0485

−0.0484

−0.0483

−0.0482

−0.0481

−0.048

Itérations

θ(r
d)

 

 

α=0

α=0.5

α=1

Fig. 2.10 – Courbes de l’angle θ suivant le nombre d’iterations pour les critères

KLm, H et KL.

(s,x) Sobi(s,y) Jade(s,y) I0(s,y) I0.5(s,y) I1(s,y)

sources1 3.23 16.04 35.48 37.95 37.60 37.25

sources2 4.92 17.25 37.75 39.06 39.03 39.05

Tab. 2.2 – SNR en dB pour Sobi, Jade, KLm, H et KL.

Exemple 2.5. (le cas bruité)

Dans cet exemple, on contamine les signaux de mélange As(n) de l’exemple (2.4)

avec un bruit gaussien b(n) := (b1(n), b2(n))T . Sur la figure 2.12, nous présentons
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les SNRs moyens (des deux sources) pour les trois critères, KLm, H et KL en

fonction du rapport signal sur bruit (RSB). Rappelons que le RSB du signal observé

xi(n), n = 1, . . . , N, est défini par la relation suivante

RSBi := −10 log10

Pxi

Pbi

, i = 1, 2, (2.41)

où Pxi
:= E (xi(n)2) est la puissance du signal mélange observé xi et Pbi

:= E (bi(n)2)

est la puissance du bruit bi.

Le RSB varie entre −60 dB et −20 dB. Nous constatons que KLm est plus robuste

pour certaines valeurs du RSB entre −50 et −27 dB, par contre entre −60 et −50

dB, et entre −27 et −20 dB, KLm est moins robuste. On observe le phénomène

contraire pour KL. Le critère basé sur Hellinger présente un bon compromis entre

les critères KL et KLm et ce quelque soit le degré de contamination des données ;

voir figure 2.12. Ceci peut s’expliquer de la façon suivante. Lorsque les données sont

bruitées, deux cas peuvent se produire (voir critère 2.34).

cas 1 :
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))
<< 1, on l’appelle “outlier”.

cas 2 :
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))
>> 1, on l’appelle “inlier”.

D’après la figure 2.8, il est clair que KL est la plus robuste par rapport aux outliers,

et la moins robuste par rapport aux inliers. A contrario, KLm est la moins robuste

par rapport aux outliers et la plus robuste par rapports aux inliers. Comme la fonction

convexe associée à Hellinger est comprise entre celles associées à KL et KLm, le

critère basé sur la divergence de Hellinger présente un bon compromis en terme

de robustesse dans le cas des outliers et inliers. Comme dans la pratique, nous ne

connaissons pas si le bruit conduit à un outlier ou à un inlier, il convient donc

d’utiliser le critère basé sur la divergence de Hellinger.

2.3.3 Approche 2 : méthode “directe”

À la différence de la méthode précédente, celle-ci procède en une seule étape.
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Description du critère

Nous présentons la méthode pour un mélange de deux sources-deux observations

(p = 2) :

y1(n) = b11x1(n) + b12x2(n),

y2(n) = b21x1(n) + b22x2(n).

Dans cette approche, la séparation sera obtenue par la minimisation du critère (2.34)

mais cette fois-ci par rapport aux coefficients bpq de la matrice séparante B, i.e.,

min
B

Îϕα(y) = min
B

1

N

N∑
n=1

ϕα

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)
. (2.42)

Nous allons utiliser la méthode de descente du gradient pour calculer ce minimum.

Ceci nécessite le calcul du gradient du critère (2.42). Nous allons donner la forme

explicite du gradient dans le paragraphe suivant. Nous utilisons la méthode à noyau

pour estimer les densités fy1 , fy2 et fy.

Calcul du gradient

On a

∂Îϕα(y)

∂bpq

=
1

N

N∑
n=1

ϕ
′
α

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)
∂

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

)

∂bpq

. (2.43)

Nous constatons donc que pour calculer le gradient (2.43), il suffit de calculer les

deux termes suivants

ϕ
′
α

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)
et

∂
(

f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

)

∂bpq

.
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Concernant le premier terme ϕ
′
α

(
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂(yy1(n),y2(n))

)
, le calcul a été déjà fait au pa-

ragraphe (2.3.2). Le deuxième terme est donné comme suit

∂
(

f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))

)

∂bpq

=




[
∂f̂y1(y1(n))

∂bpq
f̂y2(y2(n)) +

∂f̂y2 (y2(n))

∂bpq
f̂y1(y1(n))

]
f̂y(y1(n), y2(n))

(
f̂y(y1(n), y2(n))

)2




−




[
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

]
∂f̂y(y1(n),y2(n))

∂bpq(
f̂y(y1(n), y2(n))

)2


 , (2.44)

où

∂f̂y1(y1)

∂bpq

=
1

Nh

N∑
n=1

K ′
(

y1 − y1(n)

h

)
∂

∂bpq

(
y1 − y1(n)

h

)
,

∂f̂y2(y2)

∂bpq

=
1

Nh

N∑
n=1

K ′
(

y2 − y2(n)

h

)
∂

∂bpq

(
y2 − y2(n)

h

)

et

∂f̂y(y1, y2)

∂bpq

=
1

Nh2

N∑
n=1

K ′
(

y1 − y1(n)

h

)
K

(
y2 − y2(n)

h

)
∂

∂bpq

(
y1 − y1(n)

h

)

+ K ′
(

y2 − y2(n)

h

)
K

(
y1 − y1(n)

h

)
∂

∂bpq

(
y2 − y2(n)

h

)
.

avec

∂

∂bpq

(
y1 − y1(n)

h

)

p=1,q=1,2

=
xq − xq(n)

h
,

∂

∂bpq

(
y1 − y1(n)

h

)

p=2,q=1,2

= 0,

∂

∂bpq

(
y2 − y2(n)

h

)

p=2,q=1,2

=
xq − xq(n)

h
et

∂

∂bpq

(
y2 − y2(n)

h

)

p=1,q=1,2

= 0,

K est le noyau gaussien standard (2.37) et K ′ sa dérivée.

Algorithme

La méthode proposée est schématisée par l’algorithme suivant
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• Initialisation de B = I, µ.

• Itérer :
1. y = Bx, centrage et normalisation de y.

2. Calculer dÎϕα (y)

dB
.

3. B ← B− µdÎϕα (y)

dB
.

• Répéter jusqu’à convergence.

Résultats de simulations

Exemple 2.6. (le cas non bruité)

Nous présentons dans ce paragraphe un exemple de simulations pour illustrer les

performances des méthodes proposées. Nous utilisons les mêmes données que celles

traitées dans l’exemple (2.4). La détermination de la matrice séparante B a été

calculée par utilisation de l’algorithme de descente du gradient par rapport aux co-

efficients de la matrice séparante B. Pour mesurer la qualité de séparation, nous

utilisons le critère de performance (1.65). Sur la figure 2.13, nous présentons les

SNRs moyens en fonction du nombre d’itérations pour les trois critères IM , H et

KL. Les simulations sont répétées 50 fois pour des données non-bruitées. Nous ne

constatons aucune différence sensible entre les trois méthodes utilisant les diver-

gences. Nous présentons dans la figure 2.14 le plan d’espace des signaux sources,

observations et sources estimées par la méthode basée sur la divergence de Hellin-

ger. Nous constatons que cette méthode permet de restituer les sources originales

avec un SNR satisfaisant (proche de 40 dB).

Exemple 2.7. (le cas bruité)

Dans cette exemple, nous traitons les mêmes données que celles traitées dans l’exemple

(2.5). Nous présentons sur la figure 2.15 les SNRs moyens en fonction du RSB pour

les trois critères, KLm, H et KL. Le RSB varie entre −60 dB et −20 dB. Les

simulations sont répétées 50 fois. Nous constatons que KLm est plus robuste pour
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l’intervalle entre −50 et −27 dB, cependant entre −60 et −50 dB, et entre −27 et

−20 dB, KLm est moins robuste. On observe le phénomène contraire pour la di-

vergence KL. Le critère basé sur la divergence de Hellinger présente encore un bon

compromis entre les critères KL et KLm, indépendamment du degré de contami-

nation des données. Il convient donc d’utiliser le critère basé sur la divergence de

Hellinger (α = 0.5) en l’absence d’information sur le degré de contamination des

données.

Dans le chapitre suivant, nous allons étendre cette dernière méthode au cas de

mélanges convolutifs.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons développé des nouvelles méthodes de la SAS station-

naires pour des mélanges linéaires instantanés. Nous avons tout d’abord proposé une

méthode basée sur l’optimisation de l’information mutuelle sous contraintes par un

passage au problème dual et estimation du gradient stochastique par maximum de

vraisemblance dans des familles de lois exponentielles. L’algorithme proposé s’ap-

plique pour une large classe de lois de probabilité pouvant être modélisées par une

famille de lois exponentielles choisies selon le critère AIC. De plus, la pénalisation

permet de s’affranchir du problème de l’indétermination du facteur d’échelle et sta-

bilise l’algorithme. Nous avons illustré les performances de cet algorithme, en terme

d’efficacité, avec des signaux simulés en comparaison avec deux autres méthodes

présentées par Babaie-Zadeh [8] et Pham [153]. Le critère s’applique quelque soit le

nombre de sources ; par exemple le cas de trois sources a été illustré. Nous avons

présenté ensuite des algorithmes de séparation aveugle de signaux utilisant les α-

divergences. Celles-ci généralisent l’approche de l’information mutuelle. Nous avons

montré que la méthode basée sur la distance de Hellinger présente de bonnes pro-
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priétés de robustesse en présence du bruit en comparaison avec les autres méthodes.
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Fig. 2.11 – Approche 2. De gauche à droite et de haut en bas, l’espace des signaux

sources, signaux mélanges, signaux blanchis et sources estimées avec le critère basé

sur la divergence de Hellinger.
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(autour de −55 dB, −39 dB et −20 dB).
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Fig. 2.14 – Approche 2. De gauche à droite, l’espace des signaux sources, signaux

mélanges et sources estimées par le critère utilisant la divergence de Hellinger.
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Fig. 2.15 – Approche 2. En haut : SNR des trois critères : IM (α = 0), H (α = 0.5)

et KL (α = 1), en fonction du RSB. En bas (de gauche à droite) : zoom sur SNR

(autour de −52 dB, −39 dB et −20 dB).



Chapitre 3

Mélanges linéaires convolutifs

3.1 Introduction

La méthode de la SAS que nous proposons dans ce chapitre, pour traiter le cas

des mélanges convolutifs, est également basée sur la minimisation des α-divergences

entre densités de probabilité. Notons que d’autres classes de divergences ont été

utilisées dans la littérature. Dans [68], les auteurs présentent des algorithmes de

séparation de sources basé sur la minimisation des divergences de Renyi ; voir aussi

[182]. L’utilisation des α-divergences que nous proposons est justifiée par les raisons

suivantes. Elles généralisent l’approche de l’IM. Elles s’appliquent dans les cas de

mélanges instantanés ou convolutifs. La classe des α-divergences contient la diver-

gence de Hellinger qui a des bonnes propriétés d’efficacité-robustesse en estimation

statistique, comme il a été démontré dans [19], [128] et [110]. Par ailleurs, l’estima-

tion de ces α-divergences est faite par injection des estimateurs à noyau des densités

de probabilité dans l’expression de leurs définitions. Notons que dans ce chapitre,

nous allons utiliser les propriétés des divergences présentées au chapitre précédant

dans le paragraphe 2.3.1.
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3.2 Modèle convolutif

Le mélange, dans ce cas, s’écrit sous la forme

x(t) = A ∗ s(t) + b(t), (3.1)

où ∗ est le produit de convolution, s est le vecteur des signaux sources et A est la ma-

trice des filtres de mélange. b est le vecteur des signaux bruits, dont les éléments sont

supposés centrés, mutuellement indépendants, et indépendants des signaux sources.

La présence du bruit additif dans le modèle de mélange complique le problème de la

séparation de sources. Pour simplifier le problème, le bruit est supposé négligeable

(après prétraitement). Le but est d’estimer les sources s à partir des observations x.

L’estimateur, dans ce cas, est de la forme

y(t) = B ∗ x(t), (3.2)

où B est la matrice des filtres séparante. Le problème consiste donc à chercher un

estimateur B̂ de B, à partir des observations x, qui conduise à une estimation

ŷ(t) = B̂ ∗ x(t),

des sources s. La transposition dans le domaine discret du modèle (3.2) conduit à

y(n) = [B(z)]x(n) =
∑

k

Bkx(n− k) =
∑

k

BkAks(n− k), (3.3)

où Ak et Bk correspondent respectivement à la transformée en z des matrices des

filtres A et B. Si A est une matrice inversible à gauche et si les sources sont statis-

tiquement indépendantes, la solution du problème de séparation est possible à une

permutation et à un filtrage près

y(n) = [B̂(z)]x(n) = [B̂(z)A(z)]s(n), (3.4)

où la matrice des filtres B̂(z) vérifie [B̂(z)A(z)] = [PH(z)], avec P une permutation

et H un opérateur de filtrage.
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3.3 Nouveaux critères de séparation via les α-

divergences

Le critère (2.33) généralisé à p sources, peut être estimé par

Îϕα(y) :=
1

N

N∑
n=1

ϕα

(
f̂y1(y1(n)) · · · f̂yp(yp(n))

f̂y(y1(n), . . . , yp(n))

)
, (3.5)

où f̂y1 ,. . . ,f̂yp , et f̂y sont respectivement les estimateurs à noyau des densités fy1 ,

. . . , fyp , et fy. Cependant, dans le cas de mélanges convolutifs, l’indépendance des

signaux y1(n), y2(n), . . . , yp(n) (pour tout n) ne suffit pas pour séparer les sources.

En d’autres termes, dans le cas de deux sources-deux observations, par exemple, pour

séparer les sources s1 et s2 nous avons besoin de rendre indépendants les signaux

y1(n) et y2(n −m) pour tout n et tout décalage m ; voir [10, 66]. Par conséquent,

nous remplaçons le critère (3.5) par

Ĵα :=
∑
m

Îϕα(ym) =
∑
m

1

N

N∑
n=1

ϕα

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n−m2)) · · · f̂yp(yp(n−mp))

f̂y(y1(n), y2(n−m2) . . . , yp(n−mp))

)
,

(3.6)

où

ym(n) := (y1(n−m1), y2(n−m2), . . . , yp(n−mp))
T ,

m1 = 0 et m := (m1,m2, . . . , mp)
T .

La séparation sera obtenue par minimisation de celui-ci sur la matrice des filtres B

min
B

Ĵα = min
B

∑
m

Îϕα(ym). (3.7)

Nous allons utiliser la méthode de descente du gradient pour calculer ce minimum.

Nous avons donc besoin de calculer le gradient du critère Ĵα par rapport aux co-

efficients de la matrice des filtres B. Sans perte de généralité, nous considérons le

cas de deux sources (p = 2). Nous donnons dans le paragraphe suivant, la forme

explicite du gradient. Le cas de plusieurs sources se traite de façon analogue.
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3.4 Calcul du gradient

Notons Bk(p, q), p, q = 1, 2, les éléments de la matrice Bk pour tout retard k. Un

calcul direct donne

∂Ĵα

∂Bk(p, q)
=

∑
m2

1

N

N∑
n=1

ϕ′α

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n−m2))

f̂y(y1(n), y2(n−m2))

)
∂

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n−m2))

f̂y(y1(n),y2(n−m2))

)

∂Bk(p, q)
,

(3.8)

où ϕ′α(·) est la dérivée de la fonction convexe ϕα(·) introduite dans (2.32). Ainsi,

pour α = 0, i.e., dans le cas de l’information mutuelle, nous obtenons

∂Ĵ0

∂Bk(p, q)
=

∑
m2

1

N

N∑
n=1

(
1− f̂y(y1(n), y2(n−m2))

f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n−m2))

)
∂

f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n−m2))

f̂y(y1(n),y2(n−m2))

∂Bk(p, q)
.

(3.9)

Pour α = 1, i.e., le cas de la divergence de Kullback-Leibler, on a

∂Ĵ1

∂Bk(p, q)
=

∑
m2

1

N

N∑
n=1

log

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n−m2))

f̂y(y1(n), y2(n−m2))

)
∂

f̂y1 (y1(n))f̂y2(y2(n−m2))

f̂y(y1(n),y2(n−m2))

∂Bk(p, q)
.

(3.10)

Enfin, pour α 6= 0, 1, nous obtenons

∂Ĵα

∂Bk(p, q)
=

∑
m2

1

N(α− 1)

N∑
n=1




(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n−m2))

f̂y(y1(n), y2(n−m2))

)α−1

− 1


×

∂
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n−m2))

f̂y(y1(n),y2(n−m2))

∂Bk(p, q)
.

(3.11)

Notons que

∂
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n−m))

f̂y(y1(n),y2(n−m))

∂Bk(p, q)
=




(
∂f̂y1 (y1(n))

∂Bk(p,q)
f̂y2(y2(n−m)) +

∂f̂y2 (y2(n−m))

∂Bk(p,q)
f̂y1(y1(n))

)
f̂y(y1(n), y2(n−m))

(f̂y(y1(n), y2(n−m)))2
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−



(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n−m))

)
∂f̂y(y1(n),y2(nm))

∂Bk(p,q)

(f̂y(y1(n), y2(n−m)))2


 ,

où f̂y1(y1(n)), f̂y2(y2(n −m)) et f̂y(y1(n), y2(n −m)) sont les estimateurs respecti-

vement de fy1(y1(n)), fy2(y2(n−m)) et fy(y1(n), y2(n−m)), définis par

f̂y1(y1(n)) =
1

Nh

N∑
i=1

K

(
y1(n)− y1(i)

h

)
,

f̂y2(y2(n−m)) =
1

Nh

N∑
i=1

K

(
y2(n−m)− y2(i)

h

)

et

f̂y(y1(n), y2(n−m)) =
1

Nh2

N∑
i=1

K

(
y1(n)− y1(i)

h

)
K

(
y2(n−m)− y2(i)

h

)
.

Notons qu’on a également

∂f̂y1(y1(n))

∂Bk(p, q)
=

1

Nh

N∑
i=1

K ′
(

y1(n)− y1(i)

h

)
∂

∂Bk(p, q)

(
y1(n)− y1(i)

h

)
,

∂f̂y2(y2(n−m))

∂Bk(p, q)
=

1

Nh

N∑
i=1

K ′
(

y2(n−m)− y2(i)

h

)
∂

∂Bk(p, q)

(
y2(n−m)− y2(i)

h

)

et

∂f̂y(y1(n), y2(n−m))

∂Bk(p, q)
=

1

Nh2

N∑
i=1

K ′
(

y1(n)− y1(i)

h

)
K

(
y2(n−m)− y2(i)

h

)

× ∂

∂Bk(p, q)

(
y1(n)− y1(i)

h

)

+ K ′
(

y2(n−m)− y2(i)

h

)
K

(
y1(n)− y1(i)

h

)

× ∂

∂Bk(p, q)

(
y2(n−m)− y2(i)

h

)
,

où K est le noyau gaussien standard (2.37) et K ′ sa dérivée.
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Algorithme

Nous résumons la méthode de séparation proposée par l’algorithme suivant

• Initialisation de Bk = I, ∀k et µ.

• Itérer :
1. y = B ∗ x. Centrage et normalisation de y.

2. Calculer dĴϕα (y)

dB
.

3. B ← B− µdĴϕα (y)

dB
.

• Répéter jusqu’à convergence.

3.5 Résultats de simulations

Exemple 3.1. (le cas non bruité)

Dans cet exemple, les deux signaux sources s1 et s2 sont des variables aléatoires

indépendantes et de même loi uniforme (sur [0,1]) centrées et réduites. La matrice

des filtres de mélange considérée est

A(z) :=


 1 + 0.2z−1 + 0.1z−2 0.5 + 0.3z−1 + 0.1z−2

0.5 + 0.3z−1 + 0.1z−2 1 + 0.2z−1 + 0.1z−2


 .

La matrice séparante des filtres B a été calculée par utilisation des algorithmes de

descente du gradient par rapport aux coefficients de celle-ci. Pour mesurer la qualité

de séparation, nous utilisons le SNR comme critère de performance (1.66) défini au

chapitre 1. Sur la figure 3.1, nous présentons les SNRs moyens (des deux sources) en

fonction du nombre d’itérations pour les trois critères KLm (α = 0), H (α = 0.5) et

KL (α = 1). Les simulations sont répétées 100 fois pour des données non-bruitées.

Nous ne constatons aucune différence sensible entre les trois méthodes utilisant les

divergences. Cependant, la méthode de l’IM reste légèrement supérieure par rapport

aux autres méthodes.
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Fig. 3.1 – Qualité de la séparation des trois critères : KLm (α = 0), Hellinger

(α = 0.5) et KL (α = 1), en fonction du nombre d’itérations (cas convolutif).

Exemple 3.2. (le cas bruité)

Dans cet exemple, les deux signaux des mélanges x1 et x2 sont bruités. Nous com-

parons la qualité de séparation des critères (3.7), pour α = 0, α = 0.5 et α = 1, en

fonction du rapport signal sur bruit (RSB). La somme dans (3.7) est calculée pour

m2 = −M,−M + 1, . . . , M − 1,M ;

avec M = 2p où p est le degré du filtre (p=2). Nous utilisons le SNR comme critère

de performance (1.66) défini au chapitre 1. Pour estimer les densités et leurs dérivées,

nous avons utilisé un noyau gaussien standard. Sur la figure 3.2, nous présentons les

SNR moyens (des deux sources) en fonction du RSB pour les trois critères, KLm

(α = 0), KL (α = 1) et Hellinger (α = 0.5). Le RSB varie entre −20 dB et 0

dB. La taille des signaux est N = 500, le nombre d’itérations est fixé à 150 et

les simulations sont répétées 100 fois. Les intervalles de confiance (au niveau 95%)

des différentes valeurs des SNRs sont représentés par des segments verticaux. Nous
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constatons que KLm est plus robuste pour certaines valeurs du RSB (entre −20

et −12 dB, et entre −8 et 0 dB), par contre entre −12 et −8 dB, KLm est moins

robuste. On observe la propriété contraire pour KL. Le critère basé sur Hellinger

présente un bon compromis entre les critères KL et KLm et ce quelque soit le degré

de contamination des données ; voir figure 3.2. Ceci peut s’expliquer dans le cas

général par la forme des fonctions convexes ϕα de la façon suivante, c.f. la figure

2.8. En effet, lorsque les données sont bruitées, deux cas peuvent se produire (voir

critère 3.5).

cas 1 :
f̂y1 (y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))
<< 1, on l’appelle “outlier”.

cas 2 :
f̂y1 (y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n),y2(n))
>> 1, on l’appelle “inlier”.

D’après la figure 2.8, il est clair que KL est plus robuste par rapport aux outliers,

et moins robuste par rapport aux inliers. A contrario, KLm est moins robuste par

rapport aux outliers et plus robuste par rapport aux inliers. Comme la fonction

convexe associée à Hellinger (figure 2.8) est comprise entre celles associées à KL et

KLm, le critère basé sur Hellinger présente donc le meilleur compromis en termes

de robustesse dans le cas des outliers et inliers. Comme dans la pratique, nous ne

connaissons pas si le bruit conduit à un outlier ou à un inlier, il convient donc

d’utiliser le critère basé sur Hellinger.

3.6 Etudes expérimentales

Exemple 3.3. Dans cet exemple nous exploitons le critère de Hellinger pour séparer

des signaux réels. Nous considérons les signaux vibratoires issus du banc de mesure

présenté dans la figure 3.3. Il est constitué de deux moteurs à courant continu (1.4 et

1.1 kW) qui fonctionnent avec des vitesses de rotation différentes. Ces deux moteurs

sont fixés sur la même structure métallique. Un accéléromètre a été fixé sur chaque

moteur afin d’enregistrer les vibrations. Le but de l’expérience est de diagnosti-

quer l’état de fonctionnement de chacun des deux moteurs lors qu’ils fonctionnent
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Fig. 3.2 – Qualité de la séparation des trois critères : KLm (α = 0), Hellinger

(α = 0.5) et KL (α = 1), en fonction du RSB (cas convolutif).

simultanément. Naturellement les signaux enregistrés (Densité Spectrale de Puis-

sance, figure 3.5) sur chaque moteur sont affectés par les vibrations issues de l’autre.

La SAS permet donc de trouver les signaux propres à chaque moteur (figure 3.6).

Pour pouvoir mesurer la qualité de séparation du critère choisi (Hellinger), nous

allons comparer les résultats avec les signaux références (signaux sources), i.e., ceux

enregistrés sur chaque moteur lorsqu’ils fonctionnent séparément (figure 3.4). La

fréquence de rotation du moteur 1 (1.1 kW) est de 48.5 Hz, et celle du moteur 2

(1.4 kW) est de 31.5 Hz. L’expérience a révélé la présence de défauts sur les quatre

roulements à billes équipant le banc de mesure (figure 3.3). Les roulements à billes

1B, 2B et 2C ont les mêmes caractéristiques (2207 KTV C3) distinctes de celles du

roulement à billes 2A (6203 RS C3). Les 4 défauts sont décrits par les 4 fréquences

134 Hz (défaut sur la bague externe du roulement 2C), 179 Hz (défaut sur la bague

externe du roulement 2A), 207 Hz (défaut sur la bague externe du roulement 1B) et
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210 Hz (défaut sur la bague interne du roulement 2B). Le milieu de propagation est

modélisé par un filtre d’ordre 50 (temps de réponse de la structure à un choc im-

pulsionnel). La longueur des échantillons est de 4096 points. La figure (3.6) montre

clairement que les fréquences de rotation fondamentales et leurs harmoniques sont

bien restituées sur chaque moteur. Après séparation, le défaut de roulement à billes

du moteur 1, indiqué par la raie à 207 Hz est bien attribué au moteur 1 alors que

les 3 autres fréquences 139 Hz, 179 Hz et 210 Hz sont attribuées aux signaux liés

à la rotation du moteur 2. Nous pouvons aussi remarquer que toutes les raies sont

correctement affectées (absence de permutations de raie pour des canaux de même

fréquence).

Fig. 3.3 – Le banc de mesure.

3.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre de nouveaux algorithmes de la SAS basés sur

la minimisation des α-divergences. Les méthodes proposées généralisent l’approche
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Fig. 3.4 – DSP des signaux sources pris séparément.

de l’information mutuelle dans le cas des mélanges linéaires convolutifs. Nous avons

montré par simulation que l’algorithme utilisant la divergence de Hellinger a de

meilleures propriétés de robustesse en présence du bruit en comparaison avec l’in-

formation mutuelle et la divergence de Kullback-Leibler. Nous avons illustré les

performances de cet algorithme, en terme d’efficacité et robustesse, sur des signaux

simulés et sur des signaux réels issus de machines tournantes.



94 Mélanges linéaires convolutifs
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Fig. 3.6 – DSP des signaux estimés.



Deuxième partie

SAS cyclostationnaires





Chapitre 4

Mélanges linéaires instantanés de

signaux cyclostationnaires

4.1 Introduction

La plupart des techniques de séparation aveugle de sources visent à séparer des

sources statistiquement indépendantes supposées stationnaires. Toutefois, dans de

nombreux contextes applicatifs, tels que les radiocommunications, les sources ren-

contrées ont rarement les propriétés requises précédemment. En effet, certaines de

ces sources, comme les sources à modulation analogique, sont généralement non sta-

tionnaires. En outre, parmi ces dernières, certaines sources sont cyclostationnaires

comme les signaux à modulation numérique. La séparation aveugle de sources cyclo-

stationnaires a fait l’objet de nombreux travaux. [7, 107, 70, 28] et [23] considèrent

ce problème et proposent des méthodes s’appliquant dans des situations spécifiques

particulières. Ainsi, Bouguerriou et al. [23] proposent une méthode permettant d’ex-

traire un signal d’intérêt cyclostationnaire de fréquence cyclique connue en exploi-

tant l’autocorrélation cyclique dans le cadre d’un mélange instantané. Les signaux

cyclostationnaires sont d’un intérêt pratique dans les domaines des radiocommuni-
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cations, du radar et aussi du diagnostic des machines tournantes qui nous interesse

plus particulièrement. Dans un premier temps, nous allons donner la définition et

les propriétés de la cyclostationnarité. Ensuite, nous étendons les travaux proposés

dans [23], en proposant une autre méthode de séparation aveugle de sources cyclo-

stationnaires à l’ordre 2. Cette méthode permet d’extraire plusieurs signaux sources

cyclostationnaires de fréquences cycliques connues et différentes deux-à-deux. Enfin,

nous proposons une méthode de la SAS cyclostationnaires basée sur la minimisation

des α-divergences et pénalisation.

4.2 Cyclostationnarité : définitions et propriétés

Les signaux stationnaires sont caractérisés par des propriétés statistiques (moyenne,

variance, ... etc) invariantes dans le temps. Cette définition est fondamentale dans la

classification des signaux. C’est pourquoi tout signal dont les propriétés statistiques

varient dans le temps est considéré dés lors comme non-stationnaire. Cette classe

de signaux implique un certain nombre de difficultés liées aux méthodes d’analyse

à définir. La classe des signaux non-stationnaires comprend une grande variété de

signaux dont les signaux non-stationnaires périodiques appelés signaux cyclostation-

naires qui constituent le centre d’intérêt de ce chapitre. Les signaux cyclostation-

naires sont ceux dont les statistiques varient de façon périodique dans le temps. Leur

intérêt est lié au fait qu’ils sont omniprésents dans plusieurs domaines.

4.2.1 Cyclostationnarité et applications

Bennett en 1958 [18] a observé la présence de signaux cyclostationnaires dans la

mise en oeuvre des algorithmes de synchronisation de systèmes de communications.

Depuis, plusieurs chercheurs ont introduit des concepts clés pour la représentation

de processus cyclostationnaires. Dans [90], Gudzenko a présenté une étude sur l’es-
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timation spectrale de processus cyclostationnaire. Un peu plus tard, dans [87, 88]

Gladyshev a travaillé sur l’analyse spectrale et a introduit le concept de la quasi-

périodicité de la corrélation du processus. En 1963, Nedoma [142] a présenté la

cycloérgodicité pour un processus cyclostationnaire avec une période unique et plus

tard en 1983 Boyles et Gardner [31] ont généralisé ce principe aux signaux cyclo-

stationnaires à plusieurs périodes. Après la première utilisation de Bennett de la

cyclostationnarité dans le domaine des communications, Franks [72] et Gardner [78]

ont développé une étude détaillée pour la cyclostationnarité dans le domaine des

communications. En 1975 Gardner et Franks [81] ont étudié les avantages de l’ex-

ploitation des processus cyclostationnaires en particulier dans le contexte de filtrage

optimal. En 1988, Gardner [79] présente sa théorie par une approche non-probabiliste

appelée approche Fraction-Of-Time (FOT). En parallele Dandawate et Giannakis

[57, 56] et Giannakis [86] ont présenté une alternative à l’approche de Gardner par

une approche probabiliste. En 1992 Spooner [170] a considéré la théorie d’ordre

supérieur de signaux cyclostationnaires. Izzo et Napoli [105, 102, 103, 101, 104] et

Izzo et al. [106] ont également contribué à la recherche fondamentale dans le do-

maine du traitement de signaux cyclostationnaires. Ces recherches théoriques sur la

question de la cyclostationnarité ont abouti à diverses applications dont la médecine

[71], la climatologie [98], l’hydraulogie [117], l’océanologie [64], le domaine des com-

munications [36], [79] et [86] et la mécanique qui connâıt un regain d’intérêt chez les

chercheurs [132], [37], [163], [190], [6] et [161] dans une perspective de diagnostic.

L’historique de la cyclostationnarité nous permet de mieux cerner l’évolution et le

contexte dans lequel cette discipline a vu le jour. Mais pour en saisir d’avantage le

sens, il est évidemment nécessaire d’en préciser les propriétés mêmes.



100 Mélanges linéaires instantanés de signaux cyclostationnaires

4.2.2 Caractéristiques cyclostationnaires

S’agissant d’une classe caractérisée par sa non stationnarité, la cyclostationnarité a

par nature des propriétés statistiques variables dans le temps avec une spécificité

essentielle : le caractère cyclique de ses statistiques variant dans le temps [79, 80,

82]. Par ailleurs, lorsque les propriétés statistiques au premier et au second ordre

d’un signal sont périodiques, alors celui-ci est dit cyclostationnaire au sens large.

Autrement dit, il y a périodicité de la moyenne et de la fonction d’autocorrélation.

Caractériser la cyclostationnarité au sens large revient à se limiter au premier et au

second ordre.

Définition 4.1. (Cyclostationnarité à l’ordre 1)

Soit t un instant fixe. Le signal aléatoire x(t) est dit cyclostationnaire à l’ordre 1 si

sa moyenne varie périodiquement dans le temps. Ainsi nous avons

E (x(t)) = E (x(t + kT0)) , ∀k ∈ Z, (4.1)

où T0 définit la période cyclique fondamentale à l’ordre 1 et E (.) représente l’espérance

statistique du processus x(t).

Définition 4.2. (Cyclostationnarité à l’ordre deux)

Soit t un instant fixe. Le signal aléatoire x(t) est dit cyclostationnaire à l’ordre deux,

avec des fréquences cycliques (kα0 := k
T0

; k ∈ Z), si sa fonction d’autocorrélation

vérifie

Rx(t, τ) := E (x(t)x(t + τ)) = E (x(t + kT0)x(t + kT0 + τ)) =: Rx(t+kT0, τ), ∀k ∈ Z,∀τ,
(4.2)

i.e., si la fonction

t 7→ Rx(t, τ)

est périodique de période T0, pour tout décalage τ.
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Définition 4.3. (Cycloérgodicité à l’ordre deux)

Soit x(t) un signal aléatoire cyclostationnaire à l’ordre deux de fréquences cycliques

(kα0 := k
T0

, k ∈ Z). Le signal x(t) est cycloérgodique à l’ordre deux si la moyenne

temporelle (en t) de

x(t)x(t + τ)e
−i2π k

T0
t
, k ∈ Z, ∀τ

est un nombre certain ; i.e., si

lim
T→∞

1

T

∫ T/2

−T/2

x(t)x(t + τ)e
−i2π k

T0
t
dt

est un nombre certain ∀k ∈ Z, ∀τ.

Il a été démontré dans [80, 81], que la fonction d’autocorrélation de tout signal

aléatoire cyclostationnaire (de fréquences cycliques kα0, k ∈ Z) et cycloérgodique à

l’ordre deux, peut se décomposer comme suit

Rx(t, τ) := E(x(t)x(t + τ)) =
+∞∑

k=−∞
Rkα0

x (τ)e
i2π k

T0
t
, (4.3)

avec

Rkα0
x (τ) = lim

T→∞
1

T

∫ T/2

−T/2

x(t)x(t + τ)e
−i2π k

T0
t
dt, k ∈ Z. (4.4)

4.3 Méthodes utilisant les statistiques cycliques

d’ordre 2

4.3.1 Introduction

Le mélange est de la forme

x = As, (4.5)

où A ∈ Rp×p est la matrice de mélange, de dimensions p × p et s := (s1, . . . , sp)
T

représente les signaux sources, supposés indépendants et cyclostationnaires à l’ordre
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2, de fréquences cycliques différentes deux-à-deux. Le but est donc d’estimer les

sources s à partir des observations x := (x1, . . . , xp)
T . L’estimateur s’écrit donc

y = Bx, (4.6)

où B ∈ Rp×p est la matrice séparante. Le problème consiste donc, à partir des

observations x, à déterminer cette matrice B, qui conduit à la meilleure estimation

possible des sources s, en exploitant la cyclostationnarité des signaux sources. La

méthode que nous proposons se décompose en deux étapes :

La première étape consiste à blanchir les observations x. Soit W ∈ Rp×p la matrice

de blanchiment des signaux observés x. Notons les signaux blanchis

z := Wx = WAs, (4.7)

avec V := WA qui est une matrice unitaire ; c’est-à-dire VVT = I et det(V) = 1.

Pour retrouver les signaux sources s, il faut estimer la matrice inverse U de V, qui

sera par conséquent une matrice unitaire. La deuxième étape consiste donc à faire

une rotation des signaux blanchis z afin de rendre ses composantes indépendantes.

Soit U une matrice p × p telle que UUT = Ip et det(U) = 1. Cette matrice est

paramétrée par les rotations de Givens ; elle s’écrit

U(θ) :=
∏

1≤i<k≤p

G(i, k, θm), (4.8)

où

G(i, k, θm)j,l =





cos(θm) si j = i, l = i ou j = k, l = k;

sin(θm) si j = i, l = k;

− sin(θm) si j = k, l = i;

1 si j = l;

0 sinon,

(4.9)

pour tous 1 ≤ j, l ≤ p, et θm ∈]− π/2, π/2[, m = 1, . . . , p(p− 1)/2, sont les compo-

santes de θ, c’est-à-dire les angles de rotation du plan des observations blanchies z.
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Le nouveau processus devient

y = U(θ)z = U(θ)Wx = Bx. (4.10)

La matrice de séparation B s’écrit donc comme le produit des deux matrices U et

W

B = U(θ)W.

Dans la suite, nous présentons un critère de séparation permettant un choix optimal

de θ, basé sur l’utilisation de la corrélation cyclique des sources. Nous montrons que

ce critère conduit à la parfaite séparation et nous prouvons l’existence et l’unicité

de la solution.

4.3.2 Description du critère de séparation de sources cyclo-

stationnaires

Par souci de clarté, et sans perte de généralités, nous présentons la méthode pour un

mélange de deux sources-deux observations (p = 2). L’extension au cas de plusieurs

sources (p ≥ 3) est présentée au paragraphe (4.3.3) par l’équation (4.16).

Notons α1 et α2 respectivement les fréquences cycliques fondamentales de s1 et s2.

Nous supposons que s1 et s2 sont mutuellement indépendantes, α1 6= α2 et s1 et s2

sont cyclostationnaires à l’ordre 2. De l’équation (4.10), il vient

y1(n) = cos(θ)z1(n) + sin(θ)z2(n),

y2(n) = − sin(θ)z1(n) + cos(θ)z2(n). (4.11)

Comme y1 est un mélange de s1 et s2 qui sont de fréquences cycliques différentes α1

et α2 respectivement, il est naturel, pour que y1 soit le plus proche possible de s1,

de maximiser les coefficients |Rmα1
y1

(0)| et minimiser |Rmα2
y1

(0)|, i.e., maximiser en θ,

l’écart

Γ1(θ) =

L1∑
m=1

(|Rmα1
y1

(0)|2 − |Rmα2
y1

(0)|2) , (4.12)
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où

Rmα1
y1

(0) est la fonction d’autocorrélation cyclique du signal y1 aux fréquences

cycliques mα1 du signal s1 pour un retard τ = 0.

Rmα2
y1

(0) est la fonction d’autocorrélation cyclique du signal y1 aux fréquences

cycliques mα2 du signal s2 pour un retard τ = 0.

De même, comme y2 est un mélange de s2 et s1 qui sont de fréquences cycliques

différentes α2 et α1 respectivement, il est naturel, pour que y2 soit le plus proche

possible de s2, de maximiser les coefficients |Rmα2
y2

(0)| et minimiser |Rmα1
y2

(0)|, i.e.,

maximiser en θ, l’écart

Γ2(θ) =

L2∑
m=1

(|Rmα2
y2

(0)|2 − |Rmα1
y2

(0)|2) . (4.13)

Enfin, pour restituer s1 et s2 à partir de y1 et y2, en tenant compte de (4.12) et

(4.13), on propose de maximiser en θ le contraste suivant

Γ(θ) = Γ1(θ) + Γ2(θ) =

L1∑
m=1

(|Rmα1
y1

(0)|2 − |Rmα2
y1

(0)|2) +

+

L2∑
m=1

(|Rmα2
y2

(0)|2 − |Rmα1
y2

(0)|2) . (4.14)

Notons que d’après (4.11), il vient

Rmα1
y1

(0) = cos(θ)2Rmα1
z1

(0) + sin(θ)2Rmα1
z2

(0) + 2 cos(θ) sin(θ)Rmα1
z12

(0),

Rmα2
y1

(0) = cos(θ)2Rmα2
z1

(0) + sin(θ)2Rmα2
z2

(0) + 2 cos(θ) sin(θ)Rmα2
z12

(0),

Rmα2
y2

(0) = sin(θ)2Rmα2
z1

(0) + cos(θ)2Rmα2
z2

(0)− 2 sin(θ) cos(θ)Rmα2
z12

(0),

Rmα1
y2

(0) = sin(θ)2Rmα1
z1

(0) + cos(θ)2Rmα1
z2

(0)− 2 sin(θ) cos(θ)Rmα1
z12

(0).

Ces formules sont utilisées pour calculer la fonction coût (4.14) pour tout θ. Les

paramètres L1 et L2 sont les nombres de coefficients considérés dans la décomposition

en série de Fourier de l’autocorrélation et de l’intercorrélation des signaux blanchis
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z1 et z2. Le choix de ces paramètres se fait indépendamment de θ à l’aide d’un

seuillage des coefficients des décompositions en série de Fourier de l’autocorrélation

et de l’intercorrélation des signaux blanchis z1 et z2.

Remarque 4.1. La méthode proposée reste valable dans le cas où une seule fréquence

cyclique est connue (par exemple α1) et si les autres sources sont stationnaires (par

exemple s2). Dans ce cas, nous prenons naturellement α2 = 0, et puisque L1 et L2

sont des constantes (ne dépendent pas de θ), le critère Γ peut s’écrire

Γ(θ) =

L1∑
m=1

(|Rmα1
y1

(0)|2 − |R0
y1

(0)|2) +

+

L2∑
m=1

(|R0
y2

(0)|2 − |Rmα1
y2

(0)|2) . (4.15)

Le critère Γ peut se simplifier ainsi

Γ(θ) =

L1∑
m=1

|Rmα1
y1

(0)|2 −
L2∑

m=1

|Rmα1
y2

(0)|2.

Remarque 4.2. Notons que le premier terme dans (4.15) correspond au critère

proposé par Bouguerriou et al. dans [23].

4.3.3 Extension du critère au cas de plusieurs sources (p ≥ 3)

La fonction coût Γ se généralise au cas de p sources de la manière suivante

Γ(θ) =

p∑
i=1

Li∑
m=1

(
|Rmαi

yi
(0)|2 −

p∑

j=1;j 6=i

|Rmαj
yi

(0)|2
)

. (4.16)

La méthode proposée est justifiée par la proposition suivante (pour la démonstration

voir Annexe ; A.2).

Proposition 4.1. La maximisation du critère Γ conduit à la parfaite séparation des

sources. En outre, la valeur maximale existe et est unique.

Remarque 4.3. Notons que le critère Γ est symétrique et donne les estimations de

toutes les sources simultanément.
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Algorithme

Nous résumons la méthode de séparation proposée par l’algorithme suivant

• Blanchiment des mélanges z = Wx.

• Initialisation de θ, µ.

• Itérer :
1. y = Uz.

2. Calculer dΓ(θ)
dθ

.

3. θ ← θ − µdΓ(θ)
dθ

.

• Répéter jusqu’à la convergence.

• Restitution des sources s = U(θ)z.

4.3.4 Résultats de simulations

Nous présentons dans ce paragraphe deux exemples de simulations pour illustrer la

performance de la méthode. Dans le premier exemple, on traite le cas de deux sources

cyclostationnaires de fréquences cycliques différentes. Dans le deuxième exemple,

nous traitons le cas de trois sources cyclostationnaires de fréquences cycliques toutes

différentes.

Exemple 4.1. Considérons les deux sources cyclostationnaires à l’ordre deux s1 et

s2 respectivement de fréquences cycliques α1 = 2F1 = 80 Hz et α2 = 2F2 = 30 Hz

s1(n) = a(n) cos(2πF1n),

s2(n) = b(n) cos(2πF2n),

où a(n) et b(n) sont des signaux blancs indépendants gaussiens centrés et réduits.

Le nombre d’échantillons et la fréquence d’échantillonnage sont fixés respectivement

à 4000 et 40 KHz. La matrice de mélange est

A :=


 1 0.9

0.75 1


 .
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La figure 4.1 illustre la courbe representative du critère proposé ; c’est-à-dire la fonc-

tion coût

θ ∈
]−π

2
,
π

2

[
7→ Γ(θ). (4.17)

Sur ce même diagramme on a représenté l’évolution du critère proposé par Bouguer-

riou et al. dans [23] (pour le principe de cet algorithme voir Annexe ; A.5) :

θ ∈
]−π

2
,
π

2

[
7→ Ci(θ) =

∣∣Rαi
yi

(0)
∣∣2 , i = 1, 2,

ainsi que l’erreur quadratique moyenne

θ ∈
]−π

2
,
π

2

[
7→ EQM(s,y, θ) =

2∑
i=1

[si(n)− yi(θ)]
2 (4.18)

entre les signaux sources s et les estimés y. Dans (4.17), on choisit L1 = L2 =

1 ; les autres coefficients de la décomposition en série de Fourier sont considérés

comme négligeables. On constate que notre critère est régulier ; il admet un seul

maximum θ̂ = −0.0995 rd correspondant à l’estimation optimale (au sens de l’erreur

quadratique moyenne) des sources s1 et s2 ; (voir figure 4.1). Les maxima de C1 et

C2 sont respectivement θ̂1 = −0.0962 rd et θ̂2 = −0.1027 rd. Tous les maxima sont

calculés par utilisation de l’algorithme de descente du gradient avec un pas fixe (µ =

0.01), pour 50 itérations, en prenant comme point initial θ = 0. Nous observons que

le maximum du critère proposé Γ est très proche de l’optimum théorique θ̃ = −0.0996

rd, qui correspond aussi au minimum de l’EQM.

Nous présentons dans le tableau (4.1), en dB, le SNR pour les trois algorithmes Sobi,

Cyclosobi, Jade (pour le principe de ces algorithmes voir Annexe ; A.5), et ceux

exploitant les fonctions de coût C1, C2 et Γ, où la taille des signaux est N = 4000.

Les simulations sont répétées 500 fois. Nous constatons que la méthode Sobi est la

moins performante parmi ces méthodes car elle a été conçue pour la séparation de

signaux stationnaires. Nous constatons également que la méthode Cyclosobi proposée

par Boustany et Antoni [27], et qui représente une extension de la méthode Sobi
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mais pour les signaux cyclostationnaires, donne des résultats mielleurs que celle de

Sobi. La méthode Jade donne des résultats intermédiaires entre la méthode Cyclosobi

et la méthode de Bougarriou C1 et C2 qui consiste à extraire un signal d’intérêt

cyclostationnaire. Nous observons que la méthode utilisant le critère Γ que nous

avons proposé donne les meilleurs résultats. Nous présentons dans la figure 4.2 les

signaux sources, les observations et les sources estimées par maximisation de Γ.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

θ(rd)

Fonction coût Γ

Fonctions coûts C
1
,C

2

EQM

Fig. 4.1 – Fonctions coût Γ, C1, C2 et Erreur Quadratique Moyenne.

(s,x) Sobi(s,y) Cyclosobi(s,y) Jade(s,y) C1(s,y) C2(s,y) Γ(s,y)

s1 3.99 22.25 31.58 35.41 38.78 −− 41.08

s2 4.91 22.34 30.65 34.44 −− 39.05 41.94

Tab. 4.1 – SNR en dB pour Sobi, Cyclosobi, Jade, C1, C2 et Γ.

Exemple 4.2. Considérons trois sources cyclostationnaires à l’ordre deux de fréquences
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Fig. 4.2 – Les signaux sources (en haut), les mélanges (au milieu) et les sources

estimées (en bas) obtenus par maximisation de Γ.

cycliques respectives α1 = 2F1 = 60 Hz, α2 = 2F2 = 140 Hz et α3 = 2F3 = 260 Hz

s1(n) = a(n) cos(2πF1n),

s2(n) = b(n) cos(2πF2n),

s3(n) = c(n) cos(2πF3n),

où a(n), b(n) et c(n) sont des signaux blancs gaussiens indépendants centrés et

réduits. Le nombre d’échantillons et la fréquence d’échantillonnage sont fixés res-

pectivement à 4000 et 40 Khz. La matrice de mélange est

A :=




1 0.9 0.75

0.75 1 0.8

0.65 0.85 1


 .

Dans ce cas 3×3 de séparation de sources, après l’étape de blanchiment, nous aurons

besoin de trois rotations θ1, θ2 et θ3 de l’espace des signaux blanchis pour pouvoir
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restituer les sources. Soit U une matrice 3 × 3 telle que UUT = I et det U = 1.

Elle s’écrit

U(θ) = U1(θ1) · U2(θ2) · U3(θ3), (4.19)

où U1(θ1), U2(θ2) et U3(θ3) sont respectivement les rotations de Givens suivantes



cos θ1 sin θ1 0

− sin θ1 cos θ1 0

0 0 1


 ,




cos θ2 0 sin θ2

0 1 0

− sin θ2 0 cos θ2


 ,




1 0 0

0 cos θ3 sin θ3

0 − sin θ3 cos θ3


 .

Les paramètres θ1, θ2 et θ3 représentent les trois angles de rotation possibles de l’es-

pace des signaux blanchis z, où −π/2 < θ1, θ2, θ3 < π/2. Le critère Γ(θ) dans ce cas

s’écrit (voir l’équation (4.16))

Γ(θ) =

L1∑
m=1

(|Rmα1
y1

(0)|2 − (|Rmα2
y1

(0)|2 + |Rmα3
y1

(0)|2)) +

+

L2∑
m=1

(|Rmα2
y2

(0)|2 − (|Rmα1
y2

(0)|2 + |Rmα3
y2

(0)|2)) +

+

L2∑
m=1

(|Rmα3
y3

(0)|2 − (|Rmα1
y3

(0)|2 + |Rmα2
y3

(0)|2)) .

Le maximum de la fonction coût Γ est calculé par utilisation de l’algorithme de

descente du gradient avec un pas fixe (µ = 0.001), pour 100 itérations, en prenant

comme point initial (θ1, θ2, θ3) = (0, 0, 0). Nous montrons sur le tableau (4.2), les

SNRs entre les signaux sources et sources estimées par maximisation de Ci, i = 1, 2, 3

et Γ, où la taille des signaux est N = 4000. Les simulations sont répétées 500 fois.

Nous constatons que la méthode Sobi ne donne pas de bons résultats. La méthode

Jade donne de meilleurs résultats. La méthode de Bouguerriou C1, C2 et C3 permet

de séparer les signaux avec des résultats plus performants que ceux obtenus avec la

méthode de Jade. Nous observons que la méthode proposée Γ donne les meilleurs

résultats. Nous présentons dans la figure 4.3 les signaux sources, les observations et

les sources estimés par maximisation de Γ.
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(s,x) Sobi(s,y) Jade(s,y) C1(s,y) C2(s,y) C3(s,y) Γ(s,y)

s1 1.54 12.20 29.59 35.75 −− −− 36.85

s2 1.85 11.18 29.39 −− 35.30 −− 37.20

s3 1.97 10.22 28.77 −− −− 35.50 37.15

Tab. 4.2 – SNR en dB pour Sobi, Jade, C1, C2, C3 et Γ.

4.4 Méthodes basées sur la minimisation des di-

vergences pénalisées

4.4.1 Introduction

Dans le cas linéaire instantané, le mélange de deux sources est de la forme

x = As,

où s := (s1, s2)
T , x = (x1, x2)

T et A sont respectivement les signaux sources, les

signaux mélanges et la matrice de mélange de dimension 2× 2. Le but est d’estimer

les sources s à partir des observations x. L’estimateur, dans ce cas, est de la forme

y = Bx, (4.20)

où B est une matrice 2×2. Le problème consiste donc à chercher un estimateur B̂, à

partir des observations x, qui conduit à la meilleure estimation possible des sources

s,

y = B̂x.

Une solution à ce problème, à une indétermination du facteur d’échelle et à une

permutation près, consiste à chercher une matrice B̂ qui rend les composantes de

y indépendantes au sens statistique. Nous avons montré dans le chapitre 2 (para-

graphe 2.3.3) et dans le contexte stationnaire que la minimisation des divergences,
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Fig. 4.3 – Les signaux sources (en haut), les mélanges (au milieu) et les sources

estimées (en bas) obtenus par maximisation de Γ.

entre fy1fy2 et fy, conduit à la résolution du problème de la SAS et donne des

résultats satisfaisants. Nous allons voir comment ces critères se manifestent dans

le contexte cyclostationnaire. Ensuite, nous allons considérer une méthode utilisant

des statistiques cycliques d’ordre 2 afin d’estimer la matrice séparation B. Enfin,

comme nous sommes dans un contexte cyclostationnaire et pour intégrer la notion

de cyclostationnarité, nous proposons de combiner les deux critères précédents ; i.e.,

pénaliser les critères des divergences (2.3.3) par des statistiques cycliques d’ordre 2.

4.4.2 Méthodes basées sur la minimisation des α-divergences

Cette méthode a été développée, dans le chapitre 2 (section 2.3), dans le contexte

stationnaire. Nous allons aborder ces critères dans le contexte cyclostationnaire.

Dans ce cas, la séparation sera obtenue par la minimisation du critère (2.34) par
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rapport aux coefficients bpq de la matrice séparante B, i.e.,

min
B

Îϕα(y) = min
B

1

N

N∑
n=1

ϕα

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)
. (4.21)

Résultats de simulations

Nous présentons dans ce paragraphe un exemple de simulations pour illustrer les

performances de ces méthodes pour des signaux cyclostationnaires. On traite le cas

de deux sources indépendantes cyclostationnaires de fréquences cycliques différentes.

Exemple 4.3. Considérons les deux sources cyclostationnaires à l’ordre deux s1 et

s2 respectivement de fréquences cycliques α1 = 2F1 = 80 Hz et α2 = 2F2 = 30 Hz

s1(n) = a(n) cos(2πF1n),

s2(n) = b(n) cos(2πF2n),

où a(n) et b(n) sont des signaux indépendants blancs gaussiens centrés et réduits.

Le nombre d’échantillons et la fréquence d’échantillonnage sont fixés respectivement

à 1000 et 5 KHz. La matrice de mélange est

A :=


 1 0.85

0.65 1


 .

La détermination de la matrice séparante B a été calculée par utilisation de l’algo-

rithme de descente du gradient par rapport aux coefficients de la matrice séparante.

Nous présentons dans la figure 4.4, en dB, le SNR moyen en fonction du nombre

d’itérations pour les trois critères IM (α = 0), Hellinger (α = 0.5) et KL (α = 1).

Les simulations sont répétées 100 fois pour des données non-bruitées. Nous remar-

quons que les trois critères IM, H et KL nécessitent environ 60 itérations pour

atteindre la convergence dans le cas cyclostationnaire (voir la figure 4.4) ; cependant

dans le cas stationnaire la convergence de ces trois critères ne nécessite qu’environ

40 itérations ; voir la figure 2.13 dans le chapitre 2. Nous constatons également que
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les performances de ces méthodes se dégradent dans le cas cyclostationnaire (les

SNRs moyens des trois critères IM, H et KL dans le cas cyclostationnaire sont

d’environ 35 dB ; voir la figure 4.4, tandis que dans le cas stationnaire nous obte-

nons près de 40 dB ; voir la figure 2.13 dans le chapitre 2). Nous constatons que les

méthodes basées sur la minimisation des α-divergences sont plus performantes avec

des signaux stationnaires.
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Fig. 4.4 – SNRs moyens en fonction du nombre d’itérations pour les trois critères

IM, Hellinger et KL.

4.4.3 Méthode utilisant les statistiques d’ordre 2

Dans l’article [1], Abed-Meraim et al. ont prouvé que pour des sources cyclostation-

naires possédant des fréquences cycliques distinctes, la matrice B est une matrice

de séparation si et seulement si

Rαi
yi

(0) = 1 et Rαi
yij

(τ) = 0, pour tout 1 ≤ i 6= j ≤ p, (4.22)
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où Rαi
yi

(0) et Rαi
yij

(τ) sont respectivement l’autocorrélation cyclique de yi et l’inter-

corrélation cyclique de yij, et τ est un décalage temporel. Les auteurs ont également

montré que dans le cas où les deux conditions précédentes (avec τ = 0) sont sa-

tisfaites, i.e., si Rαi
yi

(0) = 1 et Rαi
yij

(0) = 0, la matrice B demeure la solution du

problème (4.20). Rappelons que dans [1], Abed-Meraim et al. ont formulé le critère

(4.22), pour τ = 0, et ont abouti à la fonction de contraste suivante

G(y) :=

p∑
i=1

|Rαi
yi

(0)− 1|2 +
∑

1≤i<j≤p

|Rαi
yij

(0) + Rαj
yji

(0)|2 + |Rαi
yij

(0)−Rαj
yji

(0)|2. (4.23)

La matrice séparante B est obtenue par minimisation de la fonction de contraste

G(y). Dans le même esprit, nous proposons de minimiser en B le critère suivant,

obtenu après réduction du 2eme terme de l’expression G(y) et dans le cas de deux

sources,

C(y) =
2∑

i=1

|Rαi
yi

(0)− 1|2 + 2|Rα1
y12

(0)|2 + 2|Rα2
y21

(0)|2, i = 1, 2, (4.24)

où Rαi
yi

(0) est l’autocorrélation cyclique du signal yi et Rα1
y12

(0) et Rα2
y21

(0) sont les

intercorrélations cycliques de y1 et y2 par rapport aux fréquences cycliques α1 et

α2. En d’autre termes, la minimisation de cette fonction de contraste conduit à

rendre maximum les autocorrélations cycliques Rαi
yi

(0), i = 1, 2, et minimum les

intercorrélations cycliques Rα1
y12

(0) et Rα2
y21

(0).

Nous allons utiliser la méthode de descente du gradient pour calculer la matrice

séparante B. Nous avons donc besoin de calculer le gradient du critère C(y). Nous

en donnons, dans le paragraphe suivant, la forme explicite.

Calcul du gradient

Notons bpq, p, q = 1, 2, les éléments de la matrice B. Le gradient de ce critère par

rapport aux coefficients bpq de la matrice séparante peut s’écrire comme suit

∂C(y)

∂bpq

=
∂

∂bpq

(
2∑

i=1

|Rαi
yi

(0)− 1|2 + 2|Rα1
y12

(0)|2 + 2|Rα2
y21

(0)|2
)

.
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Pour simplifier les résultats présentés nous optons pour les notations suivantes

Rα1
y1

(0) := Rα1
y1

, Rα2
y2

(0) := Rα2
y2

, Rα1
y12

(0) := Rα1
y12

et Rα2
y21

(0) := Rα2
y21

.

Un calcul direct donne les expressions suivantes

∂C(y)

∂bpq

= 2
∂Re(R

α1
y1

)

∂bpq

[Re(R
α1
y1

)− 1] + 2Im(Rα1
y1

)
∂Im(Rα1

y1
)

∂bpq

+ 2
∂Re(R

α2
y2

)

∂bpq

[Re(R
α2
y2

)− 1] + 2Im(Rα2
y2

)
∂Im(Rα2

y2
)

∂bpq

+ 4Re(R
α1
y12

)
∂Re(R

α1
y12

)

∂bpq

+ 4Im(Rα1
y12

)
∂Im(Rα1

y12
)

∂bpq

+ 4Re(R
α2
y21

)
∂Re(R

α2
y21

)

∂bpq

+ 4Im(Rα2
y21

)
∂Im(Rα2

y21
)

∂bpq

.

(4.25)

Les détails du calcul du gradient (4.25) sont donnés en Annexe (voir A.4).

Résultats de simulations

Nous présentons dans ce paragraphe un exemple de simulations pour illustrer les

performances de cette méthode. On traite le cas de deux sources cyclostationnaires

de fréquences cycliques différentes.

Exemple 4.4. Dans cette exemple, nous utilisons les mêmes données que celles

traitées dans l’exemple (4.3). Nous présentons sur la figure 4.5 le SNR moyen des

signaux sources estimés par utilisation du critère (4.24). Nous constatons que celui-

ci converge plus rapidement, par contre les résultats obtenus sont un peu moins

performants que ceux présentés sur la figure 4.4.

4.4.4 Méthodes basées sur la minimisation des α-divergences

pénalisées (combinaison des deux critères 4.21 et 4.24)

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de combiner les deux critères 4.21 et

4.24. Cette combinaison nous permet de proposer un nouveau critère de SAS que
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Fig. 4.5 – SNR moyen en fonction du nombre d’itérations pour le critère C.

l’on appelle critère basé sur la minimisation des α-divergences “pénalisées”, que l’on

note IPϕα(fy1fy2 , fy)) et qui peut donc s’écrire, dans le cas de deux sources-deux

observations, comme suit

IPϕα(fy1fy2 , fy) :=
1

N

N∑
n=1

ϕα

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n))

f̂y(y1(n), y2(n))

)

+

[
2∑

i=1

|Rαi
yi

(0)− 1|2 + 2|Rα1
y12

(0)|2 + 2|Rα2
y21

(0)|2
]

, (4.26)

où le premier terme représente les divergences entre densités de probabilité et le

deuxième terme représente une pénalisation. Cette pénalisation a été introduite pour

tenir compte de la cyclostationnarité des signaux sources. La séparation sera obtenue

par minimisation du critère (4.26) par rapport aux coefficients bpq de la matrice

séparante B, i.e.,

min
B

IPϕα(y) = min
B

[Iϕα(y) + C(y)] . (4.27)

Nous allons utiliser la méthode de descente du gradient pour calculer ce minimum.
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Calcul du gradient

Le gradient de ce critère, par rapport aux coefficients bpq, p, q = 1, 2 de la matrice

séparante B, peut s’écrire comme suit

∂IPϕα(y)

∂bpq

=
∂Iϕα(y)

∂bpq

+
∂C(y)

∂bpq

, (4.28)

les deux termes ∂Iϕα (y)

∂bpq
et ∂C(y)

∂bpq
sont déjà calculés ; voir (2.43) et (4.25).

Algorithme

Nous résumons la méthode de séparation proposée par l’algorithme suivant

• Initialisation de B, µ.

• Itérer :
1. y = Bx.

2. Calculer dÎP ϕα (y)

dB

3. B ← B− µdÎP ϕα (y)

dB
.

• Répéter jusqu’à convergence.

Résultats de simulations

Nous présentons dans ce paragraphe trois exemples de simulations pour illustrer les

performances de ces méthodes. Dans le premier, on traite le cas de deux sources cy-

clostationnaires de fréquences cycliques différentes. Dans le deuxième exemple, nous

traitons le cas où les données sont contaminées. Ensuite, dans le troisième exemple,

nous comparons la méthode basée sur la divergence de Hellinger pénalisée ÎPϕ0.5(y)

avec la méthode (4.14) qui utilise les statistiques cycliques d’ordre 2 présentées dans

la section (4.3).

Exemple 4.5. (cas non bruité)

Dans cette exemple, nous utilisons les mêmes données que celles traitées dans l’exemple

(4.3). La matrice séparante B est calculée par utilisation de l’algorithme de descente



4.4 Méthodes basées sur la minimisation des divergences pénalisées 119

du gradient par rapport aux coefficients de la matrice séparante B. Nous présentons

dans le figure 4.6, en dB, le SNR moyen en fonction du nombre d’itérations pour les

trois critères KLm pénalisée (ÎPϕ0), H pénalisée (ÎPϕ0.5) et KL pénalisée (ÎPϕ1).

Les simulations sont répétées 100 fois pour des données non bruitées. Nous remar-

quons que les trois critères ÎPϕ0, ÎPϕ0.5 et ÎPϕ1 pénalisés nécessitent environ 20

itérations pour atteindre la convergence. Nous constatons donc que la pénalisation

améliore la vitesse de convergence et l’efficacité (environs 2 dB en moyenne) par rap-

port aux méthodes basées sur la minimisation des α-divergences sans pénalisation

(figure 4.4). Donc la combinaison des deux critères permet d’améliorer les perfor-

mances. Nous ne constatons également aucune différence sensible entre les trois

critères utilisant les divergences pénalisées. Nous présentons sur la figure 4.7 les si-

gnaux sources, les signaux mélangés et les sources estimées par la méthode utilisant

la divergence de Hellinger pénalisée. Nous constatons que cette méthode permet de

faire la séparation et de restituer les sources originales avec un bon SNR (proche de

38 dB).

Exemple 4.6. (cas bruité)

Dans cette exemple, nous contaminons les mêmes données que celles traitées dans

l’exemple (4.3). Nous présentons sur la figure 4.8 les SNR moyens en fonction du

RSB pour les trois critères, ÎPϕ0 , ÎPϕ0.5 et ÎPϕ1 . Le RSB varie entre −60 dB et −20

dB. Les simulations sont répétées 50 fois. Nous constatons que ÎPϕ0 est plus robuste

pour l’intervalle entre −60 et −26 dB, cependant entre −26 et −20 dB, ÎPϕ0 est

moins robuste. On observe le phénomène contraire pour ÎPϕ1 . Le critère basé sur la

divergence de Hellinger pénalisée (ÎPϕ0.5) présente toujours un bon compromis entre

les critères ÎPϕ1 et ÎPϕ0 , indépendamment du degré de contamination des données.

Il convient donc d’utiliser le critère basé sur la divergence de Hellinger pénalisée

(ÎPϕ0.5) en l’absence d’information sur le degré de contamination des données.

Exemple 4.7. (comparaison des performances des critères IPϕ0.5 et Γ)
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Fig. 4.6 – SNRs moyens en fonction des itérations pour les trois critères ÎPϕ0 , ÎPϕ0.5

et ÎPϕ1 .

Dans cet exemple, nous utilisons les mêmes données (non bruitées) que celles traitées

dans l’exemple (4.3). Nous montrons sur le tableau (4.3), les SNRs entre les si-

gnaux sources et sources estimées par la méthode utilisant la divergence de Hellinger

pénalisée (ÎPϕ0.5) et celle utilisant les statistiques d’ordre deux Γ (4.14). Les simula-

tions sont répétées 100 fois. Nous constatons que la méthode utilisant la divergence

de Hellinger pénalisée donne de meilleures performances que celles obtenues par les

statistiques d’ordre 2 ; on constate en effet d’après le tableau (4.3) que l’amélioration

apportée est très proche de 1 dB.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un nouveau critère de séparation aveugle

de sources cyclostationnaires au second ordre de fréquences cycliques supposées

connues et différentes deux-à-deux, dans le cadre d’un mélange linéaire instantané.
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Fig. 4.7 – Les signaux sources (en haut), les mélanges (au milieu) et les sources

estimées (en bas) par la méthode basée sur la divergence de Hellinger pénalisée

(ÎPϕ0.5).

La méthode exploite les caractéristiques cyclostationnaires à l’ordre deux des si-

gnaux sources. La méthode a été testée pour le cas de deux sources mais peut être

étendue à un nombre quelconque de sources par généralisation. Elle est facile à

mettre en oeuvre, et très peu coûteuse en temps de calcul ; la fonction coût proposée

est régulière, elle présente un seul maximum et ce quelque soit la dimension du pa-

ramètre de rotation. Ceci permet un calcul rapide du maximum par utilisation des

algorithmes de type descente du gradient. Nous avons également proposé des algo-

rithmes de séparation basés sur les α-divergences pénalisées. Nous avons constaté

que la pénalisation améliore la vitesse de convergence et l’efficacité. Nous avons

également constaté que la méthode basée sur la divergence de Hellinger pénalisée

a de bonnes propriétés d’efficacité-robustesse en présence du bruit en comparaison

avec les algorithmes utilisant l’IM pénalisée ou la divergence de KL pénalisée. Nous
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(s,x) Γ(s,y) IPϕ0.5(s,y)

s1 3.99 36.32 37.30

s2 4.91 37.17 38.18

Tab. 4.3 – SNR en dB pour le critère Γ (4.14) et celui utilisant la divergence de

Hellinger pénalisée IPϕ0.5 .

avons aussi constaté que pour des données non bruitées le critère utilisant la diver-

gence de Hellinger pénalisée conduisait à de meilleurs résultats que celui basé sur

les statistiques cycliques d’ordre 2.
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Fig. 4.8 – En haut : SNR des trois critères : ÎPϕ0 , ÎPϕ0.5 et ÎPϕ1 , en fonction du

RSB. En bas (de gauche à droite) : zoom sur SNR (autour de −50 dB et autour de

−20 dB).
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Conclusion générale

Tout au long de la thèse, nous nous sommes intéressés au problème de la séparation

aveugle de mélanges linéaires instantanés et convolutifs de sources stationnaires

ou de sources cyclostationnaires. De nombreuses approches ont été développées et

étudiées : elles dépendent du mélange et de la nature des signaux sources considérés.

Dans le premier chapitre de cette thèse, nous avons mis en avant l’importance de la

SAS dans la résolution de nombreux problèmes physiques concrets. Nous avons fait

le point sur les différentes techniques les plus courantes mises en oeuvre pour assurer

la séparation en fonction de certaines caractéristiques des sources et des mélanges ;

ceci pour mieux appréhender les améliorations apportées par les algorithmes que

nous avons été amenés à développer par la suite.

Dans la première partie de cette thèse, nous avons développé de nouvelles méthodes

de la SAS stationnaires. Dans le chapitre 2 et pour des mélanges linéaires instan-

tanés, nous avons tout d’abord proposé une méthode basée sur la minimisation de

l’information mutuelle sous contraintes par un passage au problème dual et esti-

mation du gradient stochastique par maximum de vraisemblance dans des familles

de lois exponentielles. L’algorithme proposé s’applique pour une large classe de lois

de probabilité pouvant être modélisées par une famille de lois exponentielles. Nous

avons illustré les performances de cet algorithme, en terme d’efficacité, avec des

signaux simulés en comparaison avec deux autres méthodes proposées par Babaie-

Zadeh et Pham. Le critère s’applique quelque soit le nombre de sources ; par exemple
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le cas de trois sources a été illustré. Ensuite, nous avons présenté des algorithmes de

séparation aveugle de signaux utilisant les α-divergences pour des mélanges linéaires

instantanés. Celles-ci généralisent l’approche de l’information mutuelle qui est ob-

tenue pour le choix particulier de la divergence de Kullback-Leibler modifiée. Nous

avons montré que la méthode basée sur la divergence de Hellinger présente de bonnes

propriétés de robustesse en présence du bruit en comparaison avec l’information mu-

tuelle et la divergence de Kullback-Leibler.

Dans l’objectif d’étendre les méthodes précédentes au cas des mélanges linéaires

convolutifs, nous avons présenté dans le chapitre 3 de nouveaux algorithmes de la

SAS basés sur la minimisation des α-divergences pour des mélanges linéaires convolu-

tifs. Les méthodes proposées généralisent l’approche de l’information mutuelle dans

le cas des mélanges linéaires convolutifs. Nous avons montré par simulation que l’al-

gorithme utilisant la divergence de Hellinger a de meilleures propriétés de robustesse

en présence du bruit en comparaison avec l’information mutuelle et la divergence de

Kullback-Leibler. Nous avons illustré les performances de cet algorithme, en termes

d’efficacité et robustesse, sur des signaux simulés. Enfin, une étude expérimentale est

décrite sur l’application de l’algorithme utilisant la divergence de Hellinger aux me-

sures vibratoires d’une machine d’essai de roulements. Les résultats obtenus sont de

qualité satisfaisante ; toutes les raies sont correctement affectées (absence de permu-

tations de raies pour des canaux de même fréquence) et les défauts sont correctement

identifiés et attribués.

Dans la deuxième partie de cette thèse, nous avons développé de nouvelles méthodes

de la SAS cyclostationnaires en utilisant la connaissance de leurs fréquences cycliques

fondamentales. Nous avons tout d’abord proposé un nouveau critère de séparation

aveugle de sources cyclostationnaires au second ordre de fréquences cycliques sup-

posées connues et différentes deux-à-deux, dans le cadre d’un mélange linéaire ins-

tantané. La méthode exploite les caractéristiques cyclostationnaires à l’ordre deux
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des signaux sources. La fonction coût proposée est régulière, elle présente un seul

maximum et ce quelque soit la dimension du paramètre de rotation. Ceci permet un

calcul rapide du maximum par utilisation des algorithmes de type descente du gra-

dient. Ensuite, nous avons également proposé des algorithmes de séparation basés sur

les α-divergences “pénalisées”. Nous avons constaté que la pénalisation améliore la

vitesse de convergence et l’efficacité. Nous avons également constaté que la méthode

basée sur la divergence de Hellinger pénalisée a de bonnes propriétés de robustesse

en présence du bruit. Enfin, nous avons montré que le critère basé sur la divergence

de Hellinger pénalisée donne de meilleurs résultats que celui utilisant seulement les

statistiques cycliques d’ordre deux.

Des perspectives se dégagent selon que l’on traite de la technique de la séparation

de sources dans son cadre général ou que l’on s’intéresse à son application.

• Durant notre étude expérimentale, nous avons remarqué une certaine len-

teur de la méthode basée sur la divergence de Hellinger du fait de notre

méthode d’estimation de densité, la méthode à noyau. Par conséquent, il se-

rait intéressant de tester une autre méthode plus rapide (par exemple, des

méthodes utilisant les ondelettes pour l’estimation des densités).

• Nous n’avons pas réalisé d’essais sur la base de trois sources réelles. Nous

souhaitons tester l’algorithme utilisant la divergence de Hellinger pour illustrer

l’essai de plusieurs sources réelles.

• Les algorithmes proposés, pour séparer des sources cyclostationnaires, ne traitent

à ce jour que du cas des mélanges instantanés. Une étude sur le cas convolu-

tif est en cours mais n’a pas encore formellement abouti, l’obstacle résidant

principalement dans le choix d’une fonction de pénalisation appropriée.
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Annexe

A.1

Lemme 4.1. Soit B une matrice carrée de dimension M inversible. On a

d

dB
log |det(B)| = B−T . (4.29)

Démonstration :

Soit Mij le déterminant de la matrice B à laquelle on a retiré la ligne i et la colonne

j. La comatrice de B, Com(B), est donnée par

(
(−1)i+jMij

)
1≤i,j≤M

.

On sait de plus que si B est inversible on a

B−1 =
[Com(B)]T

det(B)
.

On a donc pour les termes bij

∂

∂bij

log |det(B)| = 1

det(B)

∂

∂bij

det(B) =
(−1)i+jMij

det(B)
=

(
Com(B)

det(B)

)

ij

=
(
B−T

)
ij

.

D’où

d

dB
log |det(B)| = B−T .
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A.2

Démonstration de la Proposition 4.1

Nous nous restreignons au cas de deux sources (p = 2). Le cas de plusieurs sources

(p ≥ 3) se démontre de manière analogue. Supposons que les signaux sources s1

et s2 sont centrés, de variance unité et statistiquement indépendants. Les signaux

blanchis peuvent être écrits z = Wx = WAs = Vs où V = WA est une matrice

unitaire, c’est-à-dire, VVT = I et det(V) = 1. Donc il existe α̂ ∈] − π/2, π/2[ tel

que

V =


 cos(α̂) sin(α̂)

− sin(α̂) cos(α̂)


 .

Les signaux estimés sont donc

y = Uz = UVs où U =


 cos(θ) sin(θ)

− sin(θ) cos(θ)


 . (4.30)

D’où,

y1(n) = a(θ)s1(n) + b(θ)s2(n)

y2(n) = −b(θ)s1(n) + a(θ)s2(n) (4.31)

avec

a(θ) = cos(θ) cos(α̂)− sin(θ) sin(α̂);

b(θ) = cos(θ) sin(α̂) + sin(θ) cos(α̂).

La valeur θ̂ de θ conduisant à la séparation est telle que UV = I, c’est-à-dire,

θ̂ = −α̂. En fait, le calcul direct, montre que a(θ̂) = 1, b(θ̂) = 0. Nous montrerons

que θ̂ = −α̂ est l’unique valeur de θ qui maximise la fonction coût Γ. En utilisant

la formule (4.31), et le fait que

Rmα2
s1

(0) = Rmα1
s2

(0) = Rmα1
s12

(0) = Rmα2
s12

(0) = 0,
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nous pouvons écrire le critère sous la forme

Γ(θ) = a(θ)4

L1∑
m=1

∣∣Rmα1
s1

(0)
∣∣2 − b(θ)4

L1∑
m=1

∣∣Rmα2
s2

(0)
∣∣2−

b(θ)4

L2∑
m=1

∣∣Rmα1
s1

(0)
∣∣2 + a(θ)4

L2∑
m=1

∣∣Rmα2
s2

(0)
∣∣2 (4.32)

soit

Γ(θ) = a(θ)4

[
L1∑

m=1

∣∣Rmα1
s1

(0)
∣∣2 +

L2∑
m=1

∣∣Rmα2
s2

(0)
∣∣2

]
−

b(θ)4

[
L1∑

m=1

∣∣Rmα1
s1

(0)
∣∣2 +

L2∑
m=1

∣∣Rmα2
s2

(0)
∣∣2

]
. (4.33)

La dérivée de (4.33) peut être simplifiée en

dΓ(θ)

dθ
=

(
4a(θ)3a′(θ)− 4b(θ)3b′(θ)

)
(

L1∑
m=1

∣∣Rmα1
s1

(0)
∣∣2 +

L2∑
m=1

∣∣Rmα2
s2

(0)
∣∣2

)
. (4.34)

Comme (
L1∑

m=1

∣∣Rmα1
s1

(0)
∣∣2 +

L2∑
m=1

∣∣Rmα2
s2

(0)
∣∣2

)
6= 0,

on peut écrire

dΓ(θ)

dθ
= 0 ⇐⇒ a(θ)3a′(θ)− b(θ)3b′(θ) = 0 ⇐⇒

cos(θ + α̂) = 0 ou sin(θ + α̂) = 0. (4.35)

1) Si 0 < α̂ < π/2, (4.35) ⇐⇒ θ = −α̂ où θ = −α̂ + π/2.

2) Si −π/2 < α̂ < 0, (4.35) ⇐⇒ θ = −α̂ où θ = −α̂− π/2.

Dans les deux cas, la première solution de θ = −α̂ est un maximum et la seconde

est un minimum. En fait, un calcul explicite montre que

d2Γ(θ)

dθ2

∣∣∣∣
θ=−α̂

< 0
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et

d2Γ(θ)

dθ2

∣∣∣∣
θ=−α̂±π/2

> 0.

Cela prouve que la fonction coût Γ admet un maximum unique θ̂ = −α̂ qui mène à

la parfaite séparation des signaux sources.

A.3

Calcul de ϕ
′
α(·)

Pour calculer le terme ϕ
′
α

(
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n−m))

f̂y(y1(n),y2(n−m))

)
, on revient à la définition des fonc-

tions convexes. On a

Si α = 0, alors

ϕα(x) = − log x + x− 1 et ϕ
′
α(x) = −1

x
+ 1.

Si α = 1, alors

ϕα(x) = x log x− x + 1 et ϕ
′
α(x) = log x.

Si α 6= {0, 1}, alors

ϕα(x) =
xα − αx + α− 1

α(α− 1)
et ϕ

′
α(x) =

xα−1 − 1

α− 1
.

Lorsque on pose x =
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n−m))

f̂y(y1(n),y2(n−m))
on peut donc écrire

ϕ
′
α

(
f̂y1(y1(n))f̂y2(y2(n−m))

f̂y(y1(n), y2(n−m))

)
=





(
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n−m))

f̂y(y1(n),y2(n−m))

)α−1

−1

(α−1)
si α 6= 0, α 6= 1;

− 1(
f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n−m))

f̂y(y1(n),y2(n−m))

) + 1 si α = 0;

log
(

f̂y1 (y1(n))f̂y2 (y2(n−m))

f̂y(y1(n),y2−m(n))

)
si α = 1.



Annexe 133

A.4

Calcul du gradient du critère (4.24)

On a

C(y) =
(
Rα1

y1
(0)− 1

)2
+

(
Rα2

y2
(0)− 1

)2
+ 2Rα1

y12
(0)2 + 2Rα2

y21
(0)2.

Nous cherchons à calculer le terme ∂C(y)
∂bpq

. Pour simplifier, nous utilisons les notations

Rαi
yi

:= Rαi
yi

(0) et Rαi
yij

:= Rαi
yij

(0), i = 1, 2 et j = 2.

On peut écrire le critère C(y) comme suit

C(y) =
(
Rα1

y1
− 1

) (
Rα1

y1
− 1

)∗
+

(
Rα2

y2
− 1

) (
Rα2

y2
− 1

)∗
+ 2Rα1

y12

(
Rα1

y12

)∗
+ 2Rα2

y21

(
Rα2

y21

)∗

= Rα1
y1

(
Rα1

y1

)∗ − ((
Rα1

y1

)∗
+ Rα1

y1

)
+ 1 + Rα2

y2

(
Rα2

y2

)∗ − ((
Rα2

y2

)∗
+ Rα2

y2

)
+ 1

+ 2Rα1
y12

(
Rα1

y12

)∗
+ 2Rα2

y21

(
Rα2

y21

)∗
.

Nous avons alors le gradient de C(y) donné par

∂C

∂bpq

=
∂Rα1

y1

(
Rα1

y1

)∗
∂bpq

− ∂
((

Rα1
y1

)∗
+ Rα1

y1

)

∂bpq

+
∂Rα2

y2

(
Rα2

y2

)∗
∂bpq

− ∂
((

Rα2
y2

)∗
+ Rα2

y2

)

∂bpq

+ 2
∂Rα1

y12

(
Rα1

y12

)∗
∂bpq

+ 2
∂Rα2

y21

(
Rα2

y21

)∗
∂bpq

=
∂|Rα1

y1
|2

∂bpq

− 2
∂Re

(
Rα1

y1

)

∂bpq

+
∂|Rα2

y2
|2

∂bpq

− 2
∂Re

(
Rα2

y2

)

∂bpq

+ 2
∂|Rα1

y12
|2

∂bpq

+ 2
∂|Rα2

y21
|2

∂bpq

=
∂

(
Re

(
Rα1

y1

)2
+ Im

(
Rα1

y1

)2
)

∂bpq

− 2
∂Re

(
Rα1

y1

)

∂bpq

+
∂

(
Re

(
Rα2

y2

)2
+ Im

(
Rα2

y2

)2
)

∂bpq

− 2
∂Re

(
Rα2

y2

)

∂bpq

+ 2
∂

(
Re

(
Rα1

y12

)2
+ Im

(
Rα1

y12

)2
)

∂bpq

+ 2
∂

(
Re

(
Rα2

y21

)2
+ Im

(
Rα2

y21

)2
)

∂bpq

,
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ce qui donne

∂C

∂bpq

= 2Re
(
Rα1

y1

) ∂
(
Re

(
Rα1

y1

))

∂bpq

+ 2Im
(
Rα1

y1

) ∂
(
Im

(
Rα1

y1

))

∂bpq

− 2
∂

(
Re

(
Rα1

y1

))

∂bpq

+ 2Re
(
Rα2

y2

) ∂
(
Re

(
Rα2

y2

))

∂bpq

+ 2Im
(
Rα2

y2

) ∂
(
Im

(
Rα2

y2

))

∂bpq

− 2
∂

(
Re

(
Rα2

y2

))

∂bpq

+ 4Re
(
Rα1

y12

) ∂
(
Re

(
Rα1

y12

))

∂bpq

+ 4Im
(
Rα1

y12

) ∂
(
Im

(
Rα1

y12

))

∂bpq

+ 4Re
(
Rα2

y21

) ∂
(
Re

(
Rα2

y21

))

∂bpq

+ 4Im
(
Rα2

y21

) ∂
(
Im

(
Rα2

y21

))

∂bpq

,

et

∂C

∂bpq

= 2
∂

(
Re

(
Rα1

y1

))

∂bpq

[
Re

(
Rα1

y1

)− 1
]
+ 2Im

(
Rα1

y1

) ∂
(
Im

(
Rα1

y1

))

∂bpq

+ 2
∂

(
Re

(
Rα2

y2

))

∂bpq

[
Re

(
Rα2

y2

)− 1
]
+ 2Im

(
Rα2

y2

) ∂
(
Im

(
Rα2

y2

))

∂bpq

+ 4Re
(
Rα1

y12

) ∂
(
Re

(
Rα1

y12

))

∂bpq

Re
(
Rα1

y12

)
+ 4Im

(
Rα1

y12

) ∂
(
Im

(
Rα1

y12

))

∂bpq

+ 4Re
(
Rα2

y21

) ∂
(
Re

(
Rα2

y21

))

∂bpq

Re
(
Rα2

y21

)
+ 4Im

(
Rα2

y21

) ∂
(
Im

(
Rα2

y21

))

∂bpq

,

soit

∂C(y)

∂bpq

= 2
∂

(
Re

(
Rα1

y1

))

∂bpq

[
Re

(
Rα1

y1

)− 1
]
+ 2Im

(
Rα1

y1

) ∂
(
Im

(
Rα1

y1

))

∂bpq

+ 2
∂

(
Re

(
Rα2

y2

))

∂bpq

[
Re

(
Rα2

y2

)− 1
]
+ 2Im

(
Rα2

y2

) ∂
(
Im

(
Rα2

y2

))

∂bpq

+ 4Re
(
Rα1

y12

) ∂
(
Re

(
Rα1

y12

))

∂bpq

Re
(
Rα1

y12

)
+ 4Im

(
Rα1

y12

) ∂
(
Im

(
Rα1

y12

))

∂bpq

+ 4Re
(
Rα2

y21

) ∂
(
Re

(
Rα2

y21

))

∂bpq

Re
(
Rα2

y21

)
+ 4Im

(
Rα2

y21

) ∂
(
Im

(
Rα2

y21

))

∂bpq

.

Nous prenons en compte les relations suivantes

y1 = b11x1 + b12x2,

y2 = b21x1 + b22x2,
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nous avons

Rα1
y1

(0) = b2
11R

α1
x1

(0) + b2
12R

α1
x2

(0) + 2b11b12R
α1
x12

(0),

Rα2
y2

(0) = b2
21R

α2
x1

(0) + b2
22R

α2
x2

(0) + 2b21b22R
α2
x21

(0),

Rα1
y12

(0) = b11R
α1
x1

(0)b21 + b11R
α1
x12

(0)b22 + b12R
α1
x21

(0)b21 + b12R
α1
x2

(0)b22,

Rα2
y21

(0) = b21R
α2
x1

(0)b11 + b21R
α2
x12

(0)b12 + b22R
α2
x21

(0)b11 + b22R
α2
x2

(0)b12.

Enfin, nous obtenons les expressions suivantes

∂C(y)

∂b11

= 4[b11Re(R
α1
x1

) + b12Re(R
α1
x12

)][Re(R
α1
y1

)− 1] + 4[b11Im(Rα1
x1

) + b12Im(Rα1
x12

)]Im(Rα1
y1

)

+ 8[b21Re(R
α1
x1

) + b22Re(R
α1
x12

)]Re(R
α1
y12

) + 8[b21Im(Rα1
x1

) + b22Im(Rα1
x12

)]Im(Rα1
y12

)

+ 8[b21Re(R
α2
x1

) + b22Re(R
α2
x12

)]Re(R
α2
y21

) + 8[b21Im(Rα2
x1

) + b22Im(Rα2
x12

)]Im(Rα2
y21

),

∂C(y)

∂b12

= 4[b12Re(R
α1
x2

) + b11Re(R
α1
x12

)][Re(R
α1
y1

)− 1] + 4[b12Im(Rα1
x2

) + b11Im(Rα1
x12

)]Im(Rα1
y1

)

+ 8[b21Re(R
α1
x21

) + b22Re(R
α1
x2

)]Re(R
α1
y12

) + 8[b21Im(Rα1
x21

) + b22Im(Rα1
x2

)]Im(Rα1
y12

)

+ 8[b21Re(R
α2
x12

) + b22Re(R
α2
x2

)]Re(R
α2
y21

) + 8[b21Im(Rα2
x12

) + b22Im(Rα2
x2

)]Im(Rα2
y21

),

∂C(y)

∂b21

= 4[b21Re(R
α2
x1

) + b22Re(R
α2
x12

)][Re(R
α2
y2

)− 1] + 4[b21Im(Rα2
x1

) + b22Im(Rα1
x12

)]Im(Rα2
y2

)

+ 8[b11Re(R
α1
x1

) + b12Re(R
α1
x21

)]Re(R
α1
y12

) + 8[b11Im(Rα1
x1

) + b12Im(Rα1
x21

)]Im(Rα1
y12

)

+ 8[b11Re(R
α2
x1

) + b12Re(R
α2
x12

)]Re(R
α2
y21

) + 8[b11Im(Rα2
x1

) + b12Im(Rα2
x12

)]Im(Rα2
y21

),

et

∂C(y)

∂b22

= 4[b22Re(R
α2
x2

) + b21Re(R
α2
x12

)][Re(R
α2
y2

)− 1] + 4[b22Im(Rα2
x2

) + b21Im(Rα2
x12

)]Im(Rα2
y2

)

+ 8[b11Re(R
α1
x12

) + b12Re(R
α1
x2

)]Re(R
α1
y12

) + 8[b11Im(Rα1
x12

) + b12Im(Rα1
x2

)]Im(Rα1
y12

)

+ 8[b11Re(R
α2
x21

) + b12Re(R
α2
x2

)]Re(R
α2
y21

) + 8[b11Im(Rα2
x21

) + b12Im(Rα2
x2

)]Im(Rα2
y21

).
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A.5

Algorithme de Bouguerriou et al. [23]

Cet algorithme est appliqué pour extraire un signal cyclostationnaire mélangé avec

d’autres signaux stationnaires. Il se constitue de deux étapes ; l’étape de blanchiment

des signaux mélanges x. Cette dernière permet de décorréler les signaux mesures

pour obtenir les signaux mélanges blanchis z. Il reste donc, par la suite, une étape

de rotation des signaux blanchis afin de restituer les sources inconnues au départ.

Nous résumons les différentes étapes décrivant cette méthode de la sorte :

1. Blanchiment des signaux mélanges.

2. Estimation des différentes autocorrélations et intercorrélations des mélanges

blanchis pour un décalage en temps τ = 0.

3. Estimation des coefficients du critère sur une durée Ti, la période cyclique

fondamentale de la source cyclostationnaire d’intérêt.

4. Détermination du critère Ci en fonction de l’angle de rotation θ.

5. Recherche de l’argument du maximum du critère : θ̂ = arg max(Ci(θ)).

6. Application de la rotation optimale aux mélanges blanchis.

7. Restitution de la source cyclostationnaire.

Algorithme SOBI [15]

L’algorithme SOBI est basé sur des statistiques d’ordre deux. Sous l’hypothèse de

signaux sources colorés, de spectres différents. Le principe de l’algorithme SOBI est

résumé de la sorte :

1. Calculer la matrice de covariance Rx(τ) des observations.

2. Estimer la matrice de blanchiment W.

3. Blanchir les observations : z(n) = Wx(n).

4. Estimer la matrice V par la diagonalisation conjointe d’un ensemble de ma-
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trices issues de la fonction de corrélation des observations blanchies à différents

retard τ 6= 0.

5. Estimer la matrice de mélange par A = W]V où le symbole ] dénote la

matrice pseudo-inverse.

6. Estimer les signaux sources par s(n) = AHRz(0)−1x(n).

Algorithme CYCLOSOBI de Boustany et Antoni [27]

L’algorithme CYCLOSOBI (SOBI pour les signaux cyclostationnaires) représente

une extension de la méthode SOBI [15]. Il utilise une méthode de diagonalisation

conjointe des matrices de covariance cyclique. Cet algorithme utilise seulement des

statistiques à l’ordre deux. Le principe de celui-ci est comme suit :

1. Estimer de matrice de blanchiment W.

2. Blanchir les observations : z(n) = Wx(n).

3. Estimer la matrice unitaire V par la diagonalisation conjointe d’un ensemble

de matrices hermitiennes Rαi
z (τ)Rαi

z (τ)H sur des ensembles de fréquences cy-

cliques αi et/ou les retards τ.

Algorithme JADE [42]

L’algorithme JADE utilise un critère à base des cumulants d’ordre quatre. Son

principe est résumé de la sorte :

1. Constituer la matrice de covariance Rx et calculer une matrice de blanchiment

W.

2. Constituer les cumulants d’ordre quatre Cum4(z) du processus blanchi z =

Wx = Us+Wb, (U, W et b sont respectivement matrice unitaire, matrice de

blanchiment et bruit blanc), et calculer l’ensemble de ses p plus significatives

(ordre croissant en valeur absolu) valeurs et matrices propres {λr,Mr}; 1 ≤
r ≤ p, (p est le nombre des sources).
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3. Diagonaliser conjointement l’ensemble des matrices λrMr par une matrice

unitaire Û, où la diagonalisation a été définie par maximisation du critère

suivant :

C (U,N ) =

p∑
r=1

|diag (U∗NrU)|2

où |diag(·)| est la norme du vecteur composé des éléments diagonaux de la

matrice argument et N = {Nr|1 ≤ r ≤ p} est l’ensemble à diagonaliser.

4. Estimer la matrice de séparation A = W]U où le symbole ] dénote la matrice

pseudo-inverse de Moore-Penrose.

L’auteur utilise la technique de Jacobi étendue pour maximiser son critère de dia-

gonalisation conjointe.
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Abréviations

EQM : Erreur Quadratique Moyenne

RSB : Rapport Signal sur Bruit

SAS : Séparation Aveugle de Sources

RIF : Réponse Impulsionnelle Finie

ACI : Analyse en Composantes Indépendantes

IM : Information Mutuelle

AMUSE : Algorithm for Multiple Unknown Signals Extraction

FOBIUM : Fourth Order Blind Identification of Underdetermined Mixtures of

sources

JADE : Joint Approximate Diagonalization of Eigen matrices

SOBI : Second Order Blind Identification

SONS : Second Order Non-stationary source Separation

CYCLOSOBI : Cyclostationary Second Order Blind Identification

AIC : Akaike Information Criterion (Critère d’Information d’Akaike)

FSM : Fonction Score Marginale

FSJ : Fonction Score Jointe

FSD : Fonction Score Différentielle

SO2 : Statistique d’Ordre Deux

SOS : Statistique d’Ordre Supérieur
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Notations

SNR : Rapport signal sur résidus

Ê : Moyenne temporelle

E : Espérance mathématique

A : Matrice de mélange

B : Matrice séparante ou matrice de séparation

I : Matrice identité

W : Matrice de blanchiment

s : Vecteur de sources

x : Vecteur des observations

z : Vecteur des observations blanchies

y : Vecteur de sources estimées

Rx(·) : Autocorrélation du signal x(t)

Rα
x(·) : Autocorrélation cyclique du signal x(t)

Rα
x12

(·) : Intercorrélation cyclique entre les signaux x1(t) et x2(t)

p : Nombre de sources

N : Taille du signal

τ : Décalage temporel

| · | : Module ou valeur absolue

Re(·) : Partie réelle

Im(·) : Partie imaginaire

Cum4 : Cumulant d’ordre 4

KLm : Divergence de Kullback-Leibler modifiée

KL : Divergence de Kullback-Leibler

H : Divergence de Hellinger
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3. Séparation aveugle de sources par minimisation des alpha-divergences :
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[13] A.K. Barros and N. Ohnishi. Removal of quasi-periodic sources from phy-

siological measurements. in ICA’99, Aussois, France, pages 11–15, January

1999.
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supérieur. PhD thesis, INP Grenoble, France, 1996.

[39] V. Capdevielle, C. Servière, and J.-L. Lacoume. Blind separation of wideband

sources : application to rotating machine signals. In Proceedings of Eusipco’96,

Triestle, Italy, pages 2085–2088, 1996.



154 BIBLIOGRAPHIE

[40] J.-F. Cardoso. Source separation using higher order moments. in Proc. Inter-

national Conference Acoustics, Speech, and Signal Processing ICASSP, Glas-

gow, Royaume-Uni, 4 :2109–2112, 1989.

[41] J.-F. Cardoso. Infomax and maximum likelihood for blind source separation.

IEEE Letters on Signal processing, 4(4) :112–114, April 1997.

[42] J.-F. Cardoso and A. Souloumiac. Blind signal beamforming for non gaussian

signals. Proceedings of the IEEE, 140(6) :362–370, 1993.
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Pontoise, France, 2007.

[63] A. Dinc and Y. Bar-Ness. Convergence and performance comparison of the

three different structures of boostrap blind adaptive algorithm for multisignal

co-channel separation. In proc. MILCOM’92, pages 913–918, 1992.

[64] Y.P. Dragan and I.N. Yavorsky. Rythmics of sea waves and underwater acous-

tic signals. Naukova Dumka, Kiev, Ukraine, 1982 (in Russian).

[65] G. d’Urso and L. Cai. Sources separation method applied to reactor monito-

ring. In Proc. Workshop Athos working group, Girona, Spain, June 1995.



BIBLIOGRAPHIE 157

[66] M. El Rhabi, H. Fenniri, G. Gelle, and G. Delaunay. Blind separation of rota-

ting machine signals using penalized mutual information criterion and minimal

distortion principle. Mechanical Systems and Signal Processing, 19(6) :1282–

1292, 2005.

[67] M. El Rhabi, G. Gelle, H. Fenniri, and G. Delaunay. A penalized mutual

information criterion for blind separation of convolutive mixtures. Signal Pro-

cessing, 84 :1979–1984, 2004.

[68] D. Erdogmus, K.E. Hild, and J. Principe. Blind source separation using renyi’s

mutual information. IEEE Signal Processing Letters, 8(6) :174–176, 2001.
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posantes indépendantes. Thèse de doctorat d’état, INPG, Grenoble, France,

1987.

[112] C. Jutten, M. Babaie-Zadeh, and S. Hosseini. Three easy ways for separating

nonlinear mixtures ? Signal Processing, 84 :217–229, 2004.
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aveugle de mélanges convolutifs et/ou sous-déterminés. Thèse de l’université
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