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INTRODUCTION GENERALE

Ce mémoire comporte deux parties distinctes. La partie I a pour objet la compaction des
matériaux granulaires et la partie II traite de I’approche locale de la rupture ductile des maté-

riaux.

PARTIE |

DANS la gamme de production de piéces en grande série via des procédés simples et éco-

nomiques, les procédés de mise en forme des matériaux (métalliques, céramiques ou
composites) a partir de poudres présentent un intérét de plus en plus croissant pour les in-
dustriels. Les matériaux granulaires utilisés vont des poudres métalliques (acier, cuivre) aux
mélanges de poudres (carbure de tungstene-cuivre, aluminium-céramiques . ..) en passant par
les céramiques (alumine, ferrites).

Le procédé de mise en forme a partir de poudres est utilisé dans nombreux secteurs parmi
lesquels 1'aéronautique et I'automobile pour fabriquer différentes sortes de pieces telles que,
si on se réfere a 'industrie automobile, des engrenages, des moyeux, des cames ou encore des
bielles. Le matériau granulaire est tout d’abord soumis a de fortes pressions ensuite a des tem-
peratures élevées dans le but d’atteindre les spécifications de tenue mécanique requises de la
piece escomptée. La compression a pour objectif principal d’imprimer a la poudre la forme de
la piece et entraine la densification du comprimé pour atteindre une densité maximale suite
4 un réarrangement des grains accompagné de leur déformation. A lissue de la compres-
sion, la piece dite "comprimé a vert" est encore mécaniquement trés fragile, d’ot1 la nécessité
de procéder au frittage. Celui-ci consiste a chauffer le comprimé a vert a haute temperature
permettant ainsi de mieux "souder” les grains pour avoir de bonnes caractéristiques de tenue
mécanique. La combinaison de la compression et du frittage est couramment employée dans
le secteur mécanique pour des productions de grandes séries permettant des prix de revient
faibles, d’allier forte cadence de production, minimum de perte de matiéres premieres et ne
nécessite pas de reprise d'usinage majeure.

Dans le processus de mise en forme, le matériau évolue de l'état initial d’une poudre sans
cohésion vers un matériau poreux de porosité tendant asymptotiquement vers zéro (matériau
dense). Les caractéristiques du comportement au cours de la densification s’averent étre un
des aspects importants a prendre en compte. Les propriétés du "comprimé a vert", comme sa
densité relative et sa résistance, ne sont pas uniquement liées a la nature des poudres (compo-
sition, taille, forme, distribution, propriétés mécaniques des grains . ..), mais dependent aussi
du mode et de I'histoire du chargement du matériau. En effet, le chemin de chargement affecte
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la déformation et le développement des surfaces de contact des grains qui affectent a leur tour
les propriétés mécaniques (résistance, anisotropie .. .).

Depuis le milieu des années soixante-dix, la modélisation de la compaction de poudres a
fourni un moyen efficace pour comprendre les mécanismes de base mise en jeu et d’optimiser
les opérations des procédés de mise en forme des matériaux granulaires. Les modéles propo-
sés a l'issue de ces recherches sont pour la plupart issus d'une approche phénoménologique
et leur utilisation dans les analyses aux éléments finis a prouvé leur efficacité a prédire, par
exemple, la distribution de la densité dans des comprimés de forme complexe. Les fort peu
nombreux modeles basés sur une approche micromécanique ont été utilisés pour reproduire
le comportement di a la densification du matériau granulaire. Parmi les tout premiers mo-
deles micromécaniques on peut citer ceux proposés par Fleck et ses co-investigateurs (Fleck
et al., 1992; Fleck, 1995). La construction de ces modeles micromécaniques avait pour but la
détermination de la réponse macroscopique du matériau granulaire en prenant en compte le
développement de la plasticité locale au niveau des zones de contacts entre grains. L'analyse
mécanique du probléme considéré employée par ces auteurs repose sur ’homogénéisation des
milieux hétérogénes aléatoires en plasticité et les simulations éléments finis (Akisanya et al.,
1994, Akisanya et Cocks, 1995; Ogbonna et Fleck, 1995; Sridhar et al., 2001).

Nous nous proposons dans la premiere partie de ce mémoire de déterminer, pour une
densité relative fixée, la surface de charge macroscopique d'un milieu granulaire composé de
grains sphériques identiques. Deux volumes élémentaires représentatifs (VER) axisymétriques,
associés a chacun des deux stades classiques de la compaction ont été choisis. Préalablement
a ce choix, l'analyse aux éléments finis du comportement élastoplastique d'un VER primitif
axisymétrique a permis, d’une part, de fixer pour une densité relative donnée les parametres
géométriques des deux autres VERs et, d’autre part, de comparer les surfaces de charge ma-
croscopiques fournies par '’homogénéisation en calcul a la rupture et celle obtenue numéri-

quement.

Le premier chapitre de la partie I, en rapport avec 'industrie de la métallurgie des poudres,
est une présentation relativement breve de I'état de ’art de la mise en forme des matériaux
se présentant sous forme de poudres. Le second chapitre expose la démarche de I'analyse élé-
ment finis mentionnée plus haut. Nous avons jugé utile de présenter succinctement l'approche
cinématique de '’homogénéisation en calcul a la rupture des milieux périodiques au troisieme
chapitre. Cette approche est appliquée pour I'estimation par I'extérieur des surfaces de charge
macroscopiques cherchées. Pour ce faire, huit mécanismes de rupture pertinents sont propo-
sés.

PARTIE II

I ES matériaux métalliques sont des milieux hétérogénes constitués d"une matrice élastoplas-
tique truffée d’inclusions quasi-rigides de tres petites dimension (sulfures, carbures ...).
La rupture ductile de ces matériaux est généralement amorcée par la nucléation au droit des

inclusions de cavités microscopiques provoquée soit par la décohésion de la matrice autour
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des inclusions, soit par rupture fragile de celles-ci. Ces cavités croissent ensuite en raison de
I’écoulement plastique de la matrice et finissent par coalescer, ce qui conduit a l'apparition
d’une fissure macroscopique dont la propagation releve de la mécanique de rupture classique.
De nombreuses études ont été consacrées a la compréhension des phénomeénes physiques et
mécaniques concernés par ces phases. Il existe peu de modeles capables de prédire la nucléa-
tion des cavités du fait de la complexité de la liaison matrice-particules.

Il est communément admis que la phase de croissance des cavités dans un matériau duc-
tile est bien décrite par le modele Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) (Gurson, 1977; Tver-
gaard, 1982; Tvergaard et Needleman, 1984) ou ses différentes extensions parmi lesquels le mo-
dele Gologanu-Leblond-Duveaux (GLD) (Gologanu et al., 1993; 1994; 1997). Ces modeles, par
construction, ne peuvent prédire la croissance du volume des cavités sous tres faible triaxia-
lit¢ ' et en particulier le cisaillement pur. D'un autre c6té des observations expérimentales
fines sur des aciers a tres haute résistance (Cowie ef al., 1989) confirment la croissance des mi-
crocavités soumises a des contraintes de cisaillement pur. Ceci est particuliérement vrai pour
les sollicitations de nature dynamiques (choc, impact ...). Xue (2007a;b) et Nahshon et Hut-
chinson (2008) ont proposé d’incorporer d'une maniere phénoménologique, la croissance des
cavités sous faible triaxialité dans le modele GTN. Ces auteurs avancent que les modifications
apportées sont liées a la prise en compte de la troisiéme invariant du tenseur de contrainte.
Dans ce contexte, McElwain et al. (2006a;b) suite a de trés nombreuses simulations numériques
du comportement élastoplastique de microstructures représentatives de milieux poreux pro-
posent un critere plastique similaire au GTN et dépendant du troisiéme invariant. L'objectif
de la seconde partie de cette these est d’implanter le modele de McElwain et al. (2006a;b) dans
le code ABAQUS (2005) et de I'utiliser dans les problemes pratiques.

Dans le quatrieme chapitre de la partie II, on rappelle quelques points essentiels des ap-
proches phénoménologique et locale de la rupture ductile. On y décrit le modele de Gurson
(1977) ainsi que certaines de ses extensions. On finit le chapitre par présenter les modeles
trés récents de rupture ductile incluant le troisiéme invariant que sont les modéles de Xue
(2007a;b), Nahshon et Hutchinson (2008) et McElwain et al. (2006a;b). L'implantation du mo-
dele de McElwain et al. (2006a;b) dans le code ABAQUS (2005) est détaillée dans le cinquiéme
chapitre. L'intégration de la loi de comportement est basée sur un schéma implicite d’Euler
(Simo et Hughes, 1998; Belytschko et al., 2000). La validation de l'implantation est effectuée
sur des cas tests avec comparaison au résultats fournis par le GTN d’ABAQUS. Le sixieme cha-
pitre est dédié a I'application du modele de McElwain et al. (2006a;b) & des problemes pratiques
simples relevant de la mécanique de la rupture ductile des matériaux.

1. Rapport de la contrainte moyenne macroscopique a la contrainte équivalente macroscopique
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CE chapitre se propose de présenter succinctement 1'état de 1’art de la métallurgie des
poudres en focalisant sur les aspects comportement mécanique des matériaux élaborés
a partir de poudres. Nous commengons par rappeler les principales étapes d’élaboration des
matériaux se présentant initialement sous forme granulaire. Les différents procédés de mise
en forme des poudres sont ensuite exposés ainsi que les modeles de comportement de ces

matériaux en cours de densification.
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INTRODUCTION

La métallurgie des poudres (MP) se réfere a un ensemble de procédé de fabrication et de
mise en forme qui sont utilisés pour produire différentes formes de piéces mécaniques a partir
de mélanges de poudres de métaux purs ou d’alliages. Cette filiere permet la réalisation de
pieces de précision difficile a obtenir par d’autres procédés communs et ce sans encourir de
perte de matériaux. Les principaux processus de la MP pour la production de pieces et de
composants sont la compression et le frittage. La compression a pour objectif de déformer
la poudre a l'aide d'une pression externe et d’imprimer a la poudre la forme de la piece. Le
frittage consiste a chauffer le comprimé obtenu pour un objectif final de tenue mécanique. Une
schématisation des différents processus de cette filiere de fabrication est illustrée sur la figure
1.1. Chaque processus est versatile, efficace, rentable et respectueux de I'environnement. Pour
de nombreux pieces issues de la MD, les opérations secondaires sont éliminées completement
ou réduites de fagon significative par rapport aux procédés de fabrication conventionnels.

La MP offre de nombreux avantages par rapport aux autres technologies de mise en forme
des matériaux métalliques, parmi lesquels on peut citer :

e la capacité intrinséque a produire une large gamme d’alliages, notamment les compo-

sites, avec des propriétés uniques;

e le contrdle de la taille, la forme et 'emplacement de la porosité dans la piece;

e l'adaptation des microstructures pour proposer une gamme de propriétés physiques et

mécaniques;

e la production des pieces de volume modéré a volume élevé;

e la fabrication d’une gamme étendue de formes;

e la capacité d’optimiser le processus complet, allant de la sélection des matériaux en

passant par la fabrication jusqu’aux propriétés du produit fini.

o le cotit-efficacité plus compétitif vis-a-vis des procédés tels que le moulage, le forgeage

et I'usinage.

Des procédés spécifiques a la MP sont développés depuis quelques décennies. Ils se sont
positionnés comme des solutions techniques concurrentielles ou innovantes dans divers sec-
teur industriels. Par comparaison aux autres procédés de mise en forme, les techniques de la
MP se sont ainsi imposées pour certaines applications.

Par ailleurs, la modélisation du comportement mécanique de la poudre au cours de la
densification constitue un point crucial pour la simulation numérique qui est un outil d’aide
précieux pour l'industrie. Les moyens expérimentaux mis en ceuvre pour analyser le compor-
tement des poudres montrent la grande évolution des caractéristiques des poudres aux cours
de leurs densifications. Les expériences ont permis de mettre en évidence, en ce qui concerne la
description du comportement des poudres lors de la phase de compression, la densité relative
courante, les déformations et les contraintes comme variables pertinentes.
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_\imprégnation d’huile. ) ,

Produits finisl

FIGURE 1.1 — Les différents processus de la métallurgie des poudres.

MP : PRINCIPALES ETAPES DE TRAITEMENT

Elaboration des poudres

En pratique, il existe trois méthodes de fabrication des poudres : mécanique, physique et
chimique. Chacune de ces méthodes ont une influence sur la taille des grains solides, leur ré-
partition, leur forme, leur microstructure, la chimie et le cotit des poudres obtenues (Bouvard,
2002; German, 1994).

e Du point de vue mécanique, les techniques couramment utilisées sont celles du broyage et

du mécanosynthese.

o Les méthodes physiques se réferent essentiellement aux techniques d’atomisations dont le
principe est de faire couler le métal en fusion et de le soumettre aux jets d'un fluide (eau,
gaz, huile) dont le but est d’isoler les gouttelettes qui constituent ainsi les grains solides
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conformément a la figure 1.2. Il existe d’autre techniques physiques telles que 1'ultrason,
'orifice vibrant ... (Bouvard, 2002; German, 1994).

e Parmi les techniques chimiques, on distingue une diversité de méthodes de préparation du
poudres qui consistent a faire intervenir un réactant et un réactif (Bouvard, 2002).

3 Varuum

3 i 3 Imduction
-, lurnace % meher
D I S ' nazEs
e T e
/! pressure =
jet source o

=
[ e | colleciion

,5{'_:'. E“' |:| E:r:"'-.: hamber

FIGURE 1.2 — Principe de I'atomisation par jet d’eau (i gauche) et par jet de gaz (i droite) : Source German (1994).

Les procédés de mise en forme des poudres rencontrent actuellement un succes crois-
sant dans divers secteurs industriels tels que 1’automobile, ’aérospatial, les outils de coupes,
I'énergie, les conducteurs électriques, les supports magnétiques et I'électronique. Chacun de
ces secteurs emploie des poudres spécifiques a leurs activité. La matiére premiere, livrée sous
forme pulvérulente, peut étre de différentes natures : métallique, céramique ou organique. Les
poudres de nature organique sont utilisés dans l'industrie pharmaceutique. Pour décrire ces
matiéres premieres, il est d'usage de préciser

e la composition chimique : les matiéres premieres sont distinguées au travers de noms com-
merciaux. La composition chimique inclut également la nature des adjuvants.

e les adjuvants : ce sont des matériaux ou substances ajoutés a la poudre brute et ont pour
fonction soit de liant, soit de lubrifiant. Le liant autorise I'agglomération des grains de
poudre et le lubrifiant réduit les frottements aux interfaces poudres-outils et grain-grain.

La nature granulaire d’un matériau pulvérulent est caractérisée par un certain nombre de
parametres physiques : la masse totale, le volume total de la poudre, le volume de la partie
solide, le volume des vides, la masse volumique de la matiére dense, la densité relative rap-
portée a la masse volumique du matériau dense, etc. Ces parametres qualifient essentiellement
I'état du matériau au regard de la porosité au cours des phases caractéristiques des procédés
de mises en forme.

D’autres parametres doivent étre également considérés pour distinguer avec précision les
nuances variées des poudres industrielles. En effet, la caractérisation mécanique de dureté
conduit a définir deux grandes classes de matériaux pour les poudres :
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o Les matériaux ductiles qui sont des matériaux "mou" et qui peuvent étre allongés, étendus,

étirés sans se rompre (fer, cuivre, plomb ...)

e Les matériaux fragiles qui sont des matériaux durs et qui peuvent se briser sans déformation
plastique appréciable. On distingue dans cette classe les carbures et les céramiques.

a caractérisation des poudres repose aussi sur l’analyse de la morphologie des grains :
L t t d d I'analyse de | hol d

o la taille des grains est mesurée par tamisage ou micrographie qui renseignent sur la granu-

lométrie du mélange,

e la forme des grains conditionne en partie le comportement de la poudre pour certaines

phases du procédé de mise en forme.

Les photographies présentées sur les figures 1.3 et 1.4 permettent d’apprécier la variété des
morphologies rencontrées pour quelques poudres métalliques.

Lors de l'étape de melange, des éléments d’alliages, tels que le graphite, le nickel ou le
cuivre, ainsi que éventuellement le lubrifiant sont ajoutés a la poudre de base (poudre de fer
par exemple). La factorisation d’'un bon malaxage du mélange réalisé permet d’obtenir une
certaine homogénéisation de la poudre conduisant a une répartition plus uniforme de celle-ci.

FIGURE 1.3 — Des exemples de diverses formes et tailles de grains de poudre métallique. a) tellurium moulu,
aciculaire; b) alliage de fer atomisé avec de I'argon, sphérique avec de fines particules agglomérées; c) tungstene
réduit par gaz, les agrégats sont polygonaux ; d) étain atomisé par air; e) alliage de fer atomisé par centrifugeuse ;
f) étain éclaboussé trempé, flocon : Source German (1994,).
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FIGURE 1.4 — (suite), g) acier inoxydable atomisé par eau, arrondi et irrégulier ; h) palladium par électrolytique,
éponge ; i) nickel par décomposition de carbonylique, poreux et cubique; j) verre métallique a base de fer, ru-
ban écrasé, plats angulaires; k) titane, réduit par sodium moulu, irrégulier; et 1) hydrure de niobium, moulu,
anguleux : Source German (1994).

Compression des poudres

La phase compression vise deux buts que sont la densification par rapprochement et défor-
mation des grains solides a l'aide d’une pression externe, et I'obtention de comprimés ayant
la forme et les dimensions désirées. Au cours de la compression, le lubrifiant sec mélangé
initialement avec la poudre est pressé jusqu’au proie de la matrice afin de faciliter 1'éjection
de la piece d'une part et d’autre part pour augmenter la vie de l'outillage. La méthode de
compression la plus utilisée est la méthode dite uni-axe a froid. Le cycle de compaction est
décrit par les étapes ci-dessous conformément a la figure 1.5 :

1. Une quantité controlée de la poudre est mise en place par gravité dans la matrice par
I'intermédiaire d'un sabot d’alimentation.

2. Les poingons supérieur et inférieur se déplacent 'uns vers l'autre en appliquant une
pression pré-déterminée sur la poudre, générant ainsi un comprimé conforme a la forme

et a la taille de la matrice et des poingons.

3. Le poingon supérieur est retiré de la matrice et le poingon inférieur se déplace vers le
haut afin d’éjecter la piece de la matrice.

4. Le poingon inférieur revient a sa position initiale et le sabot passe a travers la cavité de
la matrice poussant ainsi le comprimé obtenu et remplissant de nouveau la matrice pour
une nouvelle étape de compression.
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1 Début du cycle

2 Chargement de
la matrice avec du
poudre

3 La compression
commence

4 Fin de compres-
sion

5 Fjection de la
piece

6 Rechargement de
la matrice

FIGURE 1.5 — Schéma du cycle de compaction pour une seule piéce : Source German (1994).

Les pressions utilisées pour comprimer les poudres peuvent aller de 138 a 827 MPa (ou plus)
en fonction de la densité et la taille de la piece désirée. La majorité des pieces obtenues par 1'in-
dustrie de la MP sont consolidées selon la méthode citée. D’autres méthodes plus spécifiques
sont également utilisées et seront discutées ultérieurement.

Pour un comprimé, tout comme les milieux granulaires de maniere générale, I'état de
compacité des matériaux est quantifié par la densité relative qui est égale a la densité obtenue
par le comprimé rapportée a la densité théorique du matériau dense, c’est-a-dire densité sans
porosité. Pour avoir une bonne densité via le procédé de compression, il faut (Bouvard, 2002) :

— Diminuer le nombre de contacts entre grains, cela revient a avoir des tailles plus impor-

tante des grains,

— Améliorer le réarrangement par moyen mécanique (vibration),

— Abaisser la valeur des coefficients de frottement grains-outils et grains-grains par ajout

d’un lubrifiant,

— Favoriser un bon temps de mélange poudre/lubrifiant,

— Bien définir la cinématique de compression,

— Favoriser des contraintes de compression élevées.

Les comprimés ainsi obtenus par 1'étape de compression, désignés par "pieces a vert",
possedent la forme désirée mais leurs propriétés mécaniques sont médiocres. L’amélioration
de ces propriétés mécaniques nécessitent 1’opération de frittage.
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Frittage

Le but du frittage est la consolidation des pieces a vert suite & une élévation de la tempe-
rature, ce qui a pour effet de densifier le matériau et de rehausser ses propriétés mécaniques.
Dans une étape de frittage typique, la piéce a vert est placée sur un tapis a mailles et se déplace
lentement a travers un four a atmosphere controlée. La température dans le four, comme indi-
quée sur la 1.6, augmente graduellement depuis une zone de pré-chauffage jusqu’a une zone
chaude ot elle est maintenue constante a la température de frittage désirée. La temperature
commence ensuite a diminuer dans une zone de refroidissement ot la baisse de température
est contrdlée. La température de frittage est maintenue au-dessous du point de fusion du mé-
tal de base. Dans certains cas, des alliages additifs a la poudre de base peuvent fondre, on
parle donc ici du frittage a phase liquide. Généralement, le four comporte une atmosphere
protectrice afin d’empécher 1’oxydation des pieces dans la zone chaude et pour aider a réduire

les oxydes encore présents.

zone chaude

zone de pré-chauffage zone de refroidissement
entrée réduction . traitement gortie
é-lubrificati frittage p
dé-lubrification des oxides 8 thermique
four
o
-
=1
2
<
bl
R}
o .
£ A
e piéce
Temps/position

FIGURE 1.6 — Illustration des opérations séquentielles dans un four de frittage : Source German (1994).

Le cycle de température imposé aux pieces lors de leur présence dans le four, implique des
changements de la microstructure du matériau constitutif ainsi que sa composition. La micro-
structure développée au cours du frittage détermine les propriétés physiques et mécaniques

du matériau.

MISES EN FORME EN METALLURGIE DES POUDRES

D’un point de vue technique et économique, les piéces mécaniques obtenus par la mé-
tallurgie des poudres s’avérent souvent étre des pieces directement utilisables, sans usinage
supplémentaire et sans perte de matiére premiere. Le principe général de la mise en forme
des poudres consiste en I'élaboration d'un matériau compact, de bonne tenue mécanique et
de forme définie, a partir d’'un matériau granulaire. L'énergie nécessaire a la densification est
délivrée sous forme thermique et/ou mécanique. Il est a noter que 1'énergie thermique est
toujours requise pour aboutir a une bonne tenue mécanique par "soudure" des grains.
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De maniere simplifiée, la densification d'un matériau granulaire peut étre la conséquence
des effets thermiques , le résultat d'un procédé combinant simultanément des effets ther-
miques et mécaniques, ou encore un procédé comprenant d’abord une phase purement mé-
canique (mise en forme) suivie d'une phase thermique (frittage). Citons ci-apres quelques
procédés de mise en forme rencontrés en métallurgie des poudres.

Metal Injection Moulding (MIM) : ce procédé est utilisé pour la fabrication de pieces tridi-
mensionnelles aux formes particulierement complexes. Le principe consiste a injecter
la poudre métallique préalablement mélangée avec un liant dans une moule comme le
montre la figure 1.7. Apres élimination du liant (déliantage), suite au démoulage, la piece

est soumise a haute température pour le frittage.

e o

Poudre métallique

Mélange

Liant

Injection

L

Déliantage Frittage

FIGURE 1.7 — Principe du moulage par injection (MIM).

Frittage pour le prototypage rapide : il s’agit d’un procédé de production rapide de pieces,
ou de séries de piéces, sans outillages a partir de données 3D. Le principe repose sur
la soudure des grains de poudre couche par couche. Chaque couche étant exposée a un
faisceau laser qui trace la forme de chaque strate et solidifie la poudre. Les grains non
chauffés ne sont pas affectés et servent de support pour la couche suivante. Une nouvelle
couche est étalée par un rouleau mécanique et le cycle recommence comme illustrée sur

la figure 1.8.

Compression Isostatique a Chaud (CIC) : ce procédé combine des sollicitations mécaniques
et thermiques. Son principe consiste a placer de la poudre dans un conteneur sur lequel
est appliquée une pression isotrope. Celle-ci est portée a une temperature proche de
la temperature de fusion du matériau (cf. figure 1.9). La méthode est utilisée pour la

consolidation de matériaux tels que les outils en acier, les superalliages a base de nickel,
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La poudre non solidifiée
est retirée, le prototype

Un laser solidifie la est fonctionnel
N Un rouleau dépose des couche de poudre
Modele 3D fines couches de poudre qui fusionne avec

la précédente

2=

Décomposition
numérique du
modele en strates

FIGURE 1.8 — Réalisation rapide de prototypes.

*

titane, et composites a matrice en aluminium. Les piéces obtenues par ce procédé ont des
propriété physiques et mécaniques isotropes avec une porosité minime, en particulier
pour les pieces massives.

.:' comprimé

Chargement Etuvage 3 vide pression isostatique Démoulage

a chaud

FIGURE 1.9 — Principe de la Compression Isostatique 4 Chaud (CIC) : Source German (1994).

Compression Isostatique a Froid (CIF) : le principe de ce procédé, dont les sollicitations sont
purement mécanique, consiste a immerger un conteneur souple remplie de poudre dans
un liquide, habituellement de 'eau, qui est comprimé a une haute pression. La poudre
est alors rendue compacte a travers une pression approximativement identique dans
toutes les directions. Ceci conduit a une bonne uniformité de la densité. Ce procédé se
distingue par sa capacité a produire des pieces tres élancées telles que des barres.

Rubber Isostatic Pressing (RIP) : ce procédé reprend le principe du CIF a la différence que
la pression est créée par l'intermédiaire du mouvement unidirectionnel dun piston.
La poudre est versée dans un moule en élastomere (matériau presque incompressible).
L'énergie appliquée par le piston est transmise a 1’élastomere pour parvenir a des condi-
tions similaires a la compression isostatique (cf. figure 1.10). La piece extraite du moule

est ensuite frittée.

Compression a froid : il existe plusieurs procédé de mise en forme par compression a froid,
parmi lesquels on peut citer,
e la compression en matrice dont les différentes étapes de ce procédé ont déja été com-
mentées précédemment (section 1.2.2, figure 1.5).
¢ la compression-laminage qui est un procédé analogue au laminage sauf qu’une poudre
est comprimée entre deux rouleaux en mouvement de rotation pour former une plaque

relativement fine.
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Direction de compression

Poudre
BE Flastomere
Matrice
Poingon

FIGURE 1.10 — Principe du procédé RIP.

e la compression rotative qui consiste a comprimer une poudre dans une matrice, mais
contrairement au procédé classique ot toute la surface du poingon exerce une pression,
l'effort est seulement transmis sur une partie de la surface d’un outil animé d'un
mouvement de rotation désaxée.

e la compression dynamique qui regroupe la compression par choc hydraulique, la com-
pression explosive et la compression par impact de projectile. Ces procédés consistent
a comprimer une poudre en appliquant une pression tres importante (100 GPa) pen-
dant un tres court instant (micro-seconde). Ils permettent d’atteindre, pour certains
matériaux, des densités relatives proches de l'unité.

Le lecteur peut se référer aux références German (1994); Eisen et al. (1998) et Bouvard (2002)
pour plus de détails sur 'ensemble de ces procédés ainsi que leurs applications. Des piéces, de
formes diverses et variées, fabriquées par divers processus de MP sont indiquées sur la figure
1.11.

FIGURE 1.11 — Différentes piéces issues de l'industrie de la MP : Source Eisen et al. (1998).

CARACTERISATION MECANIQUES DES POUDRES

I existe toute une variété de moyens d’essais permettant de caractériser (propriétés phy-
siques et mécaniques) la poudre et les comprimés. Dans l'industrie, les essais de caractérisation
sont souvent normalisés. On y distingue les essais de coulabilité et de densité tassée a la récep-
tion de la matiére, les essais de compressibilité, de tenue a cru (essais de flexion) et d’efforts
d’éjection sur des comprimés. Dans les unités de recherches, les moyens d’essais sont sophisti-
qués et plus lourds d’exploitation. Ils permettent cependant d’effectuer des essais mécaniques
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identifiant le type de comportement manifesté par la poudre et donnent acces aux valeurs des
parametres matériaux figurant dans les expressions des lois de comportement (Brewin et al.,
2008).

La figure 1.12 montre schématiquement les essais rencontrés dans la pratique courante. Ce
sont les essais classique de traction simple, de compression triaxiale, de compression isotrope
(compression triaxiale pour laquelle la contrainte radiale est égale a la contrainte axiale), et de
compression en matrice. Les essais de compression diamétrale (essais brésilien) et de flexion
quatre points sont aussi pratiqués en métallurgie des poudres. Du point de vue interpretation
des résultats, il peut s’avérer plus aisé dans certains cas, comme en géotechnique, de substituer
aux contraintes axiale X, et radiale X, la pression moyenne p et le déviateur g définis par

p - _(227+Zz)/3, q - Zz _Zy. (1.1)
Contrainte Contraintes axiale Contrainte
axiale et radiale axiale
P
Contrainte Dé .
radiale nulle ¢ prmatlon
=, = 0) radiale nulle
.=
P
Traction Com.pre‘zsswn Con.lpr.essmn Compres.swn
uniaxiale triaxiale en matrice

FIGURE 1.12 — Présentation des essais simples sur des comprimés cylindriques et leurs différentes conditions aux
limites.

Les dispositifs des essais classiques constituent des moyens de caractérisation fiables de
comprimé de poudre. Chacun d’eux permet de décrire des états de sollicitation distincts et
des histoires de chargement spécifiques. Suivant 1’état de contraintes auquel elle est soumise,
une poudre va répondre différemment. Elle manifeste un caractére pulvérulent sous un état
de cisaillement a faible pression moyenne. Son comportement est celui d"'un matériau massif
lorsqu’elle est fortement comprimée. Etant donnée que le comportement a la compression est
tres faiblement sensible a la vitesse de chargement, qui est en pratique relativement faible (de
'ordre de quelques cm/s a quelques dizaines de cm/s), les parties réversible et irréversible du
comportement peuvent étre respectivement qualifiées d’élastique et plastique. La distinction
entre 1'élasticité et la plasticité est faite par la décomposition de l'état de déformation en une
partie élastique et une partie plastique. Les déformations plastiques sont tres importantes par
rapport aux déformations élastiques (< 3% pour les poudres de fer) pour une sollicitation de
compression. la manifestation de la plasticité est due aux mouvements rigides des grains, a
leur déformation et éventuellement leur fracturation, faisant évoluer la densité relative et la
distribution des contacts intergranulaires. L’élasticité n’est due qu’a la composante élastique
des déformations de grains.
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Comportement élastique

Le comportement élastique d’une poudre se manifeste lors du relachement des contraintes
de compression a 1’éjection des comprimés. Le rebond ' consiste en une dilatation du com-
primé lors de sa sortie de la matrice. L'augmentation du volume est due a la restitution d"une
partie de 1’énergie de déformation. Ce phénomene est en partie attribué au comportement
élastique de la poudre (Brewin et al., 2008). Une modélisation précise de ce comportement est
essentiel pour prédire les dimensions de la piéce a vert apres éjection. Dans le cas des poudres
de fer par exemple, le rebond a I'éjection est plus important que le retrait au frittage.

Afin de mettre en evidence les caractéristiques du comportement élastique, des mesures
indirectes par ultrasons des parametres élastiques (module de Young, module de compressibi-
lité volumique, coefficient du Poisson dont la mesure reste tres imprécise) ont été effectués par
Dawson et al. (1996) durant la compaction de poudre de fer. Ces auteurs ont mis en évidence
une non-linéarité et une anisotropie de 1'élasticité fonction de la densité. Par ailleurs, des mesures
directes de contraintes et de déformations réalisées par Pavier et Doremus (1999) apreés confi-
nement dans la cellule triaxiale de révolution confirment la nature non-linéaire de la réponse et
une anisotropie du comportement élastique du matériau. En premiere approximation, on peut
considérer la poudre lache comme un matériau isotrope dont 1’élasticité initialement tres faible
revét un caractére anisotrope au fur et a mesure de la densification. L’anisotropie est induite
par la direction de chargement qui déforme ou oriente les grains de maniére préférentielle. La
figure 1.13 illustre ’anisotropie induite lors d’'une compression en matrice. Cette anisotropie
de comportement est mise en évidence par un essai de compression uniaxiale qui montre ainsi
une meilleure résistance dans le sens de la pré-compression que dans le sens perpendiculaire.

Contrainte

compression ) )
en matrice Déformation

(échantillon) -

FIGURE 1.13 — [llustration de I'anisotropie induite lors d’une compression en matrice.

Les mesures réalisées par Dawson et al. (1996) et Pavier et Doremus (1999) n’ont pas le
degré de précision pourtant nécessaire. Riera et al. (2000) et Frachon (2002) ont réalisé des
essais de compression simple sur des échantillons cubiques de poudre de fer qui ont été mis
en forme dans un premier temps par compression en matrice de section carrée. L'origina-

lité de ces essais repose sur le caractere cyclique du chargement comportant de nombreuses

1. Différence entre le diametre de la matrice et celui de la piece éjectée.
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décharges-recharges de la sollicitation imposée. Il en ressort de la série de résultats obtenus
que les réponses en déformation-contrainte présentent une évolution avec la densité et que le
comportement élastique est non-linéaire. En outre, il dépend de l’orientation de la sollicita-
tion par rapport au comprimé. Cette anisotropie élastique semble disparaitre pour les valeurs
élevées de la densité.

Comportement plastique

La déformation plastique est prépondérante au cours de la compression. Dans le cas de
poudres tendres, les grains au cours de la densification s’indentent mutuellement au cours
de la déformation, créant ainsi des zones de dissipation plastique au niveau des zones de
contact. Il s’ensuit que la matiere tend a s’extruder pour combler les vides entre les grains, ce
qui fait croitre la densité au fur et a mesure que la charge appliquée augmente. Une compres-
sion isotrope géneére de faibles densités comparativement aux autres états de contrainte. Ceci
implique que la superposition d’une contrainte de cisaillement a la compression isotrope amé-
liore la densification en laissant au grains une grande mobilité. La connaissance de 1’évolution
de la densité en fonction de I'état de contrainte appliqué s’avere ainsi indispensable.

400
Contrainte déviatoire Densité (g/cm®) Contrainte déviatoire
q (MPa) q (MPa)
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Pression moyenne p (MPa) Pression moyenne p (MPa)
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FIGURE 1.14 — (a) Courbes iso-densités ; (b) Courbes iso-potentielles dans le plan (p,q) pour une poudre de fer :
Source Pavier et Doremus (1999).

En se basant sur des essais triaxiaux de révolution, permettant dans son principe d’ex-
plorer une partie significative du plan pression moyenne-déviateur de contrainte (p,q) par
combinaison d'une contrainte axiale et d"une contrainte radiale différentes sur 1'éprouvette (cf.
figure 1.12), on peut obtenir un réseau de courbes d’iso-densité comme celui représenté sur la
tigure 1.14a (Pavier et Doremus, 1999). Cette figure met en évidence des états de contraintes
différents pour une méme densité. Ces courbes conduisent a définir des surfaces fermées dans
’espace (p, q). Ce sont les surfaces de charges pour une densité fixée, dont la taille augmente
avec celle-ci. Sous de fortes pressions moyennes et des cisaillements élevés, la réponse de la
poudre s’approche de celle du matériau constitutif des grains solides. Les courbes iso-densité

s’orientent progressivement suivant la direction de I’axe des pressions p, a I'image des maté-
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riaux plastiques de von Mises bien que les contraintes appliquées ne permettent généralement
pas d’atteindre une porosité nulle.

Les essais triaxiaux effectués par Pavier et Doremus (1999), ont permis de mesurer la di-
rection de l'écoulement plastique d'une poudre dans une large gamme de contraintes. La
déformation d’une poudre est souvent analysée en la séparant en déformation volumique E,,
caractérisant la densification, et en déformation déviatorique E,, caractérisant le cisaillement a
volume constant. Une représentation possible consiste alors a tracer les iso-potentielles, qui
sont les courbes perpendiculaires a la direction du vecteur écoulement (dE,, dE;). Les me-
sures effectuées sur une poudre de fer montrent un réseau d’iso-potentielles plastiques dont
l’allure générale indiquée sur la figure 1.14b différe sensiblement de celle des surfaces de plas-
ticité. La partie des iso-potentielles de pente positive témoigne d’une déformation dilatante,

typique des milieux granulaires, alors qu'une pente négative indique une densification.
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FIGURE 1.15 — Evolution de la surface de charge en fonction de la densité relative pour un comprimé obtenu par :
(a) compression isotrope ; (b) compression en matrice : Source Rottmann et al. (2001).

Outre la dependence de la densité en fonction du chemin de chargement dans le plan
(p,q), une dependence de I'histoire de chargement a été constatée. En effet, en se référant
a l'analyse faite par Rottmann et al. (2001) sur divers échantillons cylindriques, certains sont
densifiés par compression isotrope et d’autres par compression en matrice. Les comprimées a
vert ainsi obtenus ont été ensuite testés au sein d"une cellule de compression triaxiale de révo-
lution. Les résultats de ces investigations sont reportés sous forme de courbes d’iso-densités
par les figures 1.15a-b. Afin d’identifier I'influence des histoires de mise en forme sur le com-
portement des comprimés a vert, les figures 1.15a-b doivent étre analysées en parallele. La
premiére constatation est le niveau de contrainte requis pour atteindre une méme densité. En
effet, les comprimées issus d"une pré-densification isotrope nécessitent des états de contraintes
de niveaux globalement inférieurs a ceux des comprimées obtenus par compression en matrice
pour une méme densité. La deuxieme différence concerne la courbe des iso-densités a proxi-
mité de 1’axe des pressions p. L'influence de I'histoire de mises en forme sur la limite d’élas-
ticité de la poudre est manifeste et est imputable a un comportement plastique anisotrope
induit par I'histoire de sollicitations. L'influence de celle-ci sur le comportement du matériau
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apparait également dans les travaux de Mosbah (1995). L'auteur a effectué la comparaison sur
des échantillons pré-densifiés par compression en matrice et par compression isotrope. Les
échantillons ont été sollicités par une compression simple monotone jusqu’a rupture suivant
deux directions différentes par rapport a I'orientation de 1’échantillon. Ainsi que l'indique la
figure 1.16, les résultats confirme l'importance et l'effet de I'orientation du comprimé mis en
forme par compression en matrices. Des mesures de méme type ont été réalisées par Riera

et al. (2000) et elles arrives aux mémes résultats.
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FIGURE 1.16 — Compression uniaxiale monotone sur des comprimés mis en matrices ou par pression isotrope :
Source Mosbah (1995).

MODELES ELASTIQUES ET PLASTIQUES USUELS POUR LES POUDRES

La simulation numérique apparait comme un outil précieux pour la prédiction systéma-
tique de la distribution de densité du comprimé, I'évaluation en cours de déformation des
efforts exercés par les outils, les défauts éventuels, etc. D’un point de vue pratique, le numéri-
cien a tout d’abord besoin d’une base de données suffisamment riche et fiable correspondant
aux poudres mises en forme. Il doit par ailleurs pouvoir disposer de lois constitutives adap-
tées pour décrire le comportement de la poudre et de procédures d’identification de ces lois
en utilisant la base de données. La simulation et la caractérisation d'une poudre doivent étre
menées sans perdre de vue le procédé industriel que I'on étudie. Accompagnées de la cinéma-
tique de compression, ces données représentent I’ensemble des valeurs numériques a entrer
dans un code éléments finis. Différents parametres concourant a I’amélioration des prévisions
numériques, certains sont accessibles et modifiables par 1'utilisateur comme les parametres
attachés a la loi de comportement, les conditions initiales telles que la densité initiale et le
maillage éléments finis du domaine. D’autres au contraire, sont plus ou moins figés tels que
'algorithme de résolution. Dans cette section, des modeles utilisés pour représenter les com-
portements élastiques et plastiques des poudres sont présentés et parmi lesquels ceux qui sont

couramment utilisés dans les codes éléments finis.
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Comportement élastique

Comme il a été signalé précédemment, la caractérisation mécanique des poudres a mis
en évidence une non-linéarité doublée d'une anisotropie du comportement élastique. Dans
l'usage courant, par manque de résultats sur 'ensemble des poudres utilisées en métallurgie
des poudres I'élasticité isotrope linéaire ou non est souvent utilisée. Dans le cadre du modele
élastique non-linéaire issu de la mécanique des géomatériaux associé au modele de compor-
tement plastique de Cam Clay (prochaine sous section), l'incrément de dilatation volumique
unitaire élastique dE; est lié a I'incrément de pression appliqué dp par (Bouvard, 2002)

dE;, = —Kdip (1.2)
P+ pe

ou les constantes matérielles K et p, représentent respectivement la compressibilité et la co-
hesion du matériau considéré. Cette élasticité volumique non linéaire est souvent couplée au
module de cisaillement G constant, ou au coefficient de Poisson v constant. Le fait que G soit
constant impose une linéarité de la partie déviatorique du comportement alors que le choix
de v constant se traduit par une partie déviatorique dépendant de la pression moyenne p.
Ce modele élastique montre ses limites lors de la modélisation de la phase d’éjection dans
laquelle 1’élasticité joue un role majeur. Il est a signaler que ce modele élastique est implanté
dans ABAQUS (2005).

Une analyse récente a été faite par Frachon (2002) pour identifier un modele élastique
adapté aux poudres métalliques. Le choix de son modele a été guidé par un compromis entre
une bonne reproduction des données expérimentales, un faible nombre de parametres et une
expression la plus simple possible. En égard a la forme axisymétrique des comprimés dans le
procédé de compression en matrice, I’auteur a proposé une expression pour le potentiel élas-
tique W incluant une non linéarité et une anisotropie induite de type orthotrope de révolution.
Le potentiel proposé a pour forme

W = cE¢; + dEzgq + (a—c)tan ' (Eg) + b;id In(1+ qu) (1.3)
La déformation équivalente E,; est définie par

qu = b, Tr(E)? 4 2b,Tr(E)Tr(M E) + ¢; Tr(M E)? 4 ao Tr(E?) + 2a3Tr(M E?) (1.4)

ou M est un tenseur de structure d’ordre deux prenant en compte l'orientation de la structure
interne du comprimé a vert et les parametres (b,, b1, c1, a3, a3) caractérisent I’orthotropie de ré-
volution pouvant étre exprimés en fonction des modules de Young, du module de cisaillement
et des coefficients de Poisson. L’avantage de ce modele non linéaire orthotrope de révolution
est sa flexibilité. En effet, il généralise le comportement élastique dans la limite de 1’orthotropie
de révolution. La généralisation comprend comme cas particulier 1’élasticité linéaire isotrope
@=c=0b=d=1,b=c1 =a3=0; b, =A; ax =2y, loi de Hooke), I'élasticité non linéaire
isotrope (b1 = c1 = a3 = 0; b, = A; ap = 2p) et 'élasticité linéaire orthotrope de révolution
(a =c=0; b=d =1) (Frachon, 2002). Cependant, le modéle souffre d"une carence au niveau
du calage de ces parametres.
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Comportement plastique

La poudre consiste généralement au départ, pour un processus de compression, en un ar-
rangement aléatoire de particules avec des tailles, des formes et des orientations différentes.
Au cours de la densification on identifie trois stades de compaction : Le stade 0 est celui qui
correspond au réarrangement initial des particules. Pour des particules sphériques de méme
taille, ce réarrangement initial conduit a une densité relative initiale d’environ 0.64. La densi-
fication au stade I de la compaction se produit par indentations mutuelles des grains solides
en des surfaces de contact isolées dont la taille croit tout en laissant les pores interconnectés.
La densité relative au stade II de la compaction est supérieure a environ 0.9 et les surfaces de
contact entre grains solides ont évolué jusqu’a avoir des pores isolés. A ce stade de la compac-
tion, le comprimé est modélisé comme un solide poreux et la densification est contrdlée par la
forme, la taille et la distribution des pores.

Au cours des dernieres années, deux approches basées sur des modéles de matériaux poreux
et de matériaux granulaires ont été développées pour décrire le comportement de la poudre aux
stades I et II de la densification. Les modeles de matériaux poreux, généralement une adap-
tation du modéle de von Mises, ont été utilisés pour la simulation des procédés de mise
en forme des métaux et des matériaux se présentant sous forme de poudre. La particularité
de ces modeéles, contrairement aux matériaux denses, est leur prise en compte de l'influence
de la composante hydrostatique du tenseur de contrainte. Les modeles de matériaux granu-
laires, réservés usuellement aux matériaux frottants tels que les sols et les roches, sont adoptés
moyennant certains arrangements pour décrire le comportement des matériaux en poudre.
La contrainte d’écoulement, le frottement et les caractéristiques de densification de la poudre
couplées a I'écrouissage en cours de compression peuvent étre éventuellement décrits par ces

modeles.

Modéles de matériaux poreux

e Approches phénoménologiques

Plusieurs chercheurs (Green, 1972; Shima et Oyanne, 1976; Doraivelu et al., 1984; Lee et
Khim, 1992) ont proposé divers fonctions de charge pour les matériaux poreux et qui peuvent
étre représentées par la forme générale :

fA(Dr)p* + f2(Dy)g* = 07 (1.5)

ou f1 et fo sont des fonctions de la densité relative D, dont les expressions sont rassemblées
au tableau 1.1; 0, est la contrainte d’écoulement en compression simple du matériau dense.

La section d’une surface de charge correspondant a (1.5) par le plan de contrainte (p, q) est
de forme ellipsoidale dont le grand axe coincide avec 1’axe des pressions p et symétrique par
rapport a 'axe du déviateur des contraintes q (cf. figures 1.17 et 1.18). La fonction de charge
(1.5) est celle de von Mises pour un matériaux dense lorsque D, = 1.

Cependant, en considération des observations expérimentales (Doraivelu et al., 1984), la
forme (1.5) de la surface de charge ne permet pas une bonne prédiction de la dépendance



26 Chapitre 1. Métallurgie des Poudres : technologie, caractérisation et modélisation
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Lee et kim (1992) :

TABLE 1.1 — Expressions de f1 et fp en fonction de la densité relative D.
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FIGURE 1.17 — Sections de surfaces de charge typiques pour les matériaux poreux par le plan de contrainte (p, q).

de la contrainte d’écoulement en compression en fonction de la densité relative. En effet, la
plupart des cas d’études (Green, 1972; Shima et Oyanne, 1976; Doraivelu et al., 1984) reportent
que la compaction commence a partir d'une densité relative d’environ 0.7, tandis que dans
le processus de compaction de poudre la densité relative initiale a 1’état lache est d’environ
0.25 — 0.4. Par ailleurs, le facteur d’écrouissage associé au processus de densification, une
des principales caractéristiques du processus de compactage, est négligé par (1.5). Plus repré-
sentatifs de matériaux poreux que des matériaux granulaires, ces modeles sont réservés a la

simulation des opérations post-frittage dans le cadre de la métallurgie des poudres.

Shima (1976), Doraivelu (1984)

Green (1972) w277 77770 IS Gurson (1977)

FIGURE 1.18 — Représentation de trois surfaces de charge particuliéres pour une méme densité relative.
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e Approches micromécaniques

L’approche micromécanique considére le matériau poreux comme un assemblage de cel-
lules poreuses possédant une cavité sphérique, elliptique ou cubique. Le modele de Gurson est
le plus célebre des modeles relevant de cette approche. En se basant sur la théorie de 1’analyse
limite d"une cellule sphérique creuse représentant un matériau poreux, Gurson (1977) propose
une approximation de la surface de charge macroscopique donnée par

2
P = (q> +2(1 — D) cosh <2p) ~-(1-D,)*=1=0 (1.6)

To Oo

La section de cette surface de charge par le plan de contrainte (p,q) est représentée sur la
figure 1.18 dans le but de comparaison avec les modeles phénoménologiques des matériaux
poreux cités ci-dessus.

Modéles de matériaux granulaires

e Approches phénoménologiques

Contrairement aux modeles de matériaux poreux, les modeles de matériaux granulaires
présentent une combinaison de deux surfaces de plasticité. La premiere surface est construite
a partir de la notion d’état critique. L'état critique est un état de contrainte pour lequel le
matériau se déforme a volume constant (rupture par cisaillement). On cite par exemple dans
cette catégorie le critere de plasticité de Mohr-Coulomb et de Drucker-Prager (Drucker et
Prager, 1952). La deuxieéme surface a une forme elliptique écrouissable, dite "Cap", pour décrire
le comportement non-linéaire des poudres (la densification). Le mode d’écrouissage de ces
lois est isotrope dont la variable d’écrouissage est la densité o1 la déformation volumique
plastique. Ces modeles requierent cependant la détermination expérimentale d'un plus grand
nombre de parametres. Un certain nombre de criteres de plasticité ont été développés et testés
pour décrire le comportement des matériaux granulaires avec la considération de la rupture et
de la densification (Roscoe et al., 1963; Schoefield et Wroth, 1968; DiMaggio et Sandler, 1971;
Sandler et al., 1976; Desai, 1980; Desai et Hashmi, 1989; Sun et Kim, 1997). Le plus pratique
des fonctions de charge qui ont été employés pour les matériaux en poudre sont les modeles
d’état critique, Cam-Clay, Cam-Clay modifié et le cap modele.

Le modele de Cam-Clay a été initialement proposé par Schoefield et Wroth (1968). Il a été
modifié par la suite afin d’enlever 'indétermination de la direction d’écoulement plastique
au niveau de 'axe de contraintes isotropes p (Cam-Clay modifié). Ce dernier est un modele
de plasticité associé et présente une famille de surfaces de plasticité et potentiels de forme
elliptique, ainsi présenté sur la figure 1.19, qui a pour expression :

7+ M (p—p1)(p—po) =0 (1.7)

L’évolution des parametres M, p; et p, en fonction de la variable d’écrouissage détermine

complétement ces surfaces dont les sommets sont situés sur la courbe d’état critique. Cette
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courbe correspondant a 'état le plus déviatoire de la surface de charge sont décrits par une
droite de pente M dans le plan (p, q). La surface de charge du modele de Cam-Clay décrit la
densification lorsque 1’état de contraintes est en-dessous de la droite de 1'état critique. Lorsque
I’état de contraintes est au-dessus de cette droite, le modele décrit la dilatance.

q e

Courbe critique ——2 7 /: M
s
YA |
Ve
7 - -
/
/
// Cam-Clay—
/ ) p
P1 Po p1 D,

FIGURE 1.19 — Surface de charge dans le plan (p, q) du critére de Cam-Clay modifié pour (a gauche) poudres peu
cohésives (poudres dures), (1 droite) poudres cohésives (poudres tendres).

Le Cap-Model differe du modéle de Cam-Clay par sa partie dilatante. Comme indiqué sur
la figure 1.20 il se décompose en deux surfaces : la surface de rupture non-associée et la surface
de cap associée. Les "Cap" décrivent la densification du matériau et sont comparables au quart
d’ellipse du modele de Cam-Clay. Leur évolution dépend de la déformation volumique plas-
tique E} et leur forme est déterminée par la connaissance de l'excentricité R (E}) (R = b/a) et
de p, (E}). La position de la droite de rupture qui peut étre ou non fonction de la deforma-

|7

Surface de rupture
(Drucker-Prager)

e

FIGURE 1.20 — Surfaces de charge dans le plan (p,q) pour le Cap-Modele.

tion volumique plastique se determine par la connaissance de la cohesion d (E}) et de la pente
B (Eb). Cette droite de rupture est fréquemment représentée par le critére de Drucker-Prager
d’ou le modele de Drucker-Prager/Cap qui est largement été utilisé pour les simulations nu-
mériques (Pavier, 1998).

Les modeles de comportement de Cam-Clay et de Drucker-Prager/Cap sont fréquemment
utilisés en métallurgie des poudres car il sont assez convenable pour appréhender le comporte-
ment de milieux pulvérulents. Ainsi ils sont utilisés pour des calculs numériques de procédés
de mise en forme des poudres (Brewin et al., 2008). Par exemple, le code de calcul numérique
ABAQUES (2005) décrit en détail ces lois de comportement.
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Le comportement des poudres métalliques en cours de densification est classiquement mo-
délisé par des lois de comportement isotropes. Celles-ci représentent une bonne approximation
du comportement réel. Le raffinement de la modélisation en vue de réaliser des simulations
plus réalistes nécessite la prise en compte d’autres phénomenes tels que l’anisotropie induite.
Une des théories pour modéliser le comportement plastique anisotrope consiste a effectuer
une transformation de 1’espace des contraintes pour transformer les modéles isotropes en
modeles anisotropes. Cette théorie permet d’écrire 1’équation d’une surface de charge aniso-
trope de fagon formellement semblable a 1'équation d’une surface de charge isotrope. Une
telle théorie de représentation des surfaces de charges a été développées par Boehler (1997).
Ainsi les auteurs ODA et Ohnishi (1992) ont utilisé cette théorie pour transformer le modéele
de Cam-Clay modifié non cohésif isotrope en un modéle anisotrope.

e Approches micromécaniques

Toute description micromécanique du comportement d’un matériau granulaire consiste a
se placer au niveau des grains solides afin d’observer aussi bien leurs comportements indivi-
duels que leurs interactions avec les grains solides voisins. Durant la compression ceci requiert
la détermination des évolutions des forces de contact et des surfaces de contact entre grains.
En effet, les poudres dites tendres comme le cuivre ou le fer enregistrent a 1’échelle microsco-
pique de grandes variations géométriques de la forme des grains. Le nombre de coordination *
et les surfaces de contact ne cessent d’augmenter tandis que la fraction volumique des pores
diminue. Lorsque la contrainte appliquée est faible il y a réarrangement des grains qui sont
essentiellement sollicités a travers les surfaces de contact dont les évolutions sont régis par un
mécanisme relevant de 1’élasticité avec frottement. Les grains solides se déforment plastique-
ment pour un niveau de contrainte élevé. Il vient alors de tenir en compte dans la modélisation
a la fois des grandes variations de forme des grains et de leur comportement plastique.

Cette analyse a été menée en 2D, au stade I de la compaction, par Akisanya et al. (1994);
Akisanya et Cocks (1995) pour le cas d’un assemblage compact de barres cylindriques de
méme diametre. Ces auteurs considerent que l'indentation particule-plan est un des aspects
fondamentaux du comportement micromécanique. En effet, il s’agit de déterminer les rela-
tions entre les évolutions de contraintes et déformations lorsqu'une particule initialement cy-
lindrique, généralement supposée rigide parfaitement plastique, est plastiquement déformé
par un accroissement de surfaces de contact planes. Ici, le comportement plastique est étudié
par trois méthodes, une théorie plastique dite des lignes de glissement (Hill, 1960), méthode de
la borne supérieure de 1’analyse limite (Salengon, 1983; 1993) et la méthode des éléments finis
(maillage des particules). Cette étude a permis d’examiner la valeur de la pression moyenne
aux contacts établis sur chaque particule et la forme des porosités au cours de la densification.
Les résultats de ces méthodes ont permis également de tracer les surfaces de charge macro-
scopiques, fonction de la densité relative, pour des comprimés chargés hydrostatiquement et
d’autres obtenus par compaction en matrice. Ces surfaces sont constituées de segments de

2. Nombre de contact par particule avec les grains voisins
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droites ce qui est inhérent au caractere trés ordonné de l'empilement initial présupposé de
particules cylindriques (empilement bidimensionnel dense selon un réseau hexagonal avec un
nombre de coordination égal a 6). Plus récemment, Sridhar et al. (2001) ont utilisé les mémes
méthodes pour étudier la compaction biaxiale d’un réseau cubique de barres cylindriques avec
un nombre de coordination égal a 4. Ces auteurs ont examiné ’évolution de la taille des sur-
faces de contact, la pression de contact et les surfaces de charge macroscopiques aux stades I
et II de la compaction hydrostatique et en matrice (cf. figures 1.21 et 1.22). Le comportement
mécanique modélisé est conditionné par les directions de contact privilégiées a 1’assemblage
macroscopique, ceci est bien illustré sur la figure 1.22 par la différence du comportement ma-
croscopique entre des comprimés obtenus par compaction hydrostatique et par compaction en

matrice.

T

B |x - x slip-line field method
« - - finite alement method
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FIGURE 1.21 — Surfaces de charge macroscopiques de comprimés de particules cylindriques pré-densifiés par
compression isostatique et en matrice a des densités relatives de 0.95 et 0.98. Les résultats de la méthode des
éléments finis sont comparées a ceux de la méthode de lignes de glissement et a la solution analytique de Gurson
en 2D (relation (1.6)) : Source Sridhar et al. (2001).

Par ailleurs, dans le cadre des procédés de compaction isostatique a chaud (CIC) et en
considérant que les contacts entre particules sphériques controlent la déformation plastique,
Ashby et ces collaborateurs (Arzt, 1982; Arzt et al., 1983; Helle et al., 1985) ont développé une
condition sur le critere macroscopique mais uniquement dans une situation de chargement
purement hydrostatique et ceci pour un matériau constitutif des grains de type Tresca. Cette
condition sur le critére est
(D, ~D,)

(1.8)

avec Py est la pression macroscopique, 7 est la contrainte d’écoulement du matériau des par-
ticules de poudre et D, est la densité relative initiale a 1’état lache. Ce critére sur la pression
hydrostatique montre bien que lorsque la densité est égale a D, = D,, (les particules en état
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FIGURE 1.22 — Construction des surfaces de charge macroscopiques par la méthode de la borne supérieure de
comprimés de particules cylindriques pré-densifiés isostatiquement et en matrice : Source Sridhar et al. (2001).

relaché se touchent uniquement en des points), la pression macroscopique est nulle. Au fur et
a mesure que la densité croit jusqu’a environ la valeur unité, la pression hydrostatique croit
aussi. Cependant, la condition n’est pas destinée a s’appliquer au-dessus de D, = 0.9. Ce
critere a été utilisé avec succes par Helle ef al. (1985) dans de vastes comparaisons avec des
expérimentations sur le procédé CIC. Par conséquent, tout critere plus général tenant compte
des contraintes déviatoriques outre que la pression doit se mettre en accord avec la relation
(1.8) a la limite du chargement hydrostatique.
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FIGURE 1.23 — Volume macroscopique représentatif d’un agrégat de poudre sous chargement axisymétrique et
représentation typique d’un contact entre deux particules sphériques : Source Fleck et al. (1992).

T —-—

Du point de vue micromécanique, un modéle isotrope spécifique a la compression axisy-
métrique a froid d’un assemblage aléatoire de sphéres de taille unique comme le montre la
tigure 1.23, de densité relative initiale D, = 0.64, a été proposé par Fleck (Fleck et al., 1992;
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FIGURE 1.24 — Surface de charge pour un chargement axisymétrique du volume macroscopique a partir des calculs
numériques (modele de surfaces de contact), et ces approximations mathématiques : une forme quadratique (1.9)
et une forme linéaire/circulaire : Source Fleck et al. (1992).

Fleck, 1995). Le modele suppose que les contacts entre particules, de forme circulaire et ré-
partie de facon isotrope autour d’un grain, se déforme plastiquement de la maniere établie
par Green (1954) pour la déformation plane développée entre une jonction de deux demi-
plans soumis aux effets conjugués d'un cisaillement et d'une pression. Ce modele propose
une transition micro-macro. En effet, le tenseur macroscopique des contraintes se déduit de la
puissance plastique dissipée en fonction du tenseur macroscopique des taux de déformation.
La puissance plastique macroscopique a été définie par une intégrale qui tient compte de 1'en-
semble moyenné des contributions microscopiques de dissipation aux niveaux des contacts
entre grains. Les formules déduites de cette modélisation sont introduites dans une procé-
dure numérique qui calcule point par point de la surface de charge associée au comportement
d’un volume de matiere contenant plusieurs grains. Comme l'indique la figure 1.24, le résul-
tat obtenu sur la forme la surface de charge, nommé critere de surfaces de contact, devient
alors une référence pour la recherche d'une forme mathématique adaptée, fonction de 1'état
de contraintes macroscopiques. Fleck et al. (1992) proposent alors une forme quadratique de la
surface de charge macroscopique, référée au modele FKM, donnée par

2
_ (549 2\, (V5p _
CI)FKM - (18py + 3> + <3Py -1=0 (1~9)

Le modele FKM suppose aussi que les surfaces de contacts entre particules n’interagissent
pas entre elles. Cette considération rend le modele plus fiable pour des densités relative D,
allant jusqu’a environ 90%. Pour des densités relatives proche de 1'unité, les aires de contact
sont plus grandes et interagissent entre elles en se connectant éventuellement. Ceci a pour effet
de mettre en cause le modele adopté par ses auteurs. Afin de tenir compte de cet aspect du
probleme considéré, Fleck ef al. (1992) suggerent une transition entre leur modele et le modele
de Gurson (1.6), pouvant convenir aux fortes densités (cf. figure 1.25). Les auteurs proposent
un critere de transition de la forme

D, —Dr> <D7 —Dr>
b= | O+ | =— | Pc=0 1.10
( =5 eru+ (5 ) @ (1.10)
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FIGURE 1.25 — Critere de surfaces de contact (calcul numérique) comparé au critere de Gurson (1.6) pour une
variété de densités relatives : Source Fleck et al. (1992).
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FIGURE 1.26 — Famille de surfaces de charge proposée pour un agrégat de poudre : Pour D, < 0.75, I'approxi-
mation quadratique du critere de surfaces de contact est utilisée. Pour 0.75 < D, < 0.9, le critére de transition
(1.10), entre le modele FKM et le modele de Gurson, est utilisé. Pour D, > 0.9, le modele de Gurson est utilisé :
Source Fleck et al. (1992).

avec D,, < D, < D,, est la gamme de transition sur la densité relative d'un critere a 'autre et
dont le choix est donné par D,, = 0.75 et D,, = 0.9. Ainsi, les auteurs proposent une famille
de surfaces de charge sur une gamme de densités relatives allant de D, = D, = 0.64a D, =1
comme illustrée sur la figure 1.26.

Sur le méme principe de modélisation que Fleck et al. (1992), Fleck (1995) a étudié le role
du frottement entre les particules, la cohésion et 1’anisotropie au cours de la compaction de
particules sphériques dans des conditions axisymétriques. Il montre que le critere de surfaces
de contact est influencé d"une part par la force de cohésion par l'intermédiaire d"un parametre
de cohésion entre les grains variant de 0 (aucune cohésion en traction) a 1 (contrainte limite
en traction égale a la contrainte limite en compression) comme le montre la figure 1.27, et
d’autre part par la non uniformité de la distribution de surfaces de contact développée autour
de chaque grain. Dans le cas de compression en matrice, cette non uniformité est due a la di-
rection privilégié de compression qui favorise des contacts plus large dans cette direction que
dans la direction transverse concluant ainsi a un comportement anisotrope (cf. figure 1.28).

Cette anisotropie dans la distribution des surfaces de contact est décrite par un tenseur de
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FIGURE 1.27 — Effet de la cohésion, i travers le parametre 0 < y < 1, entre particules sur la surface de charge
macroscopique (modele numérique) et comparaison avec le modele de Cam-Clay pour une poudre non cohesive :
Source Fleck (1995).
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FIGURE 1.28 — Effet de I'anisotropie induite par le chemin de déformation sur la surface de charge macroscopique
(modele numérique). Les surfaces de charge sont données pour la compaction isostatique et la compaction en
matrice pour une densité relative D, = 0.8 en tenant compte de la cohésion parfaite (n = 1) et la non cohésion
(n = 0) entre les grains : Source Fleck (1995).

second ordre relié a la déformation macroscopique qui est introduit dans la détermination de
la dissipation plastique macroscopique de la méme maniéere que dans Fleck et al. (1992). Par
contre, I'auteur montre que le frottement entre particules joue un réle mineur sur le compor-
tement comme le montre la figure 1.29.

Il est a indiquer que les études du stade I de la compaction de poudre, réalisées par Helle
et al. (1985) et Fleck et al. (1992), sont basées sur '’hypothése d"une pression de contact constante
et une croissance du nombre de contact durant le début du processus de densification. Helle
et al. (1985) ont utilisé la solution de Prandtl pour le poin¢onnement d"un massif et Fleck et al.
(1992) ont utilisé celle donnée par Green (1954) pour la déformation plastique plane entre deux
demi-plans. Les résultats expérimentaux sur la compression d"une sphere métallique montrent
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FIGURE 1.29 — Surface de charge macroscopique : effet du frottement entre particules dans le cas d’une distribution
isotrope des contacts. 5 = 1 correspond a une cohésion parfaite entre les grains et § = 0 correspond a aucune
cohésion : Source Fleck (1995).

que la pression moyenne au niveau des contacts entre deux particules chute avec la croissance
de la taille du contact (Laptev et Ul"Yanov, 1984, Timothy et al., 1987). Ceci s’explique par le
fait qu’au stade I de la compaction la zone plastique a chaque contact entre en interaction avec
les zones plastiques des contacts voisins (Akisanya et al., 1994; Ogbonna et Fleck, 1995; Sridhar
et al., 2001). Cependant au stade II de la compaction, les résultats expérimentaux montrent
que la pression de contact tend a augmenter. Ceci est d au fait que la zone plastique sous
les contacts entre en interaction avec la surface libre des particules et la matiére est forcée a
s’extruder dans le vide (Ogbonna et Fleck, 1995; Sridhar ef al., 2001).

L'objectif des deux chapitres suivants est 1’analyse, dans le méme esprit des travaux de
Akisanya et al. (1994); Akisanya et Cocks (1995); Sridhar et al. (2001), du comportement ma-
croscopique d'un assemblage 3D de particules sphériques de taille unique, subissant un char-
gement axisymétriques, par la méthode des éléments finis et par 'approche cinématique du
calcul a la rupture.
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LA compaction 3D d’un arrangement de particules sphériques identiques est étudiée en
utilisant la méthode des éléments finis. Les grains, supposés élastiques parfaitement plas-
tiques, se déforment plastiquement en leurs zones de contact mutuelles ot les dissipations
plastiques sont localisées. La détermination de la surface de charge macroscopique est obte-
nue en imposant a un Volume Elémentaire Représentatif (VER) adéquat un état de contrainte
axisymétrique. La construction de la surface de charge résultant d"une pression isostatique
et d'une compression en matrice appliquées au VER est effectuée a différents stades de la
densification repérés par la valeur de la densité relative. Il en ressort que la taille et la forme
des surfaces de charge dépendent de 'histoire de chargement ainsi que la densité relative du

comprime.
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INTRODUCTION

Un mécanisme dominant de la densification de poudre liés par des contacts isolées est
I'indentation plastique mutuelle des particules de poudres. Les points de contact entre les
particules s’étendent en des aires de contact au fur est a mesure que la déformation plas-
tique progresse suite a 'application d’une pression macroscopique monotone croissante. La
déformation de la particule par croissance de l'aire de la surface de contact perdure jusqu’a la
fermeture de la porosité qui est initialement interconnectée. C’est le stade I de la compaction.
L'opération de compaction passe ensuite au stade II o1 le comprimé se comporte comme un
solide contenant des pores isolés.

Une prédiction précise de la compaction de poudre a ces deux stades nécessite la connais-
sance de la pression au niveau des contacts entre les particules et le nombre de contacts par
particule. En adoptant un arrangement simple des particules de poudres, 'étude du compor-
tement de ces dernieres a la compaction est accessible par une analyse aux éléments finis d’un
VER approprié du matériau granulaire. Cette analyse micromécanique est largement adoptée
par plusieurs chercheurs et donne un apercu du comportement macroscopique d"un systeme
de poudre (Akisanya et al., 1994; Akisanya et Cocks, 1995; Ogbonna et Fleck, 1995; Sridhar
et al., 2001). Dans ce chapitre, la méthode des éléments finis est utilisée pour estimer les sur-
faces de charge macroscopiques d'un milieu granulaire a différentes densités relatives. Pour
ce faire, le milieu granulaire est considéré comme un milieu hétérogene périodique caractérisé
par une cellule de base représentative du milieu. Des simulations numériques de la réponse de
la cellule de base sont menées sous des conditions de chargement axisymétrique dans le but
de caractériser son comportement macroscopique sous 'action d"une compression isostatique

et d’une compression en matrice et ce, aux différents stades de la densification.

MICROSTRUCTURE DU MILIEU GRANULAIRE

En regardant le processus de mise en forme des matériaux se présentant sous forme gra-
nulaires, le milieu en considération est hétérogene et doté d’une microstructure a deux phases
que sont les grains solides et les vides présents entre ces grains. Dans le but de simplifier
I’analyse par la méthode des éléments finis, le milieu granulaire est appréhendé comme une
distribution isotrope de grains sphériques identiques en contact. Le matériau peut ainsi étre
considéré comme un assemblage périodique de cellules cylindriques a base hexagonal comme
le montre la figure 2.1. Les conditions de chargement sont axisymétriques et chaque grain est
initialement en contact avec huit autres grains voisins. Fleck (1995) a montré que le frottement
entre particules joue un role mineur au stade I de la compaction. Dans ce qui suit, on suppose
qu’il n’y a pas de frottement au niveau des contacts entre grains. Par ailleurs, cette hypothese
est raisonnable vu qu’en pratique et en compaction a froid, on utilise des poudres lubrifiées.

La cellule de base considérée, notée par .7, est constituée d’un grain solide sphérique
circonscrit a l'intérieur d’un cylindre circulaire de rayon R, égale a celui de la sphere non
déformée et de hauteur 2R, (cf. figure 2.1). Le choix d"une cellule cylindrique a base circulaire
au lieu d’une cellule cylindrique a base hexagonale permet de simplifier les analyses en se
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ramenant au cas axisymétrique. Ogbonna et Fleck (1995) ont retenu la méme cellule de base
dans leur analyse par les éléments finis de I'évolution des contacts et des pressions ainsi
que de la surface de charge macroscopique du milieu granulaire étudié selon le degré de la

densification.
(@) )2
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FIGURE 2.1 — Modeéle micromécanique de matériaux granulaires : (en haut) échelle macroscopique : structure, (en
bas) échelle mésoscopique : cellule de base.

La compaction axisymétrique du simple réseau hexagonal de particules sphériques conduit
au développement de six contacts uniformément répartis autour de 1’équateur de chaque
sphere ainsi que de deux contacts a ses poles supérieur et inférieur. Cette représentation 3D
de l'arrangement des grains solides combinée a un chargement axisymétrique permet d’ap-
préhender qualitativement la déformation de la cellule de base. En effet, durant un processus
de compaction, d’une part il y a rapprochement des deux zones planes de contact attachées
aux poles du grain. D’autre part, et de maniére concomitante il y a aussi développement des
six zones de contact situées sur 1’équateur de ce méme grain. L'hypothése d’axisymétrie re-
tenu dans cette analyse impose de supposer que ces six zones de contact sont d"un seul tenant.
L’état déformé de la particule est illustré sur la figure 2.2. La surface de contact axiale, normale
a I’axe de révolution e, est circulaire de rayon a et la surface de contact radiale, annulaire, for-
mée sur 1’équateur de la particule est de largeur 2b et de rayon R. La cellule de base, dans
son état déformé, a pour rayon R et pour hauteur 2H. La densité relative D, est le rapport
du volume du matériau solide de la cellule de base sur son volume total. La densité relative
initiale est égale a D,, = 2/3. Cette valeur est tres proche de 0.64, valeur généralement adoptée
pour un arrangement aléatoire de particules sphériques en état lache. Durant le processus de
déformation de la cellule de base, I’expression de D, est obtenue par 1'exploitation de la loi de
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conservation de la masse. En effet, il est facile d’avoir

2
o-3(5) (5)

— R —
er

FIGURE 2.2 — Etat déformé de la cellule de base : caractéristiques dimensionnelles et état macroscopique de
contraintes.

ANALYSE PAR ELEMENTS FINIS

Le but du probléeme des simulations numériques est d’obtenir, pour les deux stades de la
compaction d'un milieu granulaire et pour une densité relative donnée, les états de contraintes
macroscopiques limites correspondant au début de 1’écoulement plastique libre. Ces simula-
tions numériques s’averent aussi étre un outil précieux de renseignements concernant les états
de déformation du milieu granulaire. Le code d’éléments finis ABAQUS (2005) est utilisé pour
I'ensemble du processus entier de la compaction (Stade I et II). En raison de 1’axisymétrie de
la cellule de base, les coordonnées cylindriques (r, 6, z) sont appropriées et seul le quart de la
cellule défini par 0 < r < R, et 0 < z < R, est considéré, comme le montre la figure 2.3. Le
chargement du quart de la cellule se fait par l'intermédiaire de deux plateaux infiniment ri-
gides animés chacun par un mouvement de translation uniforme. Le contact entre les plateaux
et le grain solide est supposé sans frottement.

En cours de déformation, la géométrie du grain solide axisymétrique est caractérisée par
les tailles des zones de contact axiale et radiale fixées par les parametres a et b respectivement.
Quant a son chargement actualisé, il est déterminé par les pressions de contact axiale p, et

radiale p, définies par
F; E

prr B P 3

Pz = (2.2)
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FIGURE 2.3 — Maillage élément fini, conditions aux limites et chargement utilisés dans la simulation.

ou F, est la force axiale agissant sur le contact circulaire de rayon a et F, est la force radiale
sollicitant le contact annulaire de rayon R et de largeur 2b. La réponse macroscopique du grain
est donnée par la moyenne des états de contrainte et de déformation dans la cellule de base. La
déformation logarithmique axiale E; et la déformation logarithmique radiale E, sont définies

E, =1In <§0) , E, =In <I§o> (2.3)

La densité relative D, est ainsi reliée directement a 1’état de déformation de la cellule de base

par

comme suit :

In <grz> = —(2E, 4+ E;) (2.4)
En outre, la contrainte macroscopique axiale X, et la contrainte macroscopique radiale X, sont
reliées aux pressions de contact p, et p, par
2
X, = %Pz ;L= %pr (2.5)
I vient alors que la contrainte macroscopique moyenne %, et la mesure de la contrainte ma-
croscopique déviatorique X, sont données par

=25, +%.)/3 , L=%.-%, (2.6)
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Surfaces de charge macroscopiques

Dans ce qui suit, le grain solide de la cellule de base est constituée d’un matériau élastique
parfaitement plastique : module de Young E = 200 GPa, coefficient de Poisson v = 0.3, limite
d’écoulement ¢, = 200 MPa. Le maillage en éléments finis est indiqué sur la figure 2.3. 1l
est composé de 1024 éléments quadratiques (CAX4R) ainsi que de 176 éléments triangulaires
axisymétrique (CAX3) avec une concentration d’éléments au niveau des contacts. Tous les
éléments sont de type hybride afin de tenir en compte de I'incompressibilité de la déformation
plastique. Le chargement de la cellule est réalisé par I'intermédiaire de deux plateaux rigides,
I'un horizontal et I'autre vertical, animés de déplacements uniformes u, (point B) et u, (point
A) respectivement selon 1’axe e, et I’axe e,. Le contact plateaux-grains solides est supposé lisse.
Les conditions aux limites, tels que mentionnées sur la figure 2.3, consistent a un déplacement
vertical nul et une contrainte de cisaillement nulle le long de la surface z = 0, un déplacement
radial nul et une contrainte de cisaillement nulle le long de 'axe de symétrie r = 0; la surface
curviligne du grain solide est libre.

L’obtention d’une estimation de la surface de charge macroscopique du milieu granulaire
considéré, a une densité relative D, fixée, procede come suit :

Aussi bien les chargement proportionnels que les chargements quelconques sont considé-
rés. Les chargements proportionnels comprennent en particulier la compaction isostatique
(E; = E,) et la compaction en matrice (E, = 0,E, # 0). Les chargements correspondant a la
compression simple axiale (X, = 0,X; # 0) et la compression radiale (£, = 0,%, # 0) sont

considérés.

Cas de la compaction isostatique :

a) Appliquer un chargement isostatique croissant a la cellule de base jusqu’a obten-
tion de la densité relative escomptée. Durant ce pré-chargement la condition &« =
uz(B)/u,(A) =1 doit étre satisfaite durant tout le processus de chargement.

b) Procéder ensuite a une décharge compléte de la cellule de base. L’état de cette derniere

est qualifié dans ce qui suit de "pré-comprimé".

¢) Charger le pré-comprimé selon différents trajets de charge en faisant varier le rap-
port &« = u,(B)/u,(A). Les variations des déformations macroscopiques E; et E, sont

E,—In <1 + ”Z(B)> , E =In (1 + ”’é?) (2.7)

Les trajets proportionnels 1, = a u, utilisés sont obtenus a partir de « =0, 0.1, 0.5, 1,

données par

2,11, +oc0 (= u, = 0), voir figure 2.4.
d) Noter I’évolution de la force de réaction au niveau des plateaux rigides et calculer les

contraintes macroscopiques X, et X, par les relations (2.5).

e) Pour le trajet de chargement choisi, le point correspondant cherché de la surface de
charge est obtenu a partir des courbes X, en fonction de E;, et X, en fonction de E, en
utilisant "l'offset” standard de 0.2%.
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1 a=0
“Uz 2 a=01
3 a=05
7 4 « =1 (compaction isostatique)
6 5 =2
5 6 a=11
7 & = 400 (compaction en matrice)
4
3 u;(B) = au,(A)
2

FIGURE 2.4 — Trajets de charge choisis.

f) Répéter les étapes a) a e) en faisant varier le trajet de chargement de l'étape c) pour
obtenir un ensemble de points de la surface de charge macroscopique pour cette
particuliére densité relative.

Cette technique d’estimation de la surface de charge macroscopique du milieu granulaire
considéré est a répéter pour chaque valeur souhaitée de la densité relative.

Cas de la compaction en matrice :

Reprendre I'ensemble des étapes de la compaction isostatique sauf qu’a I'étape a) on
applique un chargement axial croissant avec une déformation radiale nulle (E, = 0)

pour avoir un chargement correspondant a une compression en matrice.

Une illustration géométrique typique des pré-comprimés a différentes densités relatives
est représentée sur les figures 2.5 et 2.6, respectivement, pour une compression isostatique et
une compression en matrice. Les deux figures illustrent également 1’évolution des isovaleurs
de la déformation plastique équivalente avec la croissance de la densité relative. Dans le cas
de la compression isostatique, il est clairement remarquable que la déformation au début de
la densification est concentrée au niveau des contacts axial et radial. Au fur est & mesure
que la densification progresse, les zones plastifiées entrent en interaction et la matiére tend a
s’extruder le long de la surface libre de la particule. Dans le cas de la compression en matrice, la
direction privilégiée de compression selon la direction axiale favorise une zone de déformation
plastique et une aire de contact plus importante au niveau du contact axial.

La figure 2.7 représente dans le plan (X,,%,) des contraintes macroscopiques axiale et ra-
diale, normalisées par 0, les points estimés de la surface de charge macroscopique pour une
densité relative D, prise égale 0.80. La ligne en trait continu correspond a la compaction isosta-
tique et la ligne en trait discontinu a la compaction en matrice. Les numéros associés aux trajets
de charge de la figure 2.4 sont aussi reportés sur la figure 2.7. Une seconde représentation des
surfaces de charge macroscopiques peut étre effectuée dans le plan (%,,X) des contraintes
macroscopiques moyenne et déviatorique comme le montre la figure 2.8. On y note que les
lignes ¥, = 0 et X, = 0 font partie de la surface de charge puisqu’on suppose qu’il n'y a pas
de cohésion de contact entre les grains solides.
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FIGURE 2.7 — Surfaces de charge macroscopiques dans le plan (¥,,X;) a une densité relative D, = 0.8. Trait

continu : compaction isostatique ; trait discontinu : compaction en matrice.
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FIGURE 2.9 — Surfaces de charge pour des pré-comprimés obtenues par compaction isostatique et en matrice a
différentes densités relatives.
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FIGURE 2.10 — Surfaces de charge pour des pré-comprimés obtenues par compaction isostatique et en matrice d
différentes densités relatives.
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Les figures 2.9 et 2.10 regroupent l’ensemble des résultats obtenus pour des densités re-
latives D, = 0.7, 0.75, 0.8, 0.85, 0.9 et 0.95. Nous pouvons y relever que la résistante a la
compression uniaxiale (resp. compression radiale) d’'un pré-comprimé obtenu par compres-
sion isostatique est inférieure (resp. supérieure) a celle d'un pré-comprimé obtenu par com-
pression en matrice et ce, pour la méme densité relative. Ceci implique que le comportement
du milieu granulaire a la compaction est non seulement fonction de la densité relative mais
aussi de l'histoire de chargement. La forme et la taille des surfaces de charge, pour les pré-
comprimés obtenus par compression isostatique et en matrice, changent au fur et & mesure que
le processus de compactage passe du stade I de densification (D, = 0.7) & une densification
modérée (D, = 0.8), puis au stade II de la compaction (D, = 0.95).

Evolution de la taille des zones de contact

Les calculs par éléments finis effectués sur la cellule de base permettent, pour une den-
sité relative donnée, de suivre tout le long du processus de chargement aussi bien 1’état de
déformation que l’évolution des zones de contact entre les plateaux rigides et le grain solide.
Nous proposons dans ce qui suit une méthode permettant de determiner avec une bonne ap-
proximation 1’évolution des aires de contacts entre les grains solides voisins en fonction des
déformations macroscopiques de la cellule de base quantifiées par E; et E,.

Au stade I de la compaction du milieu granulaire sous un chargement macroscopique,
les grains solides se rapprochent les uns des autres et des contacts entre ceux-ci a travers
de "petites" aires se développent. Par conséquent, la déformation se localise au voisinage des
contacts aux débuts de la densification. Au fur et a mesure que la compaction progresse, les
champs mécaniques sous les contacts interagissent entre eux ainsi qu’avec la surface libre du
grain; ce qui a pour effet d’extruder la matiere vers les vides. La matiére extrudée est supposée
étre répartie d’'une fagon uniforme a travers la surface libre de la particule qui aura donc un
rayon R > Ry. La taille des contacts tend ainsi a augmenter avec la croissance de la densité
relative.

Au stade I de la compaction, une forme typique d"un grain solide soumis a une déforma-
tion macroscopique est illustrée sur la figure 2.11. La déformation locale de la particule est
caractérisée par le contact circulaire de rayon a et le contact annulaire de rayon R et de largeur
2b ainsi que les distances entre les centres des particules 2H et 2R le long des axes e; et e,
respectivement. Les parametres a, b, H, R et R sont liés par les relations

La loi de conservation de la masse conduit a

@ +H*=R> , VP+R*=R? (2.8)
1 1
R\’ az\ 2|1 a2 a2\ b b2\ 2
22) = (14— (14— 1 +=(1+=
<R> < +H2> [21{2 ) T TrU TR

b2\
<1 + RZ> —1| (2.9
d’ot1 il est possible de déduire 1’expression de la densité relative

1/a® b\ 2 Ay b2\ 2 a2\ 2
Dr—3<R2+2H>+3<1+R2>—3R<1+R2> <1+HZ> (2.10)
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Stade I (&) Stade II (@71)

le—2g —»

b 2b -l

FIGURE 2.11 — Formes typiques d’un grain solide au cours du processus de compaction.

Pour une densification tres avancée (stade II), les déformations plastiques se produisent au
voisinage des pores. En effet, les zones plastiques sous les aires de contact interagissent avec la
surface libre du grain solide et la matiére est forcée a s’extruder vers le vide. A ce stade de la
compaction, la surface libre du pore est approchée par un losange de coté s (cf. figure 2.11). De
la méme maniere que ci-dessus, ’expression de la densité relative peut étre facilement déduite
a partir de la loi de conservation de la masse

b 1/ a?
1}:1—<L—H>P—3<;,+£+Jﬂ (2.11)

Les différentes configurations déformées d'un grain solide, pour diverses densités rela-
tives, représentées sur les figures 2.5 et 2.6 peuvent étre évoquées pour justifier jusqu’a un
certain point le raisonnement ci-dessus. Au chapitre suivant, la détermination des criteres de
résistance macroscopiques, via ’homogénéisation en calcul a la rupture, utilise des cellules de
bases identique a celles représentées a la figure 2.11.

Dans le cas de la compaction isostatique de I’arrangement hexagonal de spheres identiques,
les contacts entre grains solides sont de mémes dimensions. Il s’ensuit que a = b et H =
R. La relation approchée (2.10) donne, dans le cas de la compaction isostatique au stade I,

I'expression qui relie D, a a/H

24 a2 2
_gﬁ‘i—ﬁ‘Fg (2.12)
Au stade II de la compaction, le parametre s qui caractérise la géométrie du pore est relié a a

par

Dr:

a 1 s

- \ﬁﬁ (2.13)

et 'expression de la densité relative D, déduite de la relation (2.11) est donnée par

14 a 1

+=+3 (2.14)

D, =—>=—
g 3H3 H 3
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Les variations de la densité relative D, en fonction du parametre adimensionnel a/H sont
représentées a des fins de comparaison avec les résultats obtenus par la méthode des éléments
finis a la figure 2.12. Les deux résultats sont tres proches. Nous y relevons par ailleurs une
bone concordance des relations (2.12) et (2.14) durant le stade II de la compaction. De ce
fait, ’expression (2.12) de la densité relative en fonction du rapport a/H est prise en compte
pour les deux stades de la compaction. Dans la suite nous retenons 1’expression (2.10) comme
unique expression de la densité relative, aussi bien pour la compaction isostatique que pour
la compaction en matrice.

1
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. Méthode des éléments finis

06 ] ] ] ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

a/H

FIGURE 2.12 — Fvolution de la densité relative D, en fonction de (a/H) : comparaison des relations (2.12) et
(2.14) avec les résultats d'éléments finis.

Les parametres R et H varient avec la déformation et leurs expressions en fonction de E,
et E, sont données par les relations (2.3). Nous disposons ainsi d'une liste de relations com-
plétes (2.3), (2.8)-(2.10) permettant d’exprimer les parametres a, b, H, R et D, en fonction des
déformations macroscopiques (E,, E;) et du rayon initial R, de la particule. Notant que 'ex-
pression (2.4) pour la densité relative D, est mathématiquement identique a I’expression (2.10)
puisqu’elles sont issues de la loi de conservation de la masse. Nous pouvons alors déduire
I"évolution des tailles des zones de contact au cours de la densification donnée par les varia-
tions des rapports adimensionnels a/H et b/R en fonction des déformations macroscopiques
(E;, E;). Les figures 2.13a-b représentent 1’évolution des tailles des zones de contact pour la
compaction isostatique (E, = E;), et pour la compaction en matrice (E, = 0). Dans ces figures,
les résultats analytiques sont confrontés a ceux des éléments finis. La comparaison entre les
deux types de résultats est satisfaisante.



52 Chapitre 2. Approche par éléments finis des surfaces de charge macroscopiques

1.6
i
I
1.4 °
/
/
/
1.2 J
/
/
/
o/
1.0+ il
/
a
—  0.81
H
0.6
0.4+
Compaction isostatique.
Compaction en matrice.
0.2 Méthode des éléments finis.
O T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
— EZ
(a)
1.6
14- —— Compaction isostatique.
' — —— Compaction en matrice.
. Méthode des éléments finis.
1.2

»
/
/
7/
//
_ e 7 [ ]
[ ]
T T T
0.3 0.4 0.5
_ EZ

(b)

FIGURE 2.13 — Fvolution des tailles des zones de contact : variations de (a) a/H et (b) b/R en fonction de la
déformation macroscopique E, pour la compaction isostatique (ligne continue) et la compaction en matrice (ligne
discontinue). Les résultats fournis par les éléments finis sont indiqués par des points.
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POUR une densité relative fixée caractérisant la compacité d’'une poudre donnée, une ap-
proximation par 'extérieur de la surface de charge macroscopique de ce milieu basée sur
I'approche cinématique du calcul a la rupture est proposée. Le milieu granulaire est appré-
hendé comme un milieu périodique constitué de grains solides identiques en contact les uns
avec les autres et distribués selon un réseau hexagonal. Dans leur état initial, les grains solides
sont supposés sphériques de sorte qu'un cylindre circulaire dans lequel un grain est circons-
crit et dont la hauteur est égale au diametre de ce dernier pourrait constituer avec une bonne
approximation une cellule de base "primaire", représentative du milieu. Les deux modes de
compaction de poudre —la compression isostatique ainsi que la compression en matrice — sont
traités. Quatre mécanismes de rupture pertinents de deux cellules de base adaptées aux stades
I et IT du processus de compaction sont proposés. Ils conduisent pour les deux modes de com-
paction de poudre - la compression isostatique et la compression en matrice — a des bornes
supérieures des surfaces de charge macroscopiques du milieu granulaire considéré. Les résul-
tats obtenus, confrontés a ceux fournis par des calculs aux éléments finis effectués directement
sur la cellule de base "primaire", dont le comportement du grain solide est supposé élastique
parfaitement plastique, sont satisfaisants.
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INTRODUCTION

Contrairement a la plupart des approches classiques qui ont recours a des critéeres phé-
noménologiques pour décrire le comportement ultime des matériaux granulaires, la mise en
ceuvre d'une procédure d’homogénéisation en calcul a la rupture rend possible la construc-
tion d'un tel critere de maniere rigoureuse. Une formulation générale du critere de résistance
macroscopique pour un milieu granulaire dérive de la seule connaissance des propriétés de
résistance de leurs constituants que sont les grains solides et le vide entre ceux-ci, ainsi que
leur arrangement spatial (de Buhan, 1986). Comme il a été annoncé dans la section 2.2 du
précédent chapitre, la structure macroscopique représentant le milieu granulaire considéré est
un arrangement isotrope de particules sphériques identiques, soumises a des conditions de
chargement axisymétriques, de sorte que le matériau peut étre modélisé par un milieu pério-
dique a deux phases. Dans ce cas, il est possible de mettre en évidence une cellule de base,
désignée par &7, représentant ainsi le plus petit volume élémentaire contenant les informations
nécessaires pour décrire completement la structure considérée (cf. figure 2.1).

L’objectif de ce chapitre est de proposer une approche alternative qui permet de construire
une estimation des surfaces de charge macroscopiques pour le milieu granulaire analysé. La
procédure théorique utilisée pour y aboutir repose sur ’'approche cinématique de I’homogénéi-
sation en calcul a la rupture des milieux périodiques (Suquet, 1983; Salengon, 1983; de Buhan,
1986; Salengon, 1993). Les notions de base de la méthode sont tout d’abord rappelées briéve-
ment. Nous l"utilisons ensuite pour 1’analyse des formes et des tailles des surfaces de charge
macroscopiques a différents degrés de densification.

HOMOGENEISATION EN CALCUL A LA RUPTURE DES MILIEUX PERIODIQUES

La méthode d’homogénéisation en calcul a la rupture consiste a chercher le domaine de sta-
bilité asymptotique d"une structure constituée d’un matériau hétérogene périodique, soumise
a I'action d’un chargement donné, en assimilant le milieu périodique a un milieu homogene
a l’échelle macroscopique. Le principe de cette méthode s’appuie sur les notions de structure
homogene associée a la structure hétérogene périodique initialement étudiée et de critere de
résistance macroscopique. L'objectif de ’homogénéisation en calcul a la rupture est de fournir
une estimation sur les conditions de stabilité de la structure sans tenir compte du comporte-
ment du matériau constitutif. Les conditions de stabilité sont exprimées en terme d’intensité
des charges qui peuvent étre appliquées au systéme sans impliquer sa ruine. Dans ce contexte,
Suquet (1983) et de Buhan (1986) ont montré que la détermination du critere de résistance
macroscopique du matériau hétérogene périodique passe par la résolution d’un probleme de
calcul a la rupture posé sur une cellule de base représentative du milieu.

On note () la structure composée du matériau hétérogene périodique a étudier et &/ une
cellule de base. Le volume de .« comprend un matériau solide (grain solide) et des vides. On
désigne par G(x) le domaine de résistance au point courant x de la cellule de base <. G(x) est
I’ensemble des tenseurs de contrainte ¢ (x) admissibles. Le domaine de résistance macrosco-
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pique G"™ du milieu périodique est défini comme étant I’ensemble des états macroscopiques
de contrainte X tels qu’il existe un champ de contrainte microscopique o défini sur la cellule
de base &7 et satisfaisant les conditions suivantes :

1. Conditions d’équilibre :
. 1 .
(i) £ = (o), avec (o) = T / e da/, est 'opérateur de moyenne volumique sur <7 ;
o
(ii) dive = 0 (avec éventuellement [o] - n = 0 au franchissement d’une surface de dis-
continuité du champ o, de normale n); et
(iii) o - n est anti-périodique : o - n prend des valeurs opposées sur des facettes opposées
de o7 de normales sortantes unitaires n et —n.

2. Condition de résistance :
o(x) e G(x), Vxe o

Autrement formulé, la définition statique du domaine de résistance macroscopique G

est:
G"™ = {¥; £ = (¢), ¢ - n anti-périodique, dive =0, o(x) € G(x), Vx € </} (3.1)

La convexité de G(x), quelque soit x, implique la méme propriété pour le domaine de ré-
sistance macroscopique G"". La définition cinématique duale de G"™ peut étre exprimée a
travers la fonction d’appui définie comme suit (de Buhan, 1986) :

" (D) = max (X:D; £eGhmy (3-2)

Dans cette relation, £ : D = X;; D;; * et D désigne un tenseur symétrique de second ordre.
Suquet (1983) et de Buhan (1986) ont montré que la fonction [1hom peut aussi étre calculée

comme suit :
[1""(D) = min {(7t(d)); (d(v)) = D} (3-3)

v
ou;
e d désigne un champ de taux de déformation périodique associé au champ de vitesse v;
o (d) =1/2|| /EM(v ®n+n®v)dS définit la valeur moyenne du champ d calculée sur

la cellule de base, et

((d)) = |;| [ ldyder + ,Q [, Tol) as (3.4)

avec Vx € of
ni(d) = max {o:d, 0 € G(x)} (3.5)

et Vx € S, ou S désigne une surface de discontinuité possible du champ v,

7i(n, [o]) = max {(¢ - n) - [o]; ¢ € G(x)}* (3:6)

1. La convention de sommation sur les indices muets est adoptée.
2. [v] est le saut du champ de vitesse v a travers la surface S de normale unitaire n.
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FIGURE 3.1 — Interprétation géométrique de la définition cinématique de G'™.

La définition cinématique de G"" peut étre interprétée géométriquement dans 1’espace
des contraintes . En effet, pour un tenseur D donné, 1'équation (3.2) montre que la fonction
d’appui I1"" (D) est proportionnelle & la distance entre I'origine de ’espace des contraintes et
'hyperplan tangent a la surface de G au(x) point(s) ot la normale sortante est parallele a
D (cf. figure 3.1). En outre la relation (3.3) montre que pour un champ de taux de déformation
d, G"™ est contenu dans le demi espace défini par

L:D—(n(d)) <0 (3.7)

Il vient alors que le domaine G peut étre défini comme 1’enveloppe convexe des hyper-
plans :
G = ({Z; Z: D - I1""(D) < 0} (3.8)
D

L’approche cinématique du calcul a la rupture fournit une condition nécessaire pour que la
structure reste stable sous un chargement donné. Elle est exprimée par 1'inégalité fondamentale

PEX<F1 ZJ) < Prm(v)/ (3.9)

ol P,y est la puissance virtuelle développée par les efforts extérieurs F dans le champ de
vitesse virtuel v; Ppy,(v) est la puissance résistante maximale mobilisée a l'intérieur de la
structure. Elle est donnée par

Prm(0) = /Q (d(v)) dV + /5 7(n, [0]) dS (3.10)

Le domaine des chargements potentiellement supportables est inclus dans le demi-espace dé-
fini par l'inégalité (3.9). L'approche cinématique conduit & une valeur approchée «par excés»
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du chargement limite ou encore une borne supérieure de ce chargement. Dans 'espace des
contraintes, ces bornes supérieures délimitent de 1'extérieur le domaine de résistance macro-

scopique.

SURFACES DE CHARGE MACROSCOPIQUES

Soient <7 (resp. #,) et Gs (resp. Gy) le volume occupée par le grain solide (resp. le vide) et
le domaine de résistance de son matériau constitutif. La densité relative de la cellule de base
</ est donnée par le rapport |o%|/|</|, ot | @ | désigne le volume. Le critere de résistance du
matériau du grain solide est celui de von Mises défini par :

1
0‘6G5<:>f(0'):§0’:¢7’—k2§0, (3.11)

avec k = 0,/+/3 est la limite de résistance en cission simple et ¢/ désigne le déviateur de la
contrainte. Le domaine de résistance G, de <7, est évidemment 1’ensemble vide (G, = @). La
fonction d’appui 77(.) du domaine G; est donnée par :

75(d) = o0, siTrd #0; -
7ts(d) ka, siTrd = 0. 3.12
7s(n, [0]) = +o0, si [v].n #£0;

{ 7s(n, [0]) = k||[]||, si[v].n=0. (3.13)

Nous rappelons que la mise en oeuvre de 1’approche cinématique par 1'extérieur basée sur
I'exploitation de 'inégalité (3.9) ne conduit a un résultat non trivial que si, pour le champ v
considéré, d'une part la puissance des efforts extérieurs est positive (P.x(F, v) > 0) et, d’autre
part, la puissance résistante maximale est finie (P, (v) < +00). La seconde condition, compte
tenu de I'expression (3.10) de Py, (v), implique que v doit étre choisi de fagon a ce que 7t(d)
et 77(n, [v]) soient finies. De tels champs de vitesse virtuels sont dits pertinents. Ainsi, en se
reportant aux formules (3.12) et (3.13) on voit que, dans le cas du critere de resistance de
von Mises, un champ de vitesse virtuel pertinent est tel que le taux de variation de volume
est nul : Trd = 0 (déformation isochore); les discontinuités de vitesse doivent étre purement
tangentielles : [v].n = 0.

L’expression générale d’'un champ de vitesse axisymétrique dans le grain solide .27 est de
la forme

v=0,¢ +70,¢, (3.14)

La condition d’incompressibilité du grain solide, dive = 0, se traduit en termes des com-
posantes v, et v, par 'équation aux dérivée partielles

v, v, 00Uy
§+7+g—0 (3.15)

dont une solution est
Uy = - etv, =w (3.16)

ol A et w sont des constantes.
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Champs de vitesse virtuels pertinents proposés

Pour la détermination du domaine G nous utilisons deux cellules de base différentes par
leur contour <77 et o77], et qui sont associée respectivement aux stades I et I de la compaction
(cf. figure 2.11). La géométrie de chacune des cellules de base est fixée par la valeur de la
densité relative. Les figures 3.2 et 3.3 regroupent, respectivement pour le stade I (cellule de
base 271) et le stade II (cellule de base .«7};) de la compaction, huit mécanismes de rupture
pertinents des deux cellules de bases secondaires. Ces figures montrent en fait les sections des
cellules de base par un plan méridien (plan contenant 1’axe e;). Pour chaque mécanisme de
rupture, les expressions des champs de vitesse des différentes zones de .27 et <7 ainsi que
leurs représentation schématique sont reportées sur ces figures.

Les mécanismes A et B sont des champs d’indentation simple pour chaque zone de
contact. Ces mécanismes, inspirés du mécanisme de Prandlt, considerent qu'une zone en adhé-
rence parfaite avec les contacts (zone @) se déplace le long de la direction d’indentation. Le
matériau localisé au centre de la sphere (zone ®) demeure rigide tandis que le matériau qui
s’extrude vers les parties adjacentes aux zones de contact (zone @) est déformable. Les méca-
nismes proposés sont a deux degrés de liberté de parametres géométriques x et p.

Les mécanismes C et ID supposent 1’existence d’une interaction entre la déformation des
deux zones de contact (axiale et radiale). Si le contact axiale (resp. radial) est dominant, la
zone @ tend a extruder la zone @ de part et d’autre de 1’axe e, (resp. e,;). La zone ® est
sans mouvement (zone "morte"). Les mécanismes C et D sont & un seul degré de liberté de
parametre yx.

Les mécanismes E et [F suggerent ’existence d’une interaction entre la zone sous le contact
(zone @) et la surface libre adjacente au vide. Ainsi la zone @ est forcée a s’extruder dans la
cavité en supposant que le matériau au centre du grain (zone ®) est rigide. Ces mécanismes
possedent deux degrés de liberté spécifiés par les parametres / et p.

Finalement, les mécanismes G et IH sont semblables a ceux des mécanismes C et D res-
pectivement, a la différence qu’au stade II de la compaction les contacts sont plus étendus que
celles associées stade 1.

Construction de bornes supérieures du critére de résistance macroscopique

A titre d’illustration, nous donnons ci-apres a travers le mécanisme de rupture A, les
détails des calculs conduisant a la détermination de la meilleure borne supérieure du critere
de résistance macroscopique du milieu granulaire, et ce pour une densité relative donnée. Les
détails des calculs pour les autres mécanismes de rupture proposées sont données a 1’annexe
A.1. Nous reproduisons ci-apres la figure du mécanisme rupture A, soit donc la figure 3.4.
L’expression du champ de vitesse associé au mécanisme de rupture A est donnée par :

V1 = Wiey si x € zone @;
A .
Vxeds, v(x) =1 vy="—e,+wre, six & zone®; (3-17)
r

v3 =10 si x € zone ®.
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{ [olor = D+ (w2 —wples

A
HU]]Z—S = 78y “+ woe;

i

v3=0

A
[ol2-1 = Ter+ (w2 —wi)e:

A
HU]]Z—S = 78y + woe;

Mécanisme C

ey + woey

[v]2-1 = (8 ; 4)
[v]2-3 = ger + wae;

B—A

[0]2-1 = ( . )ey+wzez
B

[v]2—3 = Ser + woe;

Mécanisme D

FIGURE 3.2 — Mécanismes de rupture proposés pour le stade I de la compaction.
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" a
i 0 : 03 =0
i R A
H : ' P W= —er +wiez
’ = @ he®
5 E b
! B—-A ' B—A \
l ' II'D]]Z,1 = e+ ('LUZ - ZU])EZ ' II'U]]Z,1 = ; ey + ('LUZ — W])EZ
: B L B
i V|p—3 = —€ waez i V|2—3 = —€ woe
: [v] cert . [v] ert
A€z A ' A
Hvﬂl—3 = 731‘ + wiez H’Uﬂl_:; = 78y + wiez
er E ' FE
R - & e e e -

U1 = whe;

Uy = 787 + woe;

B
vy = ?8,— + woey

A
[v]2-3 = 78,— + woe;

Mécanisme G Mécanisme H

FIGURE 3.3 — Mécanismes de rupture proposés pour le stade 1I de la compaction.
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FIGURE 3.4 — lllustration du mécanisme de rupture A.

ol wy, wy et A sont des constantes a déterminer. Le taux de déformation associé est

_avy 1 avy avr_ ( .
- _ @;
5 7 (89 U@) 32 ) 0, six € zone @;
dvg 1 /0v 00 G o0
d= |20 2 (2% 2 = A , Six € zone @; .18
a r (89 —H)r) 0z 0 2 0 ' § (5-18)
0 0 0
97 10v. 97 0, si x € zone ®.
L or r 00 dz

Les sauts de vitesse a la traversée des surfaces de discontinuité S;_; et Sp_3 du champ v entre

les zones @ et @ et les zones @ et ® sont donnés respectivement par

A
[v]2-1 = —e + (wy —wy)e, atravers Sq_5;
y (3.19)

A .
[v]2-3 = —er + wne; a travers Sp_3
r
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Notons par L;_; la ligne de discontinuité dans le plan méridien (e,, e;) correspondant a la
surface S;_». Un point M appartenant a L;_, est repéré par son vecteur position

M=re+h(r)e; (3.20)

ot h = h(r) est I’équation paramétrique de la ligne L;_,. L'expression de la fonction h peut
étre déduite de la condition [v] - n = 0. En effet, un vecteur normale #n7_ a L1_; est donné par

= — Ar71 =r —7 M ( )
M-y = eg =re; 5 ¢ 3.21
La condition de glissement pur impose
B oh(r)  wy—wy
[v)]2-1-1m1 2=0 = P A r (3-22)

d’ot1 nous déduisons ,
h(r):§w2;lwlr2+)(, 0<x<H (3.23)

qui est 1’équation d'une parabole dans le plan (e, e;).

Les constantes wq, wy et A doivent vérifier :
1. w1 <0, wy; >0,A>0
2A(H —x)
a2
La concavité de la parabole i = h(r) est dirigée vers le haut comme le montre la figure 3.4.

2. h(r=a)=H = w—w =

Nous avons donc nécessairement w, — wy /A > 0.

Soient L,_3 la ligne de discontinuité dans le plan (e, e;) correspondant a la surface Sy_3
et ¢ = g(r) son equation paramétrique. Il est alors facile de monter, en procédant de la méme

maniere que précédemment, que

1w
() =547 0Sx<H (3.24)
avec les conditions
1.a<p<R
2A(1 —
2.8(r=p)=1 = wzz(p27o

3. 1= 4/R?—p23

La concavité de la parabole g = g(r) est dirigée vers le haut (w2/A > 0). Finalement, les
parametres wq, wy, A, x et p déterminent complétement la géométrie du mécanisme de rupture
A.

La puissance résistante maximale P, associée au champ de vitesse considéré (3.17) est

Pu(0) = [ m(@ds+ [ mn [o])ds

= / 7'L'5(d) dJZfs + / 71'5(1’11,2, [[7)]]2,1) as + / 7T5(n2_3, [[Z)]]z_3) ds
zone @ S1-2 Sa-3
= Prm(2> ('U) + Prm(]/z) (’0) + Prm(2/3) (U) (325)

3. A partir de z = VR2 — r2, équation du cercle de rayon R et de centre (r = 0,z = 0).
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Donnons ci-apres les expressions de P, (v), Prm, ) (v) €t Prngy 5 (V).

2kA
prm(z)(v) = /Zone®r—2rdrd9dz

21 a 2 VR2=12 pp
- / / /ZkA drd9d2+/ / /Mrdrdez
1 1 ~
= 47rkA{4 2%—#1%(112—;))—#\/1{2—5)2
B JR2_ 2
—VR2—a2+RlIn (pR—FRtZ> +x1In (Z) } (3.26)

TR+ /R2—p?

1/2
rdrdf

(2) o]

21 pra Wy — W1 2
meu/z) (v) = /0 /0 k < 2 ) ?+1
2

= 2rka [A + 7(w2 - wl)z} (3-27)

3A
21 P A 2
Posle) = [ [[k](2) +ud

2
= 2mkp [A+ 37A ] (3.28)

1/2

[(?)21’2—}—1} v rdrdf

La puissance développée par les efforts extérieurs P,,(v) dans le champ de vitesse virtuel
associé au mécanisme de rupture A est donnée par

Pex(v) :Fz'vl(B)+Pr'773<A) = Fwy (3~29)

avec F;, = F,e; (F;, < 0) et L = Fe, (F < 0). Son expression en fonction des contraintes
macroscopiques s’obtient en utilisant les relations (2.2) et (2.5), ce qui donne

pex(v) = 7TR2ZU1ZZ (3-30)

L'inégalité fondamentale de 'approche cinématique du calcul a la rupture conduit a la
majoration suivante de la contrainte macroscopique axiale %, :

1
Zz<

> m (Prm(l/z)(v) +,Prm( ( ) + Prm (2/3) ( )) (331)

La minimisation par rapport a x et p du second membre de l'inégalité conduit a la meilleure
borne supérieure de ¥, pour la classe de champs de vitesse considérée. Dans le plan des
contraintes macroscopiques (X,, X,), cette borne supérieure est une droite horizontale comme
représentée sur la figure 3.5 pour le cas d'un pré-comprimé isostatique de densité relative
D, =07.
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1.75

o D,=0.70(stade I)
1.50 ® D, = 0.95 (stade II)

_ZZ/UO
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FIGURE 3.5 — Bornes supérieures obtenues pour des pré-comprimés isostatique de densité relative D, = 0.7 et

D, = 0.95 correspondant respectivement au stade I et II de la compaction. Les lettres représentent le mécanisme
de rupture considéré.

De maniere similaire, les mécanismes de ruptures représentés sur les figures 3.2 et 3.3
conduisent, pour une densité relative fixée, a une borne supérieure de la surface de macrosco-
pique cherchée. Par exemple, la figure 3.5 représente dans le plan des contraintes normalisés
(Xr/00, 22/0,) les bornes supérieures auxquelles conduisent les mécanismes de rupture A,
B, C, D, G, E, F et H pour des pré-comprimés chargés isostatiquement de densités relatives
D, = 0.7 (stade I) et D, = 0.95 (stade II).

Des estimations par l'extérieur des surfaces de charge macroscopiques pour diverses va-
leurs de la densité relative et pour les deux modes de compaction (isostatique et en matrice)
peuvent étre obtenues en suivant la méme procédure qui vient d’étre détaillée pour le mé-
canisme de rupture A. Les résultats ainsi obtenus sur les surfaces de charge macroscopiques
sont représentées sur la figure 3.6 pour des pré-comprimés obtenus par compression isosta-
tique et sur la figure 3.7 pour des pré-comprimés obtenus par compression en matrice. Dans
ces figures, les surfaces de charge macroscopiques sont tracées dans les espaces (X, /0, X2/ 0,)
et (X/0,,%/0,) et sont confrontées aux résultats fournis par des calculs aux éléments finis
effectués directement sur la cellule de base. Pour la clarté des figures, les lettres représentatives
des mécanismes de rupture ne sont pas mentionnées sur les segments de droite. Les résultats
obtenus par 'approche cinématique sont en accord avec les prédictions éléments finis. Sur la
tigure 3.7, les résultats obtenus par les deux approches au stade I de la compaction sont plus

précis qu’au stade II.
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Nous pensons qu'il est aussi instructif de comparer les résultats fournis par 1’approche ci-
nématique avec deux modeles de comportement plastiques issus d’analyses micromécaniques,
que sont le modele FKM (Fleck et al., 1992) et le modele de Gurson (Gurson, 1977). Le modéle
FKM a déja été mentionné et commenté a la section 1.5.2. Quant au célebre modéle de Gurson
tres utilisé en rupture ductile des matériaux, nous y reviendrons en deuxiéme partie de ce
mémoire. Le modele FKM (1.9) traite essentiellement du début de la densification du milieu
granulaire jusqu’a des densités relatives de ’ordre de 0.9. Il s’ensuit que ce modéle ne convient
que pour le stade I de la compaction. Quant au modéle de Gurson (1.6), il est actuellement lar-
gement admis qu’il n’est approprié que pour les matériaux poreux de densité relative voisine
de l'unité. Il s’ensuit alors que le modele de Gurson ne pourrait convenir que pour le stade II
de la compaction. La figure 3.8 regroupe a des fins de comparaison I’ensemble des résultats
pour des valeurs de la densité relative D, prises égales a 0.7, 0.8 et 0.95.
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FIGURE 3.6 — Surfaces de charge macroscopiques pour des pré-comprimés hydrostatiques a différentes densités
relatives : (1) surface de charge dans le plan des contraintes macroscopiques radiale ¥, et axiale 3., ; (b) surface de

charge dans le plan des contraintes macroscopiques moyenne X, et déviatorique L.
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FIGURE 3.7 — Surfaces de charge macroscopiques pour des pré-comprimés obtenus par compression en matrice
a différentes densités relatives : (a) surface de charge dans le plan des contraintes macroscopiques radiale Y., et
axiale ¥ ; (b) surface de charge dans le plan des contraintes macroscopiques moyenne X, et déviatorique X.
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FIGURE 3.8 — Surfaces de charge macroscopiques a des densités relatives D, = 0.7, 0.8 et 0.95 pour des pré-
comprimés obtenus par : (a) compression isostatique; (b) compression en matrice. Confrontation aux modéles

FKM (Fleck et al., 1992) et au modéle de Gurson (1977).
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CE chapitre se propose de présenter la mécanique de la rupture ductile des matériaux en
se focalisant sur les aspects théorique et modélisation. Nous commengons par rappeler
succinctement les deux approches employées pour modéliser la rupture ductile des matériaux.
Les principaux mécanismes menant a la rupture ductile des matériaux sont exposés ainsi que
quelques modeles pour décrire chacun d’eux. Le chapitre finit par présenter les derniéeres
contributions issues de la littérature pour reproduire le comportement a la rupture des maté-

riaux.
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INTRODUCTION

Avant qu’ils ne se rompent, les matériaux sont le siege d’endommagements, sources de dé-
gradations continues de leurs propriétés mécaniques. Mieux maitriser ces endommagements
constitue pour les chercheurs et les industriels concernés un objectif essentiel. Généralement,
la mécanique de la rupture des matériaux se subdivisent en deux disciplines que sont la mé-
canique de la rupture fragile et la mécanique de la rupture ductile. Ce qui différencie ces disciplines
est le role que joue la plasticité au cours de ces deux modes de rupture. Pour les matériaux
fragiles, la rupture est caractérisée par le clivage des liaisons interatomiques induisant une
propagation brutale sans déformations plastiques appréciables au sein du matériau. Dans ce
cas, le dommage passe brusquement de la valeur zéro a sa valeur critique de rupture finale
d’une maniére quasi instantanée. Quant aux matériaux ductiles, essentiellement les matériaux
métalliques, ils sont le siege d'un endommagement progressif au cours d’importante défor-
mations plastiques avant la rupture. Le processus physique d’endommagement qui conduit a
la rupture de matériaux ductiles peut étre décomposé en trois phases élémentaires que sont
I’'amorcage (ou nucléation/germination) de microcavités, puis la croissance et la coalescence
de celles-ci au cours de la déformation plastique. Afin de modéliser les trois mécanismes phy-
siques d’endommagement ductile, I’approche locale de la rupture ductile a été développée.
Cette méthodologie basée sur une approche micromécanique cherche a modéliser avec plus de
précision les mécanismes de la rupture ductile. Elle est fondée sur des concepts mathématiques
rigoureux d’homogénéisation permettant d’évaluer les variables mécaniques (contraintes, dé-
formations, écrouissage ...) et les indicateurs d’endommagement (porosité, variables d’en-
dommagement scalaire ou tensorielles, facteurs de forme des cavités, leurs espacements ...)
en chaque point de la structure.

Dans la littérature, ’analyse de 'endommagement ductile est aussi abordée par I'approche
des milieux continus endommageables, fondée sur les principes de la thermodynamique des
processus irréversibles. Contrairement a 1’approche micromécanique, I’approche des milieux
continus endommageables est basée principalement sur des considérations "phénoménolo-
giques". Toutefois, dans la plupart des cas, ces deux démarches comprennent une surface
d’écoulement plastique (critere de plasticité) et des lois d’évolution des variables internes
(plasticité, endommagement). En plus des différences dans les fondements théoriques sur les-
quels se basent les deux approches, il est a préciser que la variable d’endommagement qui
caractérise I’approche micromécanique est la fraction volumique des vides (ou porosité), alors
que pour l'approche phénoménologique la variable d’endommagement peut étre la porosité
ou toute une autre variable scalaire ou tensorielle caractérisant la dégradation des propriétés
mécaniques du matériau (abaissement de son module de rigidité, de sa limite d’écoulement
...) sous un chargement. A I'instar de ces deux théories, plusieurs modeles ont été formulés et
qu’on peut classer en deux catégories que sont les modeles couplés pour lesquels I'écoulement
plastique est couplé a I'endommagement par 'intermédiaire d'un critére, et les modeles non
couplés pour lesquels les lois d’évolution de I'endommagement sont découplées de la loi de
comportement du matériau.
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MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS ENDOMMAGEABLES

La mécanique des milieux continus endommageables fait usage des principes de la thermo-
dynamique des processus irréversibles qui repose sur la méthode de 1’état local. Cette derniere
postule que I'état thermomécanique d'un milieu matériel en un point et a un instant donnés
est completement défini par la connaissance des valeurs a cet instant d’un certain nombre de
variables ne dépendant que du point considéré. Les phénomenes physiques sont décrits plus
ou moins finement selon le choix de la nature et du nombre des variables d’état, appelées
aussi variables thermodynamiques. Ce sont des variables observables (par exemple la tempe-
rature, la déformation totale) et les variables internes (la déformation plastique, la déformation
thermoélatique, 1’écrouissage, I'endommagement). Les processus ainsi définis sont thermody-
namiquement admissibles, si a chaque instant de I’évolution, I'inégalité de Clausius-Duhem est
satisfaite. Cette inégalité fournit une condition nécessaire de ’existence d"un potentiel thermo-
dynamique ¥ qui dépend des variables d’état et duquel dérivent les lois d’état. Dans le cadre
de I'hypothese des petites perturbations, 1'inégalité de Clausius-Duhem s’écrit

. . . dT
—p(‘i[f—l-sT)—f—Z:E—q-gr?F >0 (4.1)

ou p, s, T et q désignent respectivement la masse volumique, 1'entropie massique, la tempé-
rature et le vecteur courant de chaleur recu par le matériau. Considérant E° le tenseur des
déformations thermoélastiques et Vi des variables internes représentant des phénomenes tels
que l’écrouissage, I'endommagement, la rupture ..., la connaissance de ¥ = ¥(E¢, T, V}) per-
met d’expliciter les lois de la thermoélasticité

oY b d

Z = p aEe 4 5= _ﬁ (4'2)

et les variables forces thermodynamiques associées aux variables internes Vj

oY
Ay =p Wi (4-3)

L’ensemble des relations (4.2) et (4.3) constituent les lois d’état.

Dans le contexte de la thermodynamique des processus irréversibles, Lemaitre et Cha-
boche (1988) ont défini 'endommagement comme la détérioration progressive du matériau
précédant la rupture macroscopique. D’apres Kachanov (1986), l'effet de 'endommagement
est incorporé dans la loi de comportement du matériau a 1’aide du concept de contrainte effec-
tive et du principe d’équivalence en déformation (Lemaitre et Chaboche, 1988). Ainsi, deux états
doivent étre considérés : le premier est I'état endommagé sollicité par la contrainte réelle et
le second est un état virtuel non endommagé soumis a la contrainte effective. Par 1'hypothese
de I’équivalence en déformation, la contrainte usuelle est remplacé par la contrainte effective
dans la loi de comportement qui s’exprime par

z

¥ = ) (4-4)
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ou D est la variable d’endommagement : D = 0 pour un matériau non endommagé et D =1
pour un matériau totalement endommagé. En choisissant un potentiel thermodynamique de

la forme
Y(E,D,El;)) = Y.(E°,D)+Y¥,(D,EL)
_1e.e . Re So YSO+1'P
= 2E.C(D).E +S0+1 ;. Eeq (4.5)

ou S, et s, sont deux parameétres matériau d’endommagement; Efq est la déformation plastique
équivalente au sens de von Mises; C°(D) est le module de rigidité effectif et Y est la force
thermodynamique associée a la variable d’endommagement D,

Lemaitre (Lemaitre et Chaboche, 1988) donne 1’évolution de 'endommagement D par

b= (-3) & 46
avec ) 2
B Z‘eq 2 P

ou Xy, et X4 sont respectivement la contrainte moyenne et équivalente ; E et v sont respective-
ment le module de Young et le coefficient de Poisson.

Le modele couplé de Rousselier (1987), utilisé dans la pratique courante, fait partie des
modeles les plus simples qui puissent étre obtenus a partir des principes de la thermodyna-
mique des processus irréversibles. Le potentiel thermodynamique choisi est découplé en trois
terme comme suit

Y(E°, D, Ely) = Ye(E) + ¥, (e) + ¥p(D) (4-8)

ou €7 est une variable d’écrouissage et D une variable d’endommagement choisie égale a la
porosité f du matériau considéré. Le potentiel plastique proposé par Rousselier (1987) pour

les matériaux endommageables s’écrit

D(Xey, L €, f) = Zeq +x01 f exp <(12m> — 0 (er) (4-9)

1-f) —flo

ou x et o7 sont des parameétres qui dépendent du matériau; & est la contrainte équivalente
d’écoulement du matériau. Bien qu’il soit obtenu par une approche thermodynamique phéno-
ménologique, Rousselier (1987) a montré, sous certaines conditions, que le potentiel plastique
de son modele est tres similaire a celui de Gurson (1977) (présenté dans la prochaine section)
qui est issu d"une approche purement micromécanique.

APPROCHE MICROMECANIQUE DE L'ENDOMMAGEMENT DUCTILE

De nombreux chercheurs ont proposé des modeles de rupture ductile fondés sur des
concepts rigoureux de micromécanique. Leur objectif était de s’intéresser a I'endommage-
ment des matériaux a des échelles tres fines pour remonter ensuite a I’échelle macroscopique.

La formulation des modéles dans le cadre de I'approche micromécanique utilise trois étapes
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de passage micro-macro que sont la représentation (définition de la microstructure ou, pour
employer le langage d’homogénéisation, du volume élémentaire représentatif (VER)), la locali-
sation (expression des données sur le VER en fonction des grandeurs macroscopiques) et enfin
I’'homogénéisation (définition des comportements moyens locaux sur le VER et détermination
des grandeurs macroscopiques du VER en prenant des moyennes appropriées).

Un des premiers travaux pionniers en la matiere est dtt a McClintock (1968) qui a proposé
un modele micromécanique de croissance de cavité cylindrique dans une matrice infinie rigide
parfaitement plastique obéissant au critere de von Mises. Par la suite, Rice et Tracey (1969) ont
proposé un modele fondé sur la croissance d’une cavité sphérique dans une matrice infinie
rigide parfaitement plastique régie également par le critere de von Mises. Le résultat majeur
de cette étude a été de mettre en évidence 1'importance déterminante, sur la croissance des
vides, de la triaxialité des contraintes (rapport de la contrainte macroscopique moyenne X,
a la contrainte macroscopique équivalente de von Mises X;). La particularité des criteres de
type Rice et Tracey est qu’ils sont des modéles non couplés pour lesquels 1"écoulement plas-
tique n’est pas couplé a I'endommagement par l'intermédiaire d’un critere. Par conséquent,
ces modeles ne sont que des indicateurs d’endommagement qui n’influent pas sur la loi de
comportement plastique du matériau global de von Mises.

Une seconde contribution, d’importance fondamentale celle-la, est due a Gurson (1975;
1977)'. Elle a consisté en une analyse limite approchée d’un VER représentatif du milieu
poreux. Gurson a considéré un vide sphérique dans une matrice sphérique rigide parfaitement
plastique, concentrique, de dimension finie, obéissant au critere de von Mises et soumise a un
chargement quelconque. L'avantage du VER considéré était que la porosité f pouvait alors
prendre des valeurs arbitraires. Gurson obtient une surface d’écoulement macroscopique, qui
dépend de la contrainte équivalente de von Mises ¥;, de la contrainte hydrostatique %, ?,
de la limite d’écoulement de la matrice métallique o, et de la fraction volumique des vides
f. Dans ce critere, la variable d’endommagement f se trouve couplée a la contrainte X et a la
variable d’écrouissage o,. Par la suite, le modele de Gurson a subi de nombreuses modifications,
avec notamment le remplacement de la limite d’écoulement ¢, par la contrainte équivalente
o d’une matrice écrouissable et également l'introduction dune porosité critique associée au
début de coalescence.

Mécanismes physiques de I’endommagement ductile

Il est maintenant bien admis dans la littérature que les mécanismes de rupture ductile
se décompose en trois étapes principales que sont la nucléation (ou germination) de cavi-
tés de petites tailles, la croissance et la coalescence de celles-ci impliquant I’amorgage d’une
fissure macroscopique dans la structure. Ces étapes ne se succedent que si on s’intéresse a
I'étude d’'une cavité isolée. Cependant, dans la plupart des matériaux métalliques, les phases
de nucléation et de croissance ne se déroulent pas successivement au cours de la déformation.

1. Doctorant de Rice J.R.
2. Du fait qu’une telle contrainte peut, dans un milieu poreux, provoquer un écoulement plastique via la

croissance des vides.
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Néanmoins, les trois étapes de la rupture ductile sont décrites séparément dans la suite ainsi
que de quelques modélisations correspondant a chacune d’elles.

Nucléation

Les matériaux métalliques sont considérés comme des milieux hétérogenes, constitués
d’une matrice élasto-plastique et de particules de seconde phase (ou inclusions) quasi-rigides.
Dans les aciers, ces inclusions sont principalement des oxydes, des sulfures ou encore des
oxysulfures et des nitrures. La nucléation est la phase qui correspond a la création de micro-
cavités, généralement au niveau de ces inclusions, soit par leur fragmentation, soit par dé-
cohésion de l'interface inclusion-matrice, qui présente de faibles propriétés mécaniques, voir
figure 4.1. L'amorcage des cavités provient d’une localisation des champs de contrainte et

déformation au voisinage des inclusions.

Cavité (fissure de l'inclusion)

\ 1

¢

v /Y

Cavité (décohésion de l'interface)

FIGURE 4.1 — Schématisation du mécanisme de germination des cavités.

En général, la nucléation survient par la fissuration des plus grosses particules pour don-
ner naissance a une premiére population de cavités (= 10 — 100um), alors qu’une seconde
population de vides (= 1um) va se créer au niveau de plus petites particules par décohésion
a l'interface entre ces particules et la matrice métallique. Ce dernier mode de nucléation est
provoqué soit par écartement des deux faces de la particule et de la matrice initialement en
contact, soit par glissement relatif des deux faces 1'une sur 1’autre sans ouverture de la cavité.
Toutefois la nucléation peut également s’effectuer par fissuration de la matrice au voisinage
immédiat d'une particule, ce qui est difficilement observable expérimentalement lorsque la
matrice est homogene. Il est a noter que dans la phase de nucléation les cavités sont tellement
petites qu’elles ne modifient pas la réponse macroscopique. Ceci revient a considérer que les
propriétés élastiques et les propriétés plastiques ne sont pas affectées.

La phase de nucléation de cavités est modélisée au départ par des méthodes énergétiques.
Un des premiers modéles de germination est di a Gurland et Plateau (1963) qui ont proposé
un critére énergétique de nucléation par rupture de particules de forme sphérique. Dans le cas
de la décohésion de l'interface matrice-inclusion, Goods et Brown (1979) proposent une mé-
thode énergétique qui, en premiere approche, surestime la déformation plastique de nucléa-
tion. En exploitant les résultats de Gurland et Plateau (1963), une étude mésoscopique a été
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proposée par Argon (1976) et ensuite reprise dans une étude finalisée par Needleman (1987).
Le critére mésoscopique d'une cellule est étudié en grandes transformations. Cette étude per-
met d’établir un comportement en contrainte. D’autres modéles ont été obtenus en étudiant
expérimentalement la nucléation dans certains matériaux (Beremin, 1981). Needleman et Rice
(1978) ont développé un critere de nucléation phénoménologique piloté par la déformation
plastique équivalente dans la matrice é” et la contrainte moyenne X,,. Ces auteurs supposent
que la premiére source de création de cavités tient a la décohésion aux interfaces d’inclusions
de seconde phase et le terme de nucléation correspondant est donc piloté par la composante
hydrostatique de la contrainte macroscopique. Quant a la seconde source de création de cavi-
tés tient a la matrice elle méme : des cavités se forment lorsque la déformation dans la matrice
atteint une déformation limite. Le terme de nucléation correspondant est donc piloté par la
déformation plastique équivalente de la matrice. Le modele regroupant les deux sources de
nucléation est de la forme

fnucléation =Aé' +B Zm (4-10)

ot fnucléatl‘on désigne 1’évolution de la porosité due a 'amorcage de nouveaux vides au cours
d’un écoulement plastique; Les coefficients A et B sont définis comme suit :

— Les matériaux ductiles dont la germination est uniquement contrdlée par la déforma-
tion plastique peuvent étre modélisés en prenant A > 0 et B = 0. Chu et Needleman
(1980) ont supposé que 1'amorcage des vides suit une distribution normale avec une
déformation moyenne ey et un écart type sy :

_ 2
A= st\Z;ﬁ exp [—; <€p_€N> ] , B=0 (4.11)

ou fy est la fraction volumique des vides dont 'amorcage est piloté en déformation.

— Dans le cas de matériaux pour lesquels 'amorgage est seulement piloté par la contrainte
normale maximale, il faut prendre A = 0 et B > 0. Needleman et Rice (1978) ont pro-
posé la some (X, + 7), avec 7 est la contrainte d’écoulement de la matrice, comme une
mesure approchée de cette contrainte maximale. De maniere analogue au cas précédent,

o . fN 1 (Zm+5'>—U'N 2
A=0 B= m exp [—2 <5N> ] (4.12)

ou fy est la fraction volumique des vides dont la germination est pilotée en contrainte,

on trouve :

on est la contrainte moyenne et sy est 1’écart type.

— Dans le cas d'une germination contr6lée par la déformation plastique équivalente et par
la contrainte normale maximale, le coefficient A est donné par 'équation (4.11) et le
coefficient BB par 'équation (4.12).

Il est a remarquer que les valeurs non nulles de A et respectivement B sont utilisées si €7 et

respectivement (¥,, + 0) excédent leurs valeurs maximales moyennes.

Croissance des cavités

C’est la phase qui correspond au développement proprement dit des cavités. Cette crois-

sance est pilotée essentiellement par un écoulement plastique traduisant un écrouissage de la
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matrice métallique qui entoure ces cavités (cf. figure 4.2). Cet écoulement n’est pas uniforme
et dépend beaucoup de I'état de contrainte et de la forme de la cavité. Dans la phase de crois-
sance, les cavités se comportent comme des micro fissures et les inclusions situées a 'intérieur
ne jouent plus un role prépondérant si la décohésion matrice-inclusion est totale. Néanmoins,
il importe dans certains cas d’en tenir compte. En effet, si la décohésion entre la particule et la
matrice n’est pas complete, le volume des cavités créées est tres inférieur a celui de la particule
qui lui a donné naissance. Dans cette phase 'interaction entre les cavités et la plasticité de la
matrice est essentielle. Dans la situation ou la fraction volumique des vides est faible, 1"évo-
lution de leurs volumes peut étre considérée indépendante de celle des cavités situées dans
leurs voisinages. Cependant, dés que 'ordre de grandeur des propriétés devient relativement

élevé, les vides commencent a interagir et une analyse plus fine incluant ces effets doit étre

£y

YIRS

Cavités

effectuée.

FIGURE 4.2 — Schématisation du mécanisme de croissance des cavités.

La croissance des volumes des cavités est sensible a 1’état de contrainte qui regne autour
d’elles. McClintock (1968) a proposé une loi de croissance d'une cavité cylindrique de rayon
moyen R isolée dans un milieu infinie. La matrice métallique a un comportement rigide par-
faitement plastique obéissant au critere de plasticité de von Mises. Le milieu est soumis a un
chargement a l'infini composé d"une déformation E; selon ’axe de révolution de la cavité cy-
lindrique et d"une contrainte principale radiale X,. Avec ces considérations, la loi d’évolution
du rayon R de la cavité est donnée par

RREZ = ‘f sinh <ﬁ zzz—r2r> - % (4.13)
Rice et Tracey (1969) ont établi un modéle de croissance d'une cavité sphérique de rayon
moyen R isolée dans un milieu infini. Le milieu est soumis a un chargement axisymétrique de
traction a l'infini de contraintes principales radiale %, et axiale .. Dans le cas d’une matrice
métallique rigide parfaitement plastique obéissant au critere de plasticité de von Mises et de
limite d’écoulement o,, Rice et Tracey (1969) ont proposé le modeéle suivant :

R : 3%
R= }CEZ7 exp <2 U’") (4.14)

0
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ol Efq est la déformation plastique équivalente macroscopique et C = 0.283 est une constante.
Dans le cas d'une matrice écrouissable la relation précédente se met sous la forme

% =K Efq exp <§ T) (4.15)
oul la triaxialité T qui regne dans le matériau est définie par le rapport de la contrainte moyenne
sur la contrainte équivalente T = X, / Z¢,. Le taux de triaxialité des contraintes intervient sous
forme exponentielle et tient donc une place importante sur la croissance des vides. Afin de
verifier la loi de Rice et Tracey (4.14)-(4.15) et mettre en évidence le role de la triaxialité sur
la croissance des vides, les membres du groupe Beremin (Beremin, 1980; 1981) ont mené une
étude expérimentale sur des éprouvettes axisymétriques entaillées de traction. Il en ressort
que la forme de cette loi est bien applicable expérimentalement mais avec des valeurs de K
différentes de celle de Rice et Tracey. D’autres formulations du modele de Rice et Tracey sont
ensuite établies (Gilormini et al., 1988; Thomason, 1990; Huang, 1991). Par exemple, Huang
(1991) montre que la valeur du coefficient K trouvée par Rice et Tracey (1969) est trop faible
pour des taux de triaxialité modérés et élevés. Huang (1991) a calculé de fagon plus précise la
valeur de K et a proposé la formulation suivante :

= 0427 Efq exp (; T> , pour T >1;
(4.16)

=== A

= 0427 El, T"* exp (g T) , pour 1/3<T<1.

Il est a noter que les modeles de croissance des vides présentés précédemment sont consi-
dérés non couplés car il n'y a pas de couplage entre 'endommagement et le comportement du
matériau. Leur inconvenient principal était de ne pas déboucher sur un modéle de compor-
tement pour un matériau poreux quelconque, la considération d’un milieu infini entratnant
automatiquement la nullité de la porosité f.

La coalescence des cavités

C’est la derniere phase du processus d’endommagement qui correspond a la localisation
de la déformation entre les cavités pour créer des fissures macroscopiques conduisant a la rup-
ture de I'élément de volume. La phase de coalescence des vides est tres certainement la moins
comprise du processus microscopique d’endommagement ductile. Les raisons sont dues aux
difficultés expérimentales d’observation d'un tel phénomene instantané et localisé, la diversité
de modes de coalescence et le nombre important de parametres a prendre en compte, parmi
lesquels la forme des cavités (Koplik et Needleman, 1988; Gologanu et al., 1993; 1997), 1’es-
pacement entre les vides (Benzerga et al., 1999) ainsi que la présence de nombreuses cavités
trées petites autour de cavités plus grandes (Perrin et Leblond, 1990). De nombreux auteurs
(Tvergaard, 1982; Koplik et Needleman, 1988; Gologanu et al., 1997) ont eu recours a des cal-
culs numériques par éléments finis dans le but de surmonter les complexités expérimentales
et pour mieux comprendre le phénomene de coalescence. Sur ce sujet, Koplik et Needleman
(1988) ont apporté une contribution majeure en analysant les résultats de simulations numé-
riques effectuées sur des cellules élémentaires (VER) de forme cylindriques soumises a une
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traction axisymétrique et constituées d’une matrice élastoplastique contenant un vide en son
centre. La coalescence des cavités se caractérise par une soudaine localisation de la déforma-
tion plastique dans le ligament de matiere entre les vides voisins situés perpendiculairement
a l’axe de chargement, la matrice a I'extérieur de cette zone ligamentaire devenant rigide.

(a) striction interne (b) coalescence en bande (c) coalescence mixte

FIGURE 4.3 — Différents modes de coalescence observés par Benzerga (2000).

De nombreux parametres influent sur la coalescence et un certain nombre de modes de
coalescence ont été proposés dans la littérature. A des taux de triaxialité élevés (lorsque le
chargement est principalement une traction et presque uniforme le long des trois directions
principales), le premier mode correspond a une striction interne du ligament de matiere entre
les vides de premiere population apres la phase de croissance (cf. figure 4.3-a). A des taux
de triaxialité faibles (comprenant le cisaillement pur) ou encore légerement négative, le second
mode de coalescence est la formation d"une bande de cisaillement trés localisé entre des cavités
de premiere population (cf. figure 4.3-b). La localisation de la déformation entre ces cavités
peut étre interprétée soit comme la cause, soit comme la conséquence de la nucléation et de
la croissance des microvides de deuxiéme population. Enfin, de nombreux auteurs proposent
de coupler ces deux modes principaux de coalescence (cf. figure 4.3-c) : a la striction entre les
grosses cavités de premiere population succeéde une localisation de la déformation plastique,
associée éventuellement a une croissance instable d'une deuxiéme population de vides, qui se
termine par la rupture des micro-ligaments par cisaillement.

La modélisation de la coalescence souleve deux problématiques. La premiére est la déter-
mination d’un critere qui caractérise le début de ce phénomene. La seconde concerne 1’élabora-
tion d’'un modele capable de décrire le comportement du matériau du début de la coalescence
jusqu’a la rupture finale.

Critere de Rice et Tracey : du modele de croissance de Rice et Tracey (4.15) peut étre construit
un critere de coalescence des cavités fondé sur I’hypothese suivante : pour un matériau et une
direction de sollicitation donnés, la coalescence apparait des que le rapport du rayon actuel
moyen R sur le rayon initial moyen R, atteint une valeur critique (R/R,).. Cette analyse
conduit au critere de coalescence

m( R —/ZIC 31) aer (4.17)
R,). =k Ker(aT) e 417
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ou l’état 1 correspond a la nucléation des cavités et 1’état 2 a la rupture.

Critére de Thomason: Thomason (1968; 1985a;b; 1990) suppose que la coalescence se produit
lorsque le ligament de matiére entre les vides atteint sa charge limite plastique. Afin d’effectuer
une analyse micromécanique du processus d’endommagement ductile, Thomason a considéré
un VER prismatique carré contenant une cavité ellipsoidale qui est censée bien représenter la
forme des cavités d’aprés des observations métallographiques. Partant d’une analyse limite
sur le VER, la condition critique de début de coalescence par striction interne de la matrice
inter-cavités d’un matériau soumis a une traction uniaxiale peut s’écrire sous la forme suivante

0.1 1.2 3y .\ (R\? X,
R >+ RS 72 [1 — <47‘( o) <Ri> exp(E;) | = o (4.18)
<L — R1> (L)

ol R; et Ry sont les demis-axes de la cavité dans les directions radiale et axiale respectivement ;

R, est le rayon initial du vide sphérique; L et H sont respectivement la largeur et la hauteur
du VER; 0, et £, sont respectivement la limite d’écoulement de la matrice et la contrainte
macroscopique dans la direction axiale; et f, est la porosité initiale du VER. Le critere de Tho-
mason peut aussi étre formulé différemment en introduisant les variables adimensionnelles
X = Ri/L, W = Ry/Ry et A = H/L qui représentent respectivement la taille du ligament, le
parameétre de forme de la cavité et ’espacement entre cavités.

Critére de Perrin-Leblond : en exploitant les observations de Koplik et Needleman (1988) en
ce qui concerne l'existence d’une couche fortement poreuse située entre deux couches rigides
au début de coalescence, Perrin (1992) a proposé d’appliquer la théorie de localisation de la
déformation de Rudnicki et Rice (1975) (analyse revisitée par Perrin et Leblond (1993)) a une
couche centrale poreuse. Cette couche dont le comportement obéit au modele GTN (Gurson,
1977; Tvergaard, 1981; Tvergaard et Needleman, 1984) est située entre deux couches saines
obéissant au critere de von Mises introduisant ainsi la notion de VER multicouche. Le critere

s’écrit sous la forme

(p) () (p)
o (3 = 3(1—v)o, (3 =
7 _ (p) e m — 2+ 7Y% 2 _ £y £p) 2 m
o, q192f ") sinh <2qz o ) g q142(1 = f7) P sinh <2qz o )
(p)
3 Xu
X [cosh <2q2 - ) —111f(p)] (4.19)

ot I'exposant (p) fait référence a une quantité exprimée dans la couche poreuse; g et g sont
les coefficients de Tvergaard (1981); et f est la porosité de la couche poreuse.

Modele de Tvergaard-Needleman : initialement élaboré pour corriger le critere de Gurson
(1977) qui prédit mal la rupture finale du matériau, Tvergaard et Needleman (1984) ont pro-
posé un modele coalescence qui prend en compte I’évolution rapide de la porosité au cours de
cette derniére phase de la rupture ductile. Cependant, ce modele de coalescence ne présente
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pas de restriction pour une utilisation avec un autre modele de croissance. Ces auteurs rem-
placent la porosité f par une fonction effective f* dont I’expression est donnée par (cf. figure
4.4)

f sif < fe

()= . (4.20)

feto(f=fo) sif>fe
ot d = (fu — fo)/ (ff — fc) a été introduit pour représenter 'augmentation rapide de la porosité
apres coalescence; f. et ff désigne respectivement la porosité de début de coalescence et a
la rupture; et f, est la valeur que prendrait f* lorsque I'élément de volume ne peut plus
supporter de contraintes (X = 0).

()
fub-=-=-m---

fop-m—-2

fc ff

FIGURE 4.4 — Graphe de la fonction f*(f).

Modele de Benzerga : en utilisant le critere de Thomason, Benzerga (2002) a élaboré un
modele complet de coalescence par striction. La possibilité du passage de la forme de la cavité
au cours de la phase de coalescence d'un ellipsoide a un cone a été prise en compte, d'une
maniere phénoménologique, en introduisant un facteur de forme -y variant de . = 1/2 pour
une cavité de forme ellipsoidale a ¢ = 1 pour une cavité de forme conique. Benzerga (2002)
propose alors 1’expression suivante pour 7y

Ye six < Xc (.21
Y= TF— . 421
Yot 1f_XC(X_Xc) si X > xe
c

ol X, est la taille du ligament au début de la coalescence. Benzerga et ses collaborateurs
(Benzerga et al., 1999; Benzerga, 2000; 2002; Benzerga et al., 2004) proposent de remplacer
la porosité f par la nouvelle variable interne X, qui semble plus appropriée pour décrire la
striction du ligament, et de réécrire le critere de Thomason sous une forme plus générale :

%
D (Zeq, Zm, X, W) = 4= S(1- XZ)C(X/ W) (4.22)
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ou
—1 2
C(x, W) =01 — +13/x7! (4.23)
’ TAWZ4+01x 1 +0.02 )2 ‘ ‘
Benzerga a complété le modele en proposant des lois d’évolution des différentes variables
internes :
=22 (1)l + & =22 (1-L)EL+ =4, A=ZAE .
X=a1Ww <x2 ) eq+2,)/')’r W iy % eq+27r)’ A e (4.24)

qui représentent respectivement la loi d’évolution de la taille du ligament, du parametre de

forme de la cavité et de I’espacement entre cavités.

Le modele couplé de Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN)

Dans ce qui suit, une présentation du modele de Gurson (1977) ainsi que les différentes
améliorations qui lui ont été apportées par Tvergaard (1981; 1982) et Tvergaard et Needleman
(1984) est exposé. Ce modele, basée sur une approche micromécanique, comprend trois élé-
ments : un critere de plasticité macroscopique ; une loi d’écoulement plastique macroscopique
associée par normalité au critere; enfin une loi d’évolution des variables internes que sont la
porosité et la déformation plastique équivalente dans la matrice.

Le critere de plasticité

A Taide des techniques d’homogénéisation, Gurson (1975; 1977) a proposé une loi de
comportement macroscopique pour modéliser la déformation plastique d’alliages métalliques
contenant des vides de formes sphérique. Dans son analyse le matériau poreux est représenté
par une sphere poreuse ou un cylindre creux, le matériau constitutif de la matrice étant ri-
gide parfaitement plastique obéissant au critére de von Mises avec une limite d’écoulement o5
L’analyse limite de la sphére poreuse soumise a un chargement lointain axisymétrique conduit
au critere macroscopique

P (Zeq Zm, 00, f) = | ) +2fcosh{5—=)-1-f=0 (4.25)
o0

0

I est important de noter que le critére (4.25) est une approximation par excés du critére ma-
croscopique réel. Il faut remarquer également que ce critere dépend aussi bien de la contrainte
hydrostatique X, que la contrainte équivalente ¥.;. Il ne dépend cependant pas du troisiéme
invariant de contrainte det X. La figure 4.5 montre des coupes de ce critére pour diverses va-
leurs de la porosité f dans le plan des contraintes (Z;;, Z¢). On constate que plus la porosité est
grande, plus le critere se rapproche de l'origine. Une autre représentation possible du critere
peut s’effectuer dans 1’espace des contraintes de Haigh-Westergaard rapporté au contraintes
principales (X1, X1, £177), comme le montre la figure 4.6. La surface de charge est un ellipsoide
dans cet espace et les sections par le plan perpendiculaire a I’axe hydrostatique sont des cercles
(plan octaédal).
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Zeq/(fo
Critere de Von Mises
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FIGURE 4.5 — Représentation du critére de Gurson pour diverses valeurs de la porosité f dans l'espace de contrainte
normalisée (X / o, Zeq/ o).

Pour un matériau dense (f = 0), le critere de Gurson se réduit, comme attendu, au critere

AN
1=0 (4.26)

de von Mises

Xiir

Critere de Von Mises

by, 21

FIGURE 4.6 — Représentation du critére de Gurson dans 'espace de Haigh-Westergaard.

Sous contrainte purement hydrostatique (traction ou compression) X.; = 0, la plastification
selon le critere de Gurson se produit pour la valeur maximale de

2 1
= 3% In (f) (4-27)

ce qui représente la solution analytique exacte du probleme de la sphere creuse sous pression.
Sous contrainte purement déviatorique (X, = 0), le critere de Gurson donne une expression
surestimée de X, a savoir L,; = 0, (1 — f). En effet, a partir d'une extension de la théorie
d’Hashin-Shtrikman aux comportements non-linéaires, Michel et Suquet (1992) ont montré
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que cette expression viole la condition suivante

<1+§f> (if)z+2f (i’:)z—ﬂ—f)zéo (4.28)

pour les faibles triaxialités et pour un chargement purement déviatorique (X,, = 0) :

-1/2
5 a1 (1) -

Ainsi le critere de Gurson donne des approximations satisfaisantes pour de forts taux de
triaxialité des contraintes et surestime la déformation a rupture du matériau pour de faibles
taux de triaxialité. Afin de remédier a cette lacune qui résulte pour partie de la non-prise
en compte des interactions entre cavités, Tvergaard (1981), a partir de simulation numérique,
introduit trois coefficient g1, 42 et g3 dans le critere de Gurson et a étendu le critére au cas des
matériaux ductile poreux élastoplastique écrouissable en remplagant la limite d’écoulement o,
par la contrainte équivalente d’écoulement & comme suggéré par Gurson. La surface de charge
ainsi proposée par Tvergaard (1981) est de la forme

Zm
7

Yer\ 2 3
D(Xey, L, 0, f) = ((_;q) + 241 f cosh <2 92 > ~1-g3f2=0 (4-30)

Tverggard a obtenu un bon accord avec les valeurs g, = 1 et g3 = g3, qui sont généralement
acceptées dans la littérature, tandis que le coefficient q; a fait 1’objet de plusieurs propositions :
Tvergaard (1981) (71 = 1.5), Koplik et Needleman (1988) (71 = 1.25), Zhang et al. (1999) (q1 =
1.1) et Perrin et Leblond (1990) (31 = 1.47).

Par ailleurs, le critere de Gurson ne peut pas prédire convenablement la rupture finale
du matériau par coalescence des vides car il ne comporte pas de critere de rupture. En effet,
lorsque le matériau perd toute sa rigidité, la nullité de la contrainte dans I'équation (4.30)
conduit a f = 1/4q1 (>~ 0.66 pour q; = 1.5), ce qui est irréaliste. Pour la plupart des alliages
métalliques, la coalescence se produit a des porosités relativement faible (f < 0.1). Pour tenir
compte de la perte rapide de rigidité du matériau, Tvergaard et Needleman (1984) ont intro-
duit une porosité effective f*(f) dans le critere de Gurson pour simuler, de fagon empirique,
I'accélération rapide de la coalescence des vides a partir d’'une valeur critique de la porosité
fe. La surface de charge du modele de Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN) s’écrit alors

2
D(Zeq, X, 0, f) = (i“’) + 241 f* cosh (; 72 Z(;”) —1—(q1f*)*=0 (4.31)
avec :
* f SifoC fu_fc
= , o= .32
f(f) FAS(—f) sif>f o f (4-32)

La porosité correspondant a la rupture finale du matériau est ff pour laquelle f*(ff) = f, =
1/g1. Dés que la coalescence commence, d'un point de vue numérique, il est préférable de
prendre en compte graduellement la dégradation du matériau plutdt que brusquement. Ce
qui explique pourquoi Tvergaard et Needleman ont défini la porosité effective f* par une

fonction affine.
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Loi d’écoulement associée par la normalité

D’apres Gurson (1975; 1977), la regle de normalité de 1’écoulement plastique de la ma-
trice implique la normalité macroscopique pour le matériau poreux?. Le tenseur des taux de
déformation macroscopique plastique est alors donné par

. N L
P=A-—;, A> .
E 5y A =0 (4-33)
soit pour le critere GTN :
: . |3 fag2 . 3 Xy
P = i I oy b Zg,—2
EF = A =2 X+ 5 sinh (26]2 S ) ]1} (4-34)
dont la trace est donnée par
: 3fng2 . (3
TrEF = A ——=sinh [ zqo— .
¥ ~sinh ( 592— (4-35)

La relation (4.34) montre que la déformation plastique possede bien composante hydrosta-
tique. Autrement dit, le taux de variation volumique (Tr E¥) augmente (resp. diminue) lorsque
le matériau est soumis localement a une contrainte de traction (resp. de compression) isotrope.

Loi d’évolution des variables internes

D’apres l'expression (4.31) du critere GTN, la porosité f est couplée a la contrainte macro-
scopique XL et a la variable d’écrouissage 0. Afin d’obtenir la loi d’évolution de la déformation
plastique équivalente dans la matrice &”, Gurson avait suggéré d’écrire 1’équivalence des dis-
sipations plastiques microscopiques (au sein de la matrice) et macroscopique (matrice+vides),

ce qui conduit a

LB =(1-f)oé (4.36)
et par conséquent
o= ZE (4-37)
-1 '

On note que la déformation plastique équivalente et la contrainte d’écoulement sont reliées
par la relation incrémentale suivante :
o=hér (4.38)

L’évolution de la porosité est due, en partie a la croissance des cavités existantes et en
partie a la nucléation de nouveaux vides :
f = fcroissance +fmtcléation (4-39)

La condition d’incompressibilité plastique de la matrice est satisfaite a 1’échelle microscopique,
mais elle ne I'est pas a "échelle macroscopique a cause de la présence des cavités. L'évolution
de la porosité, due a la croissance des vides, est donnée par (en négligeant 1’élasticité)

fcroissance = (1 - f) TrE? (4.40)

3. En utilisant le lemme Hill-Mandel, on démontre que la régle de normalité, respectée a 1’échelle microscopique

"passe" a I’échelle macroscopique.
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En ce qui concerne I'amorcage de nouveaux vides qui se produit principalement par frag-
mentation ou par décohésion a l'interface de la matrice et des particules de secondes phases,
le modele de nucléation suivant une distribution normale contrdlée par la déformation est
largement utilisé (cf. section 4.3.1). Pour le modéle GTN, la nucléation des vides est choisie
étre piloter en déformation comme proposé par Chu et Needleman (1980), soit

fnucléution = Aé&f (4-41)

Autres extensions du modéle de Gurson

Le modéle GTN est fort utilisé pour suivre dans un calcul par éléments finis I’évolution de
la porosité et donc celle de 'endommagement d’un matériau. Il permet en particulier de déter-
miner l'instant au cours du processus de chargement ot 'endommagement atteint une valeur
critique conduisant a la rupture d"un élément de volume. Plusieurs extensions ont cependant

été apportées au modele de Gurson par plusieurs auteurs parmi lesquels les suivants.

Richmond et Smelser (1985) : ont modifié le critere original de Gurson de la maniere sui-

vante

N2
D(Zeg, L, 0, f) = <(_;q> +2 f™ cosh (; m Z(_T > -1 —fz’” =0 (4.42)

ol m est une constante liée au matériau compris entre 2/3 et 1. Richmond et Smelser (1985) ont

suggéré de prendre m = (24 N)/3 ot N est 'exposant d’écrouissage de la courbe contrainte-
déformation de la matrice. Dans le cas d"un chargement en cisaillement d"un réseau périodique
de cellules cubiques contenant des vides sphériques, ces auteurs ont constaté que les valeurs
de la contrainte d’écoulement pouvaient étre beaucoup plus faibles que celles trouvées par le
modele GTN. C’est pour cet raison les auteurs ont remplacé la porosité f par une porosité
effective f™.

Sun et Wang (1989) : ont estimé la surface de charge macroscopique d’un matériau poreux
(f <0.3) a travers I’analyse limite d’une cellule de base identique a celle utilisée par Gurson,
et soumise cependant a son bord a un état de contrainte homogene. Le critére obtenu s’écrit

D(Zeq, X, 0, f) = (Z;q>z+f <2—;lnf> cosh <i20’”> —1—f(Q+Inf)=0  (443)

Michel et Suquet (1992) : le comportement effectif des matériaux poreux élastoplastiques
isotropes est approché par le critere, fondé sur la méthode d’homogénéisation non linéaire,
suivant

otz - (103) (2 2 () (B 070 e

Le terme devant (X,,/7)? a été déterminé pour satisfaire le résultat (4.27). En revanche, le
terme de (Z,,/0)% a été introduit afin de respecter la borne inférieure de Hashin-Shtrikman
(4.28) dans le cas d'un chargement purement déviatorique.
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Leblond et al. (1994) : ont proposé de modifier, de maniere phénoménologique, le critere de
Gurson en introduisant le facteur (1 + %ql f) affectant le terme adimensionnel (£.,/7)?. Pour
un comportement élastoplastique écrouissable de la matrice, Leblond et al. (1994) proposent la
forme

®(Za Zn,0, ) = (143011 (Z;")Z s2qfeosh (352) “1- @R =0 G

g

N

Zuo et Lou (1996) : ont remplacé, de maniere purement phénoménologique, dans le critere
(4.30), le tenseur des contraintes de Cauchy I par le tenseur des contraintes "effectif" introduit
par Kachanov (1986) £. En remplacant le paramétre d’endommagement D dans (4.4) par la
porosité f, les auteurs proposent la formulation suivante

2
D(Zeg, L, 0, f) = (&) + 24 f cosh (; (1%1})6> ~1—(q1f)*=0 (4-46)

allongée S > 0 aplatie S < 0
FIGURE 4.7 — Cavités spheroidale de révolution allongée et aplatie.

Gologanu et al. (1993; 1994; 1997) : le modele GTN considere que les cavités sont initialement
sphériques et qu’elles le restent au cours de la déformation. Or il est manifeste que cette
hypothese n’est pas satisfaite car les cavités se déforment et, sauf pour le cas de forte triaxialité,
perde leur forme sphérique initiale. Gologanu, Leblond et Devaux (Gologanu et al., 1993; 1994;
1997) ont proposé un modele complet de comportement des métaux tenant compte de l'effet
de forme des cavités au cours du chargement. En effet, ils ont repris dans leur démarche
’analyse de Gurson en supposant que la cellule représentative du milieu poreux est de forme
spheroidale aplatie (oblate) ou shperoidale allongée (prolate) contenant une cavité de méme
forme et qui lui est confocale. Le modele comprend quatre éléments : un critere de plasticité
macroscopique dépendant de deux parametres géométriques indépendants, la porosité f et le
parametre de forme S = In(a/b) (cf figure 4.7), une loi d’écoulement plastique associé par la
normalité, et une loi d’évolution pour chacun des deux parametres f et S. Pour un chargement
axisymétrique du VER considéré, le nouveau critere connu sous le non de GLD en référence a
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ses auteurs, prend la forme suivante

C %
D(Zeg, Ly, 00, f,S) = o2 (Zeq + 172;,)2 +2q4 (g+1)(g+ f)cosh <K0_:>

—(g+1)°—qa(g+f)*=0 (4-47)

ou Xy =2ap Xy + (1 —2ap) X,. Les coefficients C, 17, k, az, g et g et ay dépendent uniquement
de la porosité et du facteur de forme. Le coefficient g est nul pour S > 0. Le terme en cosinus
hyperbolique ne dépend plus de la contrainte moyenne %, mais d"une contrainte X, faisant
intervenir les contraintes selon 1’axe de la cavités X, et les contraintes dans les deux directions
perpendiculaires, avec des poids différents. Plusieurs cas particuliers sont a envisager avec le
critere GLD :
— si § — +o0 la cavité est un cylindre d’axe e, alors ap = 1/2 de sorte que X ne dépend
que des contraintes dans les directions perpendiculaires a I'axe de la cavité.
— si S = 0 alors on se trouve dans le cas du modele de Gurson.
— 51 S — —oo la cavité est une fissure plane circulaire de porosité nulle. L'endommagement
est alors seulement représenté par le parametre g.
Une description détaillée du modele GLD ainsi que ses parametres est donnée par les réfé-
rences citées ci-dessus. Récemment, des modifications ont été introduites sur ce modéle pour
tenir en compte par exemple de l’anisotropie de la matrice (Croix et al., 2003; Benzerga et al.,
2004) ou la viscoplasticité de la matrice (Flandi et Leblond, 2005).

Pastor et ses collaborateurs: dans une série de papiers dont la publication avaient commencé
au début des années 2000. Pastor et ses collaborateurs (Francescato et al., 2001; Trillat et Pastor,
2005; Trillat et al., 2006) ont abordé le probleme de la rupture ductile des matériaux métalliques
en focalisant leurs investigations sur I'étude des matériaux poreux a cavités cylindriques ou
sphériques aussi bien en contrainte plane qu’en déformation plane. Leur approche est fon-
dée sur la méthode d’homogénéisation des milieux hétérogenes en analyse limite, méthode
respectant le principe de macro-homogénéité de Hill-Mandel. Les deux méthodes (approches
statique et cinématique) de 1’analyse limite sont utilisées et couplées avec une discrétisation
éléments finis. La résolution des problemes d’optimisation (linéaire ou non linéaires) auxquels
conduisent immanquablement les deux méthodes de I'analyse limite est effectuée en utili-
sant des codes d’optimisation commerciaux (ou des codes ad hoc développés via les facilités
qu’offre MATLAB) tres performants (XA, MOSEK).

La méthodologie employée a permis a Pastor et ses collaborateurs de préciser tres finement
les criteres macroscopiques de plasticité pour les différents cas considérés. Par exemple, dans
leurs premieres études ces auteurs (i) confirment que le critere de Gurson ne peut convenir
pour des porosités au dela de 0.1; (ii) mettent en évidence l'existence d'un point anguleux
sur la surface de charge au voisinage de 'axe des pressions moyennes; (iii) affirment que,
du point de vue de I’analyse limite, le critere de Richmond et Smelser (1985) semble étre «le
plus exact » ; et (iv) pour les cas considérés, justifient la non dépendance du critere de Gurson

vis-a-vis du troisiéme invariant des contraintes.
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PRISE EN COMPTE DU TROISIEME INVARIANT

Motivations et modeéles récents

Il est bien connu que la rupture ductile résultant de la nucléation, la croissance et la coa-
lescence des cavités depend considérablement de 1’état de contrainte. Plusieurs études ont mis
en évidence le role de la triaxialité, parametre ne dépendant que du premier et du second
invariants des contraintes, alors que le troisieme invariant a recu beaucoup moins d’attention
jusqu’a récemment (Gao et Kim, 2006; McElwain et al., 2006a;b; Barsoum et Faleskog, 2007a;b;

Xue, 2007b;a; Nahshon et Hutchinson, 2008).
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FIGURE 4.8 — Déformation plastique équivalente a la rupture pour l'aluminium Al 2024 — T351 en fonction de
la triaxialité. Résultats expérimentaux de Bao et Wierzbicki (2004) et formules approchées de Teng et Wierzbicki

(2006) : Source Nahshon et Hutchinson (2008).

Bao et Wierzbicki (2004) ont étudié l'effet de la triaxialité sur la ductilité d’une variété
d’échantillons de différentes configurations fabriquées a partir de I’aluminium Al 2024 — T351.
Il ressort de leurs résultats expérimentaux que la relation entre la déformation plastique équi-
valente a la rupture et le taux de triaxialité n’est pas généralement monotone, comme illustré
sur la figure 4.8. Les trois branches de la courbe, selon les données expérimentales, corres-
pondent a trois catégories distinctes d’états de contrainte pour lesquels la triaxialité seule ne
serait pas un parametre pertinent. Pour des taux de triaxialité supérieurs a 0.4, les données
sur la rupture ont été obtenues en utilisant des éprouvettes de traction axisymétriques en-
taillées de telle maniére que la rupture est initiée sous des états de contrainte nominalement
axisymétrique. Pour ces éprouvettes la déformation a la rupture diminue de fagon monotone
avec la croissance de la triaxialité. En revanche, pour des taux de triaxialité compris entre 0
et 0.4, ou des chargement combinés de traction et de cisaillement ont été appliqués sur des
plaques planes sous forme de papillon, les données recueillies présentent une augmentation
de la déformation a la rupture pour un accroissement de la triaxialité. Finalement, a des taux

de triaxialité négatif, la déformation a la rupture est obtenue a partir d’éprouvettes cylin-
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driques sous compression. Il a été observé par les auteurs que la rupture du matériau ne se
produit pas pour des taux de triaxialité inférieure a —1/3. Bao et Wierzbicki (2004) attribuent
ces variations de la déformation a la rupture aux changements du mécanisme de rupture qui
consistent en un cisaillement des ligaments entre cavités a des faibles taux de triaxialité et a la
coalescence par striction des ligaments entre les cavités pour les forts taux de triaxialité.
L'état de contrainte dans un essai donné est spécifié non seulement par la triaxialité mais
aussi par une autre mesure définissant le troisieme invariant de la contrainte. Désignons par
Xr > X > Xygp, les trois contraintes principales du tenseur X de déviateur Y. En plasticité
isotrope, afin de caractériser un état de contrainte défini par X, on peut choisir en plus du

premier et second invariants 1'un des parametres suivants :
1. Déterminant de X’

1
J=detX' = ngjzikz;k = (X1 —Zw)(Zpr — Zi) (Zpir — Z) (4.48)
2. Le parametre de Lode
_ 2% % - 3(Xn—Xw) (4.49)
X — X Xy — X

L
3. Le parametre
2
27 J3
w(X)=1- (223) (4.50)
eq

Les parametres £ et w peuvent étre utilisées en particulier pour différencier les états de
contrainte axisymétrique et des états de contrainte plans. En effet, pour un état de contrainte

axisymétrique avec £; > X = Xy ou Xy = Xy > Xy, nous avons J3 = +2(X; —
2111)3/ 27 = j:ZZg’q/ 27. Un état de contrainte combinant une contrainte de cisaillement pur
et une contrainte hydrostatique est donné par > = 1+ X, 11 = Xy et Zpjp = —7 + Xy, avec

T > 0, soit donc J3 = 0. Ainsi, les parametres de Lode et w sont tels que : =1 < £ <1 et w(X)
entre 0 <w < 1.

Le parametre de Lode a été utilisé par Xue (2007a;b) pour interpréter les données expéri-
mentales obtenues par Bao et Wierzbicki (2004). Xue a suggéré que la nature non monotone
de la courbe déformation a la rupture-triaxialité est due a la variation de la triaxialité et du
parametre de Lode en méme temps. Barsoum et Faleskog (2007a;b) ont effectué une étude ex-
périmentale sur des éprouvettes axisymétriques entaillée chargées par une combinaison d"une
torsion et d'une traction dans le but d’étudier d'une part les effets du taux de triaxialité et
le parameétre de Lode sur la ductilité et, d’autre part la transition rupture par localisation
du cisaillement-rupture par striction du ligament. A travers des études expérimentales sur
deux aciers Weldox 420 et 960, faiblement et hautement résistant respectivement, ces auteurs
confirment que la ductilité diminue avec 'augmentation de la triaxialité lorsque la striction
interne des ligaments entre cavités est dominante. Cependant, lorsqu’une localisation de ci-
saillement interne des ligaments entre cavités se produit, les auteurs signalent une importante

baisse de la ductilité conformément aux résultats de Bao et Wierzbicki (2004).
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Parallelement a 'étude expérimentale, Barsoum et Faleskog (2007b) et Gao et Kim (2006)
ont effectué une étude théorique couplée a des simulations numériques d’une cellule tridi-
mensionnelle renfermant une cavité sphérique et sollicitée a différentes états de contrainte. Il
ressort de cette étude que la mesure de la triaxialité seule ne suffise pas a caractériser le taux
de croissance des cavités ainsi que d’autres aspects relatives au comportement de la cavité qui
sont pertinent pour I’adoucissement et la localisation de la déformation. En outre, 1’étude de la
cellule effectuée par Barsoum et Faleskog (2007b) pour un état de cisaillement généralisé avec
une contrainte hydrostatique nulle montre une fragilité au cisaillement sans adoucissement.
Les auteurs ont pu ainsi déterminer la déformation critique a la rupture du ligament entre
les cavités et ont proposé un critere de rupture par cisaillement. Par ailleurs, dans le méme
cadre d’analyse de cavités sollicitées en cisaillement, Anderson et al. (1990) ont analysé 1'effet
des microfissures dans un matériau subissant un état de cisaillement pur. D’ou il ressort que
I'adoucissement et par suite la localisation de la déformation devraient uniquement provenir
de la rotation et 1’étirement des cavités. Ces constatations sont confirmées récemment par des
simulations numériques appropriées menées par Tvergaard (2008). Pour les faibles triaxiali-
tés, I’auteur constate une diminution du volume de la cavité conduisant a la formation d’une
microfissure qui subit une rotation dans le domaine cisaillé. Ce qui implique, sous un état de
contrainte de cisaillement maximal, une localisation de la déformation conduisant a la rupture

finale.

A partir des observations expérimentales et numériques, Xue (2007a;b) et Nahshon et Hut-
chinson (2008) se sont proposés d’incorporer, d’'une maniere phénoménologique, la croissance
de 'endommagement sous de faible taux de triaxialité dans le modele GTN. Ce dernier mo-
dele, répétons nous, ne peut pas prédire d’accroissement de la porosité du matériau sous
'action d"un cisaillement pur. Les modifications apportées au modele GTN font intervenir ex-
plicitement un troisiéme parametre définissant 'état de contrainte et permettant de renseigner
sur I'état de cisaillement.

Le modele de Xue (2007)

Xue (2007a) propose un modele de plasticité similaire a celui du GTN mais avec une troi-
siéme variable interne d’endommagement D liée a I’angle de Lode*. Le critere de plasticité a
pour forme

o oy (Za’ 3 Zm 2 _
(Zeq, Zm,7,D) = s + 2 D cosh qu 5 —-1-D"=0 (4.51)

2

avec D = g7 f*. Notons que D = 1 pour f* = f, = 1/4;. L’évolution de la variable d’endom-
magement D est donnée par (cf. figure 4.9)

D= op (ql f -+ Dcis) (4.52)

3
1
4. Par définition I'angle de Lode 6] est donné par : cos(36;) = (3 ¥ 513 /28q>
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chargement arbitraire (modele de Xue, 2007)

traction triaxiale (GTN)

endommagement d au
cisaillement des cavités

° endommagement da a la nucléation

° / et la croissance des cavités
De=gqife | ——- ==

fe ff

FIGURE 4.9 — Graphe de la fonction D(f).

oul 6p est un coefficient accélérateur de 'endommagement a partir d"une valeur critique D, =
71 fc annongant le début de la coalescence. ép a pour expression
1 siD < D,

o=V~ fe siD.<D<1
fr—fe o

Le terme D, a été introduit par Xue (2007a;b) pour représenter 'endommagement dii au

(4.53)

cisaillement des cavités et est donnée par
Dcz‘s =q3 f™ gp Efq Efq (4-54)

ot le facteur gy est tel que gy = 0 pour une traction et gp = 1 pour un cisaillement. L'expression

de gg en fonction de 1’angle de Lode

1 PUEED WS
g9 = 1-— 6 ’7_9[L’, avec 9[, = tanil {\/g |:2 <Z,I/II—Z,/IIIIII> - 1:| } (455)

|, £}, et £, sont les contraintes principales du tenseur de contrainte déviatorique £'. On note
ici que la fonction gy est équivalente a la mesure w définit par la relation (4.50). De plus, dans
le cas d’une traction le modele de Xue dégénere au modele GTN avec gg = 0. Les coefficients
g3 et g4 dans la relation (4.54) sont des parameétres matériaux a calibrer. Xue (2007a) propose

les valeurs de (g3 = 1.69, g4 = 1/2) pour le cas bidimensionnel, et (g3 = 1.86, g4 = 1/3) pour

le cas tridimensionnel.

4.4.3 Le modele de Nahshon et Hutchinson (2008)

En I’absence de la nucléation, 1’évolution de la porosité f due a la croissance des vides est
donnée par les expressions (4.35) et (4.40). A partir de ces dernieres, il est clair que le modele
GTN prédit pas une variation du volume des cavités nulle si la contrainte hydrostatique 'est

aussi. Partant de ce constat, Nahshon et Hutchinson (2008) ont proposé de modifier la relation
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(4.40) pour inclure une croissance de I'endommagement sous des sollicitations de cisaillement
pur. La modification proposée est sans effet sur le modele GTN pour des états de contrainte
axisymétrique. La loi d’évolution de la porosité f est donnée par
' BP

f=0—-f)TrE +kyfw(X) (4.56)
ot w(X) est défini par (4.50). La contribution du terme additionnel est effectif lorsque 1'état de
cisaillement pur est dominant. En effet, f est proportionnel a k, f4?, ot 7 est le taux de ci-
saillement plastique. En revanche, pour des états de contrainte axisymétriques, w(X) s’annule
et on retrouve le modeéle GTN. La constante k, définit le taux de croissance de l'endom-
magement pour des états de cisaillement pur. k., est le seul nouveau parametre du modele
modifié. Nahshon et Hutchinson (2008) annoncent que le parametre k,, varie dans l'intervalle
1 < ko < 3 pour de nombreux métaux.

La modification apportée par Nahshon et Hutchinson (2008), bien que phénoménologique,
repose sur la notion que le volume des vides en cours de cisaillement ne croit pas, mais
la déformation des cavités et la réorientation de celles-ci contribuent a 1’adoucissement du
matériau et constituent une cause effective de 'augmentation de I'’endommagement.

Le potentiel de McElwain et al. (2006)

McElwain et al. (2006a;b), en se basant sur une analyse numérique de cellules poreuses sous
divers états de sollicitation, proposent un potentiel plastique similaire au GTN et dependant
du troisieme invariant de contrainte. La cellule poreuse de base est un cube comportant un
cavité de forme sphérique. Trois arrangements des cavités ont été retenus (cf. figure 4.10) : i) le
cubique simple (CS); ii) le cubique centré (CC) et iii) le cubique a face centré (CFC). Pour les
trois microstructures considérées, la porosité varie de 0.02 a environ 0.9 (seuil de percolation
de la structure)

FIGURE 4.10 — Cellules cubiques représentatives du matériau poreux : (a gauche) cellule cubique simple, (au
milieu) cellule cubique centrée et (a droite) cellule cubique a face centrée : Source McElwain et al. (2006a;b).

Le matériau constitutif de la matrice est rigide parfaitement plastique obéissant au critere
de von Mises de limite d’écoulement ¢,. Les surfaces de charges associées aux trois microstruc-
tures retenues ont été déterminées points par points en considérant divers états de contrainte
macroscopique. Deux définitions du seuil d’écoulement plastique d"une cellule de base donnée
ont été utilisées (cf. figure 4.11) :
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Définition 1 la cellule est plastifiée lorsque la valeur de son module sécant vaut 95% de sa
valeur initiale (point 1 sur la figure).

Définition 2 la cellule est plastifiée lorsque la contrainte macroscopique équivalente atteint
son maximum (point 2 sur la figure).

La figure 4.12 montre des exemples de surface de charge obtenue par McElwain et al.
(2006a;b), représentées par leurs sections dans le plan octaédral. Pour certaines valeurs de la
contrainte hydrostatique, la surface de charge est d’allure triangulaire, voire trilobique. A titre
de comparaison, la surface de charge associée au critere GTN avec q; = 1.4 et g, = 1 (cercle)
est aussi représentée sur la figure 4.12. On constate que pour une faible valeur de la contrainte
hydrostatique le modele GTN prédit convenablement les données numériques avec une section
bien circulaire mais cette derniere n’est pas une bonne approximation pour une valeur plus
élever de la contrainte hydrostatique. Pour les trois microstructures étudiées, McElwain et al.
(2006a;b) ont remarqué, pour les deux définitions du seuil d’écoulement, la forme triangulaire
de la surface de charge dans le cas de la microstructure CS et la microstructure CC. Il n’en est
pas ainsi pour la microstructure CFC.

g

/ Matériau sain

/ Matériau poreux

s Eeq

FIGURE 4.11 — Définitions conventionnelle de la contrainte d’écoulement macroscopique.

Attendu que la surface de charge des matériaux poreux devrait dépendre du troisieme
invariant de contrainte, McElwain et al. (2006a;b) ont procédé au lissage de leur fort nombreux
résultats numériques en vue d’obtenir une surface de charge généralisant celle associée au mo-
dele GTN, et ce pour une large gamme de valeurs de la porosité f. A lissus de ces opérations,
les résultats ci-apres ont été établis :
e Introduction de nouveaux parametres a;, a, et s généralisant d’une certaine fagon les
parametres (41, 42, q3) de Tvergaard et ayant la propriété de dépendre de la porosité f,

e La convexité de la surface de charge, qui dépend donc du troisieme invariant de
contrainte, est assurée des lorsque certaines conditions sont imposées a ces nouveaux
parametres.

L’expression du potentiel plastique proposée par McElwain et al. (2006a;b) est

Yor \ 2 3 = Y [(Zg— (T
D(Zeg, Zn, X, 0o, f) = <;q> +2ay cosh <2ﬂ2m> —1—a—s=" <d(73<d>) (4-57)
o ) o 0
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FIGURE 4.12 — Section de la surface de charge par FIGURE 4.13 — Surface de charge obtenu pour la mi-
un plan octaédrique d'un matériau poreux avec f = crostructure cubique simple a f = 0.25 en utilisant
0.25, microstructure CS et utilisation de la défini- la définition 2 : Source McElwain et al. (2006b).

tion 2. o : X, = 01, x : X, = 0.5, ligne
continue : GIN avec g1 = 1.4 et qo = 1 : Source
McElwain et al. (2006D).

avec a1, ap et s sont trois nouveaux parametres dépendant de la porosité f et de la microstruc-
ture; ; = detX est le troisieme invariant du tenseur de contrainte X ; et la grandeur (X;) est

donnée par

3 X
24, cosh <2a2m> —1-— a%] (4.58)

Oo

<Zd > 231 1%,
R 3w [

La différence (X; — (X)) est directement liée a I'écart séparant les surfaces de charge de Gur-

son et de McElwain et al. (2006a;b). 11 est a noter que le dernier terme de (4.57) est une fonction

linéaire de X; dont la pente dépend linéairement de la contrainte moyenne X,,. Le choix de

cette pente permet de controler, dans un plan octaédrique et tout le long de I’axe des pressions

isotropes, la forme trilobique de la surface de charge.

Revenons ci-dessous sur les trois nouveaux parametres a;, a; et s.

— Le parametre a; : son expression est

a = <J{;> + A L{; - (j{;>m] (4-59)

— Le parametre 4, : son expression dépend de la définition retenue pour le seuil d’écoule-

ment
ay =V +Wexp(—Xf), définition 1;
amn=Y+Z J{, définition 2. (4.60)
p

ou f, est le seuil de percolation de la microstructure considérée; n, m, A, V, W, X, Y et Z sont
des coefficients déterminés a partir des résultats numériques obtenus en utilisant la méthode
des moindres carrés. On note que pour f = 0 le parametre a; = 0, et la fonction de charge
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(4.57) (indépendante du determinant de la contrainte) se réduit a celle de von Mises. Par
ailleurs, si f = f, la structure de la matrice n’est plus connecté, a; = 1 et le matériau devient
plastique sous chaque chargement appliqué. Le critere GTN est retrouvé en prenant a; = q; f,
ap =qrets=0.

— Le parametre s : détermine 'intensité du nouveau terme dans le critere (4.57) ; si la valeur
de s est tres grande alors la forme trilobique observée (cf. figure 4.12) dégénere en un
triangle équilatéral au fur et & mesure que la contrainte hydrostatique ~,, augmente a
partir de la valeur zero. La surface de charge devient non convexe lorsque ., s’approche
de sa valeur maximale

2 (1442
Zmax — h 1 1 .
mo = gy, 00 €08 ( 2a; > (4.61)

Dans le but d’éviter la non convexité de la surface de charge, McElwain et al. (2006a)
proposent une borne pour le parametre s, donnée par

B 1 /Yy max 2 1
Smar = 3( o > 1+\[Zmax
3=
( Uo )
max 2 max 4
9a1a%< (’;1 ) 27u1(1—|—a1+a%)u§< (’;1 )
x | 1—a; - 2 - 0 (4.62)

8(1—ay) 128(1 —aq1)3

Nous reproduisons ci-apres les valeurs numériques suggérées par McElwain et al. (2006b)

pour les coefficients introduites dans leur modéle :
Microstructure CS : f, ~ 0.965;

e Définition 1 :n =065;m =0, A=0;, V=147, W =0; X =0, S = Syax-

e Définition2:n=081;m=0; A=0,Y =0.88;Z =1.3; 5 = Siux-
Microstructure CC : fp ~ 0.994;

e Définition1:n=1,m=079; A=-33,V=05W=12;,X=49;5 = Syx-

e Définition2:n=1;,m=12; A=24;,Y =085;Z = —0.22; 5 = Syy.
Microstructure CFC : f, ~ 0.963;

e Définition1:n=1;,m=086; A= —-45,V =063, W=12;X=64;s=0.

e Définition2:n=1;,m=14; A=133;Y =083, Z=-0.14;s =0.

Notant que si s = 0, il n'y a pas de dependance avec le determinant du tenseur de

contrainte.

Nous considérons dans ce qui suit, que nous disposons pour nos simulations numériques
du comportement de structures constitués de matériaux élastoplastiques poreux, d"'un modele
de comportement "complet” au sens suivant :

— Un potentiel plastique dont 1’expression est donnée par (4.57) en substituant la limite

d’écoulement ¢, par la contrainte équivalente d’écoulement 7 ;



4.4. Prise en compte du troisiéme invariant 101

— Une regle d’écoulement plastique :
EF = Aod/ox, (4.63)

— Des lois d’évolutions des variables internes f et €7 identique a celles du modele GTN.
— Un critere de coalescence basé sur la porosité effective f* de Tvergaard et Needleman
(1984) (4.32), sachant que la valeur de f, est égale a f, pour le critere (4.57).
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LE modeéle élastoplastique pour les matériaux poreux de McElwain et al. (2006a;b) est im-
plantée dans le code d’éléments finis ABAQUS (2005)en vue de son emploi dans les pro-
blémes pratiques. A cette fin, le schéma d’intégration numérique est celui du retour implicit
d’Euler. La validation de 'implantation est ensuite effectuée a travers la réponse d’éléments
tests appropriés.

103






5.1

5.2

5.1. Introduction 105

INTRODUCTION

Au cours des derniéres années, les méthodes d’éléments finis ont été utilisées avec succes
dans l’analyse non linéaire des structures. En ce qui concerne le matériau inélastique de ces
structures, la plupart des modéles de comportement définissent le taux de déformation inélas-
tique en termes de contraintes et un ensemble de variables internes. Généralement, la résolu-
tion de ces problemes non linéaires est effectuée incrémentalement et I'intégration numérique
des équations inélastiques du modéle est nécessaire. Le choix du schéma d’intégration s’avere
important pour la précision et la stabilité de la solution numérique (Krieg et Krieg, 1977; Oritz
et Popov, 1985), notamment pour les problemes de grandes déformations pour lesquels la
déformation plastique est de deux a trois fois plus élevée que la déformation élastique.

Plusieurs algorithmes d’intégration des lois de comportement élastoplastiques sont actuel-
lement disponibles (Aravas, 1987; Crisfield, 1991; Jerimic et Sture, 1997; Simo et Hughes, 1998;
Belytschko et al., 2000). On les classe en deux catégories : les schémas explicites et les schémas
implicites. Les schémas du "retour radial" dominent I'ensemble de la catégorie d’algorithmes
implicites en raison de leur robustesse et de leur précision. Un tel schéma est effectué en
deux étapes : une étape de prédiction élastique initial impliquant des contraintes en dehors
de la surface de charge, et une étape de correction plastique qui "retourne" les contraintes a la
surface de charge.

Les algorithmes d’intégrations ont montré leurs grands succes dans plusieurs logiciels
commerciaux d’éléments finis tel que ABAQUS (2005). Pourtant, la plupart des difficultés mé-
thodologiques proposés pour l'intégration implicite sont restreintes aux modéles de plasticité
dont le critere invoque le premier invariant de contrainte Iy, et le second invariant de contrainte
déviatorique J, (Aravas, 1987; Zhang, 1995). Récemment, certains chercheurs en géomatériaux
ont travaillé sur des modeéles qui invoquent le troisiéme invariant du tenseur des contraintes
déviatoriques J3 dans le but de développer des algorithmes d’intégration correspondant (Ta-
magnini et al., 2002; Borja et al., 2003; Wang et al., 2004; Foster et al., 2005). En se référant aux
travaux des auteurs cités précédemment et en particulier a 1’algorithme d’intégration proposé
par Simo et Hughes (1998) et Belytschko et al. (2000) pour une classe générale de modeéles
plastiques, une intégration basée sur le schéma de retour implicite d’Euler est appliquée au
modele de McElwain et al. (2006a;b).

RELATIONS ELASTOPLASTIQUES

Nous adoptons dans ce qui suit la décomposition additive du taux de déformation totale

E:
E=FE +F (5.1)
ol B est le taux de déformation élastique et E? est le taux de déformation plastique. Nous

supposons que les déformations élastiques sont petites en comparaison des déformations plas-
tiques. En élasticité linéaire le tenseur de contrainte de Cauchy X est donnée par la loi classique

r=C"FE (5.2)
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ou C° est le tenseur des modules d’élasticité dont les composantes pour un matériau isotrope
s’écrivent

2

relation dans laquelle K et G sont le module d’incompressibilité du matériau et le module de
cisaillement respectivement, et J;; est la composante ij du tenseur unité.

Tenant compte de la relation ; = det(X) = J5 — (I1)2) /3 + I3 /27, ot J5 est le troisiéme
invariant du déviateur de contrainte X/, la nouvelle expression du otentiel plastique (4.57) est

alors

O o H) = 25+ 2m(f) cosh (Gaa(F)E ) <1 m(F2 500

)

(5-4)

X {]3 +plh+ %pc‘rz <2a1(f*) cosh <;a2(f*)

SIS

expression dans laquelle :
e [; est le premier invariant du tenseur de contrainte £ : [; = Tr(X) = —3p
e > et J3 sont respectivement le second et le troisieme invariants du tenseur dévia-
teur de contrainte &’ : [, = Tr(X/: £')/2, J5 = Tr(¥': £': X')/3. Rappelons que J»
est une mesure de la contrainte équivalente et J3 reflete les sollicitations d’extension
et de compression triaxiales.
e f*(f) conserve l'expression de Tvergaard et Needleman (1984) avec une valeur
de fu = fp

f for f < f.

f*(f): fp_fc - or 7
fot ) forf>

ol a1, ay et s sont définis a la section 4.4.4.

e H, (v = 1,2) représente les I'ensemble de variables internes considérées : H; = &
et H = f.

Pour un état donné de 1'élément de volume (contrainte, déformation et variables internes),
la fonction de charge ® permet de définir dans 'espace des contraintes un domaine d’élas-
ticité du matériau considéré limité par la surface d’équation ®(Iy, J», J3, Hy) = 0. La regle
d’écoulement plastique s’écrit

P — —_©° —
E A 55 Ar, (5.5)

ou g est le potentiel plastique et A est le multiplicateur plastique. En plasticité classique (in-
dépendante du temps) A doit satisfaire les conditions de Kuhn-Tucker (Simo et Hughes, 1998)

A>0, ®(X,H,) <0, A®PEZH,) =0 (5.6)

Dans toute la suite, nous limitons notre analyse aux matériaux standards, pour lesquels la
régle d’écoulement est associée au sens ot le potentiel plastique est identique a la fonction de
charge @ : ¢(X, Hy) = ®(X, Hy). Pour des raisons de commodités, nous conservons dans les

calculs ci-apreés aussi que ceux fournis a I'annexe A.2 et A.3 le potentiel plastique g.
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En explicitant la regle d’écoulement (5.5), la direction de 1"écoulement plastique r est don-

née par

r— aig _ ag 811 ag 812 ag 8]3

9L ~ L OL 9L 0% ' 95 0%
9y By By

T oL oh /3 57)
ou 1 est le tenseur unité et T est le tenseur de composantes
s 2 .
T = Z’ka] ]251']' = f;] — 51251] (Z,],k = 1,2,3). (58)
Par conséquent,
g 10g 08 o 0g dJ3 20dg )
Ty 38p51]+8] +a]382;]. 38]3]2 J
10g 03 20g
= —===0 — === 26 .
3 ap i + az:] 3 8]3]2 ij (5 9)
dou 93 1dg. g 29
=8 8 228 (5.10)

ox 3ap 9L 30J;

et finalement

. - 10g dg  29dg
P = —_°
EF = A ( 3ap]1+ 3T 39 =P ) (5.11)

Par ailleurs, le taux de déformation plastique peut étre décomposé en deux parties, une volu-
métrique E}, 1 et 'autre déviatorique E7 :

EF = ED 14+ E"? (5.12)

Le rapprochement de (5.12) et (5.11) conduit a

. 1. 0dg / dg 20g
p_ _ = p_ _ = .
Eh=—3A 5 Ef = A ( o> 30 Iz%) (5.13)

Notons au passage que le taux de déformation volumétrique E} est égale a 3Ef, =
—A(dg/dp). En outre, la décomposition
1. .

E = gEz’j 1+ Egn, (5.14)
adoptée par de nombreux chercheurs (Aravas, 1987, Zhang, 1995) n’est pas retenue. Dans
I'équation (5.14), n = 3L'/2q est un vecteur unitaire dans l'espace des contraintes déviato-
riques normal a la surface de charge pour les matériaux plastiques associés. En raison de
l'existence de J3 dans le potentiel plastique, la partie déviatorique de E? (5.13) ne peut pas
étre indiqué en tant que A(dg/9q)n (= Eln) ou A(dg/0L’). Par ailleurs, la trace du taux de
déformation plastique (5.11) s’explicite en

TTEF = A 3“;612 sinh (32(2;)) + A — [3]3 +6pl2 — 2p*(1 +a7)

3a azp 3a ap
+4pa a1 cosh < G > +3p alazasmh< 5 )] (5.15)
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relation dépendante de J3, contrairement a la relation (4.35) du modéle GTN. Ainsi, 1’évolu-
tion de la porosité due au terme de croissance des cavités (4.40), liée a la trace du taux de
déformation plastique, se trouve dépendante du troisiéme invariant J3.

Le modele plastique est complété par la description de 1’évolution des variables internes au
cours de la progression de la déformation plastique. Généralement, 1’évaluation des variables
internes peuvent s’exprimer en fonction des champs mécaniques (contraintes, déformation. . .)

et des variables internes elles mémes de la maniére suivante :
Hy = hy(E?, X, Hp), (a0, =1,2) (5.16)

En ce qui concerne le modéle de McElwain et al. (2006a;b) les lois d’évolutions des variables
internes sont données par (voir (4.37), (4.40) et (4.41))

L:E  —3pE, +X:EP
(1-f)o (1-fo

ce qui peut encore s’écrire en tenant compte de (5.13) :

H =& = , Hy=f=3(1-f)E}, + A& (5.17)

) L 1 aﬁ , ag o
b, = Ai(l_f)(_f (pap +foaz;j) = Al (T, Hy), (5.18)
H = A (—(1—f)g§+,4h1(2,Ha)> CAm(EH).  (@=12)  (5.19)

ou hy(X, Hy) et hp(X, Hy) désignent les modules d’écrouissage plastiques correspondant aux
variables internes €7 et f.

INTEGRATION NUMERIQUE DES RELATIONS ELASTOPLASTIQUES

Description de la méthode

Dans I'algorithme de retour implicite d’Euler, il est supposé que la déformation totale E,;,
la déformation plastique El, et toutes les variables internes H,, sont connues a l'instant #,
(temps au début de l'incrément). Pour un incrément de déformation AE donné, on a besoin
de calculer la déformation totale E, 1, la déformation plastique E/ 41 et les variables internes
Hypiq a linstant £, = t, + At (temps a la fin de l'incrément). Au cours de l'intégration
des contraintes et des variables internes du modéle élastoplastique, des itérations de Newton
sont effectuées dans le but de satisfaire le critere de plasticité, la régle d’écoulement et les lois
d’évolution des variables internes. Les équations non linéaires a satisfaire pour 1'intégration

sont regroupés ci-dessous

E,..1 = E,+AE (5.20a)
El ., = Ejl+AAi1tun (5.20b)
H,;1 = H,+AA1hy (5-200)
o1 = C% (Epr— E5+1) (5.20d)

0 = Pui1(Zng1, Hugr) (5.20€)
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avec H et h sont les vecteurs désignant respectivement les variables internes H, et les modules
plastiques h, (« = 1,2). La résolution numérique, selon un schéma de retour implicite d’Euler,
de I'ensemble de ces équations non linéaires est détaillée ci-apres.

A partir de (5.20b), I'incrément de déformation plastique est donné par

AEZJrl = EﬁH —EL = ANyt (5.21)

En substituant cette expression dans (5.20d), on obtient

L.1 = C° (E,1—E,—AE )

n+1
= (Z,+C°: AE) —C°: AE (5.22)
= ZZ:?? —-C% AEZ—{-l = ZZT? - AAn-}-lCe: ) I |

avec erﬁ = X, + C°®: AE est la contrainte d’essai initial du prédicteur élastique et le terme
—AA,1C°: 1,41 correspond a la correction plastique qui consiste a "projeter” la contrainte
d’essai sur la surface de charge actualisée et le long de la direction de 1’écoulement plastique
r,+1 au point final (voir la figure 5.1). Durant la phase du correction plastique la déformation

totale est fixée, par conséquent, en utilisant (5.20d), nous avons

ALy = —C: AED | = AN, 1CC: 1y (5.23)

pred
Z‘n—H

Iyi1 Ay 1C% 1

D1 (Zn+1r Hn+1) =0

q)n (Zn/ Hn) =0

FIGURE 5.1 — Interprétation géométrique du schéma de retour implicite d’Euler pour le cas de la plasticité associée
(schéma de "Closet point projection”, Simo et Hughes (1998))

En suivant Simo et Hughes (1998) en plasticité associée, la méthode de Newton conduit a
une correction plastique de la prédiction élastique selon la technique du "closest point projec-
tion". La solution du systéme non linéaire (5.20) peut étre obtenue par une méthode de type
Newton basée sur des équations non linéaires par rapport a l'incrément AA. Par exemple,
dans le cas d’une seule équation scalaire f(AA) = 0 avec AA(®) = 0, la méthode de Newton
conduit pour la k™ itération a

k
£+ (C&fA> SAF =0, AN = AAF 4 5AK (5.24)
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ol A est I'incrément de AA a la k™ itération. *
Il convient tout d’abord de mettre les équations (5.20b), (5.20c) et (5.20e) sous une forme
appropriée a l'application de la méthode de Newton; Pour ce qui nous concerne, cette forme

est
a = —EP+E+AAr=0
b = -H+H,+AAh =0 (5.25)
® = O(X,H)=0
En utilisant (5.23) sous la forme AEPF = —Ce~': AXZX, 1a linéarisation de (5.25) donne
ak+Coh ATF + ANRAYF + AR = 0 (5.26a)
b* — AHF + AAFARF + 6AFRF = 0 (5.26b)
OF + @k AZF + @ - AHF = 0 (5.26¢)
avec
A = i AT 4y - AHE (5.27)
ARY = B AZF LR AHF (5.28)

La notation @&, ®k;, etc. signifie dérivées partielles de ®* par rapport a I, H, etc.

La résolution du systéme non linéaire (5.26) permettent d’obtenir £¥, H* et AF. Pour ce
faire, la substitution de (5.27) dans (5.26a) et de (5.28) dans (5.26b) permet d’avoir, apres un
arrangement algébrique, un systeme d’équations dont I'écriture matricielle est :

Ml{ iﬁi } =—{a} -ont {7} (5:29)

[Ak} -1 _ [ C: ' 4 AArg AAry ]k

avec

.30
AAhs  —1+ AAhg (530)

ONIRUS M 520

La résolution du systeme (5.29) par rapport aux incrément de contrainte et de variables in-

{ 21211;‘ } = — |af] (&} - ot [at] {¥] (532)

Finalement, la substitution de (5.32) dans (5.26c) permet de résoudre complétement le pro-

ternes fournit

bléme initial en conduisant a ) —
OF — 9P A3
k _
oA = G (5:33)

1. Dans ce qui suit, et pour des raisons de simplification des notations, I'indice du temps 1 + 1 sera omis. Sauf

mention du contraire, toutes les grandeurs sont évaluées a l'instant t,, ;.
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ou la notation [E)Qk] = [®k ®k] est employée. Par conséquent, connaissant les incréments
définis par (5.32) et (5.33), I'actualisation itérative de la déformation plastique, des variables
internes et du multiplicateur plastique est accessible a travers les relations

Pl —  pPR L ARPK — BPF el AZK

— H'+ AHF (5-34)
AN = AAK L SAK

Hk-l-l

La procédure itérative de Newton qui vient d’étre présentée schématiquement est a pour-
suivre jusqu’a convergence vers la surface de charge actualisée dans la limite d’une tolérance
suffisante fixée a I'avance. Il est important de mentionner que la méthode de Newton est une
méthode implicite et nécessite de ce fait la connaissance des gradients de la direction de 1’écou-
lement plastique ainsi que les modules plastiques correspondant aux variables internes (rg, ry,
hy et hg). Les expressions de ces derniers sont données en détail dans les annexes A.2 et A.3
pour le modele plastique qui nous préoccupe.

En résumé, 'algorithme basé sur le schéma du retour implicite d’Euler pour l'intégration
des relations élastoplastiques du modele de McElwain et al. (2006a;b) est donné ci-apres.

Etape 1. Initialisation : Fixer les valeurs initiales de la déformation plastique et les variables
internes par les valeurs obtenues apres convergence a la fin du précédent pas de temps.
Initialiser le parametre plastique a zero et évaluer la contrainte d’essaie initiale :

k=0, EP° =E,, H> =H,, AN° =0, £° = C°: (E,, — E*°)

Etape 2. Controler la fonction de charge et la convergence a la k*™ itération :

o = o(zhHb), (&} = { ;],i }

Si: ®% < TOL, et || & ||< TOL,, convergence. Si non : Passer a 1'Etape 3

Etape 3. Calculer l'incrément du paramétre plastique :

- "

L0 e - fe el

sak— O od"Akak
oDk Akgk

Etape 4. Obtenir Les incréments de contraintes et de variables internes :

FIERSIGRNSIY

Etape 5. Mettre a jour tous les quantités :

C '+ AArg AATH
AAhs, —1 + AAhy

gt — ppR o ARPF — BPF el AXK
= H'+AH
AN = AAK L SAK

T = ZF 4 ATF =% (B — EPCT)

Hk+1
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k — k41, passer a I’Etape 2.

Il est bien connu que le taux de convergence, s’il devait y avoir convergence, de la méthode
de Newton est étroitement liée au point de départ de la procédure itérative. Ainsi, un point
de départ moins favorable pourrait conduire soit a une divergence, soit a des oscillations de
la méthode. L'un des points de départ proposé par Crisfield (1991) utilise la normale au point
du prédicteur élastique. En effet, le développement de Taylor au premier ordre de la fonction
de charge au tour de Z7"* donne :

(L, H) = " + oV AL + ). AH (5.35)

ott l'indice perd indique que ces termes sont évalués en (X7*?, H,,). En forcant la satisfaction
de la condition ® (X, H) = 0 et en substituant (5.18) et (5.19) sous leur formes incrémentales et
(5.23) dans (5.35), on obtient une premiére approximation du multiplicateur plastique :

prred

AA = _
Ppred. Ce. ypred _ q)ze . hpred

(5-36)

AN ainsi calculé, permet d’obtenir le point de départ pour le lancement des itérations de

Newton :
Zdépart — Zpred — AACE: rpred
Hdépurt = H,+ AAhpred (5_37)
Epdépart _ EZ + AArpred

L’initialisation de 1’algorithme de retour implicite d’Euler s’effectue désormais avec ce point
de départ au lieu de celui mentionné précédemment. Plus précisément, a k =0 :

pdépart
n

EpO —E , H° = Hdépart’ AN = AN, YO — Zdépart

Module tangent cansistant

Si un schéma complet de Newton * est utilisé pour résoudre les équations d’équilibre non
linéaires, il est nécessaire de disposer du module tangent consistant, juste apres la détermination
des contraintes. Ce module est cansistant avec 'algorithme d’intégration par application des

contraintes totales a I'instant t,, 1 ; il s’écrit simplement

dx
o — () (538)
dE n+1

Cco" définit la variation de la contrainte a l'instant f,,; causée par une variation de la dé-
formation totale a l'instant t,.,1. Sa connaissance est exigée pour définir la matrice de rigidité
Jacobienne utilisée pour les itérations de Newton permettant la résolution globale des équa-
tions d’équilibre. C*"* dépend ainsi de 1’algorithme utilisé pour l'intégration des équations

2. La méthode de Newton utilisée dans l'itération globale des équations d’équilibre et non l'itération locale de
la loi de comportement.



5-3-3

5.3. Intégration numérique des relations élastoplastiques 113

du comportement et il est généralement différent du module tangent élastoplastiqgue ou encore
le module tangent continu que 1’on peut théoriquement déterminé a partir de la condition de
cohérence ® = 0.

Le module tangent consistant pour le schéma de retour implicite d’Euler découle de la pro-
cédure décrite ci-dessous : On écrit le systeme (5.20) sous sa forme incrémentale en omettant
I'indice n 4 1

dX = C°: (dE-—dFEP) (5.39a)
dE? = dAAr+AAdr (5.39b)
dH = dAAh+AAdh (5.39¢)
d® = Pp:dX+ Py -dH=0 (5.39d)
avec
dr=rg:dX+rg-dH , dh=hg:dX+hyg-dH (5.40)

En substituant (5.39b) dans (5.39a) et en utilisant (5.40), on obtient ainsi dX et dH :

dx dE
{ J4H } = [A] { 0 } —dAAA:F (5-41)
avec »
C'+AAry  AArm
[A] = (5.42)
AAhy —1+ AAhy

En substituant la solution (5.41) dans la condition de cohérence (5.39d) et en résolvant par
rapport a dAA, on obtient

—0®: A: { dOE }
dAA =

odb: A: ¥ !

avec [0®@] = [Py Py] (5-43)

Le report de ce résultat dans (5.41) conduit a la solution cherchée

d | (A:f)® (0®: A)| | dE
{dH}_[A_ 9D A T }{ 0 } (5-44)

c’est-a-dire I'expression du module tangent consistant pour les incréments de contrainte et de

variables internes.

Extension aux grandes déformations

Plusieurs logiciels commerciaux d’éléments finis offrent la possibilité aux utilisateurs de
spécifier leurs propres modeles de comportement. Dans ABAQUS (2005), 1'utilisateur est tenu
de fournir une subroutine, en language Fortran ou C++, nommée UMAT pour des analyses
statistiques avec "ABAQUS/Standard" et une subroutine nommée VUMAT pour des analyses
dynamiques avec "ABAQUS/Explicit". Il est a noter que le module tangent consistant présenté
précédemment est nécessaire dans une subroutine UMAT.
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L’'intégration du comportement élastoplastique, discutée dans les sections précédentes pour
un schéma implicite, est adéquat pour les problemes a la fois de petite et de grande défor-
mation par le logiciel ABAQUS. La raison en est que les rotations de corps rigide pour les
déformations et les contraintes sont déja prises en compte par ABAQUS avant qu'ils ne soient
fournis a la routine (ABAQUS, 2005).

La rotation de Jaumann : est utilisée dans ABAQUS/Standard pour tous les types d’éléments
a l'exception des éléments de type coque ou membrane. La mise a jour nécessaire pour

la contrainte en grande déformation est
AL=AL+ (WE,—L,W)At =AL+REZ, R, (5-45)

avec AX est I'incrément de contrainte dans le référentiel tournant (co-rotationnel), R est
la rotation et W est le taux de rotation qui est donné par la partie antisymétrique du
gradient de vitesse.

A

La contrainte X, au début de I'incrément (aussi la déformation) est déja été tournée par
ABAQUS (la contrainte produit au début de l'incrément est effectivement R X, RT),
donc tout ce que nous devons faire au sein de la UMAT est d’effectuer la mise a jour
de la contrainte. Parfois, en fonction du modele de plasticité employé, il est nécessaire
d’utiliser des variables internes qui sont eux aussi des quantités tensorielles. En raison
que les variables internes ne sont pas modifiées par ABAQUS, il est nécessaire pour 1"uti-
lisateur d’effectuer les rotations de corps rigide sur les tenseurs des variables internes.
En fait, ABAQUS fournit une subroutine utilitaire pour simplifier ce processus : si par
exemple, la variable tensorielle au début de l'incrément est noté x,, alors 1'utilisateur
doit effectuer la rotation du corps rigide R x, RT avant la mise a jour de x a la fin de
I'incrément dans UMAT. Cette rotation est effectuée par le simple appel a la subroutine
utilisateur ROTSIG détaillée dans le manuel d’ABAQUS.

La rotation propre de Green-Naghdi : est utilisée dans ABAQUS/Explicit pour tous les types
d’éléments et dans ABAQUS/Standard pour éléments de type coque ou membrane. Pour
tout tenseur utilisé dans le modele plastique, ABAQUS fait un transport du tenseur,
au début de l'incrément, dans un référentiel tournant. Apres actualisation a la fin de
I'incrément, ABAQUS procéde au transport inverse.

TESTS SUR DES ELEMENTS SIMPLES

Dans cette section, I'implantation numérique du modéle de McElwain et al. dans ABAQUS,
via sa routine VUMAT, est vérifiée a travers deux tests illustratifs sur un élément cubique
simple cubique a huit nceuds (C3D8R) de coté | = 1mm. Le premier test se porte sur une
traction hydrostatique pour lequel la confrontation entre le modele de McElwain et al. et le
modele GTN est présentée. L’élément est sollicité a une vitesse normale constante de 0.01m/s
sur trois facettes adjacentes résultant a une expansion volumétrique uniforme. Les conditions
aux limites dans les trois autres facettes sont telles que ces derniers peuvent s’étendre ou se
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contracte librement dans le plan et sont restreint de mouvoir en dehors du plan, comme illustré
sur la figure 5.2a.

Le second test est un cisaillement simple qui illustre aussi une comparaison entre les deux
modeles. Le méme élément cubique est soumit maintenant a une vitesse de cisaillement de
0.01m/s sur une seule facette résultant ainsi a un chargement de cisaillement simple (X3 =
Y31 = T, sinon ¥;; = 0), comme illustré sur la figure 5.2b. Le matériau constitutif de la matrice

5.4.1

14

(a) Traction hydrostatique (b) Cisaillement simple

FIGURE 5.2 — Conditions de chargement d’un élément cubique simple.
est élastoplastique écrouissable, avec une limite d’écoulement ¢, = 200 MPa, un module de
Young E = 200 GPa et un coefficient de poisson v = 0.3. L'expression de la loi d’écrouissage

de la matrice & = 7(€P) est spécifiée par une loi en puissance :
o Ee?
— = (14

Oo

Oo
ou N est le coefficient d’écrouissage dont la valeur est choisie égale a 0.1. La valeur initiale de
la porosité f, est fixé a 0.005 et les parametres de nucléation sont pris égalea ey = 0.3, sy = 0.1
et fy = 0.04. Dans ce test aussi, le critére de coalescence f*(f) est retenu avec f, = 0.15 et

Ee
=€ pour 0 < 0y, (5-46)

0o

o

N
pour 0 > 0,
Oo

fr=10.25.

Traction hydrostatique
Les figures 5.3a—b montrent les variations de la contrainte hydrostatique normalisée %, / 7,
ainsi que la fraction volumique du vide f en fonction de la déformation volumétrique
E, = 3In(1 + Al/I). Dans les deux figures, la comparaison est effectuée entre les résultats
obtenus par la routine VUMAT pour le modele GTN, avec g1 = 1.5 et g = 1, et le modele de
McElwain et al. pour les trois microstructures et les deux définitions de la limite d’écoulement
plastique. Les résultats fournis par le modele GTN incorporé dans ABAQUS sont également
inclus dans les figures pour validation du code implanté. Les résultats du modele GTN ob-
tenus par la routine VUMAT sont identiques a ceux fournis par ABAQUS, ce qui constitue
une validation partielle de I'implantation numérique de la loi de comportement pour ce test.



5.4.2

55

116 Chapitre 5. Implantation numérique du modele de McElwain et al.(2006)

On note sur la figure 5.3a que les résultats du modele de McElwain et al. obtenus pour les
trois microstructures, en se basant sur la "Définition 2", sont proches de ceux obtenus pour le
modele GTN. En revanche, les résultats du modele de McElwain et al. obtenus pour les trois
microstructures, en se basant sur la "Définition 1", montrent une différence notable par rapport
au modele GTN. Les mémes constations sont a faire sur la figure 5.3b.

Cisaillement simple

Dans le cas du cisaillement simple, la nucléation du vide est négligée et f* est prise égale
f pour toutes les valeurs de f. La figure 5.4 montre la variation de la contrainte équivalente
normalisée X;/0, en fonction de la déformation équivalente E.; pour le modele GTN et le
modele de McElwain et al., pour les trois microstructures et les deux définitions de la limite
d’écoulement plastique. Durant ce test de cisaillement simple, il est a signaler que la porosité
enregistrée au cours du chargement reste constante f = f, = 0.005, et ce pour les deux modeles
de comportement.

Comme le test précédent, la validation du code numérique est assurée vu que les résultats
du modeéle GTN obtenus par la routine VUMAT sont identiques a ceux obtenus par ABAQUS.
En outre, on a une bonne concordance entre les résultats du modele de McElwain et al. pour
les différentes microstructures et le modéle GTN, notamment pour le cas de la "définition 2"
du seuil d’écoulement plastique.

TESTS SUR UN MODELE DE CELLULE DE BASE

Les propriétés du modele de comportement de McElwain et al. peuvent étre aussi illustrées
en étudiant la réponse du modele de cellule de base cubique représenté a la figure 5.5. Deux
cas de chargement, traction uniaxiale et cisaillement simple, sont utilisés pour montrer la dif-
férence de réponse entre le modele de McElwain et al. et le modele GTN. Afin de permettre
I’occurrence en traction uniaxiale de la striction, la cellule est discrétisé en trois éléments iden-
tiques a huit nceuds (C3D8R) alignés selon la direction 2, comme illustré sur les figures 5.5a—b.
Les deux facettes dans le plan 13 sont chargées avec une vitesse constante dans la direction 2
(resp. 1) pour traction uniaxiale (resp. cisaillement simple).

Les propriétés d’écrouissage du matériau constitutif de la matrice sont supposées étre
gouvernées par une loi puissance a travers la relation (5.46) avec 0,/E = 1/300, un coefficient
de Poisson v = 0.3 et un coefficient d’écrouissage N = 0.1. Les parametres matériaux relatives
a la nucléation des vides et 1’évolution de I'endommagement sont :

— Porosité initiale : f, =0

— Parametres de Tvergaard (GTN) : g1 =15etqo =1

— Nucléation : ey = 0.3, sy = 0.1 et fy = 0.04

— Coalescence : f. = 0.05 et ff = 0.25

— Le parametre a; (McElwain et al.) est seulement considéré dans le cas de la définition 2.
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FIGURE 5.3 — Variation de : (a) la contrainte hydrostatique normalisée X,/ 0, ; (b) la porosité f, en fonction de la
déformation volumétrique E, = 31In(1+ Al/I).
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Traction uniaxiale

Les variations de la contrainte équivalente ¥, et de la porosité f en fonction de la dé-
formation plastique équivalente dans la matrice €’ sont représentées sur la figure 5.6. Les
courbes obtenues pour les deux modeéles de comportement présentent les mémes allures sur-
tout durant la phase d’écrouissage. Cependant, nous avons des différences notables en cours
d’adoucissement. Par ailleurs, il semblerait que la microstructure CS est la moins résistante a

la traction uniaxiale.

Cisaillement simple

Les variations de la contrainte équivalente X, et la porosité f en fonction de la déformation
plastique équivalente dans la matrice €7 sont représentées sur la figure 5.7 dans le cas de ci-
saillement simple. Les courbes obtenues par les deux modeles de comportement présentent les
mémes allures durant la phase d’écrouissage. En revanche, nous constatons des différences si-
gnificatives en cours d’adoucissement. La microstructure CS est plus résistante au cisaillement
que les microstructures CC et CFC.
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FIGURE 5.6 — Variations de : (a) la contrainte équivalente X, ; (b) la porosité f, en fonction de la déformation

plastique équivalente dans la matrice P sous la condition de chargement uniaxiale du modele de cellule de base.
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FIGURE 5.7 — Variations de : (a) la contrainte équivalente X, ; (a) la porosité f, en fonction de la déformation
plastique équivalente dans la matrice €¥ sous la condition de chargement en cisaillement simple du modele de

cellule de base.
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LE modele de McElwain et al. (2006a;b), présenté dans la section 4.4.4, a été implanté dans
ABAQUS/Explicit via sa routine VUMAT en optant pour un algorithme de retour im-
plicite d’Euler qui permet d’avoir une stabilité inconditionnelle dans l'intégration de la loi
constitutive. Une premiere validation de I'implantation numérique du modéle a été obtenue a
travers 1’étude comparative des réponses d’éléments tests soumis a des sollicitations simples
(traction simple, traction hydrostatique et cisaillement simple). Le dernier chapitre de ce mé-
moire est consacré a 1’analyse du comportement de structures simples, depuis 'état materiel
jusqu’a la rupture complete, dont le matériau constitutif est décrit par le modele de McElwain
et al..
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STRICTION D'UNE BARRE CYLINDRIQUE LISSE

Le comportement a la rupture d’une barre cylindrique lisse (c’est-a-dire non entaillée)
soumise a une traction est 1’objet de cette section. Cet exemple est choisi en raison des nom-
breuses études dont il a fait I’objet (Needleman et Tvergaard, 1984; Tvergaard et Needleman,
1984; Aravas, 1987; Thomason, 1990). Nous comparons les résultats numériques prédits par les
modeles GTN et McElwain ef al.. Expérimentalement, la rupture de ce type de barre se produit
en son milieu, selon le mode dit rupture en "tronc de cone" (Tvergaard et Needleman, 1984;
Thomason, 1990). L'évolution de la configuration de la barre depuis 1’état initial jusqu’a la rup-
ture finale en "tronc de cone" est représentée schématiquement a la figure 6.1 (Leblond, 2003).
Tout d’abord, le milieu de I’éprouvette se rétrécit (striction) ; ensuite une fissure s’amorce au
centre de la partie "strictionnée", au voisinage de 'axe de symétrie, et se propage horizonta-
lement vers la surface libre; enfin, au voisinage de cette derniere et jusqu’a la rupture finale
de I'éprouvette, la fissure dévie a 45° du plan horizontal, soit vers le haut soit vers le bas,
dessinant ainsi, compte tenu de l'axisymétrie, un tronc de cone. Un calcul de structure par
éléments finis faisant '’hypothése d’un comportement local régi par le modéle GTN permet
de reproduire fidelement une telle succession d’événements (Tvergaard et Needleman, 1984;

Thomason, 1990; Leblond, 2003).

1 1
I 1
T T
I 1
| u .
I I 1
I parties insérées i I
1 dans les mors | +
I de la machine : |
{ de traction " "
I ! :
| : 1
1 I
1 1
] V v
a - Etat initial b - Striction de la c - Apparition d'une d - Rupture finale

partie centrale fissure centrale en "tronc de cone”

FIGURE 6.1 — Succession d’événements observée sur une éprouvette axisymétrique lisse en traction : Source

Leblond (2003).

Description des conditions de la simulation

On consideére une barre de longueur initiale de 21, et de section circulaire de rayon initial
R,, avec I,/R, = 4 (cf. figure 6.2a-b). Le rayon R, est pris égale a 1'unité dans ce qui suit.
En raison de l’axisymétrie du probléme considéré seul le quart de la structure est analysé
(cf. figure 6.2a). Le maillage utilisé consiste en 330 éléments quadratiques axisymétriques avec
integration réduite (CAXR). Le maillage est raffiné prés du centre de 1’éprouvette en raison
de I'adoucissement et la déformation intense suspectés dans cette région (cf. figure 6.2c). Une
imperfection géométrique initiale AR, = 0.005 R, est utilisée pour amorcer la striction dans
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I'éprouvette analysée. Les conditions aux limites sont telles que selon 1’axe de révolution e,
tous les nceuds le long de r = 0 ont un déplacement u, = 0, et selon 'axe de symétrie
e, tous les nceuds le long de z = 0 ont un déplacement u, = 0. Les nceuds a l'extrémité
supérieure de l'éprouvette (z = 4) sont animés d’une vitesse v, selon la direction e, qui
augmente linéairement de 0 jusqu’a 30 durant 0.025s et diminue ensuite linéairement de 30
jusqu’a 0 sur une durée de 0.05s.

D 2N
. N

()

o
N

i m
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NN

1
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modéliser Imperfection

AR,

| St
T e
(a) (b) (c)

FIGURE 6.2 — Barre cylindrique lisse en traction : (a) Seul la partie hachurée est analysée ; (b) Maillage éléments

finis, conditions aux limites et chargement utilisés dans la simulation ; (c) Configuration de la barre i la rupture.

Le matériau constitutif de 1’éprouvette est un acier courant avec un rapport o, /E = 1/300
et un coefficient de Poisson v = 0.3. L'écrouissage isotrope de la matrice est modélisé en
utilisant une loi en puissance définie par (5.46) avec un coefficient d’écrouissage N = 0.1.
Le matériau est supposé initialement dense f, = 0. Les mémes parametres de coalescence et
de nucléation que ceux utilisés par Tvergaard et Needleman (1984) sont considérés, a savoir,
fe = 0.15 et ff = 0.25 pour décrire la coalescence et ey = 0.3, sy = 0.1 et fy = 0.04 pour
décrire la nucléation de nouvelles cavités pilotée par la déformation plastique équivalente dans
la matrice. Les coefficients g1 et g2 du modele GTN sont pris égaux a 1.5 et 1 respectivement.
En ce qui concerne le modele de McElwain et al., seul le parametre ay (cf. relation (4.60))
représentant le cas de la deuxieme définition du seuil d’écoulement plastique est utilisé pour
les trois microstructures CS, CC et CFC.
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GIN CS CC CFC

Ey’ 0.277 0.285 0.294 0.298

(AR/R,)™P | 0375 0.381 0.417 0.418

TABLE 6.1 — Comparaisons des déformation a la rupture obtenues pour les deux modéles de comportement, GTN
et McElwain et al..

Résultats

L'évolution de la contrainte nominale £y = F/7tR? en fonction de la déformation nominale
En = u/l, et de la réduction nominale de rayon AR/R, pour les deux modeles de compor-
tement GTN et McElwain et al. est représentée sur les figures 6.3a-a. Les courbes obtenues
par les deux modeles présentent les mémes allures. La contrainte nominale ¥y commence
d’abord par augmenter jusqu’a atteindre un maximum puis la courbe se redresse et amorce
une descente a cause de la diminution de la section au niveau du col de la barre. Cette chute
s’accentue vers la fin en raison de la coalescence de certaines cavités au niveau du col de la
barre. La force maximale, correspond au début de la striction Tvergaard et Needleman (1984),
est atteinte pour les deux modeles a une déformation nominale d’environ E3/ = 0.0945 et une
réduction de rayon (AR/R,)*"" = 0.0487 avec une valeur de Fi?, = 1.301 77R2. Quant a la rup-
ture de la barre, les prédictions des deux modeles sont dissemblables : le tableau 6.1 regroupe
les déformations a la rupture de I'éprouvette pour les deux modeles de comportement.

Le maillage déformé typique de cet essai de striction d’une éprouvette lisse est affiché a
coté du maillage initial sur la figure 6.2.

RUPTURE D'UNE EPROUVETTE AXISYM]::TRIQUE ENTAILLEE

Les éprouvettes axisymétriques entaillées (AE), figure 6.4, sont des éprouvettes de traction
qui ont été mises au point a l'origine pour analyser l'effet de la contrainte hydrostatique
sur la rupture par déchirement ductile. La rupture d'une éprouvette AE se développe au
niveau de ’entaille. En jouant sur le rayon d’entaille 7, il est possible d’atteindre localement
des niveaux de contrainte supérieurs a la limite d’écoulement du matériau ce qui se traduit
par une augmentation du taux de triaxialité des contraintes T. Pour des rayons d’entailles
r assez importants et en gardant le méme rayon de la section minimale R,, les éprouvettes
AE permettent d’engendrer des états de contrainte et de déformation quasi-homogenes et
un taux de triaxialité constant et faible au centre de I'éprouvette (Needleman et Tvergaard,
1984; Besson, 1999; Benzerga et al., 2004). Dans ce qui suit, des simulations de la rupture des
éprouvettes AE sont effectuées en vue de comparer le modele GTN et le modeéle de McElwain
et al.. Pour ce faire, on s’est basé sur les travaux de Chang-Kyun et al. (2007) qui ont effectué
des essais de traction sur des éprouvettes AE avec trois entailles différentes. Les parametres du
modele GTN pour un acier API X65 (acier utilisé dans les conduites de gaz et de pétrole) ont
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FIGURE 6.3 — Variations de la contrainte nominale ¥ = F/mR? en fonction de : (a) la déformation nominale

En =u/l,y; (b) la réduction nominale de rayon AR/ R, de I'éprouvette.
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été déterminés par ces auteurs par confrontation des résultats expérimentaux et numériques
obtenus sur des éprouvettes AE. Nous utilisons ces mémes parametres pour nos simulations.

r rayon d’entaille

...... >

2

H_/
entaille

FIGURE 6.4 — Géométrie d’une éprouvette axisymétrique entaillée.

Description des conditions de la simulation

Des simulations numériques de deux éprouvettes AE avec deux entailles différentes ont
été effectuées. Les éprouvettes sont désignées par AE, ou r représente la valeur du rayon de
I'entaille (Besson, 1999). Par symétrie seul un quart du plan méridien est modélisé en mode
axisymétrique. La figure 6.5 présente le maillage éléments finis de deux éprouvettes AE; 5 et
AE3, composé d’éléments axisymétriques a 4 noeeuds avec intégrations réduite (CAX4R). Au
niveau de l'entaille, le maillage est tres dense car c’est la zone litigieuse de fort endommage-
ment. Pour les deux éprouvettes retenues, la barre cylindrique entaillée a une longueur initiale
de 2/, = 36 mm, un rayon extérieur de R, = 5mm et un rayon de la section minimale au ni-
veau de l'entaille de R, = 3mm. Les conditions aux limites et de chargement sont identiques
aux deux éprouvettes (cf. figure 6.5) : blocage des déplacements longitudinaux (resp. transver-
saux) des noeuds en z = 0 (resp. en r = 0), et vitesse de déplacement v = 10 mm.s~! imposée
selon I'axe e, aux nceuds du sommet de I'éprouvette.

La matrice est supposée avoir un comportement élastoplastique a écrouissage isotrope.
Pour les simulations éléments finis, on utilise les caractéristiques mécaniques suivantes : mo-
dule de Young E = 210.7 GPa et coefficient de Poisson v = 0.3. Des essais de traction effectués
par Chang-Kyun ef al. (2007) sur éprouvettes lisses ont permis de définir la courbe d’écrouis-
sage (figure 6.6). Afin d’obtenir la loi d’écrouissage, la courbe de traction est approchée par
une loi puissance de type & = K (€7)N avec

T=0, si e’ <0.021; 7==896.89 (e/)*1%% (MPa) si €? > 0.021 (6.1)

ol 0, = 464.5 MPa est la limite d’écoulement initial de 1’acier considéré.
On complete la description des conditions de la simulation par la donnée des parametres des
modeéles GTN et McElwain et al. (Chang-Kyun et al., 2007) :
— porosité initiale f, de l’acier considéré est prise égale a 0.00125;
— parametres de Tvergaard : g1 = 1.5etqg, = 1;
— parametres de nucléation de nouvelles cavités pilotée par la déformation plastique équi-
valente dans la matrice : ey = 0.3, sy = 0.1 et fy = 0.0008;
— parametres de coalescence des cavités : fo = 0.015 et fy = 0.25; et
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FIGURE 6.5 — Eprouvettes axisymétrique entaillées : maillage éléments finis, conditions aux limites et chargement
utilisés dans la simulation.

— parametre a4, du modele de McElwain et al. : seule la "Définition 2" est retenue.

Résultats

L'évolution de la contrainte nominale £y = F/7R? en fonction de la déformation nomi-
nale Exy = u/I, et de la réduction nominale de rayon AR/R, au niveau de l’entaille pour
les deux modeles de comportement GTN et McElwain et al. est donnée sur les figures 6.7 et
6.8. Les courbes obtenues ont des allures semblables & celles obtenues lors de la simulation
de traction d’une éprouvette lisse : la contrainte nominale commence d’abord par augmen-
ter jusqu’a atteindre un maximum qui correspond au début de la striction, puis amorce une
descente a cause de la diminution de la section au niveau de l’entaille. Cependant, la phase
d’adoucissement présente des différences notables entre les deux modeles de comportement,
GTN et McElwain et al..
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FIGURE 6.6 — Courbe d’écrouissage a temperature ambiante pour 'acier API X65 : Source Chang-Kyun et al.
(2007).

CISAILLEMENT 2D

Cowie et al. (1989) ont effectué des essais de cisaillement sur des aciers a haute résistance
sous des conditions de chargement quasi-statique et dynamique. Ces essais avaient pour ob-
jectif d’élucider les mécanismes fondamentaux de la rupture par déformation de cisaillement
localisée. Les résultats expérimentaux suggerent fortement que la déformation localisée dans
les aciers étudiés est due a la nucléation de microvides de dimension moyenne égale a 100 nm
plutdt qu’a la croissance de microvides de dimension plus grandes. La géométrie des échan-
tillons utilisées pour effectuer les essais de cisaillement est représenté sur la figure 6.9. Les
essais dynamiques ont été réalisés a un taux de déformation imposé supérieure a 10*s~! tan-
dis que les essais quasi-statique ont été réalisés & un taux de déformation de 10~3s~1. Dans
cette section on simule en déformation plane le comportement a la rupture dynamique de la
partie cisaillée mise en évidence sur la figue 6.9a. La simulation vise la comparaison entre les

prédictions du modéle GTN et le modele de McElwain ef al..

Description des conditions de la simulation

La simulation numérique en déformation plane d'une bande de I'éprouvette soumise a
un cisaillement pur a été effectuée. La géométrie de la bande concernée ainsi que le maillage
correspondant sont représentés sur la figure 6.10a. Le maillage est composé d’éléments pour
déformation plane a 4 nceuds avec intégrations réduite (CPE4R). Au milieu de la bande, le
maillage est trés dense car cette zone est la plus endommagée. Les conditions aux limites sont
tels que les déplacements transversaux des nceuds de l'extrémité supérieure, de 1'extrémité
inférieure et ceux du milieu sont bloqués. Le chargement consiste a imposer des vitesses de

déplacement de module v = 50m /s de directions opposées aux faces supérieure et inférieure
de la bande.
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FIGURE 6.9 — Géométrie de I'échantillon utilisé dans les essais de cisaillement effectués par Cowie et al. (1989).

Le matériau utilisé dans cette simulation est un acier AISI 4340 similaire a ceux utilisés par
Cowie et al. (1989) et dont les caractéristiques mécaniques sont prises dans la référence Banerjee
(2007). L'écrouissage du matériau est modélisé par I'équation de Johnson et Cook (1983) qui
integre les effets de 'écrouissage, de la vitesse de déformation et de la temperature :

(e?,¢,T) = o, [1 + fo(éf’)N] [1 +Cln (;)] [1 — (Ti—_T{)M] (6.2)

ou B, C, N et M sont des constantes matériau; &, est la valeur de taux de déformation de

Q

référence; T, = 298K et T;;, = 1793 K sont respectivement les temperatures de référence et de
fusion du métal. La valeur de 0, est déterminée en fonction la dureté de ’acier a travers

0o = exp (A1 Rc + Ap) MPa (6.3)

ou A; = 0.0355, A1 = 5.5312 et R, est la dureté Rockwell. La valeur de B/o, = 0.6339 est
supposée étre constante pour touts les valeurs de R.. Le coefficient d’écrouissage N est pris
égale a 0.26 et le coefficient C 1ié au taux de déformation est pris égale a 0.014. La valeur de
&, est égale a 1s71. La temperature est prise égale a la temperature de référence vue que les
essais sont effectués a la temperature ambiante. Ainsi, pour un choix de R, = 52 et € = 10*s71,
les relations (6.2) et (6.3) se réduisent a

7(eP) = 1805.3 (1 + 0.6339 (é7)%2%) MPa, 0, = 1599.105MPa (6.4)

L’acier considéré a pour module de Young E = 206.850 GPa et un coefficient de Poisson
v = 0.3. Les parametres des modeles GTN et McElwain et al. sont :
— porosité initiale f, = 0.005;
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FIGURE 6.10 — Bande plane soumise a un cisaillement pur : géométrie, conditions de chargement et maillages non
déformé et déformé.

parameétres de Tvergaard : g1 =1.5etqp =1;

parametres de nucléation de nouvelles cavités pilotée par la déformation plastique équi-
valente dans la matrice : ey = 0.1, sy =03 et fy =0.1;
— parametres de coalescence des cavités : fo = 0.05 et f; = 0.2; et

parametre a4, du modeéle de McElwain et al. : seule la "Définition 2" est retenue.

Résultats

L'évolution de la contrainte de cisaillement T = F/I, en fonction de la déformation de
cisaillement v = 2u/e, pour les deux modeles de comportement GTN et McElwain et al. est
donnée sur la figure 6.11. Les courbes obtenues pour le modele de McElwain et al. présentent
la méme allure que la courbe obtenue par le modéle GTN. Cependant, la réponse de la bande
n’est pas la méme pour les deux modele de comportement durant la phase d’adoucissement.
En effet, les trois microstructures du modeéle de McElwain et al. sont moins résistantes au
cisaillement que le modeéle GTN, notamment pour la microstructure CC. Par ailleurs, il a
été observé dans les simulations numériques, que la propagation de la fissure dans la bande
s’effectue parallelement a la direction de chargement depuis les extrémités de la bande vers
I'intérieur. La figure 6.10b représente la configuration de la bande cisaillée en rupture finale.
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CONCLUSION GENERALE

Le travail de recherche consigné dans ce mémoire de these traite d’une part de la com-
paction de milieux granulaires, processus bien connu en métallurgie des poudres et, d’autre
part, de I'approche locale de la rupture ductile des matériaux. D’un point de vue pratique, les
deux principaux modes de compaction de poudres sont la compression isostatique et la com-
pression en matrice. Le choix de I'un ou l'autre mode de chargement a une influence certaine
sur les propriétés physiques (densité) et mécaniques (résistance) du produit final. Quant a la
rupture ductile des matériaux, le modele GTN ne peut rendre compte de fagon satisfaisante,
sous sa forme actuelle et largement admise, de la rupture ductile observée expérimentalement
de certain aciers sous tres faible triaxialité, voire sous cisaillement pure.

L'objectif de la premiére partie de ce travail est d’appréhender le milieu granulaire hété-
rogene (grains solides et vides) comme un milieu homogéne dont nous nous proposons de
fournir une estimation du critéere de résistance macroscopique. Dans ce but et d’abord pour
des raisons de simplicité, voire de convenance, le milieu granulaire est représenté par un
milieu périodique composé de grain solides sphériques identiques. Le cadre théorique favo-
rable a I’application de ’homogénéisation en calcul a la rupture (Salencon, 1983; Suquet, 1983;
de Buhan, 1986; Salencon, 1993) est ainsi dressé. De nombreuses et trés instructives analyses
aux éléments finis du comportement élastoplastique d’un VER primitif axisymétrique ont été
effectuées. Ces analyses, une fois le mode chargement choisi (compression isostatique et com-
pression en matrice) nous renseignement sur les différents modes de déformation plastique
du grain solide et plus particulierement sur 1’évolution de ces dimensions au cours du proces-
sus de chargement. Deux volumes élémentaires représentatifs (VER) axisymétriques, associés
a chacun des deux stades de la compaction ont été mis en évidence a l'issue de ces simulations
et ont été utilisés pour la suite. L’application de la méthode cinématique du calcul a la rupture
a travers la proposition de quatre mécanismes de rupture pertinents pour chacun des deux
VERs a permis d’obtenir des estimations par exces des surfaces de charge macroscopiques du
milieu granulaire périodique retenu. Ces résultats ont été obtenus pour une densité relative
donnée (Stade I de la compaction : 0.7 < D < 0.85 et Stade II : 0.90 < D < 0.95) une fois
le mode de chargement choisi. Comme attendu, la forme et la taille des surfaces de charge
dépendent aussi bien de I'histoire du chargement que de la densité relative du comprimé. La
comparaison des deux types de résultats, ceux fourni par ’homogénéisation en calcul a la
rupture et ceux obtenus par les simulations appropriées aux éléments finis, est de notre point
de vue probante.

Les observations au microscope d’échantillons cisaillés en acier haute résistance et rompus
suite a des essais d’'impact menés par Cowie et al. (1989) ont montré un accroissement du
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volume des micro-cavités au niveau des particles de seconde phase pouvant aller jusqu’a la
coalescence. Des calculs de cellules cubiques cisaillées a I'intérieur desquelles des petites par-
ticules en nombre réduit sont aléatoirement réparties menées par Vernerey (2006) et McVeigh
et al. (2007) ont confirmé la réalité de cette occurrence.

Une récente extension du critere de Gurson (1977) qui aurait l’avantage d’inclure le troi-
siéme invariant des contrainte est proposée par McElwain et al. (2006a;b) a partir de fort nom-
breuses simulations numériques de trois types de VER représentant la microstructure d’un
matériau poreux. Ce critere est, outre la regle de normalité, est complété avec les mémes lois
d’évolutions des variables internes que le modele GTN et le critere de coalescence basé sur
la porosité effective de Tvergaard et Needleman (1984). Le nouveau modele de comportement
plastique (appelé dans ce mémoire modele de McElwain et al.) a été implanté dans le code
ABAQUS/Explicit en vue de simulations numériques aux éléments finis de problemes pra-
tiques de rupture ductile incluant le cisaillement pur notamment. Une fois 1'implantation du
modele validée a travers les réponses d’élément-tests, la striction d'une barre cylindrique lisse,
la traction d"une éprouvette entaillée et le cisaillement en déformation plane ont été étudies
a titre d’exemples d’illustration. Les résultats des simulations montrent des différences entre
les prédictions du modele GTN et le modele de McElwain et al., notamment dans la phase
d’adoucissement du matériau.

PERSPECTIVES

Dans la continuité directe de ce travail de theése, nous pouvons, en ce qui concerne la
construction de criteres de rupture pour matériaux granulaires comprimés, poursuivre dans
deux directions :

(@) en cherchant a proposer éventuellement d’autres mécanismes de rupture pertinents;

(b) ou peut étre mieux encore, en suivant la méthodologie employée par Pastor et ses collabo-
rateurs pour 'analyse fine du critere de Gurson.

Quant a la partie traitant de la rupture ductile des matériaux, nous estimons que nous sommes

en fait au début de nos investigations et qu’il convient, avant d’aller plus loin, de les compléter

et de les approfondir

(a) en poursuivant la validation et la qualification de I'implantation du modele de McElwain
etal.;

(b) d’étudier en utilisant ce modele de comportement plusieurs autres exemples pratiques; et

(c) de confronter les résultats a I'observation expérimentale.
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A.1 MECANISMES DE RUPTURE PROPOSES

Pour I'ensemble des mécanismes de rupture présentés ci-apres, les parametres a, b, R, H
et R de la cellule de base sont donnés, pour une densité relative D, fixée et pour les cas de
compression isostatique et en matrice. Ces parametres sont connus a 1’avance pour les deux
mode de compaction.

A.1.1 Mécanisme de rupture A

FIGURE A.1 — Mécanisme de rupture A.

Parametres :
o wi, wy, A, X, P

Conditions :
e w; <0, w,>0A>00<x<Ha<p<R
o F, =Fe, (F.<0), F,=Fe (F <0)

2A(H —x)

e iir=a)=H = w—w = )
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° l:\/RZ—pz

Puissance résistante maximale :

Surface ©/©®, Prm(

1/2)

Zone @, Prm(z) = 47rkA{ a

Surface ©/®, Prm(

2/3)

Puissances des efforts extérieurs :
Pext = 2F, - v1 + F, - v3 = 2F,w
Théoréeme cinématique :
Pot = 2Ew; < Pom — /ﬂ 70 (d)d.of + /S 705(n, [0] )dS
- 2(7)”1(1/2) + P”“(Z) + 7)””<2/3)>

Soit
2nR*T,wy < Py

ou X, est la contrainte macroscopique axiale donnée par

F,
= TR2
Finalement nous avons : 1
Y.<
? = 21R2w, Prm

(A.1)

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

La minimisation du second membre de (A.6) par rapport a x et p conduit a la meilleure borne

supérieure de X, pour ce mécanisme de rupture. Cette borne est représentée par une droite

horizontale dans le plan des contraintes (%, X;).

Mécanisme de rupture B

Parametres :
e wy, A, B, x, p

Conditions :
e w,>0,A>0,B<0,0<x<Ra<p<R

e F, =Fe, (FL<0),F =Fe, (F <0)
2Bl

o hir = =0 = W =-—_
(r=x) 2 X2 — 2
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. { z="h(r) = %%(rzfpz)ﬂ

: a : h(r=x)=0

5 2= 8() = 57 (P =)

g(r=R)=b
H l E 03 = 0

i [v]2-1 = (B—4) er + woe; b

: B

: [0]2-3 = —er +wze: e,

: E
L - ™ ——@

: Y >

: R -

FIGURE A.2 — Mécanisme de rupture B.
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Wyo =

° l:\/Rz—p2

Puissance résistante maximale :

Zone ®©, P <1>

Surface @©/©®, Prm(

1/2)

Zone Q, Prm @

Surface ©/®, Prm(2/3)

Puissances des efforts extérieurs :

Pext

Théoreme cinématique :

A
Pext - EFr <

Soit

ou X, est la contrainte macroscopique radiale donnée par

Finalement nous avons :

2(B—A)b
RZ—XZ
- 1w 2 2\ A2 R
= amia{ i [ - -2 (1))
— _ _ _ W p2 2
= 2mk(R )i) [(B A>+3(B—A)<R —l—ij—)C)
_ Ll 2 2 2 X 1w
= amn {7 [0d o) -2 (5)] -Gy
X [(R2 x%) —2x%In <>} +VR2 - R2
R+4/R2—p2
R -2+ RIn | = ~f —lln<X>}
P R++vVR2—-R2 Y
)
= —27k(x —p) [B + 35 (X +xp+p2)]
(A7)
=2F,-v3+F -v1(r=R) = =F (A.8)
rm sdd«Q{ / s\H, das
P = [, e@idss + Lo o) (A.9)
= Z(Prm(l) + Prm(l/z) + me(z) + Prm(2/3))
4THAY, < Py (A.10)
F
Y, = iARE (A.11)
% <;P (A.12)
"= 47HA™™ '

La minimisation du second membre par rapport a x et p conduit a la meilleure borne supé-

rieure de X,. Cette borne est représentée par une droite verticale dans le plan (%,, X).

Mécanisme de rupture C
Parametres :

o wy, wy, A, X
Conditions :

e w <0, wy <0,A>00<

xX<H
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A
[v]o-1 = 7er + (wp — w1 )ey

A
[[U]]273 = 76, + woe,

FIGURE A.3 — Mécanisme de rupture C.
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L] Fz - erz (FZ < 0), Fr - FrEr (Fr < 0)

2A(H —
e iir=a)=H = wz—wlz(uzm
2Ax
.g(r:R):O = ZU2:—?
Puissance résistante maximale :
2
a 2
Surface @©/©®, Prm(m) = 2rtka {A + B—A(wQ —wq) ]
1 1 ~
Zone  ®, P, = 4mkA {4%2‘2 - 1%(RZ — )+ VR - R?
~ R R R2 — g2 R
(BRI ()
a4 R++R?—R? a
R? 2
Surface ©@/®, Prm(m) = 2mkR [A + sz]
(A.13)
Puissances des efforts extérieurs :
A
Pext =2F, - 01 + E - 02(1’ = R) = 21:27/()1 +4 Frﬁ (A14)
Théoréme cinématique :
Pow = 2Ewy + EA < P = [ m@iss + [ 7 [o)ds
ext — zW1] rR =~ rm _Ws s S s\, (A15)
= 2(7)”"(1/2) + 737”1(2) + me(m))
Soit
2R2E,wy + 4mHAY, < Py (A.16)

ou X, et ¥, sont les contraintes macroscopiques axiale et radiale donnée par (A.4) et (A.11)
respectivement. Finalement nous avons :

1

¥, < ———
2= 27TR2ZU1

Pour %, fixée, la minimisation du second membre de (A.17) se fait par rapport au seul para-
metre x. Elle conduit & la meilleure borne supérieure de X,. Ainsi pour plusieurs choix de %,
on peut avoir la borne supérieure de X, correspondant. Le résultat donne une droite inclinée
dans 'espace des contraintes (%, X).

Mécanisme de rupture D

Parametres :

° erA/B/X
Conditions :
e w) >0,A<0,B<0,0<x<R

L] Fz - erz (FZ < 0), Fr - Fre1» (Fr < 0)
2BH

o h(r = =0 = w=-
( X) 2 X2
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FIGURE A.4 — Mécanisme de rupture ID.
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2(B—A)b
e g(r=R)=b = wz:ng_xz)
Puissance résistante maximale :
R
e 0 = el e ()]
Surface ©/®, Prm,, = 27k(R-x) [(B —A)+ 73(13 A) (R2+ Ry + x )}
1w 1 w

><[(R2 X% — 2X21n<x>f+\/ﬂ
VR =&+ Rin (RR“RZ_”z)—Hln(X)}
a

aR++VR2—R2
52
Surface ©/®, P, 2 = —27tkx [B—i— B XZ]
(A.18)
Puissances des efforts extérieurs :
A
Pext =2F, - vy + F,-v1(r = R) = 2F,w, + F,— (A.19)

R

Théoreme cinématique :

A
Pext = 2sz2 + Fr* < PVW - / n—s(d)d% + / ﬂs(n, [[v]])ds
R A S (A.20)

- Z(Prm(l) + Prm(l/z) + Prm + Prm (2/3) )

Soit
2R*Y,wy + ATHAS, < Py (A.21)

ou X, et X, sont donnée par (A.4) et (A.11) respectivement. Finalement nous avons :

1

Z_4 HA[

Prm — 2 R* W)Y | (A.22)

Pour X, fixée, la minimisation du second membre se fait par rapport au seul parametre x. Elle
conduit a la meilleure borne supérieure de X,. On construit donc pour plusieurs choix de X,
une droite oblique dans 'espace des contraintes (%, %;).

A.1.5 Mécanisme de rupture E

Parametres :
e wy, w2, A, B,p, 1

Conditions :
e w; <0, wp>0,A>0B>00<p<4q0<I<H
o F, =Fe; (F: <0),F =Fe, (F <0)

2A(1 — H)

cfr=p)=1 = w =0
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e; + (wr — wn e,

[v]2-1 =
B
[v]o—3 = —er T we;

A
[v]1-3 = —er twie;

FIGURE A.5 — Mécanisme de rupture [E.
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e hir=a)=H = wy—w =

¢ g(r=R)=b = w=

Puissance résistante maximale :

Surface ©/®, Prm(l/B)
Zone @, Prm(l)
Surface ©/@, Prm(l/Z)
Zone @, Prm(z)
Surface ©/®, Prm(Z/s)

Puissances des efforts extérieurs :

2B(b — 1)
(R? —p?)

2(B—A)(H-1I)
(a2 = p?)
2rtkp [ A+ L1
Ttk 3AP
Twy o 1= n o
4”kA{4A iB—a @ r)
lwy, —wi 5 ] <a>}
+ 15 +H-)|In( -
[2 B— A ( () p)2
_ Wy — Wy 2
2rtk(a —p) |(B—A) + 3(B—A)(
Tiwy—wr  w 2_ 2
47rkB{4<B_A B)(a o)
_1wr gy oy [HR—ab | 1ws 5
iR “H{R . 2B
+(b—H)
2
27tk(R — p) [B + ;%(R2 +Rp+p2)]

Poxt =2F, -v1 + F, - v3 = 2F,w,

Théoréme cinématique :

7)ext :?-Pzwl < Prm - /Q/ ns(d)dd+/s7ts(nr [[U]])ds

Soit

2nR*T,wy < Py

ou X, est donnée par (A.4). Finalement nous avons :

X

<
= 27‘CR2Z01 Prm

(A.23)

(A.24)

(A.25)

= 2(7)1’111(1/3) + Prm(l) + P}’ﬂ’l(l/z) + P”m(z) + Prm(Z/S))

(A.26)

(A.27)

La minimisation du second membre de (A.27) par rapport a p et I conduit a la meilleure borne

supérieure de X,.

Mécanisme de rupture [F

Parametres :

e wy, wy, A, B,p, 1

Conditions :

e w; >0,w>0,A<0,B>0,0<p<4a0<I<Db
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F,
B f a
E v3 =0
HT ? p oy —er+wlez
| ® e,
Lo B—A
l [0]a-1 = ——er + (w2 —wn)e;
! B
- [v]2-3 = —er +woe;
» A '
! [[U]]l_g,: 7er+w1ez
N E
L N ——h
[ R |
{ 2= £(r) = 5 2P =)+
f(r=R)=0

FIGURE A.6 — Mécanisme de rupture F.
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L] Fz - erz (FZ < 0), Fr - FrEr (Fr < 0)

2Al
.f(r:R)—O = W1——m
oy _2(B-A)(b-1)
e ir=R)=b = wr—w = s
L __2B(H-1)
.g(?’—&l)—H = ZUZ—W
Puissance résistante maximale :
2
Surface ©/®, Prm,, = —27mk(R—p) [A + %(Rz + Rp + p?)
_ 1wy —wr  wy 2 2\ n2 R
Zone @, Prm(l) = 47rkA{4< 5 A A) {(R p°) —2p°In ;
- 2
Surface ©/®, Prm,, = 27k(R—p)|(B—A)+ M(Rz + Ro + 0%)
Zone Q, Prm(z) = 47kB {—i sz :Zl - Z}”;) [(112 - pz) - 2p2 In <Z>]
1wy —
_1sz_2]1 (R2—a?) + (b— H)
HR—ab  lwy—wy 5 R
+[ R—a 2B-AF l} 1“<a> }
2
Surface @/®, Prm,, = 27mk(a—p) [B + %(uz +ap + pz)]

Puissances des efforts extérieurs :
A
Pext = 2F, ‘v3+F -0 = EFr

Théoréeme cinématique :

Poi = 2F < P :/ ns(d)d¢+/ns(n,[[v]])ds
pA S

R
== 2(7);‘}11(1/3) + Pi’m“) + PYM(1/2> + Pl’m(z) + Prm(Z/B))
Soit
47THAZr S Prm

ou X, est donnée par (A.11). Finalement nous avons :

PSS
47THA

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

La minimisation du second membre par rapport a p et I conduit a la meilleure borne supérieure

de X,.

Mécanisme de rupture G

Parametres :
o wy, Wy, A, X

Conditions :
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A
[[vﬂ2,3 = 76, + woe,

FIGURE A.7 — Mécanisme de rupture G.
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e w <0,y <0,A>00<x<H
o F,=Fe, (FL<0),F =Fe, (F <0)

e h(ir=a)=H = w2_w1:2A(I:2—X)
2A
¢ gr=R)=0 = w=-7£
Puissance résistante maximale :
( a2 )
Surface @®/®, Prm(l/z) = 2mka |A+ ﬂ(wz —wy)
1 1
Zone ®, P, = 4mkA {4012“;‘1 - 1%(132 —a*)+ (b—H)
HR —ab _ In B
R — X a
RZ
Surface ©@/®, Prm(m) = 2mkR [A + ?)Aw%]

Puissances des efforts extérieurs :
A
Pext = 2F, -v1 + F. - va(r = R) = 2Fw; + Frﬁ

Théoreme cinématique :

P@xt:2F2w1+Pr% S Prm :/ ns(d)d;zf—i—/ns(n,[[v]])dS
s S

— 2(7%,,1(]/2) + Primgy, + Prm(m))

Soit
2mR2 Y, wy + 4mTHAY, < Py

ou X, et X, sont donnée par (A.4) et (A.11) respectivement. Finalement nous avons :

Y, < !

z = 277:sz1 [Prm - 47THAZ;‘]

(A.33)

(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

Pour %, fixée, la minimisation du second membre par rapport a x conduit a la meilleure borne

supérieure de X,.

Mécanisme de rupture H

Parametres :
® Wy, A/ B/ X

Conditions :
e w, >0,A<0,B<0,0<xy<R

o F, =Fe, (FL<0),F =Fe, (F <0)
2BH

h(r=x)=0 = wy=——
( X) 2 %)

2(B— A)b

e g(r=R)=b = wy= R2 — 32
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FIGURE A.8 — Mécanisme de rupture H.
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Puissance résistante maximale :

Zone ®©, P @

Surface @©/®@, P, @2
@,

Zone

PT’WI(Z)

Surface ©/®, P, @/3)

47TkA{ (szA) {(RQ—XZ)—ZXZIH <§>]}
27tk(R — ) [(B—A) +3(;}2A)(R2+Rx+x )}
X [(RZ—XZ)—2X21n (i)fﬂb—H)

HR —ab
R—a

(Bt (5) - mm(2) )

w52
—27kx [B + —7(

0 3B
(A.38)
Puissances des efforts extérieurs :
A
Pext =2F, - vy + F, - v1(r = R) = 2F,w;, + Frﬁ (A.39)
Théoréme cinématique :
A
Pext =2Fwy +F— < Py = / ns(d)d%‘{— / 7Ts(n, [[v]])ds
R A, S (A.40)
- Z(Prm(l) + Prm(l/z) + Prm + 7)rm (2/3) )
Soit
2mR2Y,wy + 4THAY, < Prp (A.41)
ou X, et X, sont donnée par (A.4) et (A.11) respectivement. Finalement nous avons :
1
L < oA [P — 2 R*w, X | (A.42)

Pour X, fixée, la minimisation du second membre par rapport a x conduit a la meilleure borne

supérieure de %,.
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A.2 EXPRESSIONS DES DERIVEES PARTIELLES DU POTENTIEL PLASTIQUE

Le potentiel plastique est donné par

]2

$(p o 1o 7(@), ) w()cosh (220) 1 anpr st

X []3 +pl+ %pﬁz <2a1(f*) cosh (W) 1 al(f*)zﬂ
(A.43)

avec

f for f < f.

*(£) — ) , A.
f(f) fr ; Jff(f £) forf>f (A.44)

et a1, ap et s sont définis a la section 4.4.4.

9 = 3a}a2 sinh <3a2p> + 5= [3]3 +6pJ> — 2pa*(1 + a3) + 4po?a; cosh <32(27p>

ap 4 2 30*
+3p amyrsmh( Z(Tp)} (A.45)
ag 3 / S / / !/
Ssr = aalit 5aP|Zhl ] (A.46)
d 3 S
T (A47)
d 15
aTi - #F (A.48)
0g 6h 3h 3ayp
= = —7]2 - _zpaluz sinh <2(_7)
s h 1,
+gp —4f ]3+P]2+fp(7 2a; cosh —1—a3
+= hpO’ <2a1 cosh < 2(27P> -1- a%) — hp?ayay sinh <2(‘7 )} (A.49)
aig _ day Of* 3axp _ daz of* p 3a
of - of* of (2 cosh (2(_7 2aq +38f* of alsmh S5

)
+aa]iaafjc*(_74(]3+p]z+3po <2a1cosh<3 )—1— >>
it 137 (o (57) o) #555  pmonn (57) J o

avec h =dao/déP.
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92 944 a2 3 3
ap% — ;(1;2 Cosh< ;;p> = [12]2 —40%(1 + a?) + (80%a; + 9p°a1a3) Cosh< ;;19)
+24pFaia; sinh (32(27’7)] (A.51)
g _ g ;g 08 s : T
oz oxy, okt Hignar t g [Ein + Edin] + Zily e (h52)
82
5 - ) s
ij
0%g
9)20%;;
0°g s
oz0p ot (A.55)
0%
=0 (A.56)
9J30%;;
0%¢ h 3axp 3axp
derap ~ %5 [18&110120 smh< G ) + 27a1a3p5? cosh( o5 ﬂ
h 2 2 2~ : 3axp
~ 5" 24]3 +48pJ, — 8pi-(1 + aj) + 30p~Fayaz sinh 5
+(16p&2ay + 9p°ara3) cosh (32(27;7)] (A.57)
02 6h 4h
aéiﬂang.. - 032;] gSP[ZQkZ;chFPZ;j} (A.58)
ij
0%¢ 1 of* [ 0ay 5 . 3a,
s = aiar S snh ()
L 912 3azp 2p
af* (180 smh( G ) + 27a,pd* cosh (2
+95 (6)5+12p)> — 4p02(1 + @) + 8poa 312P\ | 60251y sinh | O72F
of* 3 P2 po 1 po~ay cosh 25 p-oaiazs o
8 o (37) v (7))
0ay 2p
2
+9p°aq 3f* <20 h( e > + paz cosh< ))] (A.59)
0%¢ 1 ds of* T,
—° X Tk + pE (A.60)
df %, Ftof* af { ] }
0%g 4h
R = —_—55;9 (A.61)
?g 1 0s af*

ofofs  Tiaf of (4.62)
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Dans les expressions précédentes, les dérivés de a; et ap par rapport a f* sont

et (5) G -F )

af*  f*\fp fo f*\Jfp

gai = —WXexp (—Xf*) pour la définition 1

T e
—c =_ our la définition 2

af* f* p

le dérivé de s par rapport a f* est

-1
s _ 6 oZp” 14 V3 gy — 9aya3 (Ey™)*  27ay (1+ a1 +a7) a3 (E))*
of* (Zjm)% of 3z 8 — 8a; 128 (1 —ap)°
3 | VB L g — Ima3(Zp*)  27ay (14 +ad) aj(Zp)* \ ozpe
(szx)z 3(22}1:135)2 8 — 8a; 128 (1 o a1)3 af*
N V3 o4 %911%(22“”‘)2 B %185[1@(2?”)2 _oxy 18ay a3
3thax af* af* 8 — 8611 af* 8 — 8611 af* 8§—8 ai
9m 72ma3(E)™)? 94y 27 (1+ a1 + a3) ag (T )4 94127 (a1 + 2a%) a3 (Xyax)t
of* (8—8m)*  Of* 128(1—ap)° of*  128(1—ay)°
0 27a1 (1+ a1 +a3) a3(Z™)*  Day 8lay (14 a1 +af) a3 (Zp)*
of* 32(1—ap)° of* 128 (1 —ay)*
-2
- V3 1 9aq a3 (Xjx)? 27 (14 ay + a3) a5(Zrox)4 (A65)
3z 8 — 8ay 128 (1 —a1)’ '
dans lequel
L1t a3
oXy™ 8o 202 day XJMx (A66)
oft 39f" [ 1. 1+ a? ofr @ |
2—L 42— 14
aq a1
Finalement, le dérivé de f* par rapport a f est donné par
af* 1 for f < f.

i f. for f > f,

A.3 DERIVEES PARTIELLES CORRESPONDANT A L’ALGORITHME D'INTEGRATION

Les expressions de la direction de 1’écoulement plastique ainsi que les modules plastiques
correspondant aux variables internes Hy = & et H, = f s’écrivent :

9% _ _log, 08 208, .
M ony T 3epi T o 39,20 (A.68)
_ 1 98 ) 08
m o= T <pap+szaz;j> (A.69)

- —(1— 87g @ , 98
hy, = —(1-f) P+Ah1{+k“’f\/@2”82§j} (A.70)
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Dérivés de la direction de I'écoulement plastique 7;; par rapport a %, €/ et f :

orij 1 02 0? 2 P 20g 9]
L = g § £ 98 298 92 .
az"”” a 3 az‘m"ap5 * azmnazgj 3 azmnak ]2 " 3 a]S aZmn K (A'71)
ar;j 1 92 92 2 2
i 2 98 5. § 2 9¢ .o
oer 3 aépap‘s” * 0EPOL],  30er0)3 J29i (A.72)
orjj 1 92 92 2 32
i g 8 g
of — 3afp’i T ofox); 30fdJs Jadi (A.73)
avec,
d%g 91103 3ax(f)p\ _op s A
mdp 252 Oh ( 206 ) T ? [%zmn +l2pas
+a;p (12]2 + 457 <2a1 cosh ( > — a%)
+24p0aia; sinh ( (f )p ) +9p?aya3 cosh (ﬂ))] (A.74)
g 3903 s [ ap (o
OTydZ), 20Ty O [az (zieziy +2p%)
, 0% o), —_ e R
+p az +p az k] + lkazmn ( 75)
0%¢ s dp
0Znd)s T 0% (A.76)
dans lesquels,
A o
o Zinn (A.77)
Az o 2
0 ki g]Zémn (A.78)
az‘;j 1
E)a. OimOjn = 30ij0mn (A.79)
Dérivés du module d’écrouissage plastique /1; par rapport a Zij, életf:
oy 1o ohy 20l
T Bop™ T am T30 = J26mn (A.80)
b (9 o 02 1 Py o g
oer (1— f)o? (pap +sz32/ + 1-flo Paepap +sza PaZ’ (A.81)
onhn 1 [ odg g g
of - (1—f)%c (Pap +Zl]azl ) ( l]afaZ/ (A.82)

avec,

ol 1 ag | ¥

ap  (1—f)g \ap ap ”8;782’)

o _ 1 ( 0%g oy iy 0’8 ) (A.84)

(A.83)

O 1—fo \Paxy ap T om f”az’ 95,05
oy 1

0%¢
s 1-f)o 3]38p> (A.85)
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Dérivés du module d’écrouissage plastique /1, par rapport a ¥;;, €’ et f :
ohy 10hy ohy  20hy
O “aop ot ax, 3o 0 (4.8
ohy 0%¢g 0A ohy w(Z ) 0%¢
v U= aarop T aar M T A% “’f\ﬁ 9oz, (A.87)
ohy ag 0% oy w(X), [ 9%¢ 0%¢
of op —(1 f)afa +Aaf +ke 3, Zjj 9erox, +fafaz (A.88)
avec,
8h2 82 8h1 CU(Z) 82g
52 = -5 +AS {+kwf ol (A89)
ap Ip V32 opax;
w(X)
ohy g 5% <, 0
oz, ~ W Pag et AaZ' {“‘“’f )
w(X) Jg , g
+kwf \/BT <51m5]n az, + Zl]m (A90)
oh 82g oy “’(E) ag
ou A est introduite dans la section 4.3.2 et
aw(Z) \/*
3] 3 93 >
az;ﬂ; S Tyl [108 J5]2 55 + (4]3 — 189]3) 55 (A.92)
w(X)
3p 9\/5]3
= - - (A.93)
s 2vTh
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coefficients de nucléation des vides,

cellule de base représentative d’un milieu granulaire,
parametres introduits par McElwain et al. (2006a;b)
tenseur de rigidité élastique,

module tangent consistant,

densité relative,

tenseur des taux de déformation microscopiques,
facteur accélérateur de la croissance des cavités,
tenseur identité de Kronecker,

base cylindrique orthonormée directe,

déformation équivalente totale dans la matrice,
déformation plastique équivalente dans la matrice,
déformation plastique moyenne en début d’amorgage,
module de Young,

tenseur des déformations macroscopiques,

déformation plastique équivalente macroscopique au sens de von Mises,

déformations axisymétriques macroscopiques,
partie élastique du tenseur E,

partie plastique du tenseur E,

tenseur des taux de déformation macroscopique (autre notation D),

déviateur du tenseur E,

partie élastique du tenseur E,

partie plastique du tenseur E,

taux de déformation moyenne du tenseur EP (Eh = E,fk/ 3),
déviateur du tenseur E?,

fraction volumique de vides (porosité),

fraction volumique efficace de vides (fonction de f),
fraction volumique de vides nucléés au niveau des inclusions,
fraction volumique initiale de vides,

porosité critique initiant la phase de coalescence,

seuil de percolation de la structure,
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fraction volumique de vides en fin de coalescence,
valeur ultime de f; correspondante a la rupture finale,
potentiel plastique,

module de cisaillement,

modele de Gurson-Tvergaard-Needleman,

module d’écrouissage de la matrice,

désigne la variable interne &?,

désigne la variable interne f,

vecteur contenant les variables internes,

module d’écrouissage plastique correspondant a Hj,
module d’écrouissage plastique correspondant a Hy,
vecteur contenant les modules d’écrouissage plastiques,
deuxiéme invariant du tenseur X/,

troisiéme invariant du tenseur X/,

module de dilatation,

limite de résistance en cission simple (= 0,/ \@),
parameétre introduit par Nahshon et Hutchinson (2008),
multiplicateur de plasticité,

normale extérieure,

exposant d’écrouissage,

coefficient de Poisson,

domaine macroscopique (structure),

frontiere de la cellule <7,

fonction de charge,

pression moyenne macroscopique (p = —X,),
fonction d’appui microscopique,

fonction d’appui macroscopique,

puissance des efforts extérieurs,

puissance résistance maximale,

parameétres introduits par Tvergaard (1981),
coordonnées cylindriques,

écart type de la distribution initiale des inclusions,
tenseur des contraintes microscopiques de Cauchy,
déviateur du tenseur o,

limite d’écoulement de la matrice,

contrainte équivalente d’écoulement de la matrice,
contrainte moyenne d’amorcage de la striction interne localisée,
tenseur des contraintes macroscopiques de Cauchy,
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déviateur du tenseur X,
contraintes axisymétriques macroscopiques,

mesure de la contrainte déviatorique (= 2, — %),

contrainte équivalente macroscopique au sens de von Mises,
contrainte hydrostatique (moyenne) macroscopique (X, = Xk /3),

troisiéme invariant du tenseur X,

contraintes principales du tenseur X,
contraintes principales du tenseur X’,

taux de triaxialité des contraintes (T = X,/ Z¢;),
opérateur trace,

vecteur des vitesses de déplacements,

produit tensoriel, soit (A ® B);j = Aj; By,
produit scalaire, soit u - v = u; v,

produit doublement contracté, soit A: B = A;; Bj;,
produit vectoriel,

volume de o,

norme de o,

moyenne de e sur le volume V (= ﬁ [, ®dV),

saut de discontinuité du champ e a travers la surface S,
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Titre Approches micromécaniques de la compaction de poudres et de la rupture ductile des

matériaux incluant le 3¢ invariant des contraintes

Résumé Ce travail de these englobe deux thématiques de recherche que sont, d"une part la
modélisation micromécanique de la compaction de poudre consistant a construire des criteres
de rupture macroscopiques basés sur ’homogénéisation en calcul a la rupture et, d’autre part,
I'approche locale de la rupture ductile des matériaux avec prise en compte des effets du troi-
siéme invariant des contraintes ainsi que les simulations numériques s’y rapportant.

Dans la premiere partie du mémoire, la méthode cinématique du calcul a la rupture est uti-
lisée pour la construction de bornes supérieures des criteres de rupture macroscopiques d'un
matériau granulaire et ce, pour des densités relatives variant entre 0,7 et 0,95. Pour ce faire,
le milieu granulaire est assimilé a un milieu constitué d’un assemblage périodique de cellules
cylindriques a base hexagonale. En premier lieu, une cellule de base primitive consistant en un
cylindre circulaire dans lequel un grain est circonscrit et dont la hauteur est égale au diametre
de ce dernier est employée dans des analyses aux éléments finis qui renseignent en particulier
sur les modes de déformation du grain solide. En deuxieme lieu, huit mécanismes de rupture
pertinents de cellules de base aux géométries appropriées permettent d’obtenir des estima-
tions par l'extérieur des surfaces de charge macroscopiques. Les calculs sont menés aussi bien
pour la compression isostatique que pour la compression en matrice. Les résultats ainsi obte-
nus sont confrontés a ceux fournis par des calculs aux éléments finis effectués directement sur
la cellule de base primitive.

Dans la seconde partie du mémoire, un modele de comportement élastoplastique pour ma-
tériaux poreux basé sur le critere de McElwain et al. (2006) est implantée avec succes dans le
code Abaqus. Ce modele a la particularité de prendre en compte directement dans le poten-
tiel plastique le troisieme invariant des contraintes. La striction d’une barre cylindrique lisse,
la traction d'une éprouvette entaillée et le cisaillement en déformation plane ont été simulés
numériquement en utilisant le modele de McElwain et al. (2006) et les résultats obtenus sont
confrontés a ceux dérivés du modele de Gurson-Tvergaard-Needleman (GTN). La différence
des réponses auxquelles conduisent les deux modeles de comportement est plus importante
durant la phase d’adoucissement du matériau finissant par sa rupture totale.

Mots-clés Compaction. Calcul a la rupture. Densité. Dynamique. Eléments finis. Endomma-
gement. Homogénéisation. Implantation numérique. Micromécanique. Microstructure. Mise
en forme. Modélisation. Poudre. Porosité. Résistance. Rupture. Simulation numérique.
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