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Présentée à L’U.F.R. Sciences Exactes et Naturelles

Pour l’obtention du titre de
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Introduction

Vers la fin du XIXème siècle, les physiciens pensaient que la physique était presque

achevée. Ils disposaient alors de théories robustes comme celles de la mécanique de

Newton et des ondes de Maxwell. Chacune de ces théories semblait avoir son champ

d’application pour expliquer les phénomènes physiques observés. Seuls quelques ”pe-

tits” problèmes, tels que le rayonnement du corps noir ou l’effet photoélectrique

résistaient encore à ces descriptions. C’est justement ces problèmes qui vont amener

Max Planck dans un premier temps, puis Albert Einstein, à introduire une nou-

velle physique, que l’on connait aujourd’hui sous le nom de Mécanique Quantique.

Cette nouvelle physique va complètement bouleverser les certitudes de l’époque et

reléguer des théories que l’on considérait comme fondamentales au rang de simples

approximations. La mécanique quantique a changé radicalement la vision que l’on

avait du monde microscopique. Le dualisme onde corpuscule sous-jacent dans la

théorie quantique et l’abandon du concept de trajectoires physiques suivies par les

différentes particules, ont complètement jeté le trouble sur les processus mis en

jeu dans le monde microscopique. D’illustres physiciens, notamment Einstein, n’ont

jamais réussi à adhérer complètement à cette nouvelle physique. La mécanique quan-

tique a été certainement la première théorie physique à poser de sérieux problèmes

sur le plan philosophique.

Cependant, la mécanique quantique n’est pas complètement déconnectée de la

physique dite classique. Elle en est en quelque sorte la fille et la mère. La fille, car elle

a été construite en reformulant des concepts appartenant à la physique classique et la

mère, parce ce que d’un point de vue théorique elle est beaucoup plus générale. L’ap-

plication de son formalisme peut ressembler à un assemblage de règles qui, parfois,

trouvent des justifications à posteriori. Ces règles ont remplacé l’intuition physique
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Introduction

que l’on pouvait avoir avec la mécanique classique. Cependant, les résultats de la

théorie quantique n’ont jamais été mis en défauts et on est forcé de constater que

ces règles fonctionnent, même si nous ne comprenons pas les mécanismes physiques

qui peuvent se cacher derrière ces règles mathématiques.

Pour se repérer dans le monde quantique, les physiciens ont, dès les débuts de

cette nouvelle physique, voulu construire des ponts entre elle et la physique classique

si proche de notre perception. Le premier fut certainement Heisenberg, avec son

principe de correspondance. Celui-ci dit, de façon assez vague, que pour des systèmes

physiques dans lesquels l’action mise en jeu est grande devant la constante de Planck

h, les résultats de la mécanique quantique doivent tendre vers ceux de la mécanique

classique. Gutzwiller, dans une série d’articles [1, 2, 3, 4], est allé plus loin et a

mis en relation le spectre d’un hamiltonien quantique avec des orbites périodiques

classiques. Il a obtenu, en utilisant la formulation de Dirac-Feynman de la mécanique

quantique, une formule connue aujourd’hui sous le nom de formule de trace de

Gutzwiller. D’autres sont arrivés à des conclusions similaires. Berry et Tabor [5] ont

eux aussi écrit une formule de trace en se basant sur les conditions de quantification

de Einstein-Brillouin-Keller (EBK). Enfin, Ozorio de Almeida [6], a mis en relation

les formules de trace de Gutzwiller et Berry-Tabor.

Dans ce travail, nous étudierons des molécules triatomiques. Les molécules sont

des objets typiquement quantiques. Pour les étudier, on doit faire appel à la mécanique

quantique. Les informations que l’on peut tirer de la théorie pour ces objets sont :

des niveaux d’énergie, des sections efficaces ou encore des probabilités de transition.

Pour construire le modèle quantique, on doit en général, construire un hamilto-

nien classique puis le quantifier. Une fois cet hamiltonien déterminé, on applique

les règles de la mécanique quantique pour obtenir les informations recherchées. En

théorie, le calcul quantique ne pose pas de problèmes si on connait l’hamiltonien et

l’équation à laquelle il doit satisfaire (i. e. l’équation de Schrödinger). Cependant,

dans la pratique, la mécanique quantique se formalise dans les espaces de Hilbert,

de dimension infinie. Pour ce qui concerne les états stationnaires, le ”calcul” pro-

prement dit se résume le plus souvent à construire une matrice représentative d’une

certaine grandeur physique dans l’espace de Hilbert considéré. Les valeurs propres
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de cette matrice donnent alors les valeurs possibles pour la grandeur physique et les

vecteurs propres donnent une information spatiale sur l’état du système (probabilité

de présence). La construction de cette matrice est complètement conditionnée par

le choix de l’hamiltonien avant la quantification, notamment par le choix de coor-

données pour cet hamiltonien, et par le choix d’une base de l’espace de Hilbert dans

lequel on travaille. En pratique, on est toujours amené à tronquer la dimension de

la matrice représentative de la grandeur physique. Cette limitation technique (hu-

maine), nous empêche d’accéder aux résultats exacts, à part dans quelques situations

exceptionnelles de modèles exactement solubles (i. e. l’oscillateur harmonique), et

tout l’art du physicien réside dans la manière de rendre l’erreur commise aussi petite

que possible.

Même si la mécanique quantique nous interdit de parler de trajectoire pour une

particule, les états quantiques caractérisés par leurs fonctions d’onde font apparaitre

clairement des similitudes avec des trajectoires classiques. Dans le cas de systèmes

bornés (enfermés dans un potentiel), les fonctions d’onde révèlent des structures lo-

calisées dans l’espace, alors que pour un système libre ces fonctions d’onde s’étalent

dans tout l’espace. Le mouvement borné appelle à la notion de périodicité comme l’a

montré Henri Poincaré [7] (théorème du retour de Poincaré) et ce n’est, en fait, pas

si étonnant que la formule de trace de Gutzwiller fasse apparaitre une relation entre

le spectre quantique et les orbites périodiques classiques. Ceci a été confirmé par la

théorie des cicatrices quantiques de Heller [8]. Cette théorie montre que pour des

petites molécules polyatomiques, certaines séries ”pures” (overtones) d’états quan-

tiques présentent une densité de probabilité des fonctions d’ondes qui s’accumule le

long des orbites périodiques de plus basses périodes. Ces résultats nous offrent alors

des indices précieux sur la manière dont on doit construire notre base de l’espace de

Hilbert pour minimiser l’erreur commise lors d’un calcul quantique.

Le modèle quantique (base de l’espace de Hilbert, coordonnées de l’hamiltonien)

est déjà construit sur les bases de la physique classique. Par exemple, en physique

moléculaire, la description des niveaux d’énergie vibrationnels passe, au préalable,

par une analyse classique des modes normaux. Cette description est valable dans un

potentiel présentant un minimum et au voisinage de celui-ci. Lorsque l’on s’éloigne
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de ce minimum, la dynamique classique peut changer et les modes normaux peuvent

se révéler inadaptés pour décrire la dynamique. Cependant, la mécanique quantique

continue à s’appuyer sur les mouvements périodiques. Une des pistes pour com-

prendre les résultats de la mécanique quantique et faire en sorte que les résultats

soient les meilleurs possibles, est de repérer les mouvements périodiques sur les-

quels la mécanique quantique s’appuie et en tirer parti pour construire de nouveaux

modèles théoriques.

Ce travail s’inscrit dans cette démarche. Le but est de comprendre qualita-

tivement comment la dynamique classique et notamment les orbites périodiques

s’organisent pour les mouvements nucléaires dans des systèmes moléculaires triato-

miques. Cette démarche s’appuie sur un grand nombre de résultats et méthodes

déjà développés dans ce domaine. Les questions auxquelles la recherche tente de

répondre sont : quel est le reflet quantique des changements de la dynamique clas-

sique ? Quelles sont les empreintes spectroscopiques de ces changements ? Nous nous

intéresserons, dans ce travail, aux mouvements vibrationnels de molécules triato-

miques. Pour comprendre la dynamique classique, nous ferons appel à la théorie

des bifurcations. Nous regarderons comment les orbites périodiques s’organisent et

comment cette organisation évolue lorsque l’on fait varier certains paramètres du

système. Nous regarderons l’influence de deux paramètres qui sont l’énergie et les

masses des constituants du système.

Pour mener à bien ce genre d’étude on peut utiliser au moins deux stratégies. La

première est depuis longtemps utilisée par les spectroscopistes et consiste à étudier

la dynamique classique avec un hamiltonien effectif. Cet hamiltonien prend souvent

une forme polynomiale et est construit pour reproduire les résultats expérimentaux.

La seconde stratégie peut être qualifiée de globale. Elle utilise un hamiltonien qui

fait intervenir une fonction potentielle issue de calculs de structure électronique

moléculaire qui font appel à des méthodes de chimie quantique dites ab initio.

Ce rapport s’organise de la façon suivante :

1. Dans une première partie, nous ferons quelques rappels. Ces rappels porteront

sur des résultats de mécanique classique et de théorie des systèmes dynamiques.

Quelques notions de théorie des bifurcations seront abordées ainsi qu’un rapide
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survol du traitement classique du problème des vibrations moléculaires.

2. Une deuxième partie sera consacrée à l’étude de la dynamique classique d’ha-

miltoniens effectifs. Les cas d’hamiltoniens effectifs présentant une résonance

de Darling-Dennison et deux résonances 2:1:2 seront discutés.

3. Enfin une troisième partie, portera sur la dynamique d’hamiltoniens dans l’es-

pace des phases vibrationnel ”global” à six dimensions. Ces hamiltoniens sont

composés d’une énergie cinétique et d’une énergie potentielle représentée par

une surface d’énergie potentielle issue de calculs de chimie quantique dits ab

initio. On fera une étude de molécules appartenant au groupe de symétrie C2v

et une étude des effets de substitutions isotopiques brisant cette symétrie C2v.
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Chapitre 1

Rappels de mécanique analytique

Dans ce chapitre, quelques éléments de mécanique analytique seront rappelés. Ils

permettront d’introduire le contexte dans lequel s’inscrit le travail qui est celui de

l’étude de systèmes hamiltoniens. C’est pourquoi ce rapide survol sera très orienté

sur le formalisme hamiltonien et ses propriétés. L’organisation de ce chapitre se

fera de la manière suivante : après une brève revue du formalisme lagrangien, je

rappellerai comment la formulation hamiltonienne est introduite. Les notions de

crochet de Poisson et de transformations canoniques sont ensuite discutées. Enfin un

paragraphe sur les systèmes intégrables permettra d’introduire les variables d’action

et d’angle qui seront utilisées pour l’étude des hamiltoniens effectifs en résonance

1 : 1.

1.1 Mécanique lagrangienne

La mécanique newtonienne se base sur plusieurs postulats dont le principe de

la dynamique tel décrit par Newton ~F = m~̈r. La formulation lagrangienne de la

mécanique est construite sur l’observation qu’il existe derrière ces lois fondamen-

tales un principe variationnel qui permet de retrouver ces lois empiriques. Pour ob-

tenir une telle formulation, on doit choisir au préalable un système de coordonnées

dit généralisé qi, i = 1, . . . , n. Ces coordonnées correspondent aux n degrés de li-

berté du système que l’on souhaite décrire et s’obtiennent par des considérations

sur les contraintes auxquelles le système est soumis. Ce choix de coordonnées définit

9



Chapitre 1 : Rappels de mécanique analytique

un espace de configuration Q dans lequel la configuration du système va évoluer.

On introduit ensuite le lagrangien du système L (qi, q̇i, t). Dans notre contexte,

le lagrangien est la différence entre l’énergie cinétique et potentielle du système :

L (qi, q̇i, t) = T (q̇i, t) − V (qi, t), pour une énergie cinétique ne dépendant que des

impulsions et du temps et une énergie potentielle ne dépendant que des positions et

du temps.

Pour dériver les équations d’Euler-Lagrange du principe de la dynamique de

Newton, on introduit les moments pi conjugués aux positions qi :

pi =
∂L

∂q̇i
. (1.1)

Dans le cas d’un lagrangien L = T (q̇i, t)− V (qi, t), l’équation de Newton devient :

ṗi = −∂V
∂qi

=
∂L

∂qi
. (1.2)

En injectant (1.1) dans (1.2) on obtient :

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
− ∂L

∂qi
= 0, i = 1, . . . , n. (1.3)

Ce système de n équations différentielles du deuxième ordre forme les équations

d’Euler-Lagrange.

Comme cela a été mentionné précédemment, ces équations dérivent d’un principe

variationnel. Ce principe dit que le mouvement d’un système d’un point (q1, t1) à un

point (q2, t2) de l’espace de configuration se fait de sorte qu’une certaine quantité,

appelée action, soit extrémale sur la trajectoire suivie par le système. L’action du

système le long d’une trajectoire q0 (t) = (q01 (t) , . . . , q0n (t)) se définit comme étant :

S (q1, t1; q2, t2) =

∫ t2

t1

L (q0, q̇0, t) dt. (1.4)

Cette action est une application qui à une trajectoire de l’espace de configation fait

correspondre un nombre. On l’appelle aussi une fonctionnelle. En demandant que

cette action soit extrémale, on demande que la variation première de celle-ci soit

nulle :

δS = δ

∫ t2

t1

L (qi, q̇i, t) dt = 0. (1.5)

Dans un grand nombre de cas, la physique retient les solutions pour lesquelles l’ac-

tion est minimum, c’est pourquoi ce principe est aussi appelé le principe de moindre
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1.2 Mécanique hamiltonienne

action d’Hamilton. En appliquant le calcul des variations, ce principe conduit direc-

tement aux équations d’Euler-Lagrange.

Les systèmes que l’on aura à considérer dans ce travail conservent leur énergie.

La conservation de l’énergie se traduit notamment sur le lagrangien par une non

dépendance explicite par rapport au temps. Comme conséquence, la quantité :

E =
n∑
i=1

q̇i
∂L

∂q̇i
− L (1.6)

est conservée le long de la trajectoire. On peut montrer que sa dérivée par rapport

au temps s’écrit :
dE

dt
= −∂L

∂t
= 0. (1.7)

Une autre conséquence de la conservation de l’énergie est que l’intégrale d’action

ne dépend pas du temps de départ t1 ni du temps d’arrivée t2 mais seulement de

l’intervalle t2 − t1.

1.2 Mécanique hamiltonienne

L’approche de Hamilton de la mécanique fournit un cadre théorique qui per-

met une interprétation géométrique de la mécanique. La mécanique quantique se

formalise dans ce cadre avec l’exception notable de la formulation lagrangienne de

Dirac-Feynman. Pour passer au formalisme hamiltonien on fait le changement de

variables (qi, q̇i) 7−→ (qi, pi) . En opérant une transformation de Legendre sur le

lagrangien on introduit l’hamiltonien :

H(qi, pi, t) =
n∑
j=1

pj q̇j − L(qi, q̇i, t). (1.8)

Les coordonnées (qi, pi) forment ce que l’on appelle l’espace des phases dans lequel

une trajectoire (qi (t) , pi (t)) évolue. L’expression de l’hamiltonien n’est autre que

celle de l’énergie de l’équation (1.6), en utilisant la définition des moments conjugués

(1.1). On peut remarquer en calculant les dérivées partielles de l’hamiltonien que :

∂H

∂pi
= q̇i +

n∑
j=1

(
pj
∂q̇j
∂pi
− ∂L

∂q̇j

∂q̇j
∂pi

)
= q̇i (1.9)
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Chapitre 1 : Rappels de mécanique analytique

et :
∂H

∂qi
=

n∑
j=1

pj
∂q̇j
∂qi
− ∂L

∂qi
−

n∑
j=1

∂L

∂q̇j

q̇j
∂qi

= −∂L
∂qi

. (1.10)

En utilisant les équations d’Euler-Lagrange et la définition des moments conjugués,

on voit que l’équation précédente est équivalente à :

∂H

∂qi
= −dpi

dt
. (1.11)

Les équations d’Euler-Lagrange sont donc équivalentes aux équations d’Hamilton :

q̇i =
∂H

∂pi

ṗi = −∂H
∂qi

.

(1.12)

Ces équations forment un système de 2n équations différentielles du premier ordre.

On peut aussi retrouver ces équations en inversant la relation (1.8) et exprimer

le lagrangien en fonction de l’hamiltonien puis on applique le principe de moindre

action. Il faut noter que l’hamiltonien n’est défini qu’à une fonction dérivée totale

par rapport au temps près. Cette propriété est notamment utilisée pour construire

des fonctions génératrices de transformations canoniques.

1.2.1 Structure symplectique

Comme il a été dit au début de ce paragraphe, la formulation hamiltonienne de

la mécanique permet une interprétation géométrique. Le cadre géométrique pour

décrire la mécanique hamiltonienne est celui de la géométrie symplectique. On peut

montrer que l’espace des phases est muni d’une structure symplectique dont les

équations d’Hamilton dérivent. Avant de décrire cette structure symplectique on va

utiliser des notations plus appropriées pour l’étude des systèmes dynamiques.

On va adopter ici une notation plus compacte pour les variables de l’espace des

phases : x ≡ (q, p). Grâce à cette notation on peut réécrire les équations d’Hamilton

sous une forme qui est utilisée en théorie des systèmes dynamiques :

ẋ = JDH (x) (1.13)

où la matrice J s’écrit :

J =

 On 1n

−1n On

 , (1.14)
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1.2 Mécanique hamiltonienne

avec On et 1n les matrices n× n nulle et identité respectivement. La matrice J est

souvent appelée la matrice symplectique.

La structure symplectique de l’espace des phases se manifeste par l’existence

d’une forme symplectique. Celle-ci est une forme bilinéaire anti-symétrique et non

dégénérée. La non dégénérescence de cette forme veut dire que sa matrice représentative

est non singulière. Pour l’espace des phases R2n, la forme symplectique est donnée

par :

Ω (u, v) ≡ 〈u,Jv〉, u, v ∈ R2n, (1.15)

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire dans R2n. Cette forme symplectique particulière est

appelée la forme symplectique canonique.

Les équations d’Hamilton dérivent de la forme symplectique Ω de la façon sui-

vante. On considère l’équation :

Ω (XH(x), v) = 〈DH(x), v〉, x ∈ U ⊂ R2n, v ∈ R2n, (1.16)

où XH(x) ≡
(
∂H

∂p
,−∂H

∂q

)
est le champ de vecteur associé à l’hamiltonien H et

DH(x) ≡
(
∂H

∂q
,
∂H

∂p

)
. En remplaçant le champ de vecteur par (q̇, ṗ) on obtient :

Ω ((q̇, ṗ) , v) = 〈(q̇, ṗ) ,Jv〉 = 〈
(
∂H

∂q
,
∂H

∂p

)
, v〉. (1.17)

En utilisant la propriété JT = −J de la transposée de la matrice J, l’équation

précédente se réduit à :

〈(−ṗ, q̇) , v〉 = 〈
(
∂H

∂q
,
∂H

∂p

)
, v〉. (1.18)

Pour un v fixé on a :

〈(−ṗ, q̇)−
(
∂H

∂q
,
∂H

∂p

)
, v〉 = 0, (1.19)

qui doit être vrai pour tout v. La non-dégénérescence de Ω implique que :

(−ṗ, q̇)−
(
∂H

∂q
,
∂H

∂p

)
= 0, (1.20)

qui mène directement aux équations d’Hamilton.
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Chapitre 1 : Rappels de mécanique analytique

1.2.2 Crochet de Poisson

Le crochet de Poisson de deux fonctions F,G : U ⊂ R2n → R est défini comme

étant :

{F,G} =
n∑
i=1

(
∂F

∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂G

∂qi

)
. (1.21)

Cette expression peut s’écrire à l’aide de la forme symplectique Ω :

{F,G} ≡ Ω (XF , XG) ≡ 〈XF ,JXG〉. (1.22)

On peut montrer que la dérivée par rapport au temps d’une fonctionnelle F (q, p)

peut s’écrire à l’aide du crochet de Poisson :

Ḟ (q(t), p(t)) =
n∑
i=1

∂F

∂qi
q̇i +

∂F

∂pi
ṗi, (1.23)

qui n’est autre que le crochet de Poisson {F,H} en remplaçant q̇i et ṗi par les

dérivées partielles de H. En calculant le crochet de Poisson entre l’hamiltonien et

les variables q et p, on retrouve les équations d’Hamilton :

q̇i = {qi, H}

ṗi = {pi, H}.
(1.24)

Une des propriétés du crochet de Poisson est que le crochet d’une fonction F avec

elle-même est nul. En particulier pour l’hamiltonien H on a :

{H,H} = 0. (1.25)

Cette expression veut dire que l’hamiltonien H (q, p) est constant le long des tra-

jectoires du champs de vecteur XH . Toute autre fonction possèdant la propriété

d’annuler son crochet de Poisson avec l’hamiltonien verra sa valeur conservée sur les

trajectoires de XH et sera appelée une constante du mouvement ou une intégrale.

1.3 Transformations canoniques

1.3.1 Définition

Une transformation canonique est un changement de coordonnées f : (q, p) 7→

(Q (q, p) , P (q, p)) qui conserve la structure des équations d’Hamilton. La conserva-

tion de la structure des équations d’Hamilton implique la relation suivante sur la
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forme symplectique :

Ω (u, v) = Ω (Df(x)u,Df(x)v) , ∀x, u, v ∈ R2n. (1.26)

Pour le cas de la forme symplectique canonique, l’équation précédente prend la forme

〈u,Jv〉 = 〈Df(x)u,JDf(x)v〉

= 〈u, (Df(x))TJDf(x)v〉,
(1.27)

où (Df(x))T est la transposée de la matrice Jacobienne de la transformation f .

Comme cette équation doit être vraie pour tous u, v ∈ R2n, on a :

(Df(x))T JDf(x) = J. (1.28)

En prenant le déterminant de (1.28) et en utilisant le fait que det(J) = 1 et

det((Df(x))T ) = det(Df(x)) on obtient la condition suivante :

(det(Df(x)))2 = 1, (1.29)

donc :

det (Df(x)) = ±1. (1.30)

Avec cette condition, on voit que les transformations canoniques préservent les vo-

lumes. En fait on peut montrer que les transformations canoniques doivent respecter

la condition det (Df(x)) = 1 et donc préservent aussi l’orientation.

1.3.2 Transformation des équations d’Hamilton

La transformation des équations d’Hamilton sous l’effet d’une transformation

canonique peut s’exprimer à l’aide du crochet de Poisson. On suppose que f ≡

(Q,P ) : x ≡ (q, p) 7→ y = f(x) ≡ (Q(q, p), P (q, p)) est une transformation cano-

nique. Le crochet de Poisson dans les variables x ≡ (q, p) de deux fonctions G et H

s’écrit :

{G,H}q,p = 〈XG(x),JXH(x)〉. (1.31)

La transformation d’un champ de vecteur ẋ = H(x) sous l’effet de la transformation

f est donné par :

ẏ = Df(f−1(y))H(f−1(y)). (1.32)
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Cette équation est obtenue en différentiant par rapport au temps la relation y = f(x)

et en remplaçant ẋ par H(x). Dans les nouvelles variables y ≡ (Q,P ) le crochet de

Poisson va prendre la forme :

{G,H}Q,P = 〈Df(f−1(y))XG(f−1(y)),JDf(f−1(y))XH(f−1(y))〉. (1.33)

Comme la transformation f est canonique les membres de droite de (1.31) et (1.33)

sont égaux et on obtient la relation :

{G,H}q,p = {G,H}Q,P . (1.34)

Cette dernière relation montre que la forme des équations d’Hamilton reste inchangée

lors d’une transformation canonique.

1.4 Systèmes intégrables

Un système hamiltonien à n degrés de liberté est qualifié d’intégrable lorsqu’il

existe n fonctions Fi appelées intégrales premières et qui satisfont les conditions

suivantes :

1. Les n fonctions Fi sont fonctionnellement indépendantes.

2. {Fi, Fj} = 0, pour tout i et j.

La deuxième condition s’exprime aussi en disant que les fonctions Fi et Fj sont

en involution. La première intégrale que l’on peut remarquer, est le Hamiltonien

lui-même F1 ≡ H.

1.4.1 Théorème d’Arnold-Liouville et variables action angle

Le théorème d’Arnold-Liouville [9] dit que si un système hamiltonien à n degrés

de liberté est intégrable, alors les équations du mouvement d’Hamilton peuvent être

intégrées par quadrature. Plus précisément, si on considère un ensemble de valeurs

fi pour les fonctions Fi et l’ensemble des points Mf = {x ≡ (q, p) ∈ R2n | Fi(x) =

fi, i = 1, . . . , n} alors on a les propriétés suivantes :

i. Mf est une variété de même différentiabilité que la moins différentiable des

intégrales et est invariante sous le flot généré par l’hamiltonien.
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ii. Si la variété Mf est compacte et connexe, alors elle est difféomorphe au n-tore

T n = {(ϕ1, . . . , ϕn)mod2π}.

iii. Le flot généré par le hamiltonien H donne lieu à un mouvement quasi-périodique

sur T n et dans des variables d’angle sur la variété Mf on a :

dϕ

dt
= ω, ω(f) = (ω1(f), . . . , ωn(f)).

iv. Les équations du mouvement d’Hamilton peuvent être intégrées par quadrature.

Dans un voisinage de Mf on peut construire un changement de coordonnées

canonique

(I, ϕ) 7→ (q(I, ϕ), p(I, ϕ)), I ∈ Rn
+, ϕ ∈ T n

tel que dans ces coordonnées l’hamiltonien prend la forme :

H(q(I, ϕ), p(I, ϕ)) ≡ K(I),

et les équations d’Hamilton deviennent :

İ = −∂K
∂ϕ

(I) = 0

ϕ̇ =
∂K

∂I
(I) = ω(I).

Ces équations peuvent être directement intégrées pour donner :

I = constante

ϕ = ω(I)t+ ω0
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Chapitre 2

Stabilité et théorie des

bifurcations

Dans ce chapitre figurent quelques éléments de l’étude de la stabilité de cer-

tains objets de la théorie des systèmes dynamiques. Dans un premier temps, ces

objets dont on souhaite étudier la stabilité seront définis. Les champs de vecteurs

hamiltoniens dépendent en toute généralité d’un certain nombre de paramètres.

Lorsque ceux-ci sont amenés à varier, des objets tels que des points fixes ou des or-

bites périodiques peuvent changer de stabilité ou encore de nouveaux objets peuvent

nâıtre alors qu’ils n’existaient pas au préalable. La théorie qui se propose d’étudier

ces phénomènes s’appelle la théorie des bifurcations. Une brève revue des résultats

de cette théorie est présentée.

2.1 Définitions

2.1.1 Points fixes

Le premier type d’objet que l’on peut rencontrer dans les systèmes dynamiques

et le plus simple aussi est le point fixe. Un point fixe d’un champ de vecteurs ẋ =

f(x), x ∈ R2n est un point x̄ qui vérifie :

f(x̄) = 0. (2.1)
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Un point fixe est une solution de l’équation différentielle qui n’évolue pas dans le

temps. Différents termes sont employés dans la littérature pour désigner un point

fixe. Entre autres, on peut trouver : point critique, équilibre ou encore point sta-

tionnaire.

2.1.2 Orbites périodiques

Le deuxième type d’objet qui nous sera utile dans ce travail est l’orbite périodique.

Dans le cas de systèmes hamiltoniens qui nous intéressent ici, une orbite périodique

de période T est une trajectoire particulière x∗(t) solution des équations d’Hamilton

qui a la propriété suivante :

x∗(t) = x∗(t+ T ), ∀t. (2.2)

Une orbite périodique est parfois appelée un cycle. Un cycle dans le voisinage duquel

il n’existe pas d’autre cycle est appelé un cycle limite.

Dans ce travail les seuls objets que l’on considèrera seront les points fixes et les

orbites périodiques. Cependant il existe d’autres objets tels que les attracteurs dont

l’étude est plus compliquée.

2.2 Eléments d’analyse de stabilité

Dans ce paragraphe, un certain nombre de concepts liés à la stabilité des objets

définis précédemment seront introduits. Dans un premier temps, quelques définitions

générales du concept de stabilité seront données. La stabilité des points fixes et des

orbites périodiques sera ensuite vue plus en détail.

2.2.1 Définitions

Stabilité au sens de Lyapunov

La première notion de stabilité que l’on rencontre est la stabilité au sens de

Lyapunov. On dit d’une solution x(t) des équations d’Hamilton (ou d’un système

d’équations différentielles en toute généralité), qu’elle est stable au sens de Lyapunov

20
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si, étant donné un petit nombre ε > 0, il existe un nombre δ = δ(ε) > 0 tel que

toute autre solution v(t) qui vérifie ‖x−v‖ < δ au temps t = t0 satisfait ‖x−v‖ < ε

pour tout t > t0. Cette définition signifie que si une solution est stable au sens de

Lyapunov alors toute autre solution proche de celle-ci à un certain temps restera

dans un voisinage de la solution stable pour tous les temps ultérieurs.

Stabilité asymptotique

Une solution x(t) des équations d’Hamilton est dite asymptotiquement stable

si elle est stable au sens de Lyapunov et si elle vérifie limt→∞ ‖x − v‖ = 0, avec

les notations du paragraphe précédent. Cette définition est plus exigeante que la

précédente puisqu’elle demande qu’une solution voisine s’écrase sur la solution stable

pour des temps assez longs.

Stabilité orbitale

Les deux types de stabilités précédentes sont bien adaptés pour étudier la stabi-

lité de points fixes. Cependant, elles perdent leur sens lorsqu’il s’agit d’étudier celle

d’une orbite périodique. Pour comprendre pourquoi, on peut imaginer deux solu-

tions périodiques u et v d’un système dynamique dont les courbes dans l’espace des

phases sont Γu et Γv respectivement. Ces deux solutions évoluent avec des périodes

différentes Tu et Tv. Si on prend des conditions initiales sur Γu et Γv proches pour se

placer dans les conditions de la stabilité de Lyapunov, l’écart en fonction du temps

‖u(t) − v(t)‖ va aléatoirement augmenter et diminuer et ne pourra jamais satis-

faire aux conditions de stabilité au sens de Lyapunov et encore moins à celles de la

stabilité asymptotique. C’est pourquoi il est nécessaire de définir un autre type de

stabilité : la stabilité orbitale dite encore de Poincaré.

On dira d’une orbite qu’elle est orbitalement stable si, étant donné un ε > 0, il

existe un nombre δ = δ(ε) tel que si ‖u(t = 0) − v(t = τ)‖ < δ pour un certain τ ,

alors il existe t1 et t2 pour lesquels ‖u(t1)− v(t2)‖ < δ. Si, de plus, Γv tend vers Γu

quand t→∞ alors Γu sera dite asymptotiquement stable.
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2.2.2 Stabilité des points fixes

Dans ce paragraphe, il sera question de la stabilité des points fixes. Il sera montré

comment la linéarisation du système d’équations différentielles permet dans certains

cas de conclure sur la stabilité des points fixes. Les variétés stables, instables et

centrales seront discutées.

Les points fixes d’un champ de vecteurs ẋ = f(x) sont les points pour lesquels

f(x) = 0. Afin d’étudier la stabilité de ces points fixes que l’on va noter x0, on va

leur additionner une petite déviation et s’intéresser à la quantité :

x(t) = x0 + y(t). (2.3)

En dérivant cette dernière expression par rapport au temps et en tenant compte du

fait que ẋ0 = 0 on obtient :

ẏ = f(x0 + y). (2.4)

En supposant que f est au moins de classe C2 on peut faire un développement de

Taylor de f autour de x0. En ne retenant que les termes linéaires en y on obtient :

ẏ ' Dxf(x0)y +O(‖y2‖) ' Ay, (2.5)

où la matrice A est la matrice Jacobienne de f .

Cette équation s’intègre directement et une solution de conditions initiales y0

s’écrit :

y(t) = exp(At)y0, (2.6)

où l’exponentielle s’écrit comme le développement :

exp(At) =
∞∑
i=0

t

i!
Ai.

A ce stade deux cas peuvent se présenter : (i) la matrice A est diagonalisable et (ii)

A n’est pas diagonalisable.

(i) Dans le cas diagonalisable on peut trouver un changement de coordonnées

tel qu’on puisse écrire :

y′(t) = exp(A′t)y′0, (2.7)
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avec exp(A′t) une matrice diagonale dont les éléments non nuls sont eλit. Les valeurs

propres de la matrice A sont aussi appelées les exposants caractéristiques associés

au champ de vecteur f en x = x0.

(ii) Dans le cas non diagonalisable on peut toujours mettre la matrice A sous sa

forme de Jordan. Dans cette base de Jordan la matrice A devient une matrice J qui

sera diagonale par bloc :

J =


J1 0

J2

. . .

0 Jk

 , (2.8)

où chaque bloc Ji est un bloc de Jordan de la forme :

Ji =


λi 1 0

. . . . . .

. . . 1

0 λi

 , (2.9)

et λ1, λ2, . . . , λk sont les k valeurs propres distinctes de A. Dans la base de Jordan

la matrice exp(At) s’écrit :

exp Jt =


[eJ1t] 0

[eJ2t]
. . .

0 [eJkt]

 , (2.10)

où chaque bloc prend la forme :

exp Jit = exp(λit)


1 t . . .

tνi−1

(νi − 1)!
. . . . . .

...
. . . t

0 1


, (2.11)

avec νi la taille du bloc de Jordan Ji. Cette forme de Jordan laisse k sous-espaces

invariants Eλk
sous l’action de exp(Jt). Ces sous-espaces se distinguent suivant le

signe de la partie réelle des valeurs propres auxquelles ils sont rattachés. On distingue

trois types de sous-espaces :
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1. sous-espace stable : Es = ⊕Eλk
tels que <λk < 0

2. sous-espace instable : Eu = ⊕Eλk
tels que <λk > 0

3. sous-espace central : Ec = ⊕Eλk
tels que <λk = 0,

où <λ est la partie réelle de λ.

Classification et stabilité des points fixes [10]

Les points fixes et leur stabilité se regroupent suivant plusieurs catégories :

i) Lorsque toutes les valeurs propres de A ont une partie imaginaire non nulle le

point fixe sera dit hyperbolique, sinon il sera dit non hyperbolique.

ii) Lorsque toutes les valeurs propres de A ont leur partie réelle négative toutes

les composantes de la petite déviation ajoutée au point fixe décroit dans le

temps et donc x s’approche de x0 quand t → ∞. Dans ce cas le point x0 est

asymptotiquement stable. On dit aussi que le point fixe est un puits.

iii) Si une ou plusieurs valeurs propres de A ont leur partie réelle positive, quelques

unes des composantes de y grandissent avec le temps et donc x s’éloigne de x0.

Dans ce cas le point fixe est instable. Lorsque toutes les valeurs propres de A

ont leur partie réelle positive on dit alors que le point fixe est une source.

iv) Si une partie des valeurs propres de A ont leur partie réelle positive et le reste

des valeurs propres une partie réelle négative alors le point fixe est appelé point

selle. Dans ce cas, certaines directions sont stables, tandis que les autres sont

instables.

v) Dans le cas de point fixes non hyperboliques on peut avoir trois cas. Si une ou

plusieurs valeurs propres de A ont leur partie réelle positive alors le point fixe

est instable. Si quelques unes des valeurs propres ont une partie réelle négative

et les autres nulles, le point fixe est neutre. Enfin si toutes les valeurs propres

sont imaginaires pures et non nulles alors le point fixe sera appelé un centre.

Pour un point fixe un théorème [11] nous assure que localement, dans un voisinage

du point fixe, il existe trois variétés locales invariantes. Ces trois variétés sont les

variétés locales stable, instable et centrale. Ces variétés sont tangentes aux sous-

espaces invariants correspondants au point fixe. Ces variétés se notent : W s
loc(x0),
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W u
loc(x0) et W c

loc(x0),où x0 est le point fixe considéré [11]. Les trajectoires situées dans

W s
loc(x0) et W u

loc(x0) possèdent les mêmes propriétés de stabilité que celles situées

dans Es et Eu. En ce qui concerne la variété centrale, une étude plus approfondie

est nécessaire en s’appuyant notamment sur le théorème de la variété centrale [10].

Dans ce paragraphe nous avons discuté de la stabilité des points fixes pour

le système linéarisé (termes linéaires du développement de Taylor). Cependant le

théorème d’Hartman-Grobman [12] permet de faire un lien entre le système non

linéarisé et linéarisé. Ce théorème dit que si le spectre de la matrice A, noté σ(A)

ne contient pas de valeurs propres dont la partie réelle est nulle (σc(A) = ∅ : les

valeurs propres de A dont les vecteurs propres sous-tendent l’espace Ec), alors il

existe un homéomorphisme (application bijective continue) défini dans un voisinage

du point fixe qui transforme les trajectoires du système non linéarisé en trajectoires

du système linéarisé. Dans le cas ou le spectre central est non vide, une étude plus

approfondie de la variété centrale est nécessaire [11].

2.2.3 Stabilité des orbites périodiques

Pour déterminer la stabilité d’une orbite périodique on peut utiliser la théorie

de Floquet. Pour ce faire, on appelle X0(t) l’orbite périodique avec la période T . On

va alors regarder une trajectoire voisine de X0 en ajoutant une petite déviation à

celle-ci :

x(t) = X0(t) + y(t). (2.12)

En remplaçant cette solution dans l’équation différentielle ẋ = f(x) et en effectuant

un développement de Taylor autour de X0 comme pour le cas des points fixes on a :

ẏ ' Dxf(X0)y +O(‖y‖2) ' A(t)y (2.13)

où cette fois, la matrice A est périodique de période T . Ce système linéaire comporte

n solutions linéairement indépendantes yi. Ces solutions peuvent être rangées dans

une matrice n× n que l’on appelle la matrice fondamentale solution :

Y (t) = [y1(t) y2(t) . . . , yn(t)]. (2.14)
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Cette matrice Y (t) vérifie l’équation :

Ẏ = A(t)Y. (2.15)

En effectuant le changement de variable τ = t+ T on obtient l’équation :

dY

dτ
= A(τ − T )Y = A(τ)Y, (2.16)

puisque A est T périodique. On voit donc que si Y (t) = [y1(t) y2(t) . . . , yn(t)] est

une matrice fondamentale solution alors il en est de même de Y (t + T ) = [y1(t +

T ) y2(t+T ) . . . , yn(t+T )]. Les n solutions yi(t+T ) peuvent s’exprimer comme une

combinaison linéaire des yi(t), ce qui donne :

Y (t+ T ) = Y (t)Φ, (2.17)

où Φ est une matrice constante n × n. Cette matrice peut être vue comme une

application qui envoie un vecteur initial de Rn à t = 0 sur un autre vecteur de Rn

à t = T . En fixant la condition initiale :

Y (0) = 1n, (2.18)

où 1n est la matrice identité n× n, et en fixant t = 0 dans (2.17), on obtient :

Φ = Y (T ). (2.19)

Cette matrice Φ est appelée la matrice de monodromie. Ce sont les valeurs propres

de cette matrice qui vont nous renseigner sur la stabilité des orbites périodiques et

sur les éventuelles bifurcations pouvant survenir.

Les valeurs propres de la matrice de monodromie sont appelées les multiplica-

teurs de Floquet. On peut montrer qu’un des multiplicateurs de Floquet est toujours

1, ce qui traduit que l’orbite que l’on considère est bien périodique [10]. On peut

montrer que pour un système hamiltonien, la matrice de monodromie est une ma-

trice symplectique [13]. Par conséquent, elle dispose des mêmes propriétés que les

matrices symplectique et notamment ses valeurs propres arrivent toujours par paires

d’inverses et complexes conjugués. Une autre conséquence de cette propriété est que

la matrice de monodromie d’un système hamiltonien possède toujours deux valeurs
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propres égales à 1. Cette propriété est liée à l’existence d’une constante du mouve-

ment qui est l’énergie. La stabilité de l’orbite sera ensuite déterminée par les autres

valeurs propres. Plusieurs cas peuvent alors se présenter [10] :

i) Si une seule valeur propre est située sur le cercle unité dans le plan complexe,

alors l’orbite est une orbite périodique hyperbolique. Si aucun multiplicateur de

Floquet n’est en dehors du cercle unité, l’orbite est asymptotiquement stable.

Si par contre, un des multiplicateurs de Floquet au moins se trouve en dehors

du cercle unité alors l’orbite périodique est instable.

ii) Si deux ou plus multiplicateurs de Floquet se trouvent sur le cercle unité l’or-

bite est non-hyperbolique. Une orbite non-hyperbolique est instable si un ou

plusieurs multiplicateurs de Floquet se trouve en dehors du cercle unité. Si au-

cun multiplicateur de Floquet n’est en dehors du cercle unité alors une analyse

non linéaire est nécessaire pour déterminer la stabilité de l’orbite périodique.

2.3 Eléments de théorie des bifurcations

Les champs de vecteurs dépendent en toute généralité d’un certain nombre de

paramètres. Lorsque ceux-ci varient la dynamique du système peut s’en trouver

changée. Parmi ces changements, il peut arriver que certains points fixes ou cer-

taines orbites périodiques qui étaient stables se retrouvent instables passée une va-

leur critique de ces paramètres. Il se peut même que de nouveaux points fixes ou de

nouvelles orbites périodiques apparaissent après la valeur critique alors qu’ils n’exis-

taient pas auparavant. La théorie qui rend compte de ces phénomènes est la théorie

des bifurcations. Je propose dans ce paragraphe, de donner quelques éléments de

cette théorie qui nous seront utiles pour l’étude des systèmes moléculaires.

2.3.1 Introduction et notations

Pour aborder la théorie des bifurcations, il convient d’adopter une nouvelle nota-

tion. En effet, dans cette théorie la dynamique du système est regardée en fonction

d’un certain nombre de paramètres. C’est pourquoi on va faire apparaitre ceux-ci
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dans l’équation différentielle du système dynamique :

ẋ = f(x;µ), x ∈ Rn, µ ∈ Rm, (2.20)

où µ est un vecteur qui contient tous les paramètres du système. On dit que µ∗ est

un point de bifurcation si les portraits de phase de l’équation (2.20) sont ”qualita-

tivement différents” pour des valeurs de µ proches de µ∗ (par exemple, pour µ < µ∗

ou µ > µ∗, si µ ∈ R).

Il ne sera question ici, que de bifurcations locales. C’est-à-dire que l’on s’intéressera

aux changements qualitatifs de la dynamique au voisinage d’un point de bifurcation

µ∗. On supposera que ce point de bifurcation se trouve en µ∗ = 0, cas auquel on

peut toujours se ramener par une translation. On supposera de plus, que la fonction

f est au moins de classe C2.

Les bifurcations sont classées suivant leur codimension. Dans l’étude des bifurca-

tions il faut distinguer l’espace des variables de celui des paramètres. La codimension

d’une bifurcation est la dimension de l’espace des paramètres. Dans ce qui suit, je

ne parlerai que de bifurcation de codimension 1, avec µ ∈ R. Pour l’étude de bi-

furcations de codimension plus élevées nous renvoyons à l’excellent ouvrage de Y.

Kuznetsov [14].

2.3.2 Bifurcations des points fixes

Pour faire l’inventaire de bifurcations de codimension 1 qui peuvent apparaitre

sur un point fixe, on va considérer l’équation suivante :

ẋ = f(x, µ). (2.21)

On va supposer que le point fixe x∗ se trouve en x = 0 et que le point de bifurcation

apparait pour µ = 0. On suppose de plus que ∂xf(0, 0) = 0. Alors le développement

de Taylor à l’ordre 2 au point (0, 0) de la fonction f est de la forme :

f(x, µ) = aµ+ bx2 + cµx+ dµ2 + o(µ2+ | x2 |), (2.22)

où

a = ∂µf(0, 0), b =
1

2
∂xxf(0, 0), c = ∂µxf(0, 0), d =

1

2
∂µµf(0, 0).

Les types de bifurcation qui peuvent apparaitre sont au nombre de 4 :
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1. bifurcation noeud-col

2. bifurcation transcritique

3. bifurcation fourche (pitchfork)

4. bifurcation de Hopf

Bifurcation noeud-col

Pour qu’une telle bifurcation apparaisse les coefficients du développement de

Taylor doivent satisfaire :

a 6= 0, b 6= 0.

Pour cette bifurcation on considère l’équation tronquée :

ẋ = aµ+ bx2, (2.23)

obtenue en ne gardant que les termes du développement de Taylor contenant le

coefficients a et b.

Les équilibres de (2.23) sont tels que : aµ + bx2 = 0. Par conséquent, on a les

trois possibilités suivantes :

– si abµ > 0, (2.23) ne possède pas d’équilibre ;

– si µ = 0, (2.23) possède un seul équilibre x∗ = 0 ;

– si abµ < 0, (2.23) possède deux équilibres :

x+(µ) =

√
−aµ
b
, x−(µ) = −

√
−aµ
b

D’après le raisonnement qui précède, on voit que µ = 0 est un point de bi-

furcation. Le nombre de points fixes passe de 0 à 2 selon le signe de abµ. La fi-

gure 2.1 montre les diagrammes de bifurcation pour la bifurcation noeud-col sui-

vant les différentes possibilités du signe de abµ. Les résultats obtenus sur l’équation

réduite restent valable pour l’équation complète.

Bifurcation transcritique

Une bifurcation transcritique apparait sous les conditions suivantes :

f(0, µ) = 0, ∀µ ∈ R, b 6= 0, c 6= 0.
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µ

x

a < 0, b > 0

µ

x

a < 0, b < 0

µ

x

a > 0, b < 0

µ

x

a > 0, b > 0

Figure 2.1 – Bifurcation noeud-col : diagrammes de bifurcation selon les valeurs

de a et b. Les courbes continues représentent les points fixes stables et les courbes

pointillées les points fixes instables.

L’hypothèse que f(0, µ) = 0 implique que a = 0 et d = 0. L’équation tronquée, sous

ces conditions, devient :

ẋ = cµx+ bx2. (2.24)

Cette équation possède les propriétés suivantes :

– un points fixe x∗ = 0 pour µ = 0 ;

– deux points fixes pour µ 6= 0 donnés par :

x0 = 0, x1(µ) = −cµ
b
.

Dans la bifurcation transcritique le nombre de points fixes est toujours de deux.

Au passage de la valeur critique µ = 0 du paramètre de bifurcation la stabilité

des deux points fixes s’échange. La figure 2.2 montre les scénarios possibles d’une

bifurcation transcritique.
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2.3 Eléments de théorie des bifurcations

µ

x

c > 0, b < 0

µ

x

c > 0, b > 0

µ

x

c < 0, b < 0

µ

x

c < 0, b > 0

Figure 2.2 – Bifurcation transcritique : diagrammes de bifurcation selon les valeurs

de c et b. Les courbes continues représentent les points fixes stables et les courbes

pointillées les points fixes instables.

Bifurcation fourche (pitchfork)

Pour la bifurcation fourche il faut aller un peu plus loin dans le développement

de Taylor de la fonction f et prendre en compte le terme d’ordre trois en x. En

posant : e =
1

6
∂xxxf(0, 0),les conditions pour avoir une bifurcation fourche sont :

1. (i) f est impaire par rapport à x, autrement dit f(x, µ) = −f(−x, µ) ;

2. (ii) les coefficients c et e doivent être non nuls : c 6= 0, e 6= 0.

Pour satisfaire à ces conditions, la fonction f doit comporter une symétrie : elle doit

être impaire par rapport à x. Par conséquent les monômes de degrés pair en x dans

le développement de Taylor de f sont nuls, en particulier : a = b = d = 0.

Dans ces conditions l’équation tronquée devient :

ẋ = cµx+ ex3 = x(cµ+ ex2). (2.25)

Les points fixes de cette équation sont :

31
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µ

x

c > 0, e < 0

µ

x

c > 0, e > 0

µ

x

c < 0, e < 0

µ

x

c < 0, e > 0

Figure 2.3 – Bifurcation fourche : diagrammes de bifurcation selon les valeurs de

c et e. Les courbes continues représentent les points fixes stables et les courbes

pointillées les points fixes instables.

– un point fixe en x∗ = 0, si ceµ > 0 ;

– un point fixe en x∗ = 0, si µ = 0 ;

– trois points fixes, x∗ = 0 et x±, si ceµ < 0 :

x+(µ) =

√
−cµ
e
, x−(µ) = −

√
−cµ
e
.

Dans une bifurcation fourche le nombre de points fixes passe de 1 à 3. Il y a

naissance de deux nouvelles branches de points fixes qui n’existaient pas auparavant.

Nous verrons que pour les molécules triatomiques un cas typique de bifurcation

fourche est la transition de modes normaux à modes locaux. La figure 2.3 montre

les différentes manières dont s’opère la bifurcation fourche.

Bifurcation de Hopf

La bifurcation de Hopf s’étudie bien grâce à la théorie des formes normales. Cette

théorie est un outil puissant pour analyser la dynamique d’un système. Nous ne
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présenterons pas ici les détails de cette théorie, mais donnerai juste l’idée principale.

Cependant, dans le chapitre 4 de la partie II sur les hamiltoniens effectifs, on verra

l’analogue quantique de cette théorie.

L’idée principale de la théorie des formes normales est qu’il existe des change-

ments de variables successifs qui transforment un champ de vecteur comportant des

non linéarités en un polynôme de degrés p. Dans cette théorie les non linéarités sont

de classe Ck, ce qui veut dire que la forme normale correspond au champ de vecteur

pour p = k, sinon il faut tronquer cette forme normale spécialement dans le cas de

non linéarités de classe C∞. Pour une description détaillée de la théorie des formes

normales et de ses applications, nous renvoyons au livre de Gérard Ioos et Moritz

Adelmeyer [15].

Pour illustrer la bifurcation de Hopf on considère le système de deux équations

différentielles non linéaires dépendant d’un paramètre µ :

ẋ1 = µx1 − x2 − x1(x2
1 + x2

2)

ẋ2 = x1 + µx2 − x2(x2
1 + x2

2)
(2.26)

Ce système possède un point fixe en x1 = x2 = 0 pour tout µ. La matrice jacobienne

A de ce système s’écrit :

A =

 µ −1

1 µ

 (2.27)

qui a pour valeurs propres λ1,2 = µ ± i. La théorie des formes normales intervient

alors en introduisant le changement de variable complexe z = x1 +ix2 et z̄ = x1−ix2

le conjugué complexe. Dans ces nouvelles variables le système s’écrit :

ż = ẋ1 + iẋ2 = µ(x1 + ix2) + i(x1 + ix2)− (x1 + ix2)(x2
1 + x2

2).

En notant que |z|2 = x2
1 + x2

2, le système (2.26) prend la forme :

ż = z(µ+ i)− z|z|2. (2.28)

En utilisant la représentation polaire z = reiϕ, on obtient :

ż = ṙeiϕ + irϕ̇eiϕ,

ce qui donne en explicitant ż :

ṙeiϕ + irϕ̇eiϕ = reiϕ(µ+ i− r2),
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x1

x2

µ < 0

x1

x2

µ = 0

x1

x2

µ > 0

Figure 2.4 – Bifurcation de Hopf : diagrammes de bifurcation dans le plan (x1, x2)

selon les valeurs de µ.

ce qui mène à la forme polaire du système (2.26) :

ṙ = r(µ− r2)

ϕ̇ = 1
(2.29)

Dans ce système les équations pour r et ϕ ne sont pas couplées. La première

équation, pour laquelle on ne doit considérer que les r ≥ 0, possède le point fixe

r = 0 pour n’importe quelle valeur de µ. Ce point fixe est stable pour µ < 0 et µ = 0

et devient instable pour µ > 0. Pour µ = 0 les solutions convergent plus lentement

vers le point fixe que pour µ < 0. De plus, un autre point fixe r0(µ) =
√
µ existe pour

µ > 0. La seconde équation du système décrit un mouvement de rotation à vitesse

constante. Du fait de cette rotation le second point fixe r0 est une orbite fermée dans

le plan (x1, x2) qui est stable et unique. En combinant les deux équations, on obtient

les diagrammes de bifurcation dans le plan (x1, x2) de la figure 2.4. On peut aussi

visualiser le diagramme de bifurcation en trois dimensions en ajoutant le paramètre

de bifurcation µ. C’est ce que montre la figure 2.5.

2.3.3 Bifurcations des orbites périodiques

Les orbites périodiques opèrent des bifurcations selon différents scénarios. Si

on suppose qu’avant la bifurcation l’orbite périodique est stable alors, lorsque le

paramètre de bifurcation varie celle-ci perd sa stabilité pour une valeur critique

du paramètre. Après la bifurcation le nombre d’orbites périodiques ainsi que leur
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µ

x1

x2

Figure 2.5 – Bifurcation de Hopf : diagrammes de bifurcation de Hopf en trois

dimensions.

stabilité dépend de la façon dont les multiplicateurs de Floquet de la matrice de

monodromie quittent le cercle unité du plan complexe. On distingue trois possibilités

pour les multiplicateurs de Floquet de quitter le cercle unité :

1. un des multiplicateurs de Floquet quitte le cercle unité en passant par la valeur

réelle +1 ;

2. un des multiplicateurs de Floquet quitte le cercle unité en passant par la valeur

réelle −1 ;

3. deux multiplicateurs de Floquet complexes conjugués quittent le cercle unité

en dehors de l’axes des réels ;

Ces trois possibilités sont recensées sur la figure 2.6.

Dans le cas où un multiplicateur de Floquet s’échappe en passant par +1, trois

types de bifurcations peuvent alors se produire : une bifurcation transcritique, une

bifurcation de brisure de symétrie et une bifurcation neud-col. Lorsque le multipli-

cateur de Floquet s’échappe en passant par −1, la bifurcation qui en résulte est

une bifurcation de doublement de période. Enfin lorsque qu’une paire de conjugués

complexes s’échappe en dehors de l’axe réel la bifurcation sera dite de type Hopf

secondaire ou bifurcation de Neimark.
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Re

Ima)

Re

Imb)

Re

Imc)

Figure 2.6 – Différentes possibilités pour les multiplicateurs de Floquet de quitter

le cercle unité : a) un multiplicateur de Floquet s’échappe en passant par +1 ; b) un

multiplicateur de Floquet s’échappe en passant par −1 ; c) une paire de complexes

conjugués s’échappe en dehors de l’axe réel.

Bifurcation de brisure de symétrie

Cette bifurcation arrive lorsqu’un multiplicateur de Floquet franchit le cercle

unité par la valeur +1. Avant la bifurcation la solution périodique stable possède

une symétrie qui est brisée au franchissement de la valeur critique du paramètre

de bifurcation. Cette brisure de symétrie donne naissance à deux autres solutions

périodiques et change la stabilité de la solution avant bifurcation. La bifurcation

de brisure de symétrie se présente sous deux types, une bifurcation de brisure de

symétrie super-critique et une sous-critique. Dans le cas super-critique les deux

nouvelles solutions sont stables et la solution avant bifurcation devient instable.

Dans le cas sous-critique deux solutions instables coexistent avec la solution stable.

Ces deux bifurcations sont illustrées sur la figure 2.7 où est reporté l’amplitude

de la solution périodique A en fonction du paramètre de bifurcation µ. Sur cette

figure les courbes pleines désignent les solutions stables et les courbes en pointillé

les solutions instables. Ces diagrammes de bifurcation sont similaires à ceux de la

bifurcation fourche pour les points fixes.
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µ

A
a)

µ

A
b)

Figure 2.7 – Bifurcation de brisure de symétrie : a) bifurcation super-critique ; b)

bifurcation sous-critique.

Bifurcation transcritique

Cette bifurcation intervient lorsqu’un multiplicateur de Floquet franchit le cercle

unité par la valeur +1. Lors de cette bifurcation, deux solutions périodiques, une

stable et l’autre instable échange leur stabilité. La situation est résumée sur la fi-

gure 2.8. Sur cette figure est repérée l’amplitude A de l’orbite périodique en fonction

du paramètre de bifurcation µ. Les diagrammes de bifurcation sont similaires à ceux

de la bifurcation transcritique pour les points fixes.

µ

A
a)

µ

A
b)

Figure 2.8 – Bifurcation transcritique : deux possibles scénarios a) et b).
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Chapitre 2 : Stabilité et théorie des bifurcations

Bifurcation noeud-col

Cette bifurcation se produit lorsqu’un multiplicateur de Floquet franchit le cercle

unité par la valeur +1. Pour des valeurs inférieures à la valeur critique du paramètre

de bifurcation deux branches d’orbites périodiques coexistent, une stable et l’autre

instable. Après la valeur critique aucune solution périodique n’existe. La figure 2.9

montre ce qu’il se advient des orbites périodiques lors d’une bifurcation noeud-col, où

l’on repère toujours l’amplitude de la solution périodique en fonction du paramètre

de bifurcation. Ici encore, le diagramme de bifurcation est similaire à celui de la

bifurcation noeud-col pour les points fixes.

µ

A

Figure 2.9 – Bifurcation noeud-col.

Bifurcation de doublement de période

Cette bifurcation se manifeste lorsqu’un multiplicateur de Floquet quitte le cercle

unité en passant par la valeur −1. Lors de cette bifurcation, la branche d’orbite

périodique stable qui existait avant bifurcation se poursuit et se retrouve instable.

Au point de bifurcation deux scénarios peuvent se produire. Dans le premier cas, on

peut avoir création d’une nouvelle branche d’orbite périodique stable ayant la période

double de celle avant bifurcation, et on parlera alors de bifurcation de doublement de

période super-critique. Dans le second cas, une famille d’orbites périodiques instable

est détruite et l’on parlera de bifurcation de doublement de période sous-critique.

On peut représenter facilement la bifurcation de doublement de période grâce à une
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section de Poincaré. Avant la bifurcation, l’orbite périodique n’intercepte la section

de Poincaré qu’une fois, alors qu’après bifurcation celle-ci passe à travers la section

deux fois avant de revenir à son point initial. Cette bifurcation est illustrée sur la

figure 2.10.

a)

b

b)

b

b

Figure 2.10 – Bifurcation de doublement de période avec sa section de Poincaré :

a) orbite périodique avant la bifurcation ; b) orbite périodique après la bifurcation.

Bifurcation de Hopf secondaire

Dans le paragraphe sur les bifurcations des points fixes, on a vu que la bifurca-

tion de Hopf faisait émerger une solution périodique. En substance, la bifurcation

de Hopf introduit une nouvelle fréquence en plus de la fréquence de la solution

périodique avant la bifurcation. Lorsque cette bifurcation intervient sur une orbite

périodique plutôt que sur un point fixe, on parlera de bifurcation de Hopf secon-

daire. Cette bifurcation intervient lorsqu’une paire de multiplicateurs de Floquet

complexes conjugués quitte le cercle unité en dehors de l’axe des réels.

Comme dans le cas des points fixes, il existe deux types de bifurcation de Hopf

secondaire : une sous-critique et une super-critique. Dans les deux cas, la famille

d’orbites périodiques stable avant bifurcation continue en une famille instable. La

bifurcation super-critique crée une famille stable d’orbites périodiques ou quasi-

périodiques en fonction du rapport qui existe entre les fréquences de l’ancienne et

de la nouvelle famille d’orbites. Dans le cas sous-critique, il y a destruction d’une
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famille d’orbites instable à la valeur critique du paramètre de bifurcation.

40



Chapitre 3

Vibrations moléculaires

3.1 Généralités en spectroscopie moléculaire

Le mot spectroscopie est la réunion de deux mots : spectre et scopie. Le spectre

du latin spectrum signifie voir, regarder et scopie du grec scopein veut dire examiner.

La spectroscopie est donc la science qui veut examiner ce qui est vu, c’est-à-dire la

lumière produite ou absorbée par certains objets. La lumière émise ou absorbée

par l’objet sera appelée le spectre et la spectroscopie se donne pour objectif d’en

comprendre sa structure. Pour le cas de la spectroscopie moléculaire, l’objet en

question sera une molécule.

3.1.1 Position du problème moléculaire

Une molécule est un ensemble de particules (électrons, neutrons, protons) liées

entre elles et formant une entité à part entière. Cette entité est un objet microsco-

pique quantique et pour décrire ses propriétés il faut avoir recours au formalisme

de la mécanique quantique. Ce formalisme est capable notamment, de déterminer

les différents états d’énergie dans lesquels la molécule est susceptible de se trouver.

Le spectre de la molécule sera ensuite déterminé par les différentes transitions que

la molécule pourra opérer entre ces états d’énergie. Pour mener à bien ce genre

de détermination, il faut construire un modèle théorique dont les résultats rendent

compte le plus fidèlement des observations expérimentales qui peuvent être menées.
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Chapitre 3 : Vibrations moléculaires

Pour commencer la description de ce modèle théorique, on part de l’équation de

Schrödinger :

i~
∂Ψ

∂t
= HΨ, (3.1)

où Ψ est la fonction d’onde complète de la molécule dépendante du temps et des

coordonnées d’espace et H est l’hamiltonien de cette molécule. Dans de nombreux

cas, cet hamiltonien peut s’écrire comme la somme de deux termes : H1(q) dépendant

uniquement des variables d’espace et H2(q, t) dépendant des variables d’espace et

du temps :

H = H1(q) +H2(q, t). (3.2)

Les fonctions d’onde Ψ1(q, t) associées àH1 uniquement doivent satisfaire à l’équation

de Schrödinger :

i~
∂Ψ1(q, t)

∂t
= H1Ψ1(q, t). (3.3)

Cette équation peut s’intégrer directement puisque H1 est un opérateur n’agissant

que sur les variables d’espace. La forme des fonctions d’onde Ψ1(q, t) qui en résulte

est :

Ψ1(q, t) = Φ1(q)e−iEt/~, (3.4)

où les fonctions d’onde se séparent en une partie dépendant uniquement des variables

d’espace et une partie ne dépendant que du temps. Le E figurant dans l’exponentielle

se trouve être la valeur propre de l’opérateur H1 dans l’état représenté par la fonction

d’onde Ψ1(q, t). En injectant (3.4) dans (3.3) on obtient :

e−iEt/~H1(q)Φ1(q) = EΦ1(q)e−iEt/~, (3.5)

qui en simplifiant les exponentielles est l’équation de Schrödinger stationnaire :

H1(q)Φ1(q) = EΦ1(q). (3.6)

La solution de l’équation de Schrödinger initiale (3.1) peut être cherchée en

exprimant la fonction d’onde Ψ comme une combinaison linéaire des fonctions d’onde

Ψ1. Cette procédure conduit à un système d’équations différentielles couplées pour

les coefficients de la combinaison linéaire [16]. Le terme H2 décrit une interaction

entre la molécule et un champ extérieur, en l’absence de celui-ci, l’équation qu’il

faudra résoudre est l’équation (3.6). On supposera dorénavant que H2(q, t) = 0.
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3.1 Généralités en spectroscopie moléculaire

Sous cette hypothèse l’hamiltonien que l’on aura à considérer est celui décrivant

un ensemble de N noyaux atomiques et Ne électrons interagissant par des forces

coulombiennes. Dans cette description les effets de la gravitation seront négligés et

l’hamiltonien H1 s’écrira sous la forme :

H1 = − ~2

2me

N+Ne∑
j=N+1

(
∂2

∂X2
j

+
∂2

∂Y 2
j

+
∂2

∂Z2
j

)
− ~2

2

N∑
i=1

1

mi

(
∂2

∂X2
i

+
∂2

∂Y 2
i

+
∂2

∂Z2
i

)
+ V.

(3.7)

Dans (3.7), Xs, Ys, Zs sont les cordonnées de la particule s (électron ou noyau) dans

un repère d’espace cartésien fixe, me est la masse de l’électron et mi la masse du

ième noyau. Le premier terme de cette équation représente l’énergie cinétique des

électrons, le deuxième l’énergie cinétique des noyaux et enfin V représente les termes

d’interaction électrostatique entre chacune des particules de la molécule.

3.1.2 Approximation de Born-Oppenheimer

Si on essaie de résoudre l’équation (3.6) avec l’hamiltonien (3.7) on se heurte à de

grosses difficultés. En général, pour des molécules comportant plus de deux particules

cette équation n’est pas soluble et même des méthodes de résolutions numériques

échouent pour ce type de problème. Pour parvenir à résoudre cette équation, on est

amené à faire des approximations. La première d’entre elles, est l’approximation de

Born-Oppenheimer.

Avant d’énoncer le contenu de cette approximation, on va exprimer l’hamiltonien

H1 dans un autre repère. Ce repère prend son origine au centre de masse des noyaux

et est orienté arbitrairement dans l’espace. Les coordonnées dans ce repère seront

notés (x,y,z). Il permet de séparer la translation d’ensemble de la molécule des

autres mouvements de celle-ci. Ces autres mouvements sont les mouvements des

électrons et les mouvements de vibration et de rotation des noyaux. On peut alors

montrer que dans ce nouveau repère l’hamiltonien sans translation, que l’on appellera

rovibronique, s’écrit [17] :

Hevr = T 0
e + T ′e + Tn + V (Rn, rel) (3.8)
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où

T 0
e = − ~2

2me

N+Ne∑
i=N+1

∇2
i ,

T ′e = − ~2

2M

N+Ne∑
i,j=N+1

∇i∇j,

Tn = −~2

2

N∑
i=2

∇2
i

mi

+
~2

2M

N∑
i,j=2

∇i∇j,

∇2
i =

∂2

∂x2
i

+
∂2

∂y2
i

+
∂2

∂z2
i

,

∇i∇j =
∂2

∂xi∂xj
+

∂2

∂yi∂yj
+

∂2

∂zi∂zj
,

et

V (Rn, rel) =
N+Ne∑
r<s=1

1

4πε0

CrCse
2

Rrs

.

Dans ces équations M désigne la somme des masses des noyaux, Cre la charge

portée par la particule r ( Cr = −1 pour l’électron) et Rrs est la distance entre les

particules r et s. Le potentiel V (Rn, rel) dépend des cordonnées des noyaux Rn =

(x2, y2, z2, . . . , xN , yN , zN) et des électrons rel = (xN+1, yN+1, zN+1, . . . , xN+Ne , yN+Ne , zN+Ne).

Dans ces nouvelles coordonnées l’énergie cinétique se scinde en deux parties, une par-

tie électronique Te = T 0
e + T ′e et une partie nucléaire Tn. L’équation de Schrödinger

à considérer est alors la suivante :

HevrΨevr(Rn, rel) = EevrΨevr(Rn, rel). (3.9)

Pour tenter de résoudre l’équation (3.9) on peut chercher des solutions de la

fonction d’onde rovibronique sous la forme :

Ψevr(rel, Rn) =
∑
l

Φm
vr,l(Un)Φel,l(rel, Rn), (3.10)

où les Φel,l(rel, Rn) est un ensemble complet de solutions de l’équation :

(T 0
e + V (Rn, rel))Φel,l(rel, Rn) = Eel,lΦel,l(rel, Rn), (3.11)

et les coefficients Φm
vr,l(Un) du développement de Ψevr(rel, Rn) sur la base Φel,l(rel, Rn)

sont à déterminer. Ces coefficients dépendent de Un qui sont des coordonnées de
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3.1 Généralités en spectroscopie moléculaire

déplacement vibrationnel des noyaux. Ces coordonnées Un sont reliées aux coor-

données Rn des noyaux par la relation Rn = R0
n+κUn, avec R0

n une configuration de

référence de la molécule qu’il faut préciser et κ =

(
me

M/N

)1/4

un petit paramètre.

En insérant cette solution dans l’équation (3.9), multipliant à gauche par Φ∗el,l et

intégrant sur les coordonnées électroniques rel, on obtient un ensemble d’équations

couplées pour les coefficients Φm
vr,l(Un) :

[Tn + Eel,l(Rn)− Eevr,m]Φm
vr,l(Rn) +

∑
l′

Cll′Φ
m
vr,l′(Rn) = 0, (3.12)

où

Cll′ = 〈Φel,l|T ′e + Tn|Φel,l′〉.

L’approximation de Born-Oppenheimer consiste à ignorer complètement ces co-

efficients Cll′ . Dans ce cas la fonction d’onde rovibronique s’écrit :

Ψevr(rel, Rn) = Φm
vr,l(Un)Φel,l(rel, Rn) (3.13)

où Ψevr(rel, Rn) est la solution de l’équation électronique (3.11) et Φm
vr,l(Un) est la

solution de l’équation de vibration-rotation :

[Tn + VBO,l(Rn)]Φm
vr,l(Un) = Eevr,mΦm

vr,l(Un), (3.14)

avec la fonction d’énergie potentielle Born-Oppenheimer VBO,l(Rn) donnée par :

VBO,l(Rn) = Eel,l(Rn). (3.15)

Pour parler dans un langage moins mathématique, cette approximation se base

sur le fait que l’électron est beaucoup plus léger qu’un noyau qui est composé au

moins d’un proton ( le rapport de leur masse étant : mp/me ' 1836). De ce fait, lors

d’une interaction électrostatique, l’accélération subi par l’électron va être beaucoup

plus grande que celle subi par le noyau. En conséquence, les électrons vont se déplacer

beaucoup plus vite que les noyaux. L’idée de cette approximation est donc de dire

que les noyaux ne ”voient” pas le déplacement des électrons mais plutôt un potentiel

effectif créé par ceux-ci.

Il existe d’autres degrés d’approximations qui consistent par exemple à considérer

uniquement les éléments diagonaux Cll dans (3.12). Cette approximation s’appelle

l’approximation adiabatique.
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Chapitre 3 : Vibrations moléculaires

3.1.3 Repère d’Eckart

L’approximation de Born-Oppenheimer a permis de découpler complètement le

mouvement des électrons de celui des noyaux. Le repère d’Eckart va permettre quant

à lui de séparer partiellement le mouvement vibratoire du mouvement rotationnel

des noyaux.

Le repère d’Eckart prend son origine au centre de masse des noyaux, comme

pour l’approximation de Born-Oppenheimer. Cependant, alors que l’orientation des

axes de ce repère était laissée libre précédemment, le repère d’Eckart répond à cer-

taines contraintes qui en fixent l’orientation. Avant d’énoncer ces contraintes, on va

poser quelques notations. On reprend la notation (X, Y, Z) pour le repère cartésien

fixe utilisé pour exprimer l’hamiltonien (3.7). Les axes du repère co-mobile avec la

molécule, dont l’origine est au centre de masse des noyaux, seront notés (x, y, z). On

repèrera les vecteurs positions des différents noyaux dans le repère fixe par Ri et les

vecteurs positions dans le repère co-mobile par ri.

A ce stade, il faut définir une configuration de référence des noyaux repérée par N

vecteurs ai dans le repère co-mobile. Typiquement, cette configuration de référence

est choisie comme étant la configuration pour laquelle la surface d’énergie poten-

tielle Born-Oppenheimer présente un minimum. Ayant choisi cette configuration de

référence, on appellera di les déplacements des différents noyaux par rapport à la

configuration de référence dans le repère co-mobile, de sorte que l’on ait la relation :

ri = ai + di.

Ces deux repères ainsi que les différents vecteurs sont représentés sur la figure 3.1.

La relation entre les coordonnées d’un noyau dans le repère fixe et le repère lié

à la molécule s’écrit :

Ri = R0 + S−1(θ, φ, χ)ri = R0 + S−1(θ, φ, χ)(ai + di), (3.16)

où S est une matrice orthogonale 3×3 de rotation qui définit l’orientation du repère

mobile par rapport au repère fixe. Cette matrice dépend de (θ, φ, χ) qui sont les

angles d’Euler [18]. Cette équation comporte 3N variables Riα (i = 1, . . . , N, α =

x, y, z) dans sa partie gauche alors qu’elle en contient 3N + 6 dans sa partie droite
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X

Y

Z

x

y

z

R0

Ri

ai

di

ri

Figure 3.1 – Repère cartésien fixe et repère fixé à la molécule.

(3 coordonnées pour le centre de masse, 3 angles d’Euler et 3N coordonnées diα

(i = 1, . . . , N, α = x, y, z)). Afin d’avoir le même nombre de variables indépendantes

de part et d’autre de cette équation, il est nécessaire d’introduire six contraintes pour

les variables diα. Ces contraintes portent le nom de conditions d’Eckart et s’énoncent

de la manière suivante :
N∑
i=1

midi = 0, (3.17)

N∑
i=1

mi(ai ∧ di) = 0, (3.18)

où (· ∧ ·) représente le produit vectoriel. Le repère mobile qui prend son origine au

centre de masse des noyaux et répond à ces contraintes est appelé le repère d’Eckart.

On peut montrer qu’avec ces conditions, l’énergie cinétique des noyaux se sépare

en trois termes, un terme décrivant la rotation d’ensemble des noyaux, un terme

décrivant la vibration de ces mêmes noyaux et enfin un terme d’interaction entre

la vibration et la rotation [18]. L’introduction de ce repère d’Eckart permet donc

de séparer partiellement le mouvement rotatoire des noyaux de leur mouvement

vibrationnel.
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Chapitre 3 : Vibrations moléculaires

3.2 Vibrations moléculaires

Une molécule possédant N noyaux présente 3N − 6 ou 3N − 5 degrés de li-

bertés vibrationnels suivant qu’elle est linéaire ou non. Le degré de liberté vibra-

tionnel en plus pour le cas linéaire vient du fait que pour spécifier l’orientation

d’une telle molécule, seuls 2 angles d’Euler sont nécessaires. Dans ce paragraphe

nous présenterons la façon dont est traité le problème des vibrations des noyaux et

discuteront notamment l’introduction des coordonnées normales de vibration.

3.2.1 Mécanique classique des vibrations

Le modèle pour décrire les vibrations des noyaux est celui d’un ensemble de N

points massiques vibrant autour de leur position d’équilibre (déterminée par le mi-

nimum de la fonction d’énergie potentielle Born-Oppenheimer). L’énergie cinétique

de vibration pour les N noyaux dans le repère d’Eckart s’écrit :

T =
1

2

N∑
i=1

mi

[(
d(dix)

dt

)2

+

(
d(diy)

dt

)2

+

(
d(diz)

dt

)2
]
. (3.19)

Dans le but de simplifier cette équation, on introduit les coordonnées cartésiennes

pondérées par les masses des différents noyaux q1, . . . , q3N définies par :

q1 =
√
m1d1x, q2 =

√
m1d1y, q3 =

√
m1d1z,

...
...

...

q3N−2 =
√
mNdNx, q3N−1 =

√
mNdNy, q3N =

√
mNdNz

Grâce à ces coordonnées, l’énergie cinétique s’écrit :

T =
1

2

3N∑
i=1

(
dqi
dt

)2

=
1

2

3N∑
i=1

q̇2
i . (3.20)

Si on définit le vecteur q̇ comme étant le vecteur colonne ayant pour composantes

(q̇1, . . . , q̇3N) et q̇T le vecteur ligne transposé de q̇, l’équation précédente prend la

forme matricielle :

T =
1

2
q̇T q̇. (3.21)

Dans ce modèle les noyaux sont supposés vibrer autour de leur position d’équilibre.

La fonction potentielle Born-Oppenheimer présente un minimum pour cette posi-

tion d’équilibre. On peut alors écrire cette dernière par un développement de Taylor
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autour de la position d’équilibre exprimé à l’aide des coordonnées qi. Les premiers

termes de ce développement donneront :

V = Ve +
3N∑
i=1

(
∂V

∂qi

)
e

qi +
1

2

3N∑
i=1

3N∑
j=1

(
∂2V

∂qi∂qj

)
e

qiqj + . . . , (3.22)

où Ve est la valeur du potentiel pour la position d’équilibre et l’indice e veut dire que

toutes les dérivées sont prises à la position d’équilibre. La configuration d’équilibre

étant définie comme étant le minimum du potentiel, les premières dérivées du po-

tentiel s’annulent : (
∂V

∂qi

)
e

= 0, i = 1, . . . , 3N.

Si les vibrations sont de faible amplitude, on peut ne considérer que les termes qua-

dratiques dans (3.22), ce qui constitue une bonne approximation. En conséquence,

l’équation (3.22) se réduit à :

V = Ve +
1

2

3N∑
i=1

3N∑
j=1

fijqiqj, fij =

(
∂2V

∂qi∂qj

)
e

, (3.23)

où les fij sont symétriques : fij = fji. Cette équation prend la forme matricielle :

V = Ve +
1

2
qT fq, (3.24)

où f est une matrice 3N × 3N dont les éléments sont les fij.

Les équations du mouvement de Newton peuvent alors être écrites à l’aide de

ces coordonnées qi :

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
+
∂V

∂qi
= 0, i = 1, . . . , 3N. (3.25)

En substituant dans (3.25) les expressions (3.20) et (3.23) des énergies cinétique et

potentielle respectivement, on obtient :

q̈i +
3N∑
j=1

fijqj = 0, i = 1, . . . , 3N. (3.26)

Ces équations forment un ensemble de 3N équations différentielles du deuxième

ordre. On peut chercher des solutions de ce système sous la forme :

qi = Ai cos(
√
λt+ ε), Ai, λ, ε ∈ R. (3.27)
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Si on injecte ces solutions dans (3.26), on obtient un ensemble d’équations algébriques :

3N∑
j=1

(fij − λδij)Aj = 0, i = 1, . . . , 3N, (3.28)

où δij est le symbole de Kronecker (δij = 1 si i = j et δij = 0 si i 6= j). L’équation (3.28)

possède des solutions non nulles seulement pour certaines valeurs de λ. Les valeurs

de λ pour lesquelles (3.28) possède des solutions non triviales sont celles qui satisfont

à l’équation dite séculaire :

det(f − λ13N) = 0, (3.29)

où 13N est la matrice identité 3N × 3N . Les éléments de ce déterminant sont les

coefficients des amplitudes Ai qui satisfont à (3.28). Pour une valeur de λ = λk fixée

les coefficients de (3.28) sont connus et il est alors possible d’obtenir une solution

Aik, où l’indice k réfère à la valeur λk choisie. Cependant, l’équation (3.28) ne fixe

pas les Aik de façon unique mais donne seulement les rapports dans lesquels elles se

trouvent. Néanmoins un ensemble arbitraire d’amplitudes A′ik peut être obtenu en

posant A1k = 1. Une solution unique lik peut être définie à partir des A′ik par :

lik =
A′ik[∑3N

i=1(A′ik)
2
] 1

2

(3.30)

La solution de (3.28) peut alors être obtenue en posant :

Aik = Kklik, (3.31)

où les Kk sont des constantes déterminées par les conditions initiales pour les qi et

q̇i.

L’équation (3.29) une fois développée donne une équation algébrique de degrés

3N dont le nombre de racines λk est 3N . Ce nombre n’est pas égal au nombre de

degrés de liberté annoncé au départ : 3N − 6. Cependant il s’avère que six de ces

racines sont nulles, ce qui réduit (3.29) à un degré 3N − 6. A chaque racine λk

correspond un ensemble d’amplitudes Aik et donc une solution (3.27) des équations

de Newton.
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3.2.2 Modes normaux de vibration et coordonnées normales

Modes normaux de vibration

Les solutions trouvées dans le paragraphe précédent présentent des propriétés

spécifiques. En effet, pour ces solutions chaque atome oscille autour de sa position

d’équilibre avec l’amplitude Aik pour une certaine valeur λ = λk. Ces oscillations

présentent toutes la même fréquence
√
λk/2π et la même phase εk. En conséquence,

tous les atomes atteignent leur position maximum d’oscillation en même temps et

repassent tous à leur position d’équilibre au même moment. Un mode de vibration

qui présente ce genre de propriétés est appelé un mode normal de vibration et la

fréquence lui correspondant une fréquence normale de la molécule. Un mode normal

peut être dégénéré. Cette dégénérescence arrive lorsqu’une solution λk de (3.29) est

une racine multiple. Dans ce cas les lik ne sont plus uniques et un examen plus attentif

est nécessaire[19]. A titre d’exemple, la forme des modes normaux de vibration de

la molécule d’eau sont représentés sur la figure 3.2.

λ1 λ2 λ3

b

b b

O

H H

b

b b

b

b b

Figure 3.2 – Modes normaux de vibration de la molécule d’eau.

Coordonnées normales [19]

Les coordonnées normales sont un ensemble de coordonnées associé aux modes

normaux de vibration. A chaque mode normal de vibration correspond une coor-

donnée normale. Ces nouvelles coordonnées seront notées Qk, k = 1, . . . , 3N . Elles se
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définissent par rapport aux coordonnées pondérées en masse qi de la façon suivante :

Qk =
3N∑
i=1

l′kiqi, k = 1, . . . , 3N. (3.32)

Dans cette définition la matrice l′ki doit être choisie de sorte que les énergies cinétique

et potentielle, exprimées en coordonnées normales, prennent une forme quadratique

diagonale, c’est-à-dire :

T =
1

2

3N∑
i=1

Q̇2
i , V =

1

2

3N∑
i=1

λ′iQ
2
i . (3.33)

Dans ces coordonnées les équations du mouvement prennent la forme :

d

dt

∂T

∂Q̇k

+
∂V

∂Qk

= Q̈k + λ′kQk = 0, k = 1, . . . , 3N, (3.34)

dont les solutions sont :

Qk = K ′k cos(
√
λ′kt+ ε′k), k = 1, . . . , 3N. (3.35)

Si maintenant, on exprime ces solutions en fonction des coordonnées qi grâce à la

transformation inverse de (3.32) dont la matrice est (l′ki)
−1, on obtient les solutions

en coordonnées qi :

qi =
3N∑
k=1

(l′ik)
−1K ′k cos(

√
λ′kt+ ε′k). (3.36)

En comparant ce résultat avec (3.27) et en utilisant (3.31), on constate les égalités

suivantes :

(l′ik)
−1 = lik, λ′k = λk. (3.37)

La matrice lik qui donne les modes normaux est donc identique à la matrice de

transformation des coordonnées normales aux coordonnées pondérées en masse et

les racines λk de l’équation séculaire sont les coefficients de deuxième ordre du

développement de Taylor de la fonction potentielle.

Grâce aux coordonnées normales, l’hamiltonien prend une forme particulièrement

simple. En effet, si l’on ne considère que les termes quadratiques du développement

de Taylor de la fonction potentielle, l’hamiltonien se réduit à la somme d’oscillateurs

harmoniques découplés :

H =
∑
i

1

2
Q2
i +

λ′i
2
Q2
i (3.38)
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3.2 Vibrations moléculaires

3.2.3 Coordonnées internes

Les coordonnées normales introduites précédemment sont très utilisées pour les

problèmes moléculaires et notamment en théorie des perturbations canonique. Ce-

pendant, d’autres systèmes de coordonnées existent et s’avèrent aussi d’une grande

utilité. Parmi ceux-ci, le système de coordonnées internes est certainement des plus

intuitifs et c’est souvent dans ce système que les surfaces d’énergie potentielle ab

initio sont exprimées. Ce système consiste à repérer les positions de chaque noyau

par les distances qui les séparent et les angles que forment les liaisons de valence de

la molécule.

Pour une molécule triatomique le choix traditionnel de coordonnées internes est

de repérer les distances entre le noyau central et les noyaux extérieurs et l’angle

entre ces deux liaisons. L’expression de ces coordonnées internes peut être déduite à

partir des déplacements cartésiens diα, introduits dans le paragraphe 3.1.3, par des

relations géométriques simples.

Relation entre les coordonnées internes et normales

Afin de montrer comment on peut obtenir les coordonnées normales à partir des

coordonnées internes, on va exprimer les énergies cinétique et potentielle à l’aide

des coordonnées internes. On notera les coordonnées internes r1, r2, . . . , rn avec n =

3N − 6 (cas d’une molécule non linéaire). La transformation qui lie les coordonnées

internes aux déplacements cartésiens diα est linéaire et s’écrit :

r1

...

rn

Tx

Ty

Tz

Rx

Ry

Rz



=



Bv

− − − − −

Br





d1x

d1y

d1z

...

dNz



, (3.39)
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Chapitre 3 : Vibrations moléculaires

où les matrices Bv et Br sont des matrices n × 3N et 6 × 3N respectivement. Les

coordonnées Tα et Rα (α = x, y, z) sont les coordonnées de translation et de rotation

de la molécule dans sa globalité. En imposant les conditions d’Eckart (3.17) et (3.18)

ces coordonnées s’annulent.

Si on note s le vecteur de la partie droite de (3.39), W la matrice 3N × 3N

composée de Bv et Br et d le vecteur contenant les diα, la transformation (3.39)

prend la forme matricielle :

s = Wd. (3.40)

La transformation inverse quant’à elle prendra la forme :

d = W−1s. (3.41)

L’expression de l’énergie cinétique est alors :

T =
1

2
ḋTMḋ =

1

2
ṡT (W−1)TMW−1ṡ, (3.42)

où la matrice M est une matrice diagonale 3N×3N contenant les masses des noyaux :

M =



m1 0

m1

m1

m2

. . .

0 mN


(3.43)

Si maintenant on retire les coordonnées Tα et Rα de cette équation comme nous

y autorisent les conditions d’Eckart, on obtient l’expression de l’énergie cinétique

purement vibrationnelle :

T =
1

2
ṙTG−1ṙ, (3.44)

où le vecteur ṙ est le vecteur colonne contenant les dérivées par rapport au temps

des coordonnées internes et ṙT son vecteur ligne transposé. La matrice G est quant

à elle définie par :

G = BvM
−1BT

v (3.45)

C’est une matrice symétrique : GT = G qui est appelée matrice cinématique.
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3.2 Vibrations moléculaires

De façon analogue, l’énergie potentielle peut s’écrire sous la forme :

V =
1

2
ṙTFṙ, (3.46)

où F est une matrice symétrique n×n dont les éléments sont les constantes de force

quadratiques issues du développement de Taylor de la fonction potentielle autour

de la configuration d’équilibre :

Fij =

(
∂2V

∂ri∂rj

)
e

(3.47)

Les coordonnées normales sont celles qui donnent une forme quadratique diago-

nale aux énergies cinétique et potentielle. Pour obtenir les coordonnées normales à

partir des coordonnées internes on va demander que cette condition soit respectée.

On considère que la relation qui lie les coordonnées internes et normales est la sui-

vante :

r = LQ, (3.48)

où L est une matrice constante n × n et Q est le vecteur colonne contenant les n

coordonnées normales. L’expression de l’énergie cinétique en coordonnées normales

devient :

T =
1

2
Q̇TLTG−1LQ̇. (3.49)

La condition pour que cette forme quadratique soit diagonale est :

LTG−1L = 1n, (3.50)

où 1n est la matrice identité n× n. Pour l’énergie potentielle on aura :

V =
1

2
QTLTFLQ. (3.51)

Pour que cette forme soit diagonale, il faut que :

LTFL = Λ, (3.52)

où Λ est une matrice diagonale. En multipliant (3.50) par L−1G à droite et en

substituant l’expression de LT ainsi obtenue dans (3.52), on a :

L−1GFL = Λ. (3.53)

55



Chapitre 3 : Vibrations moléculaires

Cette dernière égalité montre que Λ est la matrice diagonale contenant les valeurs

propres de la matrice GF et L est la matrice contenant les vecteurs propres de GF.

Si les matrices G et F sont connues, alors les valeurs propres de GF sont les racines

du polynôme caractéristique :

|GF− λ1n| = 0 (3.54)

Ces valeurs propres λk donneront alors les fréquences d’oscillation
√
λk/2π des modes

normaux. En insérant ces solutions λk dans (3.52), on peut trouver une matrice A

reliée à la matrice L par :

Lik = NkAik, (3.55)

où Nk est un facteur de normalisation :

Nk =

√
λk∑

i,j FijAikAjk
.

Ces vecteurs propres normalisés donneront alors les amplitudes des modes normaux

comme dans le paragraphe 3.2.2.

Dans ce travail de thèse on aura à considérer deux types d’hamiltoniens. Dans un

premier temps on considèrera des hamiltoniens dont la surface d’énergie potentielle

est issue de calculs de chimie quantique ab initio. Ces surfaces s’expriment en co-

ordonnées internes et l’hamiltonien sur lequel on travaillera sera la somme de cette

surface d’énergie potentielle et d’une énergie cinétique. Dans un deuxième temps, on

considèrera des hamiltoniens dits effectifs. Ces hamiltoniens sont issus de la théorie

des perturbations canonique et sont exprimés en coordonnées normales.
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Deuxième partie

Etude des hamiltoniens effectifs

construits à partir de surfaces

potentielles
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Chapitre 4

Méthode des Transformations de

Contact

Dans cette partie nous étudierons la dynamique d’hamiltoniens effectifs vibra-

tionnels. L’objectif est d’étudier l’effet de substitutions isotopiques, ne brisant pas

la symétrie de la molécule, sur la transition de modes normaux à modes locaux pour

les molécules triatomiques de type C2v. Les hamiltoniens effectifs utilisés dans ce

travail sont obtenus par la méthode des transformations de contact. Nous allons,

dans ce premier chapitre, donner un bref aperçu des principes de cette méthode.

La méthode des transformations de contact (TC), a été introduite en physique

par Van Vleck en 1929 [20] et a connu depuis de nombreux développements, no-

tamment en spectroscopie et physique moléculaire. C’est une méthode perturbative

dont l’objectif principal est de construire, à partir de l’équation de Schrödinger, des

modèles relativement simples prenant en compte l’ensemble des couplages dans le

système. Elle s’avère bien adaptée aux problèmes présentant des dégénérescences et

des résonances accidentelles, là où d’autres méthodes sont très coûteuses en temps de

calcul ou mal adaptées. La théorie des perturbations de Rayleigh-Schrödinger, par

exemple, ou encore les méthodes de Brillouin-Wigner peuvent s’avérer peu efficaces

dans ces situations.
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4.1 Hamiltoniens effectifs

La méthode des TC a pour but de construire des hamiltoniens effectifs qui sim-

plifient l’interprétation et la modélisation des données expérimentales. Ces hamil-

toniens seront ensuite utilisés pour résoudre le problème des valeurs propres de

l’équation de Schrödinger stationnaire d’une manière beaucoup plus simple qu’en

travaillant directement avec l’hamiltonien initial H. La construction d’un hamilto-

nien passe toujours par une phase “classique”, où on exprime les énergies cinétique et

potentielle dans un système de coordonnées adéquat. Cette phase a été brièvement

décrite, en ce qui concerne les vibrations moléculaires, dans le chapitre 3 de la par-

tie I. Cette étape accomplie, on passe à la quantification de cet hamiltonien qui se

résume à faire correspondre aux variables de l’espace des phases des opérateurs d’un

certain espace de Hilbert. Il y alors deux possibilités qui s’offrent à nous : la première

étant de partir de l’hamiltonien classique et d’en extraire des hamiltoniens effectifs

que l’on quantifie par la suite, l’autre étant de considérer l’hamiltonien quantique et

d’obtenir des hamiltoniens effectifs. Les deux points de vues sont valables et ont fait

l’objet de différentes recherches. En ce qui nous concerne, nous ne considèrerons que

la seconde méthode. La première méthode a fait l’objet de recherches par M. Joyeux

et collaborateurs. Ces travaux s’appuient sur l’application des formes normales de

Birkhoff-Gustavson [21]. On peut trouver un exposé de cette méthode dans [22] ap-

pliquée aux états moléculaires vibrationnels hautement excités et dans [23] pour une

application aux molécules non rigides. Pour un exposé général, on peut conseiller la

thèse de Dominique Sugny [24].

A ce stade, il convient de préciser ce que nous entendons par le terme hamil-

tonien effectif. En suivant l’article de Hurtubise et Freed [25], on suppose que les

phases de considérations classiques et de quantification ont été accomplies et que

l’on dispose d’un hamiltonien quantique H. Cet hamiltonien est un opérateur d’un

certain espace de Hilbert H de dimension infinie. Dans le cadre qui nous intéresse,

seuls les niveaux liés nous concerneront et on ne considérera donc que le spectre

discret de cet hamiltonien σd(H). Un hamiltonien effectif Heff n’est défini quant à

lui, que dans un sous-espace de dimension finie Ωd de l’espace de Hilbert total. On
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4.1 Hamiltoniens effectifs

demande alors que les d (d = dim Ωd) valeurs propres de Heff soient identiques à d

valeurs propres de H. En notant |Ψeff
α 〉 les fonctions propres effectives de Heff , où

l’indice α se réfère à la valeur propre Eα de H, la condition précédente s’écrit :

Heff |Ψeff
α 〉 = Eα|Ψeff

α 〉, Eα ∈ σd(H). (4.1)

Afin d’obtenir une relation entre l’hamiltonien effectif et l’hamiltonien initial, on

peut définir un opérateur linéaire k qui transforme les fonctions propres effectives

en fonctions propres |Ψα〉 de H. On a alors la relation :

|Ψα〉 = k|Ψeff
α 〉. (4.2)

Cet opérateur k agit sur les d fonctions propres effectives appartenant à l’espace

Ωd et les envoie sur les d fonctions propres de H appartenant quant à elles à un

sous-espace Ω de H. On appelle Pd le projecteur sur Ωd et Qd = 1−Pd le projecteur

sur l’orthogonal Ω⊥d de Ωd. De même, on appelle P et Q = 1−P les projecteurs sur

Ω et son orthogonal Ω⊥ respectivement. On a alors les conditions sur k :

kPd = k = Pk, (4.3)

et

kQd = 0 = Qk. (4.4)

Comme k envoie un ensemble de base dans Ωd sur un autre dans Ω, il existe un

opérateur linéaire l qui doit faire le chemin inverse. Soit donc cet opérateur l : Ω 7→

Ωd, qui agit sur les différentes fonctions propres de la façon suivante :

|Ψeff
α 〉 = l|Ψα〉. (4.5)

Cet opérateur agit uniquement sur les fonctions de Ω et les envoie sur les fonctions

de Ωd uniquement. De la même façon que pour k, l doit satisfaire aux conditions :

lP = l = Pdl, (4.6)

et

lQ = 0 = Qdl. (4.7)
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Si maintenant on multiplie l’équation de Schrödinger pour l’hamiltonien H,

H|Ψα〉 = Eα|Ψα〉 (4.8)

par l à gauche et en utilisant (4.2) et (4.5), on obtient :

lHk|Ψeff
α 〉 = Eα|Ψeff

α 〉. (4.9)

En comparant cette expression avec (4.1), on obtient une relation entre H et Heff :

Heff = lHk = lPHPk = Pd(lHk)Pd. (4.10)

On verra dans la section suivante quels choix pour k et l on fait dans la méthode

des transformations de contact.

Avant de passer à la description des techniques de calcul, rappelons en suivant

le rapport d’évaluation CNRS du GSMA [26] la distinction entre deux méthodes

généralement utilisées en physique moléculaire pour la construction de modèles ef-

fectifs. En spectroscopie certains hamiltoniens effectifs sont appelés hamiltoniens

effectifs empiriques. Cette dénomination tient à la manière dont ces hamiltoniens

sont obtenus. Ces hamiltoniens contiennent des paramètres a priori inconnus et

sont construits à partir de considérations de symétrie et des types de résonances à

prendre en compte dans le modèle. Les paramètres de ce modèle sont alors ajustés

par des méthodes du type des moindres carrés, de telle sorte que les valeurs propres

de ces hamiltoniens reproduisent les spectres observés lors des expériences. Ces

modèles effectifs empiriques sont largement utilisés en physique et en spectroscopie

moléculaire pour décrire des intervalles localisés d’un spectre. Il sont bien adaptés

aux besoins d’attributions des spectres dans des régions précises de bandes en in-

teractions. Ils servent aussi à la réduction de données spectroscopiques observées,

à la détermination de constantes empiriques ou encore à la création de banques de

données spectroscopiques servant à des applications atmosphériques et métrologiques [27].

Dans le cas d’états moléculaires très excités, correspondant à de grands nombres

quantiques vibrationnels et rotationnels, plusieurs problèmes se posent pour la détermination

purement empirique de ces modèles (pour une discussion plus détaillée, voir [28]) :

absence de paramètres initiaux et augmentation explosive de leur nombre lors de
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l’ajustement par moindres carrés, manque d’information sur des états perturbateurs

(états ”dark”) pour caractériser de nouvelles résonances, problèmes de convergence

et d’ambigüıté des hamiltoniens effectifs (”colinéarité” / corrélations des paramètres

ajustables qui empêchent leur détermination statistique fiable), changements quali-

tatifs des modes de vibration, difficultés d’attribution, etc.

Un autre point important est que l’on peut définir des opérateurs effectifs pour

d’autres opérateurs que l’hamiltonien. En spectroscopie par exemple, on peut uti-

liser des opérateurs effectifs de moments de transitions dipolaires [29, 30]. Ceux-

ci sont nécessaires pour la détermination des intensités de raies dans les spectres

moléculaires notamment.

4.2 Transformations de contact

4.2.1 Principes de la méthode

L’idée de la méthode des TC remonte à Van Vleck, puis a été appliquée à la spec-

troscopie rovibrationnelle dans une série de travaux par Shaffer, Nielsen, Amat, Tar-

rago, Legay, Chedin, Aliev, Watson et d’autres auteurs [31, 29, 32, 33, 34, 35, 36, 37].

Les aspects mathématiques et les applications en physique moléculaire de cette

méthode peuvent être trouvés dans [38, 35, 32]. Notons que les TC ne nécessitent

pas obligatoirement un développement en série de Taylor par rapport à toutes les va-

riables et peuvent être appliquées également à des molécules non-rigides présentant

des vibrations de grandes amplitudes [39]. Un autre domaine d’application des

TC, est la construction de modèles effectifs pour des problèmes dépendants du

temps [40, 38, 41, 42] qui peuvent être utilisés notamment pour décrire des pro-

cessus multiphotoniques [40].

Depuis le début des applications de la mécanique quantique en physique moléculaire,

les TC ont permis d’établir un certain nombre de relations analytiques approxima-

tives qui se sont révélées très utiles pour l’interprétation de paramètres d’ordres rela-

tivement bas, mais mis à part pour des systèmes simples [36, 37], ces interprétations

restaient dans la plupart des cas au niveau qualitatif.

Grâce à l’amélioration des moyens de calculs, les algorithmes et les codes infor-
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matiques mettant en oeuvre les TC ont pu être développés. Les premiers codes de

calculs formels des TC visaient soit les systèmes simples [37], soit les approximations

peu élevées [36, 43]. Récemment, des codes de calculs de TC plus perfectionnés ont

vu le jour. L’objectif de ces codes est l’obtention systématique de modèles spectro-

scopiques vibrationnels et/ou ro-vibrationnels définis dans un espace restreint de

fonctions et construits de façon non-empirique à partir de surfaces potentielles [44]

et dipolaires [45]. On peut noter les résultats obtenus dans ce domaine par Siebert,

Wang et al. [46].

Dans ce travail de thèse, nous utilisons des hamiltoniens effectifs obtenus par

le code MOL CT [44, 45, 26]. Ce code de calcul a été développé par l’équipe de

physique moléculaire théorique (PMT) du Groupe de Spectrométrie Moléculaire et

Atmosphérique (GSMA) de l’université de Reims en collaboration avec le LTS de

l’institut IOA de Tomsk (Russie). Ce code se base sur le formalisme et l’algorithme

des TC décrit par Tyuterev et al. [38, 34]. Les modèles quantiques qui en résultent se

veulent suffisamment complets, c’est-à-dire, qu’ils tiennent compte de l’ensemble des

interactions et des résonances d’ordres élevés afin d’obtenir des résultats de précision

spectroscopique.

Le point important de l’approche non-empirique des TC est qu’elle permet de

combler les lacunes de l’approche purement empirique. Elle permet de caractériser

des états ”cachés”(”dark”) qui ne sont pas encore mesurés expérimentalement et

de modéliser leurs couplages et les perturbations qu’ils peuvent occasionner sur

des bandes observables. L’information supplémentaire par rapport aux méthodes

empiriques, provient des surfaces potentielles qui décrivent la structure électronique

de la molécule.

Pour décrire la méthode des TC, nous allons suivre les références [29, 32, 34, 38].

On considère alors un hamiltonien H écrit sous une forme perturbative, c’est-à-dire

sous la forme d’un développement en série de puissance d’un petit paramètre λ :

H = H0 + λH1 + λ2H2 + . . .+ λpHp, (4.11)

où p est l’ordre du développement perturbatif. Comme on l’a vu précédemment, on

va appliquer à cet hamiltonien des opérateurs à gauche et à droite pour construire
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l’hamiltonien effectif. Dans cette méthode, les opérateurs k et l vont prendre la forme

d’une transformation unitaire et seront pris conjugués hermitiques l’un de l’autre.

Ces opérateurs vont se formaliser sous la forme d’une exponentielle d’un opérateur.

On considèrera alors des transformations du type :

H̃ = exp(iλnSn)H exp(−iλnSn). (4.12)

Les opérateurs Sn sont appelés les générateurs de transformation de contact. Pour

que ce genre de transformation soit unitaire il faut que ces générateurs soient au-

toadjoints. Le principe de la méthode des TC va être de faire subir à H une série

de transformations (4.12) dans le but d’obtenir des hamiltoniens effectifs avec un

contrôle de l’ordre de perturbation auquel ces hamiltoniens prennent leur validité.

La construction de ces hamiltoniens effectifs va se faire par une diagonalisation par

bloc de la matrice représentative de H exprimée dans une base conditionnée par

le choix de H0. La forme diagonale par bloc de la matrice obtenue, tient au fait

qu’il existe des résonances qui empêchent la diagonalisation de la matrice. Les sous-

espaces de l’espace de Hilbert H sous-tendus par ces blocs sont les espaces dans

lesquels les différents hamiltoniens effectifs sont définis. Ces blocs décrivent un en-

semble d’états en interaction et sont appelés des polyades. L’intersection entre deux

sous-espaces sous-tendus par deux blocs distincts étant vide, les différentes polyades

n’interagissent pas entre elles. Par contre, la définition d’un hamiltonien effectif pour

une polyade donnée, dépend des polyades précédentes et de l’ordre de perturbation

auquel le calcul est mené. La figure 4.2.1 montre schématiquement la procédure de

diagonalisation par bloc des TC.

Le paramètre λ est un paramètre formel supposé petit. En conséquence, la trans-

formation (4.12) est proche de l’identité. On peut donc remplacer l’exponentielle par

son développement en série :

exp(iλnSn) = 1 + iλnSn −
1

2
λ2nS2

n + . . . . (4.13)

Si on applique une première transformation sur l’hamiltonien, on obtient un opérateur

H̃(1) transformé de H, qui s’écrit :

H̃(1) = exp(iλ1S1)H exp(−iλ1S1)

= (1 + iλnSn −
1

2
λ2nS2

n + . . .)H(1− iλnSn +
1

2
λ2nS2

n + . . .).
(4.14)
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H

0

0

1
iS

e
niS

e

Figure 4.1 – Schéma de principe de la méthodes des transformations de contact.

En développant cette expression et en faisant apparaitre des commutateurs, (4.14)

prend la forme de l’équation de Hausdorff :

H̃(1) = H + [iλ1S1, H] +
1

2
[iλ1S1, [iλ

1S1, H]] + . . . , (4.15)

où [A,B] = AB − BA est le commutateur entre les opérateurs A et B. H̃(1) est un

polynôme en λ et peut donc s’écrire sous la forme :

H̃(1) = H̃
(1)
0 λ0 + H̃

(1)
1 λ1 + . . .+ H̃(1)

n λn. (4.16)

En identifiant les termes de même degré en λ dans (4.14) et (4.16), on obtient les
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expressions des différents termes de H̃(1) :

H̃
(1)
0 = H0,

H̃
(1)
1 = H1 + [iS1, H0],

H̃
(1)
2 = H2 + [iS1, H1] +

1

2
[iS1, [iS1, H0]],

...

H̃(1)
n = Hn +

n−1∑
k=0

1

(n− k)!
[iS1, [iS1, . . . , [iS1, Hk] . . .]]

(4.17)

Si maintenant on applique une deuxième transformation, cette fois sur H̃(1), on va

obtenir un hamiltonien deux fois transformé H̃(2) :

H̃(2) = exp(iλ2S2)H̃(1) exp(−iλ2S2). (4.18)

Cet hamiltonien est lui aussi un polynôme en λ et peut s’écrire :

H̃(2) = H̃
(2)
0 λ0 + H̃

(2)
1 λ1 + . . .+ H̃(2)

n λn + . . . . (4.19)

De la même façon que pour H̃(1), on peut identifier les termes de même degré en λ :

H̃
(2)
0 = H0,

H̃
(2)
1 = H̃

(1)
1 ,

H̃
(2)
2 = H̃

(1)
2 + [iS2, H0],

...

(4.20)

On voit que la deuxième transformation n’a pas affecté H0 et H̃
(1)
1 . Il en est de

même pour chaque transformation : elle laisse invariants les termes de l’hamilto-

nien sur lesquels elle agit dont l’ordre est strictement inférieur au numéro de la

transformation.

Ce processus de transformations successives peut se répéter N fois jusqu’à l’ordre

de perturbation désiré :

. . . exp(iλ2S2) exp(iλS1)(H0+λH1+λ2H2+. . .) exp(−iλS1) exp(−iλ2S2) . . . . (4.21)

Cette procédure produit un hamiltonien H̃(N) N fois transformé :

H̃(N) = H̃
(N)
0 + λH̃

(N)
1 + . . .+ λNH̃

(N)
N + λN+1H̃

(N)
N+1 + . . . , (4.22)
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avec H̃
(N)
i = H̃

(i)
i pour i < N . Les premiers termes de cet hamiltonien seront donnés

par :

H̃
(0)
0 = H0,

H̃
(1)
1 = H1 + [iS1, H0],

H̃
(2)
2 = H2 + [iS1, H1] +

1

2
[iS1, [iS1, H0]] + [iS2, H0],

H̃
(3)
3 = H3 + [iS1, H2] +

1

3!
[iS1, [iS1, [iS1, H0]]] + [iS2, [iS1, H0]] + [iS2, H1] + [iS3, H0].

(4.23)

L’écriture de ces différents termes peut se généraliser sous la forme :

H̃(n)
n = H̃(n−1)

n + [iSn, H0],

H̃(k)
n =

[[n/k]]∑
m=0

1

m!
[iSk, . . . [iSk, H̃

(k−1)
n−km] . . .︸︷︷︸

m

],
(4.24)

où H̃
(k)
n est l’hamiltonien k fois transformé à l’ordre n et [[m]] désigne la partie

entière de m.

Les différents hamiltoniens effectifs obtenus après ces N transformations de

contact décriront chacun une polyade. Ils s’obtiennent en faisant une projection de

l’hamiltonien transformé H̃(N) sur le sous-espace sous-tendu par le bloc représentant

la polyade :

Heff
n = PnH̃

(N)Pn, (4.25)

où n représente le numéro de la polyade et Pn le projecteur sur le sous-espace lui

correspondant.

Pour mettre en oeuvre cette méthode des transformations de contact, il faut pou-

voir déterminer les générateurs Sn des transformations. Pour résoudre ce problème,

Tyuterev et Perevalov [34] et Makushkin et Tyuterev [38] ont développé un forma-

lisme algorithmique des TC basé sur l’emploi d’un opérateur de modélisation A.

Les questions auxquelles on essaie de répondre dans ce contexte sont les suivantes :

quels sont les types de simplifications que l’on peut apporter à l’hamiltonien par les

TC et quelles sont alors les équations correspondantes pour H̃ ? En d’autres termes,

comment une notion de simplification de l’hamiltonien peut-elle être formalisée par

une condition mathématique dans un cas général ? Il a été trouvé [34, 40, 38] que
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pour une classe assez générale d’applications, cette condition prend la forme de

l’équation : [H̃,A] = 0, où A est l’opérateur de modélisation du problème considéré.

Grâce au développement de Hausdorff (4.15), on peut remarquer que l’ensemble des

générateurs de TC forme une algèbre de Lie L, engendrée par les commutateurs

multiples des opérateurs Sn, H
(k)
n , . . .. Par rapport au choix de A, cette algèbre, vue

comme espace vectoriel, se décompose en une somme directe de deux sous-espaces :

L = L(0)⊕L(⊥), où L(0) contient tous les opérateurs qui commutent avec A. Dans le

cas d’un spectre d’ordre zéro H0 =
∑

nE
(0)
n P

(0)
n non dégénéré ou purement dégénéré,

le choix naturel pour A est : A = H0, ou encore : A = P
(0)
n =

∑
i |n, i〉0 0〈n, i| (pro-

jecteur sur le sous-espace propre des fonctions propres correspondantes à E
(0)
n ). Ce

choix conduit, pour la matrice représentative de H̃, à une forme diagonale par blocs

dans la base |n, i〉0.

Par un choix approprié de l’opérateur de modélisation A, on peut arriver à une

séparation partielle des variables et donc diminuer la dimension du problème. Des

exemples bien connus de séparation des variables sont la séparation des variables

électroniques et nucléaires pour construire un hamiltonien effectif pour le mouve-

ment nucléaire uniquement, ou encore la séparation des variables vibrationnelles

et rotationnelles pour obtenir un hamiltonien effectif rotationnel. Cette méthode

s’applique aussi pour des problèmes dépendants du temps. Dans ce cas, le choix

de l’opérateur de modélisation A = −i ∂
∂t

, permet de séparer la variable temporelle

pour obtenir un hamiltonien effectif quasi-stationnaire [38, 40]. Dans le chapitre sui-

vant, nous utiliserons cette approche pour séparer approximativement les modes de

vibration de valence couplés par une résonance 1:1 du mode de vibration de pliage.

En toute généralité, le système d’équations des TC à l’ordre n, s’écrit [38, 34] :

[H0, iSn] = H̃(n−1)
n − H̃(n)

n

[H̃(n)
n ,A] = 0

(4.26)

La seconde équation signifie que l’on cherche l’hamiltonien transformé (4.22) tel

qu’il appartient à L(0) : H̃ ∈ L(0). En tenant compte du théorème de Wigner, il est
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possible d’écrire la solution générale de ce système sous la forme [38, 34] :

∆H̃2k = 〈H(k−1)
2k 〉, ∆H̃2k+1 = 〈H(k−1)

2k+1 〉

iSk =
1

D
(H

(k−1)
k ),

(4.27)

en faisant appel aux opérations suivantes [47, 34] :

〈X〉 ≡ 〈X〉A = lim
β→0

β

∫ +∞

0

exp(−βt) exp(−iAt)X exp(iAt)dt,

1

D
(X) ≡ 1

DH0

(X − 〈X〉A) = i lim
β→0

∫ +∞

0

exp(−βt) exp(−iH0t)(X − 〈X〉A) exp(iH0t)dt.

(4.28)

Après avoir trouvé les termes de l’hamiltonien effectif ∆H̃n, on peut en déduire ses

valeurs propres ainsi que ses vecteurs propres |ψ̃〉 par diagonalisation des matrices

correspondantes. Les générateurs des TC, Sn, permettent alors de remonter aux

fonctions d’onde exactes :

|ψ〉 = e−iS1e−iS2 . . . e−iSn . . . |ψ̃〉. (4.29)

4.2.2 Code MOL CT et applications aux vibrations moléculaires

L’implémentation de cet algorithme est réalisé dans une suite de codes : MOL CT [44,

26, 46] (”Molecular Contact Transformations program suite”), réalisé en collabora-

tion entre l’équipe PMT du GSMA de l’université de Reims (V.G. Tyuterev, H.

Seghir, J. Lamouroux) et le laboratoire LTS de l’Institut d’Optique Atmosphérique

de Tomsk, Russie (S. Tashkun). Le code MOL CT contient une vingtaine de pro-

grammes informatiques qui réalisent les diverses étapes nécessaires à l’application

de l’algorithme des TC sous une forme quantique pour le problème de vibration-

rotation des molécules triatomiques. La thèse de doctorat de H. Seghir [48], menée

au sein du GSMA, a permis de mettre au point la partie ro-vibrationnelle pour les

molécules triatomiques. La thèse de J. Lamouroux [49], elle aussi menée au sein du

GSMA, a permis, quant à elle, de mettre au point la transformation du moment

dipolaire et d’obtenir les intensités des raies des spectres de vibration-rotation.

L’ensemble de ces programmes réalise plusieurs tâches à partir des surfaces

d’énergie potentielle (SEP) et de moment dipolaire (SMD). Parmi celles-ci on peut
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citer : la définition des formes des coordonnées normales (matrices GF de Wilson),

la détermination de leurs relations non-linéaires aux coordonnées internes (actuel-

lement jusqu’à l’ordre ∼ Q14), la transformation dans des axes moléculaires instan-

tanés par résolution des équations d’Eckart qui permettent une décomposition de

l’hamiltonien total en termes élémentaires exprimés avec les opérateurs de création et

d’annihilation des modes normaux et en combinaisons de termes tensoriels symétrisés

d’opérateurs rotationnels et des résultats équivalents pour le moment dipolaire.

Après l’étape des TC qui calcule les constantes des états vibrationnels, leurs cou-

plages et les moments de transitions de bandes, les codes procèdent à une réduction

des hamiltoniens effectifs, à leur diagonalisation, au calcul des coefficients de mélange

et à l’attribution spectroscopique des états rovibrationnels en modes normaux.

Il existe des versions du code programmées avec le logiciel de calcul formel

MAPLE. Ce logiciel permet d’obtenir des formules analytiques. Une autre version

est programmée en FORTRAN. Elle permet un calcul ”mixte” : un calcul numérique

des paramètres et analytique pour les opérateurs et les nombres quantiques. Cette

suite de code est actuellement opérationnelle pour des molécules semi-rigides triato-

miques de symétrie C2v et Cs. En utilisant des ordinateurs d’architecture 32 bits,

les limitations techniques actuelles des TC sont les suivantes :

– ordre de TC maximum = 26 ;

– termes rotationnels : puissances maximales ∼ J28 ;

– dépendance vibrationnelle : puissances maximales ∼ V 14.

L’algorithme des TC optimise le calcul pour des ordres de perturbations élevés

(par extension du théorème de Wigner de la théorie des perturbations convention-

nelle) et se caractérise par les points suivants :

1. Il est applicable à des résonances multiples d’ordres quelconques. Ceci permet

de construire des modèles spectroscopiques ”sur mesure”, y compris lorsque

les polyades se superposent.

2. L’algèbre des commutateurs et anti-commutateurs rotationnels et vibration-

nels est décrite de façon complète non-tronquée. Ceci est rendu possible grâce

à l’existence de relations exactes pour les constantes de structure de l’algèbre

de Lie enveloppante qui ont été obtenues dans le cas général d’une molécule
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polyatomique.

L’algorithme des TC reste valable pour une molécule comportant N atomes. Il

peut, en principe, se généraliser à certains types de molécules non-rigides présentant

des vibrations de grandes amplitudes. Pour un aperçu général de MOL CT et de ses

diverses applications, on peut consulter le rapport d’activité du GSMA [26].

Dans ce travail de thèse, nous n’utiliserons que les hamiltoniens effectifs vi-

brationnels issus de MOL CT. Une étude de la dynamique ro-vibrationnelle est

à envisager pour de futurs projets. L’expression générale, dans le repère d’Eckart,

de l’hamiltonien de rotation-vibration en coordonnées normales a été formulée par

Watson [50] à la suite de travaux de Wilson et Howard [51] et de Darling et Den-

nison [52]. En spectroscopie moléculaire, il est traditionnel de diviser l’hamiltonien

et donc l’énergie par le produit hc de la constante de Planck et de la vitesse de la

lumière dans le vide et les moments par la constante de Planck réduite ~ afin de

convertir toutes les quantités en unités de nombre d’onde (inverse d’une longueur).

L’hamiltonien vibrationnel (J = 0) d’une molécule non-linéaire exprimé en unités

de nombre d’onde, prend la forme suivante :

Hvib =
1

2

3N−6∑
k=1

ωkp
2
k +

1

2

∑
α,β

παµαβπβ −
1

8

∑
α

µαβ + U(q), (4.30)

où q = {q1, . . . , qk, . . . , q3N−6} désigne l’ensemble des coordonnées normales, pk =

−i∂/∂qk est le moment conjugué de la coordonnée normale qk, πα =
∑

i,k ζ
α
i,k

(
ωi

ωk

)1/2

qipk

sont les composantes du moment angulaire vibrationnel dans le repère d’Eckart, ζαi,k

sont les constantes de Coriolis, µαβ = µαβ(q) sont les éléments du tenseur µ, ωk sont

les fréquences de vibration normales harmoniques et U(q) est la fonction d’énergie

potentielle moléculaire. Les opérateurs qk, pk, πα et les constantes ζαi,k sont sans di-

mensions alors que Hvib, U , µαβ et ωk sont exprimés en nombres d’onde. Les trois

premiers termes de (4.30) proviennent de l’énergie cinétique.

En général, les calculs ab initio de structure électronique fournissent les va-

leurs de l’énergie potentielle sur une grille de points en coordonnées internes R =

{R1, . . . , Rt, . . .}. L’ensemble de ces points forme une surface d’énergie potentielle

(SEP) dans l’espace des configurations. Afin d’être en mesure d’utiliser cette surface

avec l’hamiltonien (4.30), il nous faut passer des coordonnées internes R aux coor-
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données normales q. Les coordonnées internes angulaires ne sont, en général, pas

des coordonnées rectilignes dans l’espace cartésien. Si on utilise une relation linéaire

approximative qui lie les coordonnées internes et normales : R = Lq, alors la trans-

formation de la surface d’énergie potentielle U(R) → U(q) est relativement simple

à mettre en oeuvre. Cependant, en procédant de la sorte, les coordonnées normales

q que l’on obtient ne sont pas rectilignes et les règles usuelles de commutation de

Heisenberg [qi, pi] = i ne sont plus valables.

Pour conserver l’algèbre vibrationnelle de Heisenberg, il faut utiliser des coor-

données normales rectilignes. Pour les obtenir, les relations entre les coordonnées

internes et normales, doivent prendre en compte les termes non linéaires [53] :

Rt =
∑
i

Ltiqi +
∑
i,j

Ltijqiqj + . . .+
∑
i,j,k,...

Lti,j,k,...qiqjqk . . .+ . . .+O(qn). (4.31)

Pour les molécules semi rigides, on fait en général l’hypothèse que U(q) et µαβ(q)

peuvent se développer en séries qui convergent assez rapidement pour les états de

vibration que l’on veut étudier :

U(q) = U0 +
1

2

∑
i

ωiq
2
i +

∑
ijk

kijkqiqjqk +
∑
ijkl

kijklqiqjqkql + . . .

µαβ = µ0
αβδαβ +

∑
i

µiαβqi +
∑
ij

µijαβqiqj + . . . .
(4.32)

Le premier terme de cette dernière équation définit les constantes rotationnelles à

l’équilibre Bα = µ0
αα/2. Pour appliquer la procédure des TC, il est nécessaire de

déterminer l’ordre de grandeur relatif des différents termes apparaissant dans ces

séries. En suivant Nielsen et Amat [31], on introduit un petit paramètre de contrôle

des séries (4.32) de la façon suivante :

λ ∼
(
B̄

ω̄

)1/2

et λn−2 ∼
(
ki1i2...in
ω̄

)
, λn+2 ∼

(
µi1i2...inαβ

ω̄

)
, (4.33)

où B̄ et ω̄ sont les valeurs moyennes des constantes rotationnelles et des fréquences

harmoniques. Le paramètre λ de Nielsen est du même ordre de grandeur que le

paramètre κ de Born-Oppenheimer : λ ∼ κ ∼ (me/m̄n)1/4. L’ordre de ces différents

termes a été discuté plus en détail par Oka [54] et par Aliev et Watson [29]. Pour

une molécule semi-rigide, la SEP présente un minimum relativement profond et
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l’approximation d’ordre zéro est conventionnellement décrite par une somme d’os-

cillateurs non couplés correspondants aux modes normaux :

Hvib
0 =

1

2

∑
k

ωk
(
p2
k + q2

k

)
. (4.34)

Nous utiliserons la notation standard pour les ket représentant les vecteurs propres

de l’approximation d’ordre zéro : |v(0)〉 = |v(0)
1 〉 ⊗ |v

(0)
2 〉 ⊗ |v

(0)
3 〉, où v est l’ensemble

des nombres quantiques vibrationnels : v = {v1, v2, v3}. En suivant le schéma d’ordre

de grandeur de Amat et Nielsen, l’ordre de grandeur des opérateurs est déterminé

par l’ordre de grandeur de leurs éléments de matrice dans la base des fonctions

d’onde de l’approximation d’ordre zéro. Pour des nombres quantiques vibrationnels

relativement petits, ceci suggère que q ∼ p ∼
√
v ∼ 1. Les constantes de Coriolis

sont de l’ordre de 1 et donc πα ∼ 1. Dans ces conditions, le terme d’ordre n du

développement de l’hamiltonien prend alors la forme :

Hvib
n =

∑
ki1...in+2qi1 . . . qin+2+

1

2

∑
µ
i0...in−2

αβ (παqi1 . . . qin−2πβ)−1

8

∑
(µi0...in−2

αβ )qi1 . . . qin−2 .

(4.35)

Les deux derniers termes de (4.35) n’apparaissent que pour n ≥ 2. Une description al-

ternative de cette procédure est de dire que les opérateurs élémentaires {p . . . pq . . . q, q . . . qp . . . p}

forment une base pour le développement de l’hamiltonien dans l’algèbre L discutée

plus haut, du fait que les opérateurs πα font apparaitre des termes produits de qp.

Cependant, cette base n’est pas la plus conviviale pour le calcul des TC pour des

ordres élevés.

Pour simplifier la programmation des TC, il est utile de réécrire les développements (4.32)

et (4.35) en utilisant les opérateurs de création et d’annihilation a† et a des modes

normaux de vibration. La définition de ces opérateurs est standard [55] :

a†i =
1√
2

(q̂i − ip̂i),

ai =
1√
2

(q̂i + ip̂i)

[ai, a
†
j] = δij.

(4.36)

Il a été montré que des produits d’opérateurs de création et d’annihilation forment

une ”représentation canonique” pour les TC pour l’hamiltonien vibrationnel dans un
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sens discuté dans [38]. La transformation de Hvib
n en représentation a†, a est directe

et les opérateurs élémentaires a†i . . . a
†
jal . . . am forment une autre base dans l’algèbre

de Lie L pour les TC. Le grand avantage de cette représentation est qu’elle offre

une base propre pour les deux opérations fondamentales (4.28) des TC. Dans cette

représentation, on aura [34] :

〈{a†i . . . a
†
jal . . . am}〉 = ∆(ω){a†i . . . a

†
jal . . . am}

1

D
{a†i . . . a

†
jal . . . am} =

1−∆(ω)

(ωi + . . .+ ωj)− (ωl + . . .+ ωm)
{a†i . . . a

†
jal . . . am}.

(4.37)

Le symbole ∆(ω) prend les valeurs 1 ou 0 suivant les cöıncidences des combinaisons

des fréquences harmoniques :

∆(ω) = δ(ωi+...+ωj),(ωl+...+ωm) (4.38)

Les équations (4.37) et (4.38) correspondent au choix de l’opérateur de modélisation

A = H0, mais peuvent facilement être étendues au cas de vibrations quasi-dégénérées.

4.2.3 Résonances

Dans le cas de vibrations quasi-dégénérées, Ev ' Ev′ , des résonances peuvent

apparaitre si l’écart en énergie n’est pas large comparé aux éléments de matrice cor-

respondant au couplage des deux états. Pour les molécules polyatomiques, plusieurs

types de résonances, incluant des résonances fondamentales et accidentelles ont été

étudiées dans la littérature spectroscopique. Dans l’approximation d’ordre zéro, la

quasi-dégénérescence est due à la quasi-cöıncidence de combinaisons de fréquences

harmoniques : ωb1 + . . .+ωbk ' ωd1 + . . .+ωdm . Un élément de matrice de couplage

résulte alors du terme de résonance hres = a†b . . . a
†
dak . . . am qui apparait dans le

développement de l’hamiltonien. La condition [H̃,H0] = 0 appliquée à l’hamiltonien

transformé H̃ va alors faire apparaitre des petits dénominateurs dans les générateurs

de TC Sk. Pour ne pas que les développements des TC divergent, on peut appliquer

une condition plus générale pour l’hamiltonien transformé, comme il a été discuté

dans la section précédente. Cette condition s’exprime via l’opérateur de modélisation

[H̃,A] = 0, avec A introduit de la façon suivante [36] :

A =
∑
m

Ωma
†
mam et Ωb1 + . . .+ Ωbk = Ωd1 + . . .+ Ωdm . (4.39)
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Les constantes Ωi sont choisies de sorte qu’elles vérifient strictement (4.39). Les

relations entre les ωi résultant de la symétrie moléculaire doivent s’appliquer aussi

pour les Ωi. Toutes les équations des TC de la section précédente restent valables avec

la substitution ∆(ω)→ ∆(Ω). Il faut noter que A ne doit pas être considéré comme

une approximation d’ordre zéro et est utilisé uniquement pour imposer la condition

[H̃,A] = 0. En conséquence, tous les dénominateurs des TC [(ωi + . . .+ ωj)− (ωl +

. . .+ ωm)]−1, conservent les vraies fréquences de vibration ωi. Les termes résonants

hres = a†b . . . a
†
dak . . . am correspondent à ∆(Ω) = δ(Ωi+...+Ωj),(Ωl+...+Ωm) = 1 et sont

alors considérés comme diagonaux par bloc. De ce fait, les petits dénominateurs,

dus aux résonances, sont automatiquement exclus des générateurs de TC Sk à cause

du facteur 1−∆(Ω) = 0 dans (4.37).

La plus simple des résonances est la résonance 1:1. Elle arrive lorsque deux

fréquences harmoniques de vibration sont proches : ωi ' ωj. Pour les molécules tri-

atomiques de type XY2, cette résonance se produit entre les vibrations d’élongation

symétrique et anti-symétrique avec la condition ω1 ' ω3, avec ω1 et ω3 se rap-

portant aux modes normaux 1 et 3. Ceci se concrétise dans des résonances de

vibration-rotation de Coriolis de premier ordre entre les états fondamentaux de

vibration v = (100) et v′ = (001). Un couplage purement vibrationnel entre ces

états h = a†1a3 est permis uniquement pour des isotopologues de symétrie Cs. Pour

la symétrie C2v, la condition 2ω1 ' 2ω3, conduit à la résonance vibrationnelle 2:2

entre les états (200) et (002) de symétries A1. Cette résonance est appelée résonance

de Darling-Dennison. Le terme d’ordre deux le plus simple pour cette résonance est

hDD = a†1a
†
3a1a3. Le schéma classique de polyade résultant des résonances 1:1 et 2:2

est décrit par le nombre de polyade P = v1 + v3. Les séries de polyades pour v2 = 0

contiennent les états de vibration (v1, v2, v3) suivants :

P = 0 : {(000)}

P = 1 : {(100)/(001)}

P = 2 : {(200)/(101)/(002)}
...

P = v1 + v3 : {(v1, 0, 0)/(v1 − 1, 0, 1)/(0, 0, v3)}
...

(4.40)
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4.2 Transformations de contact

L’hamiltonien transformé prend alors une forme diagonale par bloc dans la base

des fonctions d’onde d’ordre zéro. Chaque bloc correspond à un hamiltonien effectif

projeté sur le sous-espace de la polyade correspondante :

Heff
P = PP H̃PP , (4.41)

où PP =
∑

v∈P |v〉0 0〈v| est le projecteur sur le sous-espace sous-tendu par les

fonctions d’onde de la polyade P . Une étude pour un hamiltonien effectif comportant

ce type de résonance fera l’objet du chapitre 5.

Un autre exemple de résonance bien connu est la résonance de Fermi. La condi-

tion sur les fréquences harmoniques pour cette résonance est : ω1 ' 2ω2. Elle fait

intervenir les vibrations de pliage et d’élongation. Le couplage dominant est dû au

terme hF = a†1a2a2. Le chapitre 6 fera l’étude d’un hamiltonien effectif comportant

à la fois une résonance de Darling-Dennison et une résonance de Fermi.
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Chapitre 5

Effet de substitutions isotopiques

pour les hamiltoniens effectifs des

TC à une résonance de

Darling-Dennison

Ce chapitre sera consacré à l’étude de la résonance de Darling-Dennison pour les

hamiltoniens effectifs des TC et de l’effet de substitutions isotopiques préservant la

symétrie de la molécule. Cette résonance est présente dans les molécules triatomiques

de symétrie C2v entre les deux modes normaux décrivant des vibrations d’élongation

symétrique et antisymétrique. Avec ce modèle d’hamiltonien, le troisième mode de

vibration est totalement découplé des deux autres et possède sa dynamique propre.

Il n’intervient dans l’hamiltonien que de façon paramétrique et peut, en particulier,

être placé dans une excitation nulle sans aucune conséquence pour les effets dus à

la résonance de Darling-Dennison. La transition de modes normaux à modes locaux

a fait l’objet de nombreux travaux. Parmi ceux-ci, on peut citer les travaux de

Wallace [56, 57], Lehmann [58], Child et Lawton [59, 60], Halonen [17], Robiette et

Mills [61], Kellman et al. [62], Schmid et al. [63], Kozin et al [64], Sako et al. [65, 66],

Prosmiti et Farantos [67] et nombre d’autres auteurs [68, 69, 70, 71, 72, 73].

On s’intéressera ici plus particulièrement à l’évolution de cette transition de

modes normaux à modes locaux lorsque l’on fait subir à la molécule des substitu-
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tions isotopiques. La molécule qui nous servira de support pour cette étude, sera la

molécule d’eau. Les isotopomères considérés possèderont la symétrie C2v et les substi-

tutions isotopiques seront pratiquées de telle sorte que cette symétrie soit conservée.

Nous regarderons alors l’évolution de la transition de modes normaux à modes lo-

caux dans la progression isotopique : H2O → D2O → T2O. Nous adopterons, dans

un premier temps, une vision quantique, puis un point de vue semi-classique pour

caractériser cette évolution.

5.1 Considérations quantiques sur la progression

isotopique : H2O → D2O → T2O

Comme il a été rappelé dans le chapitre précédent, la résonance vibrationnelle de

Darling-Dennison (DD) couple les modes d’élongation symétrique et antisymétrique.

Cette résonance est permise entre les états quantiques qui appartiennent à la même

représentation irréductible du groupe de symétrie moléculaire. Pour une molécule

triatomique du groupe de symétrie C2v, la vibration q1 appartient à la représentation

A1 et la vibration q3 à la représentation B1. Les états vibrationnels (1, 0, 0) et

(0, 0, 1) ne sont donc pas couplés par cette résonance, même si ω1 ' ω3. Par contre,

les états (2, 0, 0) et (0, 0, 2) sont couplés, ce qui suggère d’écrire la condition de

résonance comme : 2ω1 ' 2ω3. En terme de cöıncidence de fréquences harmoniques,

on considère la résonance DD comme une seule résonance qui appartient au type

de résonance 2 : 2 pour les molécules C2v. Cependant, cette seule cöıncidence de

fréquences fait apparaitre plusieurs termes de couplage dans l’hamiltonien effectif.

La dépendance isotopique de ces termes ainsi que celle des fréquences ω1 et ω3 et

des paramètres d’anharmonicité est présentée dans la table 5.1. La prise en compte

de cette unique résonance dans le schéma des TC, conduit alors à un hamiltonien

diagonal par bloc. Chaque bloc représente une polyade et les états quantiques ap-

partenant à cette polyade ont été identifiés dans (4.40).

La seule cöıncidence de fréquences 2 : 2 engendre des résonances multiples à

l’intérieur de chaque polyade lorsque le nombre de niveaux interagissant est supérieur

à deux. En effet, tous les niveaux (v1, 0, v3) sont couplés aux niveaux (v1±2, 0, v3±2),
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5.1 Considérations quantiques sur la progression isotopique : H2O → D2O → T2O

(v1± 4, 0, v3± 4), . . . , en ne considérant que les états tels que v2 = 0. Si on se place

dans la base des modes normaux au départ, c’est la concurrence de ces résonances

et des déplacements anharmoniques qui fait en sorte que les niveaux d’énergie à

l’intérieur de chaque polyade tendent à s’organiser en doublets quasi-dégénérés à

mesure que le nombre de polyade augmente. La diagonalisation de chaque bloc de

polyade, donne les valeurs propres ainsi que les vecteurs propres correspondant. Ces

vecteurs propres sont une combinaison linéaire des fonctions d’onde d’ordre zéro

sous-tendant le sous-espace de la polyade considérée. Ces fonctions de base sont

celles de l’approximation en modes normaux d’ordre zéro. Chaque vecteur propre

apparait donc comme un développement sur une base finie :

|ψα〉 =
P+1∑
k=1

ck|vk〉0, avec v ∈ P. (5.1)

Les niveaux d’énergie et les principaux coefficients du développement (5.1) cal-

culés par MOL CT à partir de la surface potentielle de Partridge et Schwenke sont

donnés dans les tables 5.2 et 5.3 pour D2O et T2O. On voit d’abord, que les hamil-

toniens effectifs obtenus par les TC permettent une bonne description de séries de

polyade de valence sans aucun paramètre ajustable. Dans ce sens, nous appellons les

hamiltoniens effectifs des TC des modèles effectifs non empiriques, par opposition

aux modèles empiriques utilisés par Xiao et Kellman [74]. Notons que la fonction po-

tentielle de Partridge et Schwenke contient des contributions dépendantes des masses

au delà de l’approximation de Born-Oppenheimer. Un bon accord avec les données

observées pour H2O et D2O permet de conclure que les couplages de résonance ob-

tenus par TC à partir de la même surface sont justifiés physiquement et peuvent

être utilisés dans la suite pour une étude de la dynamique. Une autre observation

que l’on peut déduire des tables 5.2 et 5.3 est que la transition de modes normaux à

modes locaux est retardée avec l’augmentation des masses des atomes périphériques

de la molécule.

Si certaines fonctions d’onde des états propres de la polyade se localisent, alors

les coefficients de mélange qui apparaissent dans (5.1) doivent refléter cette localisa-

tion. Cette combinaison linéaire étant développée sur une base de fonctions d’onde

de l’approximation d’ordre zéro en modes normaux, on doit voir, pour les états
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paramètres des hamiltoniens effectifs (cm-1) puissances de
opérateurs ordre

H2O D2O T2O a† et a

fréquences hamoniques

3657.3329 2671.6397 2237.2528 100 100 a†1a1 0

3756.1669 2787.7325 2366.6160 001 001 a†3a3 0

anharmonicité quartique

-41.8286 -21.8583 -15.1985 200 200 a†1a
†
1a1a1 2

-162.8788 -85.4434 -59.0663 101 101 a†1a
†
3a1a3 2

-47.5637 -26.8847 -20.0531 002 002 a†3a
†
3a3a3 2

couplages de résonance de Darling-Dennison

-78.1035 -42.6025 -30.7639 200 002 (a†1a
†
1a3a3 + a†3a

†
3a1a1)/2 2

0.8752 0.4451 0.3114 300 102 (a†1a
†
1a
†
1a1a3a3 + a†1a

†
3a
†
3a1a1a1)/2 4

0.7040 0.2069 0.1144 201 003 (a†1a
†
1a
†
3a3a3a3 + a†3a

†
3a
†
3a1a1a3)/2 4

Table 5.1 – Dépendance isotopique des termes principaux des hamiltoniens effectifs

de H2O, D2O et T2O en modèle de résonance de Darling-Dennison (DD).

qui se localisent, les coefficients ck se partager de façon équiprobable sur les fonc-

tions d’onde normales. Cette transition arrive plus tard pour D2O que pour H2O

et encore plus tard pour T2O, comme le montre la figure 5.1. L’autre phénomène

lié à cette transition, est le basculement de l’ordre des modes normaux dans le

développement (5.1). Ce basculement apparait pour la polyade P = 5 pour D2O et

pour la polyade P = 6 pour T2O.
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5.1 Considérations quantiques sur la progression isotopique : H2O → D2O → T2O

P nP loc DVR DVR-TC TC obs
contributions principales en modes normaux

c1 (v1, v2, v3) c2 (v1, v2, v3)

1 1 [1,0]+ 2671.65 -0.01 2671.66 2671.65 1.000 (100)

1 2 [1,0]− 2787.73 0.00 2787.73 2787.72 1.000 (001)

2 1 [2,0]+ 5291.71 -0.02 5291.73 5291.72 0.983 (200) 0.182 (002)

2 2 [2,0]− 5373.95 -0.01 5373.96 5373.90 1.000 (101)

2 3 [1,1]+ 5529.58 0.01 5529.58 5529.44 0.983 (002) -0.182 (200)

3 1 [3,0]+ 7852.89 0.02 7852.88 7852.93 0.919 (300) 0.395 (102)

3 2 [3,0]− 7899.87 -0.01 7899.88 7899.82 0.972 (201) 0.236 (003)

3 3 [2,1]+ 8054.22 0.01 8054.21 0.919 (102) -0.395 (300)

3 4 [2,1]− 8220.48 0.01 8220.47 0.972 (003) 0.236 (201)

4 1 [4,0]+ 10340.96 1.14 10339.82 -0.758 (400) -0.638 (202)

4 2 [4,0]− 10358.56 -0.01 10358.57 -0.901 (301) -0.435 (103)

4 3 [3,1]+ 10538.64 0.03 10538.61 -0.717 (202) 0.649 (400)

4 4 [3,1]− 10679.95 0.07 10679.88 -0.901 (103) 0.435 (301)

4 5 [2,2]+ 10861.61 0.03 10861.58 0.958 (004) -0.279 (202)

5 1 [5,0]+ 12737.29 -0.23 12737.52 12737.40 -0.777 (302) -0.541 (500)

5 2 [5,0]− 12742.96 0.41 12742.55 12743.04 0.784 (401) 0.609 (203)

5 3 [4,1]+ 12988.39 -0.02 12988.41 12988.42 0.820 (500) -0.407 (104)

5 4 [4,1]− 13088.48 0.28 13088.20 -0.730 (203) 0.613 (401)

5 5 [3,2]+ 13264.26 0.18 13264.08 0.855 (104) -0.485 (302)

5 6 [3,2]− 13452.74 0.08 13452.66 0.945 (005) -0.312 (203)

RMS 0.29

Table 5.2 – Energies vibrationnelles d’élongation de D2O, calculées par TC à l’ordre

10 avec une seule résonance de Darling-Dennison : comparaison avec le calcul DVR

et les énergies observées. Toutes les valeurs sont données en cm-1.83
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P nP loc DVR DVR-TC TC obs
contributions principales en modes normaux

c1 (v1, v2, v3) c2 (v1, v2, v3)

1 1 [1,0]+ 2237.26 0.01 2237.25 2237.15 1.000 (100)

1 2 [1,0]− 2366.62 0.00 2366.62 2366.60 1.000 (001)

2 1 [2,0]+ 4440.39 0.02 4440.36 -0.993 (200) -0.121 (002)

2 2 [2,0]− 4544.81 0.01 4544.80 1.000 (101)

2 3 [1,1]+ 4696.87 0.00 4696.87 -0.993 (002) 0.121 (200)

3 1 [3,0]+ 6607.24 0.03 6607.22 -0.968 (300) -0.249 (102)

3 2 [3,0]− 6683.93 0.04 6683.89 -0.984 (201) -0.176 (003)

3 3 [2,1]+ 6825.93 0.02 6825.91 -0.968 (102) 0.249 (300)

3 4 [2,1]− 6989.68 0.00 6989.69 -0.984 (003) 0.176 (201)

4 1 [4,0]+ 8733.01 -0.06 8733.07 0.904 (400) 0.422 (202)

4 2 [4,0]− 8780.86 0.12 8780.75 -0.944 (301) -0.331 (103)

4 3 [3,1]+ 8920.37 0.08 8920.29 -0.879 (202) 0.426 (400)

4 4 [3,1]− 9072.42 0.04 9072.38 -0.944 (103) 0.331 (301)

4 5 [2,2]+ 9245.30 0.00 9245.30 0.975 (004) -0.220 (202)

5 1 [5,0]+ 10808.30 -0.21 10808.51 0.765 (500) 0.616 (302)

5 2 [5,0]− 10831.55 0.43 10831.12 0.869 (401) 0.489 (203)

5 3 [4,1]+ 10985.64 0.23 10985.41 -0.682 (302) 0.638 (500)

5 4 [4,1]− 11119.06 0.23 11118.83 -0.834 (203) 0.492 (401)

5 5 [3,2]+ 11285.17 0.11 11285.05 0.914 (104) -0.394 (302)

5 6 [3,2]− 11464.01 0.01 11463.99 0.965 (005) -0.256 (203)

6 1 [6,0]+ 12823.34 0.82 12822.52 -0.738 (402) -0.565 (600)

6 2 [6,0]− 12832.04 1.78 12830.25 0.759 (501) 0.624 (303)

6 3 [5,1]+ 13027.00 0.44 13026.56 0.801 (600) -0.449 (204)

6 4 [5,1]− 13129.89 0.79 13129.10 -0.645 (303) 0.636 (501)

6 5 [4,2]+ 13290.21 0.55 13289.66 0.763 (204) -0.549 (402)

6 6 [4,2]− 13463.30 0.27 13463.03 0.886 (105) -0.441 (303)

6 7 [3,3]+ 13646.21 0.01 13646.19 0.954 (006) -0.287 (204)

RMS 0.21

Table 5.3 – Energies vibrationnelles d’élongation de T2O, calculées par TC à l’ordre

10 avec une seule résonance de Darling-Dennison : comparaison avec le calcul DVR

et les énergies observées. Toutes les valeurs sont données en cm-1
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Figure 5.1 – Valeurs absolues des deux premiers coefficients de mélange des états

de bas de polyade en modes normaux du calcul par TC : a) H2O ; b) D2O ; c) T2O.
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Figure 5.2 – Signature quantique de la transition de modes normaux à modes

locaux. Ecart énergétique : ∆E = |E[n,0]−−E[n,0]+|, entre niveaux de bas de polyade

pour H2O, D2O et T2O.

Le retardement de la transition de modes normaux à modes locaux pour les iso-

topologues lourds, est aussi confirmé par le comportement des écarts ∆E entre les

composantes symétriques et antisymétriques en bas des polyades. La diminution des

ces écarts, définis par ∆E = |E[n,0]−−E[n,0]+ |, est souvent considérée comme la signa-

ture quantique de la localisation des modes de vibration (d’où l’appellation anglaise

de ”local mode splittings”). La figure 5.2 montre l’évolution de ces écarts pour les

trois isotologues. Effectivement, d’un point de vue classique, l’énergie d’une vibra-

tion localisée dans une branche de liaison doit être égale à celle localisée dans l’autre

branche. En mécanique quantique, en vertu du théorème de Wigner, les fonctions

d’onde doivent être soit symétriques soit antisymétriques du fait de l’opération C2

du groupe de symétrie. Si l’échange d’énergie entre les liaisons est faible, les niveaux

stationnaires forment alors des doublets quasi-dégénérés. Les écarts ∆E doivent
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donc tendre vers zéro avec la localisation des vibrations. La figure 5.2 montre que

cet effet est retardé pour D2O et encore plus pour T2O.

5.2 Etude semi-classique

Nous allons faire ici, une étude semi-classique de la dynamique pour les hamil-

toniens effectifs des TC. Cette étude a déjà fait l’objet de travaux, notamment de

la part de Kellman et al. [62], qui ont utilisé des modèles empiriques pour traiter

la molécule d’eau. Nous nous sommes largement inspiré des travaux de Kellman

qui a mis en évidence la transition de modes normaux à modes locaux avec des

hamiltoniens effectifs empiriques présentant une résonance de Darling-Dennison. Il

a aussi introduit une nouvelle représentation par des sphères de polyade qui rend

compte du caractère local ou normal de la molécule pour une polyade donnée. Nous

appliquerons ici les méthodes qu’il a développées, mais avec certaines modifications.

Comme il a déjà été indiqué, nos hamiltoniens effectifs sont issus de la surface poten-

tielle via la méthode des TC. Ils ne comportent aucun paramètre ajustable. D’autre

part, nous commençons notre étude à partir de la représentation en modes normaux,

alors que Kellman part d’un hamiltonien effectif en représentation locale. Ces deux

techniques sont équivalentes, comme l’a montré Lehmann [58] et sont reliées par une

rotation d’un angle π/2 dans l’espace des phases [74]. Cependant, ces deux approches

donnent des points de vue complémentaires.

Le fait d’aborder notre étude par la surface potentielle, nous offre la possibilité

de considérer l’ensemble des isotopologues à partir de la même source de données

indépendamment des polyades. Notre étude est donc centrée sur la dépendance

isotopique de la transition de modes normaux à modes locaux, dans la progression :

H2O → D2O → T2O.

Nous avons choisi de représenter les orbites périodiques sur les surfaces hamilto-

niennes des polyades. Cette façon d’étudier la structure de l’espace des phases est

intimement liée aux sphères de polyade de Kellman mais permet, de notre point

de vue, d’appréhender la transition normal → local de façon plus intuitive et plus

claire.
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TC à une résonance de Darling-Dennison

5.2.1 Hamiltonien classique

Notre point de départ est un hamiltonien effectif issu de la méthode des TC.

Cet hamiltonien effectif est un opérateur quantique. Dans ce paragraphe nous nous

attacherons à dériver un hamiltonien classique lui correspondant.

Cet hamiltonien effectif se présente sous la forme d’un polynôme dont les va-

riables sont les opérateurs de création et d’annihilation correspondant aux différents

modes normaux de la molécule. Une molécule triatomique possède trois modes nor-

maux et donc 6 opérateurs de création et annihilation : a†1, a1, a†2, a2, a†3 et a3. Cet

hamiltonien se présente sous la forme suivante :

Hq =
n∑
i=1

ci
2
{(a†1)αi(a†2)βi(a†3)γiaδi1 a

εi
2 a

ηi
3 + (a†1)δi(a†2)εi(a†3)ηiaαi

1 a
βi
2 a

γi
3 }, (5.2)

où αi, βi, γi, δi, εi, ηi sont des entiers positifs ou nuls. Les combinaisons des puissances

des opérateurs apparaissant dans cet hamiltonien, sont celles permises par les TC en

ne prenant en compte que la résonance de Darling-Dennison comme expliqué dans

le chapitre précédent. La résonance de Darling-Dennison concerne ici les modes 1

et 3 d’élongation symétrique et antisymétrique. Le mode 2 de pliage est pour sa

part, totalement découplé des autres modes et possède sa propre dynamique. En

conséquence, dans l’hamiltonien, ce mode intervient de façon paramétrique et peut

être figé dans un état d’excitation donné sans affecter la dynamique des deux modes

couplés. Cependant, pour différents états d’excitation de ce mode, les résultats sur

les deux modes couplés peuvent varier sensiblement. Pour notre étude, nous avons

choisi de fixer le nombre quantique v2 à zéro. Ce choix permet d’éliminer beaucoup

de termes de l’hamiltonien et son expression se réduit à :

Hq =
m∑
i=1

ci
2
{(a†1)αi(a†3)γiaδi1 a

ηi
3 + (a†1)δi(a†3)ηiaαi

1 a
γi
3 }, (5.3)

avec m < n.

Pour obtenir un hamiltonien classique à partir de Hq, nous devons faire cor-

respondre aux opérateurs quantiques a†i et ai des fonctions des variables classiques

de l’espace des phases que l’on appelle des symboles classiques. Pour obtenir ces

symboles, il existe plusieurs procédures. On peut utiliser la correspondance la plus
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simple qui soit, qui consiste à remplacer les opérateurs simplement par les va-

riables classiques de l’espace des phases. C’est la méthode que nous emploierons ici.

D’autres méthodes plus sophistiquées font appel à la théorie des opérateurs pseudo-

différentiels. Ces méthodes introduisent alors des termes correctifs par rapport à la

méthode simple précédente. Ces corrections se justifient par le fait que le symbole

classique d’un produit d’opérateurs ne commutant pas, n’est pas simplement le pro-

duit des symboles classiques des opérateurs mais une série qui peut être infinie [75].

Cette procédure sera utilisée dans le chapitre suivant pour l’étude des hamiltoniens

effectifs des TC à deux résonances. Pour dériver notre hamiltonien classique nous

utilisons les relations de correspondance suivantes :

(a†ia+
1

2
) −→ Ii,

a†i −→
√
Iie

iφi ,

ai −→
√
Iie
−iφi .

(5.4)

Les variables Ii et φi sont des variables d’action et d’angle définies par rapport aux

variables classiques qi et pi :

Ii =
1

2

(
q2
i + p2

i

)
,

φi =
1

2
arctan

(
pi

qi +
√
q2
i + p2

i

)
.

(5.5)

Le 1/2 qui apparait dans la première relation (5.4), est posé de telle sorte que le

point d’énergie zéro qui apparait dans l’hamiltonien quantique soit absorbé dans

l’hamiltonien classique.

Avant d’appliquer les règles (5.4) sur Hq, on va transformer l’hamiltonien pour

faire apparaitre les termes correspondant aux actions Ii. On peut alors remarquer

que les termes (a†i )
mani peuvent s’écrire de la façon suivante :

(a†i )
mani = (a†i )

(m−n)N̂
[n]
i , si m ≥ n,

(a†i )
mani = N̂

[m]
i a

−(m−n)
i , si m < n,

(5.6)

où l’opérateur N̂i = a†iai est l’opérateur qui compte le nombre de quanta d’excitation

dans l’oscillateur i. La notation N̂ [n] signifie : N̂ [n] = N̂(N̂ − 1) . . . (N̂ − n + 1) et
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N̂ [0] = 1. Avec cet opérateur, l’hamiltonien s’écrit :

Hq =
m∑
i=1

ci
2
{(a†1)xiΘ(xi)N̂

[δiΘ(xi)+αiΞ(xi)]
1 a

−xiΞ(xi)
1 (a†3)yiΘ(yi)N̂

[ηiΘ(yi)+γiΞ(yi)]
3 a

−yiΞ(yi)
3 +hc},

(5.7)

où l’on a posé : xi = αi − δi, yi = γi − ηi et hc désigne l’hermitique conjugué. Les

fonctions Θ(x) et Ξ(x) sont définies par :

Θ(x) =

1, si x ≥ 0

0, si x < 0

Ξ(x) =

0, si x ≥ 0

1, si x < 0

(5.8)

Plutôt que N̂i, on utilisera l’opérateur V̂i = N̂i + 1/2, qui donne une correspon-

dance directe avec la variable d’action Ii. Avec l’opérateur hamiltonien mis sous

cette forme, les relations de correspondance (5.4) peuvent être appliquées directe-

ment. L’hamiltonien classique prend alors la forme :

Hcl =
m∑
i=1

ci I
[δiΘ(xi)+αiΞ(xi)]
1 I

(xiΘ(xi)−xiΞ(xi))/2
1 I

[ηiΘ(yi)+γiΞ(yi)]
3 I

(yiΘ(yi)−yiΞ(yi))/2
3

× cos((xiΘ(xi) + xiΞ(xi))φ1 + (yiΘ(yi) + yiΞ(yi))φ3)

(5.9)

La forme de l’hamiltonien classique ainsi obtenue est très similaire à celle des formes

normales de Birkhoff [22, 21, 76, 77]. C’est avec l’hamiltonien (5.9) que sera faite

l’étude classique de la dynamique.

5.2.2 Recherche des orbites périodiques

Disposant de l’hamiltonien classique nous allons pouvoir étudier la dynamique de

celui-ci. Auparavant, nous allons introduire un changement de coordonnées qui fera

apparaitre une constante du mouvement et qui nous permettra de réduire l’espace

des phases.

Réduction de l’espace des phases

Notre espace des phases pour l’hamiltonien (5.9) est à quatre dimensions. Les

quatre coordonnées de cet espace sont I1, I3, φ1, φ3. Pour réduire cet espace, nous
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allons faire une transformation canonique afin de faire apparaitre une constante du

mouvement.

Cette constante du mouvement est le nombre de polyade, qui compte le nombre

de quanta d’excitation présents dans les oscillateurs décrits par les modes normaux

1 et 3. Classiquement, on peut la voir comme l’action totale de ces deux oscillateurs.

Comme ils sont couplés et que le système est conservatif, l’énergie passe de l’un

à l’autre mais garde une valeur constante. L’oscillateur du mode normal 2 a été

figé dans une excitation nulle et on a veillé à enlever de l’hamiltonien quantique

l’énergie de l’état de base de cet oscillateur. Avec ces considérations, on posera

J = I1/2 + I3/2 pour la constante du mouvement. Pour que la transformation des

coordonnées (I1, I3, φ1, φ3), aux nouvelles coordonnées (J,K, θ, ψ) que l’on souhaite

définir soit canonique, il faut que le déterminant de la matrice de transformation

soit égal à 1. On pose alors le changement de coordonnées :
J

K

θ

ψ

 =


1
2

1
2

0 0

1
2
−1

2
0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1




I1

I3

φ1

φ3

 (5.10)

La transformation inverse s’écrit :
I1

I2

φ1

φ3

 =


1 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1
2

1
2

0 0 1
2
−1

2




J

K

θ

ψ

 (5.11)

Ce changement de coordonnées fait que l’hamiltonien ne dépend plus que de trois

variables de l’espace des phases : (J,K, ψ). La coordonnée θ n’apparait plus, ce qui

est la traduction du fait que J est une constante du mouvement. Notre hamiltonien

à deux degrés de liberté possède donc deux intégrales du mouvement : J et l’énergie

(Hcl) et de ce fait est intégrable. Pour l’étude de la dynamique de cet hamiltonien

nous pouvons fixer une valeur pour l’intégrale J et faire une étude dans l’espace

réduit (K,ψ). C’est dans ce sens que l’on dit que nous avons réduit l’espace des

phases. Il existe une littérature abondante sur la réduction de l’espace des phases
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par ce qu’on appelle l’application moment. Pour un exposé de cette théorie faisant

appel à des notions de théorie des groupes de Lie et de leurs actions sur une variété

symplectique je réfère à [9] et à [78]. L’article de revue de Zhilinskìı [79] et l’article

de Kellman [80] présentent un exposé plus orienté sur la physique moléculaire.

recherche des orbites périodiques

La caractérisation de la dynamique de l’hamiltonien (5.9) se fera par la recherche

d’orbites périodiques . Cette recherche a été réduite à la recherche de points fixes

dans l’espace réduit. En effet, dans l’espace réduit (K,ψ), un point fixe correspond

à une orbite périodique dans l’espace entier (J,K, θ, ψ) car la dynamique pour J et

θ est régulière :

J = cte

θ = ωJt+ ε0.
(5.12)

Notre problème est donc de trouver les points fixes de l’hamiltonien classique pour

une valeur de la constante du mouvement J donnée.

Notre hamiltonien classique, une fois la transformation canonique (5.10) ap-

pliquée, se présente sous la forme :

H(J,K, ψ) =
∑
i

c′iJ
niKmi cos(piψ). (5.13)

Les points fixes de cet hamiltonien, sont les points pour lesquels le champ de vecteur

s’annule, c’est-à-dire, les points qui satisfont :

K̇ = −∂H(K,ψ)

∂ψ
= 0,

ψ̇ =
∂H(K,ψ)

∂K
= 0

(5.14)

Ces dérivées ont la forme :

K̇ =
∑
i

cipiJ
niKmi sin(piψ),

ψ̇ =
∑
i

cimiJ
niKmi−1 cos(piψ).

(5.15)

Pour trouver les solutions du système d’équations 5.14 nous utilisons une résolution

numérique.
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5.2 Etude semi-classique

5.2.3 Dépendance isotopique de la transition de modes nor-

maux à modes locaux : exemple de H2O → D2O → T2O.

Nous avons considéré trois molécules pour notre étude afin d’observer la tran-

sition de modes normaux à modes locaux dans la progression isotopique : H2O →

D2O → T2O. Pour chaque molécule nous avons dérivé l’hamiltonien classique et

réduit l’espace des phases comme décrit précédemment.

En s’appuyant sur des résultats de la théorie des groupes et des algèbres de Lie,

Kellman a montré que l’espace des phases réduit possède la topologie de la sphère

S2 [81]. Il a alors introduit ce qu’il appelle les sphères de polyade [62] et montré

comment les trajectoires classiques s’organisent sur ces sphères. Le modèle d’ha-

miltonien qu’il utilisait était alors un hamiltonien effectif empirique écrit en modes

locaux. Dans ce modèle, la résonance 1:1 est permise car les deux modes de vibrations

locales sont de même symétrie. Nous suivons ici son idée en changeant néanmoins

les définitions. Au lieu d’utiliser des sphères de polyade, nous allons travailler avec

les surfaces des hamiltoniens effectifs suivant l’idée de Harter et Patterson [82, 83],

Zhilinskii,Sadovshii,Kozin et al. [84, 85]. Ces différents auteurs ont développé cette

visualisation de la structure de l’espace des phases réduit pour d’autres systèmes.

La définition de la sphère de polyade de Kellman est liée à celle des générateurs

des algèbres u(2) et su(2) des groupes de symétrie U(2) et SU(2). Ces générateurs

sont reliés aux variables de notre espace des phases. Un des générateurs de u(2)

correspond à la variable J que l’on a introduite qui est équivalente au nombre de

polyade P . La relation qui lie P et J est donnée par :

(N̂1 +
1

2
) + (N̂2 +

1

2
) = P + 1

(N̂1 +
1

2
) + (N̂2 +

1

2
) −→ I1 + I2 = 2J

P + 1

2
−→ J

(5.16)

La variable K correspond quant à elle, à un des trois générateurs de su(2). Pour

une polyade donnée, Kellman fixe le rayon de la sphère de polyade égal à l’action J .

Il paramétrise, sur cette sphère, une trajectoire par les coordonnées K et ψ. L’angle

ψ est pris comme angle azimutal sur la sphère et l’angle arccos(K/J), comme angle

polaire. Pour notre part, nous reprenons ces définitions en changeant la définition
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TC à une résonance de Darling-Dennison

du rayon de la sphère. Nous prendrons pour rayon, non plus l’action J mais l’énergie

du point a : (Ja, Ka, ψa) considéré. Ce changement suit le point de vue de Harter

et Patterson, Zhilinskìı, Sadovskìı et Kozin. Dans ces conditions, il ne s’agit plus de

sphère de polyade. A la place, nous adopterons le terme de surface hamiltonienne

de polyade. Plus précisément, c’est la surface de l’hamiltonien effectif dans l’espace

des phases réduit. Cette représentation aura l’avantage de faire ressortir le caractère

local ou normal d’une trajectoire sur la sphère de polyade et dans un certain sens

comportera plus d’information que la sphère de polyade de Kellman.

Dans le schéma de résonance des TC et pour l’unique résonance de Darling-

Dennison, une polyade P regroupe un ensemble de P + 1 états vibrationnels. La

répartition énergétique de ces niveaux montre une tendance à regrouper les niveaux

de plus basse énergie d’une polyade donnée en doublets dégénérés. Xiao et Kell-

man [62] ont montré comment cette organisation des niveaux d’énergie à l’intérieur

d’une polyade peut être comprise en terme semi-classique. Dans notre représentation

en modes normaux, pour une polyade P donnée, deux points fixes viennent se loger

aux deux pôles de la surface hamiltonienne de polyade. Ces deux points fixes sont

notés type 1 et type 2 sur les figures 5.6 et 5.7. A partir d’une certaine énergie, qui

varie selon les molécules considérées, on a apparition d’un nouveau type de points

fixes (type 3 sur les figures). Les points fixes de type 1 correspondent à des trajec-

toires périodiques dans l’espace entier qui sont des oscillations correspondant aux

vibrations normales d’élongation antisymétriques. Le type 2, désigne des trajectoires

périodiques qui oscillent suivant les modes normaux d’élongation symétriques. L’ap-

parition des points fixes de type 3 correspond à une bifurcation de brisure de symétrie

qui donne naissance à de nouvelles orbites périodiques qui sont des oscillations qui

se localisent dans les liaisons de valence de la molécule.

La surface hamiltonienne de polyade de H2O pour la polyade 5 est représentée

sur la figure 5.3. Les points fixes des trois types et les trajectoires classiques sur

cette surface, s’organisent de la façon suivante. En premier lieu, l’utilisation de

surfaces hamiltoniennes au lieu de sphères de polyade de Kellman fait apparaitre des

”pincements” dans la surface hamiltonienne de polyade. Pour faire apparaitre plus

nettement ces pincements, nous avons déplacé globalement la valeur de l’énergie pour
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5.2 Etude semi-classique

l’ensemble des points de la surface hamiltonienne de polyade, de sorte que les points

de plus basse énergie soient proches de zéro. Le pôle sud de la surface correspond

au point fixe de type 1. Pour ce point, l’angle polaire vaut 180◦ et donc la valeur de

la variable K est égale à la valeur de la constante du mouvement J agrémentée du

signe moins. L’angle azimutal n’est quant à lui, pas défini. Ce point fixe correspond

à un mouvement de vibration selon le mode normal d’élongation antisymétrique et

le couplage entre les deux modes, représenté par l’angle ψ est nul. De même, le

pôle nord de la surface correspond au point fixe de type 2. L’angle polaire est nul

et K est égale à J . C’est un mouvement de vibration pur selon le mode normal

d’élongation symétrique sans couplage avec l’autre mode. Les trajectoires sur cette

surface, sont les intersections entre les sphères de rayon E et la surface hamiltonienne

de polyade. Les trajectoires de plus hautes énergies pour une surface hamiltonienne

de polyade donnée partent du point fixe de type 1 (pôle sud) et remontent sur

la surface. En suivant ces trajectoires d’énergies décroissante, la valeur de l’angle

polaire diminue en partant de 180◦ et l’angle ψ est autorisé à varier de 0 à 2π. Les

premières trajectoires gardent un caractère prononcé dans le mode antisymétrique,

mais le couplage entre les deux modes autorise le passage de l’énergie d’un mode

à l’autre. A mesure que l’énergie diminue, les trajectoires franchissent une ligne

qui sépare deux zones distinctes de la surface hamiltonienne. Cette ligne porte le

nom de séparatrice. Passé cette séparatrice, les trajectoires se retrouvent piégées

dans les pincements de la surface. Pour ces trajectoires piégées, l’angle ψ oscille au

voisinage de 0 ou π et l’angle polaire est confiné au voisinage de π/2 interdisant alors

le passage de l’énergie d’un mode à l’autre. On a alors deux modes d’oscillations,

chacun sur une liaison de valence de la molécule. Au fond de chaque pincement on

trouve les deux points fixes de type 3 qui correspondent chacun à des vibrations dans

les liaisons de valence de la molécule. Les trajectoires que l’on a représentées sur la

figure 5.3 sont celles dont l’énergie correspond à l’énergie des niveaux quantiques de

la polyade.
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TC à une résonance de Darling-Dennison

P
o

in
t 

fi
xe

 d
e

 t
y

p
e

 1

P
o

in
ts

 f
ix

e
s 

d
e

 t
y

p
e

 3

sé
p

a
ra

tr
ic

e
4

3

3
4

5

6

P
o

in
t 

fi
xe

 d
e

 t
y

p
e

 2

2
1

2
1

F
ig

u
r
e

5.
3

–
S
u
rf

ac
e

h
am

il
to

n
ie

n
n
e

d
e

p
ol

ya
d
e

d
e
H

2
O

p
ou

r
la

p
ol

ya
d
e

5.

96



5.2 Etude semi-classique

Lorsque l’on passe aux isotopologues plus lourds, on observe que l’arrivée des

pincements de la surface hamiltonienne de polyade se fait de plus en plus tard avec

le nombre de polyade. A polyade égale, la profondeur des pincements est plus impor-

tante pour les isotopologues légers. La figure 5.5 montre les surfaces hamiltoniennes

de polyade pour P = 5 de D2O et T2O. La profondeur des pincements donne une

idée du degré de localité de la molécule pour une polyade donnée. On peut avoir une

idée plus précise de la différence de localité entre deux molécules, en superposant

leurs surfaces hamiltoniennes de polyade pour une même polyade. Cette comparai-

son est faite sur la figure 5.4 où on peut voir des pincements beaucoup plus profonds

pour H2O que pour D2O témoignant d’un plus grand degré de localité.

H2O
D2O

Figure 5.4 – Superposition des surfaces hamiltoniennes de polyade pour les poly-

ades 5 de H2O et D2O.
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1

2

3

4

5

6

(a)

(b)

Figure 5.5 – Surfaces hamiltoniennes de polyade pour la polyade 5 : a) D2O ; b)

T2O.
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Pour voir comment les différents points fixes pour chaque polyade délimitent

la surface hamiltonienne et scindent les niveaux quantiques d’une polyade en deux

catégories, nous avons représenté sur les figures 5.6 et 5.7 l’énergie des points fixes des

trois types en fonction du nombre de polyade P pour les trois molécules. Nous avons

aussi fait figurer les énergies des niveaux quantiques pour chaque polyade. Toutes les

énergies sont tracées relativement à la partie de l’hamiltonien classique ne dépendant

que de J pour un P donné. Pour la molécule d’eau principale H2O on constate que les

points fixes de type 3 qui correspondent aux orbites périodiques locales, apparaissent

avant la première polyade. Les points fixes de type 2 se comportent alors comme une

ligne séparatrice qui divise les niveaux quantiques en deux parties : une partie au-

dessus de cette ligne où les états quantiques présentent un caractère normal et une

partie au- dessous où les états quantiques présentent un caractère local. Les points

fixes de types 1 et 3 enserrent tous les niveaux de la polyade. Les diagrammes du

type de la figure 5.6 sont très pratiques. Ils présentent à la fois, une information sur la

dynamique classique et sur les états stationnaires quantiques. Ils ont été largement

utilisés dans la littérature, notamment par Child et par Kozin et collaborateurs.

Notre objectif est de montrer l’effet isotopique sur ce type de diagramme.

Lorsque l’on augmente la masse des atomes d’hydrogène pour passer à des atomes

de deutérium, on observe globalement la même structure pour les points fixes et les

niveaux quantiques. Cependant, la bifurcation qui donne naissance aux points fixes

de type 3 ne se manifeste que plus tard en énergie. Pour le cas de D2O les points

fixes de type 2 n’apparaissent qu’à P = 1 alors que pour T2O ceux-ci se manifestent

à P = 2. L’effet de l’augmentation de la masse est de retarder la bifurcation. En

outre, on voit que pour les isotopologues lourds, les doublets locaux en bas de la

séparatrice s’organisent plus tard en nombre de polyade.

Les points fixes dans l’espace des phases réduit correspondent à des orbites

périodiques dans l’espace entier. On peut dire alors, que les orbites périodiques

forment des frontières contenant les niveaux quantiques des diverses polyades. Les

orbites périodiques d’élongation symétrique qui deviennent instables après la bifur-

cation se comportent alors comme une séparatrice entre les régimes normaux et

locaux.
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En général, pour un état quantique au milieu d’une polyade, il correspond un tore

invariant [9] dans l’espace des phases classique car plusieurs fréquences peuvent être

excitées simultanément. Les séries d’états quantiques les plus proches des frontières

dessinées par les points fixes, correspondent aux séries pures de vibration dans la

direction de l’orbite périodique. Ces orbites périodiques forment en quelque sorte un

”squelette” de l’espace des phases.

Dans les chapitres suivants, nous étudierons la dépendance isotopique de ces

orbites périodiques et des états quantiques correspondant.
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séparatrice

Zone locale

(a)

séparatrice

Zone locale

Zone normale

(b)

Figure 5.6 – Points fixes et niveaux quantiques en fonction du nombre de polyade

P : a) H2O ; b) D2O.
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séparatrice

Zone locale

Zone normale

Figure 5.7 – Points fixes et niveaux quantiques en fonction du nombre de polyade

P pour T2O.
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Chapitre 6

Effet de substitutions isotopiques

pour les hamiltoniens effectifs des

TC à deux résonances : résonances

de Darling-Dennison et de Fermi

Ce chapitre porte sur l’étude des hamiltoniens effectifs des TC présentant deux

résonances : une résonance de Darling-Dennison comme dans le chapitre précédent et

une résonance 1:2 dite de Fermi. Cette résonance de Fermi se manifeste entre deux

modes de vibrations de même symétrie lorsque la fréquence d’un des modes est

approximativement la moitié de l’autre. C’est notamment le cas pour la molécule

SO2 et la molécule d’eau dont il sera question, qui présentent toutes deux une

résonance de Fermi entre le mode de pliage et le mode d’élongation symétrique.

La résonance de Fermi a fait l’objet de nombreux travaux. Joyeux [86] a étudié

cette résonance de façon semi-classique sur le cas de la molécule linéaire CS2. Il a

également étudié la dynamique classique des résonances 1:1, 1:2 et 1:3 [87]. Lu et

Kellman [88] ont quant à eux étudié des hamiltoniens effectifs à deux résonances.

Dans leur étude, ils ont considéré un hamiltonien effectif empirique comportant

un certain nombre de paramètres. En ajustant ces paramètres pour différentes

molécules, ils ont fait une étude de la dynamique classique de six molécules : H2O,

D2O, NO2, ClO2, O3 et H2S. Pour notre part, les hamiltoniens que nous utilise-
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rons ne sont pas empiriques. Ils sont toujours issus de la fonction potentielle par

l’intermédiaire de la méthode des TC.

L’objectif de ce chapitre est double. D’une part, il permettra d’étendre les tech-

niques du chapitre précédent à des hamiltoniens effectifs à deux résonances (ce qui

permet une étude plus complète et souvent plus réaliste). D’autre part, il permet-

tra de valider l’approche effective en comparant les résultats à ceux obtenus par un

calcul ”global” sur une surface potentielle.

Le but principal est de comparer les conclusions sur la dynamique vibrationnelle

déduite à partir de modèles effectifs, c’est-à-dire, dans l’espace des phases réduit,

avec celles obtenues par l’exploration de l’espace des phases complet à six dimen-

sions. Pour ces deux approches, nous utiliserons la même surface potentielle. Cette

comparaison portera sur la molécule SO2 et les isotopologues de l’eau.

En ce sens, ce chapitre joue le rôle de ”passerelle” entre la partie II (consacrée

aux modèles effectifs avec la méthode des TC comme point de départ) et la partie

III de ce travail de thèse qui traite des orbites périodiques sans faire appel aux

méthodes perturbatives.

6.1 Transformations de contact pour les résonances

2:1:2

Dans un premier temps, nous avons appliqué les TC sur l’hamiltonien vibra-

tionnel de la molécule SO2 en utilisant le code MOL CT. La technique de calcul

est la même que celle décrite dans le premier chapitre de cette partie. La fonc-

tion potentielle utilisée est celle obtenue par Martin [89] par le calcul ab initio,

puis modélisée par Zuniga et al. [90] par un développement de type Morse-cosinus

et en réajustant légèrement la position d’équilibre et quelques paramètres. Nous

avons alors exprimé cette surface d’énergie potentielle en coordonnées normales puis

développé l’opérateur d’énergie cinétique exact et la fonction potentielle dans ces

nouvelles coordonnées. L’hamiltonien obtenu a alors été transformé en opérateurs a

et a†.

Dans le cas de conditions sur les fréquences harmoniques : ω1 ∼ 2ω2 ∼ ω3,
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l’application des TC fait apparaitre plusieurs termes de résonance dans l’hamiltonien

effectif, comme par exemple :

hF =
1

2
(a†1a2a2 + a†2a

†
2a1)

hDD =
1

2
(a†1a

†
1a3a3 + a†3a

†
3a1a1)

hF,DD =
1

2
(a†1a

†
2a
†
2a3a3 + a†3a

†
3a1a2a2)

(6.1)

Dans ce cas le numéro de polyade est défini par :

P = 2v1 + v2 + 2v3. (6.2)

Les polyades de niveaux en interaction par les résonances sont beaucoup plus larges

que dans le chapitre précédent. Après l’état de base isolé, viennent trois états couplés

que l’on nomme la première triade. Après cette triade, vient une seconde triade, puis

la première hexade et ainsi de suite.

0 2 4 6 8 1 0

0 , 0 1

0 , 1

1

1 0

1 0 0

RM
S (

 DV
R -

 CT
 )  

(cm
-1 )

o r d r e  d e s  T C

 E / h c  <  3 0 0 0  c m - 1

 E / h c  <  4 5 0 0  c m - 1

 E / h c  <  6 5 0 0  c m - 1

Figure 6.1 – Convergence des énergies vibrationnelles de SO2 obtenus par TC vers

les résultats DVR.

Les résultats pour les énergies quantiques sont en très bon accord avec les cal-

culs non perturbatifs DVR, réputés numériquement exacts. La figure 6.1 montre
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la convergence des résultats obtenus par TC vers ceux donnés par le calcul DVR

en fonction de l’ordre de TC. Pour tous les niveaux vibrationnels jusqu’à 6000 cm-1

donnés dans la table de l’article de Zuniga et al. [90], les calculs par TC ont convergé

à mieux que 0.01 cm-1.

Les tables 6.1 et 6.2 montrent la comparaison pour la série (v1, 0, 0) qui est la

plus intéressante dans le cadre de notre étude à cause de la bifurcation de modes

normaux à modes locaux. Les niveaux expérimentaux sont connus jusqu’à vmax1 = 17

grâce aux observations de Yamanouchi et al. [91]. Pour cette série l’erreur moyenne

de la méthode des TC correspond à un RMS (DVR-TC) de 0.08 cm-1 jusqu’à 18500

cm-1. Les énergies correspondantes calculées par DVR et TC avec la même surface

potentielle sont données dans la table 6.1.

La table 6.2 présente la comparaison du calcul par TC avec les énergies expérimentales

et les calculs empiriques de Sako et al. [92]. Pour les nombres quantiques v1 > 4, les

niveaux sont obtenus à partir de spectres vibroniques à basse résolution avec une

incertitude expérimentale de l’ordre de 3 à 5 cm-1. Sako et al. [92] ont ajusté les

données de Yamanouchi avec un modèle effectif algébrique contenant 15 paramètres

empiriques afin d’obtenir une attribution des transitions. Le calcul par TC donne

un hamiltonien effectif qui redonne pratiquement la même précision que ce modèle

empirique et permet d’attribuer les bandes observées à partir de la surface poten-

tielle. Pour plusieurs bandes, l’attribution résultante diffère de celle du modèle de

Sako et al..

Le même type de calcul avec MOL CT en résonance 2:1:2 a été fait pour H2O,

D2O et T2O. Les hamiltoniens obtenus sont utilisés dans la section suivante pour une

analyse semi-classique. Les résultats obtenus avec ces hamiltoniens seront comparés

à ceux obtenus en travaillant avec l’hamiltonien global.

Contrairement aux études précédentes de Lu et Kellman [88] sur l’eau et de Sako

et al. [92] sur SO2, nous n’avons aucun paramètre ajustable dans nos hamiltoniens ef-

fectifs. Il faut souligner qu’un ajustement par moindres carrés de termes de résonance

à partir des énergies observées est un procédé mal défini mathématiquement. Les

différents paramètres ajustables peuvent être corrélés et conduire à une multitude

de solutions ambigües. Ce constat est bien établi dans la théorie de réduction des
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(v1, v2, v3)
DVR

DVR-TC
TC (cm-1)

|c1|2 (v1, v2, v3) |c2|2 (v1, v2, v3)
(cm-1) ord 10

1 0 0 1151.69 0.00 1151.69 0.998 1 0 0 0.002 0 2 0

2 0 0 2295.81 0.00 2295.81 0.996 2 0 0 0.003 1 2 0

3 0 0 3432.36 0.00 3432.36 0.994 3 0 0 0.005 2 2 0

4 0 0 4561.32 0.00 4561.32 0.991 4 0 0 0.006 3 2 0

5 0 0 5682.69 0.00 5682.69 0.987 5 0 0 0.008 4 2 0

6 0 0 6796.45 0.00 6796.45 0.982 6 0 0 0.009 5 2 0

7 0 0 7902.60 0.00 7902.59 0.977 7 0 0 0.012 5 0 2

8 0 0 9001.10 0.00 9001.10 0.970 8 0 0 0.017 6 0 2

9 0 0 10091.93 0.00 10091.92 0.962 9 0 0 0.024 7 0 2

10 0 0 11175.04 0.01 11175.03 0.951 10 0 0 0.032 8 0 2

11 0 0 12250.38 0.02 12250.36 0.939 11 0 0 0.042 9 0 2

12 0 0 13317.86 0.03 13317.83 0.923 12 0 0 0.056 10 0 2

13 0 0 14377.38 0.05 14377.33 0.902 13 0 0 0.072 11 0 2

14 0 0 15428.79 0.12 15428.67 0.876 14 0 0 0.093 12 0 2

15 0 0 16471.79 0.19 16471.60 0.840 15 0 0 0.120 13 0 2

16 0 0 17506.04 0.35 17505.69 0.792 16 0 0 0.154 14 0 2

17 0 0 18530.91 0.64 18530.27 0.724 17 0 0 0.197 15 0 2

Table 6.1 – Calculs DVR et TC pour les états vibrationnels d’élongation symétrique

de SO2 à partir de la surface optimisée de Martin-Zuniga.
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(v1, v2, v3)
obs

∆obs

Heff Fit obs-Fit TC ord10
obs-TC

(cm-1) Sako (cm-1) Sako (cm-1)

1 0 0 1151.71 ±0.01 1152.39 -0.68 1151.69 0.02

2 0 0 2295.81 ±0.01 2296.95 -1.14 2295.81 0.00

3 0 0 3431.19 ±0.01 3433.71 -2.52 3432.36 -1.17

4 0 0 4560.10 ±1.00 4562.69 -2.59 4561.32 -1.22

5 0 0 5680.40 ±3.77 5683.91 -3.51 5682.69 -2.29

6 0 0 6797.60 ±4.47 6797.39 0.21 6796.45 1.15

7 0 0 7902.07 ±4.33 7903.13 -1.06 7902.59 -0.52

8 0 0 9000.23 ±4.43 9001.15 -0.92 9001.10 -0.86

9 0 0 10091.26 ±4.10 10091.45 -0.19 10091.92 -0.66

10 0 0 11172.73 ±3.88 11174.02 -1.29 11175.03 -2.30

11 0 0 12247.07 ±3.88 12248.85 -1.78 12250.36 -3.29

12 0 0 13313.20 ±3.28 13315.90 -2.70 13317.83 -4.63

13 0 0 14373.40 ±3.35 14375.11 -1.71 14377.33 -3.93

14 0 0 15428.40 ±5.00 15426.39 2.01 15428.67 -0.27

15 0 0 16472.40 ±3.71 16471.21 1.19 16471.60 0.80

16 0 0 17500.40 ±4.06 17504.53 -4.13 17505.69 -5.29

17 0 0 18537.40 ±5.00 18530.78 6.62 18530.27 7.13

Table 6.2 – Etats vibrationnels d’élongation symétrique de SO2 calculés et observés.

Les états observés sont issus de [91]. ∆obs est calculé par l’éq. (18) de [92].
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hamiltoniens effectifs [38]. Ceci pourrait compromettre les conclusions sur les effets

engendrés par les couplages dans l’approche purement empirique. Dans le calcul par

TC, tous les termes de l’hamiltonien effectif, y compris les termes de résonance, sont

déduits de la fonction potentielle de façon systématique. L’algèbre des commutateurs

vibrationnels est complète : à un ordre donné toutes les contributions sont prises en

compte.

6.2 Etude semi-classique

6.2.1 Hamiltonien classique

Comme dans le chapitre précédent, notre premier travail est d’obtenir un hamil-

tonien classique à partir de l’hamiltonien effectif quantique. Cet hamiltonien effectif

se présente toujours sous la forme (5.2) avec des conditions sur les puissances des

opérateurs de création et d’annihilation qui incluent la résonance de Fermi. Cette

fois le mode de pliage est couplé au mode d’élongation symétrique. On ne peut donc

plus le considérer isolement et on doit travailler avec l’hamiltonien à trois degrés

de liberté (5.2). L’hamiltonien effectif est diagonal par bloc. Cela veut dire qu’il se

décompose sur des sous-espaces de dimensions finies. Ces sous-espaces correspondent

à des polyades et on peut montrer que le nombre de polyade P = n̂1+n̂2/2+n̂3 est un

bon nombre quantique et qu’il commute avec l’hamiltonien. Pour l’hamiltonien clas-

sique, le symbole classique de cet opérateur P représentera une quantité conservée.

Cet hamiltonien classique sera donc à trois degrés de liberté et comportera deux

constantes du mouvement. Il ne sera donc pas intégrable.

Pour dériver un hamiltonien classique, nous allons changer quelque peu de méthode.

En premier lieu, plutôt que de travailler en coordonnées d’action et d’angle, comme

dans le cas de la résonance de Darling-Dennison, nous travaillerons directement en

coordonnées qi, pi, i = 1, . . . , 3. La raison de ce changement, tient dans la méthode

que nous emploierons pour rechercher les orbites périodiques. En second lieu, nous ne

pouvons plus appliquer les relations de correspondance (5.4) et à la place, nous utili-

serons une correspondance basée sur l’analyse microlocale et les opérateurs pseudo-

différentiels.
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La procédure pour dériver un symbole classique d’un opérateur quantique est

décrite dans le livre de Roland Omnes [75]. Pour décrire ce passage du quantique

au classique, il utilise la théorie des opérateurs pseudo-différentiels et de l’analyse

microlocale [93]. Il montre notamment, comment obtenir le symbole classique d’un

produit d’opérateurs quantiques. En effet, si ces opérateurs ne commutent pas, on

ne peut pas faire correspondre, au produit des opérateurs, simplement le produit

des symboles classiques des deux opérateurs. En faisant cela on commet une erreur

car on néglige le commutateur entre les deux opérateurs. Omnes propose alors une

relation pour obtenir un symbole classique d’un produit d’opérateur qui va être à la

base de notre procédure de dérivation de notre hamiltonien classique. On considère

deux opérateurs A,B et leur produit C = AB. On cherche alors le symbole classique

correspondant à l’opérateur C. On appelle a(q, p), b(q, p) et c(q, p) les symboles

classiques des opérateurs A, B et C respectivement en les faisant dépendre en toute

généralité des coordonnées de l’espace des phases (q, p). Omnes propose alors la

formule suivante pour le symbole c(q, p) :

c(q, p) = a(q, p)e−i({ }/2)b(q, p), (6.3)

où { } désigne le crochet de Poisson pris entre a(q, p) et b(q, p). Lorsque l’on écrit

l’exponentielle sous forme d’une série, on obtient un développement semi-classique

pour le symbole c(q, p) :

c(q, p) = ab− i

2
{a, b} − 1

222!
a{ }2b+ . . .+

(−i/2)N−1

(N − 1)!
a{ }N−1b+ rN . (6.4)

Dans cette formule, rN est un reste que l’on peut borner supérieurement et la nota-

tion a{ }nb désigne le crochet de Poisson pris à la puissance nième entre les fonctions

a et b. Par exemple, pour f{ }2g on a :

f{ }2g =
∂2f

∂p2

∂2g

∂q2
+
∂2f

∂q2

∂2g

∂p2
− 2

∂2f

∂p∂q

∂2g

∂q∂p
. (6.5)

Si on applique ceci au produit des opérateurs de création et d’annihilation :

a†a, le développement (6.4) s’arrête au deuxième terme car les dérivées secondes

des opérateurs a† et a sont nulles aux ordres supérieurs à 1. On trouve alors pour
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symbole classique du produit a†a :

(a†a)cl = (a†)cl(a)cl −
i

2
{(a†)cl, (a)cl}

=
1

2
(q − ip)(q + ip)− 1

2
=

1

2
(q2 + p2 − 1).

(6.6)

On retrouve notre correspondance du chapitre précédent avec la variable d’action

I :

(a†a)cl +
1

2
=

1

2
(q2 + p2) = I. (6.7)

On peut montrer que l’opérateur différentiel crochet de Poisson et ses différentes

puissances possèdent la propriété suivante :

{fg, h} = f{g, h}+ g{f, h}. (6.8)

Avec cette propriété, et le fait que le crochet de Poisson d’une fonction avec elle-

même est toujours nul, on peut montrer que le symbole classique d’un opérateur de

création ou d’annihilation pris à la puissance nième, se résume à la nième puissance

du symbole classique de l’opérateur de création ou d’annihilation.

(a†n)cl = (a†)ncl

(an)cl = (a)ncl

(6.9)

Les opérateurs de création et d’annihilation pour chaque mode agissent sur des

fonctions différentes et commutent entre eux. En conséquence, le symbole classique

d’un produit d’opérateurs de la forme : (a†n1

1 am1
1 a†n2

2 am2
1 )cl sera égal au produit des

symboles classiques des opérateurs pour chaque mode :

(a†n1

1 am1
1 a†n2

2 am2
1 )cl = (a†n1

1 am1
1 )cl(a

†n2

2 am2
1 )cl. (6.10)

Pour dériver l’hamiltonien classique de l’expression (5.2), il nous reste à trouver

l’expression du symbole classique d’un produit d’opérateurs de la forme : a†nam. On

peut remarquer qu’en appliquant successivement la propriété (6.8) sur des termes

de la forme (a†n)cl{ }i(am)cl, on peut se réduire à des termes ne faisant intervenir

que les symboles classiques à la puissance 1 : (a†)cl{ }i(a)cl. Etant donné que les

dérivées d’ordre supérieur à 1 des symboles classiques de a† et a sont nulles, tous

ces termes disparaissent de l’expression (6.4). Seuls subsistent les deux premiers
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termes. D’autre part, en utilisant (6.9), on peut expliciter les symboles classiques

des puissances des opérateurs :

(a†n)cl =
1

2n/2
(q − ip)n =

1

2n/2

n∑
k=0

(
n

k

)
qn−k(−ip)k

(am)cl =
1

2m/2
(q + ip)m =

1

2m/2

m∑
k=0

(
m

k

)
qm−k(ip)k.

(6.11)

Il est alors facile d’obtenir le symbole classique du produit a†nam à partir de ces

expressions.

Pour obtenir le symbole classique de l’hamiltonien nous avons mis en oeuvre tout

ce qui vient d’être montré dans un code de calcul écrit avec le logiciel de calcul formel

MAPLE. Ce logiciel est très bien adapté pour ce genre de problème. Grâce a lui nous

avons réussi à générer le symbole classique d’un hamiltonien effectif comportant pas

moins de 140 termes de la forme : (a†n1

1 am1
1 a†n2

2 am2
2 a†n3

3 am3
3 + hc), sous la forme d’un

polynôme dans les variables (q1, q2, q3, p1, p2, p3).

6.2.2 Orbites périodiques de SO2

Comme pour le cas à une résonance, nous allons caractériser la dynamique clas-

sique grâce aux orbites périodiques. Pour rechercher ces orbites périodiques, nous

allons adopter une nouvelle méthode que nous emploierons tout au long de la par-

tie 3, lorsque nous travaillerons sur les hamiltoniens ab initio. Cette méthode de

recherche des orbites périodiques se fait à l’aide d’un code informatique développé

par Stavros Farantos. Ce code de calcul s’appelle POMULT et est décrit dans [94].

Nous ferons une présentation plus détaillée de ce code de calcul au début de la partie

3. Pour le moment, il nous suffit de savoir que ce code est capable de localiser des

orbites périodiques de fréquences données pour l’hamiltonien effectif considéré.

Nos résultats se présenteront sous la forme de diagrammes énergie/fréquence.

Dans ces diagrammes, nous tracerons la fréquence des orbites périodiques en fonction

de l’énergie dans le système. A l’énergie zéro, on retrouvera les fréquences des trois

modes normaux de chaque molécule. En augmentant l’énergie dans le système, les

orbites périodiques correspondant à ces modes normaux continuent d’exister avec

des fréquences qui diminuent. La recherche des différentes orbites périodiques se fait

112



6.2 Etude semi-classique

en fixant la période de l’orbite que l’on souhaite localiser. En incrémentant cette

période par pas discret, l’énergie des orbites localisées augmente. En itérant sur

un grand nombre de pas, on est capable de balayer la plage d’énergie sur laquelle

on souhaite faire notre étude. Le résultat de ces sauts de période successifs, nous

donne un ensemble de points discret dans l’espace énergie/fréquence, qui décrivent

une courbe en réalité continue. Nous appellerons ces courbes des familles d’orbites

périodiques. Ainsi, aux basses énergies, on retrouvera les trois familles d’orbites

périodiques correspondant aux trois modes normaux de la molécule. Le code de

calcul POMULT nous permet également de repérer les éventuelles bifurcations

pouvant apparaitre sur ces familles grâce à une analyse des valeurs propres de la

matrice de monodromie et de localiser les nouvelles familles d’orbites périodiques

issues de ces bifurcations.
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Figure 6.2 – Diagramme énergie/fréquence des orbites périodiques de SO2 : a)

hamiltonien effectif ; b) hamiltonien global ab initio.
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Le diagramme énergie/fréquence de SO2 se trouve sur la figure 6.2. Sur cette

figure on peut voir les trois familles d’orbites périodiques correspondant aux trois

modes normaux de vibration : (as) pour le mode d’élongation antisymétrique, (ss)

pour le mode d’élongation symétrique et (b) pour le mode de pliage. A mesure que

l’énergie augmente dans la molécule, les fréquences des familles d’orbites diminuent,

ce qui est dû à l’anharmonicité. Aux alentours de 17500 cm-1, on observe une bi-

furcation sur la famille (ss). Pour cette bifurcation, les matrices de monodromie

des orbites présentent une valeur propre qui s’échappe du cercle unité dans le plan

complexe en passant par la valeur réelle 1. Cette valeur propre est typique d’une

bifurcation de brisure de symétrie (voir partie I). Cette bifurcation donne naissance

à deux nouvelles familles d’orbites périodiques. Ces familles sont composées d’or-

bites qui se localisent dans les liaisons de valence de la molécule. Chacune des deux

familles s’oriente dans une branche de liaison de la molécule. Les fréquences des or-

bites de ces deux familles sont identiques. C’est la raison pour laquelle il n’apparait

qu’une seule ligne sur la figure 6.2.

Sur cette figure nous avons placé également le diagramme énergie/fréquence pour

SO2 calculé dans l’espace des phases global, c’est-à-dire avec l’hamiltonien composé

d’une énergie cinétique et de la surface potentielle. On constate que les deux dia-

grammes sont très similaires. On retrouve la bifurcation sensiblement à la même

énergie.

6.3 Effet de substitutions isotopiques sur les or-

bites périodiques

De la même façon que pour SO2, nous avons recherché les orbites périodiques

pour les isotopologues de l’eau : H2O, D2O et T2O. Notre but ici, est d’observer

l’évolution des orbites périodiques non plus en fonction de l’énergie uniquement

mais aussi en fonction de la masse des noyaux de la molécule. Les substitutions

isotopiques conservent la symétrie C2v de la molécule. Dans la partie III, on verra

l’influence de substitutions isotopiques brisant cette symétrie.

Le diagramme énergie/fréquence de H2O se trouve sur la figure 6.3. Nous avons
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localisé les trois familles d’orbites périodiques correspondant aux trois modes nor-

maux de la molécule. Ces familles sont repérées par les noms (as), (ss) et (b) pour les

modes normaux d’élongation antisymétrique, d’élongation symétrique et de pliage

respectivement. A mesure que l’énergie augmente, la fréquence de ces orbites dimi-

nue, ce qui est la traduction de l’anharmonicité. Aux alentours de 2600 cm-1, une

bifurcation apparait sur la famille (ss) des modes normaux d’élongation symétrique.

Cette bifurcation est une bifurcation fourche et donne naissance à deux nouvelles

familles d’orbites périodiques. Cette bifurcation correspond à la transition de modes

normaux à modes locaux que l’on a étudié dans le chapitre précédent. l’appari-

tion des deux nouvelles familles d’orbites périodiques correspond à l’apparition des

points fixes de type 3 du cas à une résonance. Les deux familles issues de cette bi-

furcation sont des modes de vibration qui se localisent dans les liaisons de valence

de la molécule. Sur la figure 6.3, on ne distingue qu’une courbe, repérée par (loc),

pour ces deux familles car les orbites composant ces familles possèdent les mêmes

fréquences. Après la bifurcation, la famille (ss) continue d’exister mais les orbites

de cette familles sont alors instables. Les deux familles (loc) sont quant à elles des

familles d’orbites stables.

En suivant les familles (loc) dans leur progression énergétique, on trouve une bi-

furcation aux alentours de 14600 cm-1. Celle-ci est en fait double car une bifurcation

intervient sur chacune des deux familles (loc). En analysant la matrice de monodro-

mie (voir partie I) des orbites au moment de la bifurcation, on constate qu’une des

valeurs propres de cette matrice s’échappe du cercle unité dans le plan complexe en

passant par le valeur réelle -1. Cette valeur propre est la signature d’une bifurcation

de doublement de période. Cette bifurcation donne donc naissance à une nouvelle

famille d’orbites périodiques dont les fréquences sont le double des orbites de la fa-

mille originale, notée (loc-b)1. Comme pour les familles (loc) il existe deux familles

(loc-b)1 qui apparaissent superposées sur la figure 6.3. Dans l’espace des configura-

tions, ces orbites montrent clairement un mouvement selon les modes locaux dont

elles sont issues et un mouvement selon le mode de pliage. Elles résultent donc d’une

résonance entre les fréquences des modes locaux et celle du mode de pliage qui est

typiquement causé par le terme résonance de Fermi de l’hamiltonien.
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Vers 20000 cm-1 une seconde bifurcation de doublement de période se produit

sur les familles (loc). Cette fois les matrices de monodromie montrent une valeur

propre qui revient dans le cercle unité en passant par -1. Cette bifurcation redonne la

stabilité aux familles (loc) perdue à la suite de la première bifurcation. Les familles

créées par cette bifurcation sont notées (loc-b)2 sur la figure 6.3 car elles sont comme

(loc-b)1 deux familles de même fréquences. Une dernière bifurcation prend acte sur la

famille (ss) aux alentours de 27000 cm-1. C’est aussi une bifurcation de doublement

de période qui fait naitre la famille (ss-b). Les nouvelles orbites créées présentent un

mouvement selon le mode d’élongation symétrique et un mouvement selon le mode

de pliage. C’est donc encore ici, une résonance qui fait intervenir le mode de pliage

avec des fréquences commensurables entre les orbites (ss) et les modes de vibration

de pliage.

Sur la figure 6.3 nous avons placé au dessous du diagramme énergie/fréquence de

H2O pour l’hamiltonien effectif des TC, le même diagramme mais obtenu en utilisant

l’hamiltonien global, c’est-à-dire, l’hamiltonien comportant une partie cinétique et

une partie potentielle issue de calculs de chimie quantique ab initio. Pour la molécule

d’eau cette surface potentielle est celle de Partridge et Schwenke [95]. Les calculs

des TC sont obtenus à partir de cette surface. Globalement, on observe un très

bon accord entre les deux résultats. La première chose que l’on peut remarquer,

néanmoins, est que le mode de pliage se comporte de façon anormale pour le modèle

effectif à partir d’une énergie qui correspond à la linéarité de la molécule. Dans le

cas d’une barrière de potentiel comme celle que représente le passage à la linéarité

de la molécule, les TC basées sur le développement en séries de Taylor par rapport à

l’angle de pliage ne sont pas bien adaptées pour décrire la situation. La raison réside

dans la divergence des séries de Taylor pour le potentiel de l’eau par rapport à la

coordonnée angulaire. Ceci est une manifestation de l’effet de non-rigidité qui est

bien connu dans l’étude spectroscopique de l’eau. C’est pourquoi nous avons stoppé

la localisation des orbites de la famille (b) vers 13000 cm-1. De même, la localisation

des familles (loc-b)1,2 et (ss-b) qui font intervenir du pliage a été aussi interrompue

prématurément. Le dernier point à relever est la présence sur le diagramme 6.3 b)

d’une bifurcation que l’on n’observe pas sur le modèle effectif. Cette bifurcation doit
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être causée par une résonance qui n’est pas prise en compte dans le schéma des TC.

En ce qui concerne le problème sur le mode de pliage, on peut noter que les TC

peuvent être formulées sans faire appel au développement de Taylor sur la coor-

donnée angulaire [39]. Dans le cas de transformations canoniques sur l’hamiltonien

classique, la technique des formes normales de Birkhoff-Gustavson a été élargie par

Sugny et Joyeux [24]. Une étude de ce type est en dehors du cadre de ce travail de

thèse, qui se concentre surtout sur la transition de modes normaux à modes locaux.

Cependant, une étude plus détaillée du mode de pliage non-rigide pourrait faire

l’objet d’un futur projet.

Nous avons repris la même démarche pourD2O et T2O. Les diagrammes énergie/fréquence

pour ces molécules ainsi que leurs comparaisons avec les résultats sur les hamilto-

niens globaux se trouvent sur les figures 6.4 et 6.5. En ce qui concerne la compa-

raison ente le modèle effectif et global les mêmes remarques que pour H2O peuvent

s’appliquer. En ce qui concerne l’évolution de l’organisation des familles d’orbites

périodiques en fonction des masses des isotopologues on peut faire les observations

suivantes : premièrement, la bifurcation fourche qui donne naissance aux familles

d’orbites (loc), recule en énergie avec la masse. C’est la même observation que dans

le chapitre concernant la résonance de Darling-Dennison. Les isotopologues lourds

gardent un caractère normal plus longtemps que ceux plus légers. En ce qui concerne

les bifurcations mettant en jeu la résonance de Fermi, la situation est moins claire.

La première bifurcation créant les familles (lo-b)1 se produit de plus en plus tôt

en énergie lorsque l’on augmente les masses. La bifurcation apparaissant sur la fa-

mille (ss) et donnant naissance à la famille (ss-b) se comporte de la même façon

avec les masses. La bifurcation donnant naissance aux familles (loc-b)2 quant à elle,

va à contre courant et recule en énergie avec les masses des isotopologues. L’ef-

fet des substitutions isotopiques n’est pas simplement d’opérer un décalage global

en énergie des phénomènes de bifurcations pouvant apparaitre sur les différentes

familles d’orbites périodiques.

Pour comparer les niveaux d’énergie quantiques et les orbites périodiques clas-

siques, nous avons superposé sur le diagramme énergie/fréquence des séries de

différences de niveaux quantiques. Ces séries sont construites en repérant un en-
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chainement de niveaux et en faisant des différences d’énergie entre deux niveaux

successifs. Par exemple nous avons construit les séries de niveaux d’élongation se

localisant. Une fois ces niveaux identifiés on calcule la différence d’énergie entre un

niveau de la série et le niveau le précédant. On obtient ainsi une grandeur assimi-

lable à une fréquence. Sur le diagramme, on mettra alors en abscisse l’énergie du

niveaux considéré et en ordonnée, la différence d’énergie entre ce niveau et le niveau

précédent. Les résultats de cette procédure pour H2O et D2O sont représentés sur

la figure 6.6. Les niveaux d’énergie utilisés pour cette figure sont les niveaux obtenus

par le calcul des TC.
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Figure 6.3 – Diagramme énergie/fréquence des orbites périodiques de H2O : a)

hamiltonien effectif ; b) hamiltonien global ab initio.
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Figure 6.4 – Diagramme énergie/fréquence des orbites périodiques de D2O : a)

hamiltonien effectif ; b) hamiltonien global ab initio.
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Figure 6.5 – Diagramme énergie/fréquence des orbites périodiques de T2O : a)

hamiltonien effectif ; b) hamiltonien global ab initio.
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Figure 6.6 – Comparaison des niveaux quantiques avec les orbites périodiques : a)

H2O ; b) D2O.
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Chapitre 7

Introduction et méthodes de calcul

7.1 Introduction

Dans cette partie nous travaillerons exclusivement avec des hamiltoniens que l’on

va nommer ab initio. C’est-à-dire que l’on va considérer des hamiltoniens qui sont la

somme d’une énergie cinétique et d’une énergie potentielle. Cette énergie potentielle

est une surface issue de calculs de chimie quantique dits ab initio. Notre but dans

cette étude sera de tenter de comprendre la structure de l’espace des phases grâce

aux orbites périodiques de ces hamiltoniens. On essaiera de cerner, dans un premier

temps, le comportement de ces orbites lorsque l’énergie dans la molécule augmente.

On mettra en évidence, notamment, les bifurcations que ces dernières subissent.

Ces résultats exclusivement classiques seront ensuite confrontés à des calculs quan-

tiques, que se soit pour les niveaux d’énergie ou pour les fonctions d’onde. Dans un

deuxième temps, nous effectuerons une étude qualitative de l’influence de substi-

tutions isotopiques sur ces orbites périodiques. Ces substitutions isotopiques seront

faites de telle sorte qu’elles brisent la symétrie C2v de la molécule. Nous essaierons

alors de comprendre comment cette brisure de symétrie se manifeste sur les orbites

périodiques. Ces résultats seront eux aussi confrontés aux résultats quantiques. Notre

étude portera sur deux molécules, H2O et SO2. Pour l’étude des espèces de symétrie

C2v, ces deux molécules peuvent être considérées comme les deux représentantes de

deux types de molécule : les molécules typiquement locales représentées par H2O

et celles typiquement normales représentées par SO2. En ce qui concerne l’étude
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des substitutions isotopiques, la molécule de dioxyde de souffre sera vue comme une

molécule ”test” où on regardera les effets de petites variations de masses alors que la

molécule d’eau servira de support pour une analyse des effets de grandes variations

de masses.

7.2 Méthodes de calcul

7.2.1 orbites périodiques

Pour étudier les orbites périodiques du système hamiltonien que constituent les

vibrations moléculaires, il faut être en mesure de localiser ces orbites particulières.

Vu la complexité et du nombre de terme que peut présenter l’expression d’une sur-

face d’énergie potentielle, toute recherche analytique de solutions périodiques des

équations d’Hamilton semble vouée à l’échec. C’est pourquoi, seules des méthodes

numériques sont envisageables pour ce genre de problème. La méthode que nous uti-

lisons pour trouver les orbites périodiques est celle développée par Stavros Farantos

dans son programme informatique POMULT [94]. Nous allons décrire ici la façon

dont ce programme procède pour rechercher des orbites périodiques. Il faut noter

que POMULT n’est pas le seul programme réalisant cet objectif. Un programme

informatique relativement similaire et développé par Youri Kouznetsov est le code

de calcul CONTENT [96].

POMULT est un code FORTRAN pour localiser des orbites périodiques et

des points fixes de systèmes dynamiques hamiltoniens. Pour localiser une orbite

périodique, ce code a besoin de conditions initiales ainsi que d’une période pour

l’orbite. Pour trouver une orbite périodique le code doit annuler la fonction :

B(T, x) = x(T )− x(0), (7.1)

où T est la période de l’orbite recherchée et x est un vecteur contenant les variables

de l’espace des phases. Trouver les points pour lesquels une fonction s’annule n’est

pas très compliqué numériquement. Le problème ici est que la fonction B(T, x)

n’est pas définie analytiquement. Pour obtenir la valeur de cette fonction pour une

période et des conditions initiales données il faut au préalable intégrer les équations
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d’Hamilton. Pour localiser une orbite périodique le programme procède alors en deux

temps, un premier temps où les équations d’Hamilton sont intégrées numériquement

afin d’obtenir les valeurs de la fonction B, suivie de la recherche des conditions

initiales x(0) qui satisfont à l’équation (7.1). Pour converger vers les points où B

s’annule, POMULT utilise des méthodes de Newton-Raphson et de sécantes [97].

Une fois l’orbite périodique localisée, POMULT nous permet de calculer la ma-

trice de monodromie afin d’étudier la stabilité et les bifurcations. La détermination

de cette matrice se fait aussi numériquement en intégrant les équations variation-

nelles (2.14) discutées au chapitre 2 partie 2.2.3. Pour intégrer ces équations, PO-

MULT a besoin des dérivées secondes de l’hamiltonien. On peut calculer ces dérivées

secondes de deux façons, soit analytiquement à partir des expressions des énergies

cinétique et potentielle, soit en utilisant un code annexe qui s’appelle AUTO DERIV [98].

Ce code permet de calculer les dérivées d’une fonction analytique de plusieurs va-

riables automatiquement.

POMULT offre encore beaucoup d’autres outils, tels que la détermination de

l’intégrale d’action pour une orbite périodique ou encore la détermination de surfaces

de Poincaré.

7.2.2 Etats quantiques stationnaires et fonctions d’onde

Les calculs quantiques concernent les niveaux d’énergie et les fonctions d’onde

correspondantes. Notre motivation était de mener des calculs pour des états vibra-

tionnels très excités. Pour obtenir des résultats satisfaisants nous avons utilisé deux

méthodes de calcul : la méthode variationnelle et la méthode DVR (Discrete Va-

riables Representation). La méthode variationnelle s’est révélée bien adaptée pour

le calcul des niveaux d’énergie et des fonctions d’onde de SO2, alors que la méthode

DVR s’est montrée supérieure pour H2O. Nous allons présenter succinctement ces

deux méthodes ainsi que les résultats obtenus.

Méthode variationnelle

La méthode variationnelle est en général bien adaptée pour des calculs globaux

de spectre en physique moléculaire et atomique. Dans sa forme la plus simple, cette
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méthode consiste à considérer la fonctionnelle :

ε[Ψ] =
〈Ψess|H|Ψess〉
〈Ψess|Ψess〉

, (7.2)

où Ψess est une fonction d’onde d’essai contenant certains paramètres indéterminés

(paramètres variationnels) dont il faut ajuster les valeurs de sorte que la variation

de ε[Ψ] soit nulle. En suivant l’approche variationnelle de Ritz, la fonction d’onde

d’essai est exprimée par un développement sur un nombre fini de fonctions propres

primitives φv d’un problème simple. Ce développement peut s’écrire :

Ψess =
Nmax∑
v=0

cvφv(r; p1, p2, . . .), (7.3)

où r est un ensemble de coordonnées d’espace et p1, p2, . . . les paramètres varia-

tionnels. Dans cette approche, aucune contrainte n’est imposée sur la forme des

fonctions primitives φv. Dans un calcul pratique on doit évaluer le nombre Nmax

de fonctions de sorte que ε s’approche de la valeur exacte de l’énergie, cette valeur

étant atteinte dans la limite Nmax →∞. La tâche principale dans cette méthode est

de calculer les éléments de la matrice hamiltonienne 〈φv′|H|φv〉. Suivant la forme

choisie pour les fonctions φv, ces calculs peuvent être menés soit numériquement soit

analytiquement. Ensuite, en faisant varier les paramètres des fonctions primitives

on est en principe capable de déterminer les valeurs de ceux-ci qui minimisent ε[Ψ].

Cette méthode est très robuste mais peut demander beaucoup de temps de calcul et

présenter des problèmes de convergence dus au nombre fini de fonctions primitives.

Nous avons utilisé cette méthode pour calculer les niveaux d’énergie vibration-

nels et leurs fonctions d’onde pour la molécule SO2. Ce calcul a été fait par Mickael

Rey en considérant l’hamiltonien de SO2 avec la surface de Martin-Zuniga trans-

formée en coordonnées normales. Pour mener le calcul, il a utilisé pour fonctions

primitives des fonctions propres de l’oscillateur de Morse pour la coordonnée nor-

male q1 représentant les modes d’élongation symétriques et des fonctions propres

de l’oscillateur harmonique pour les coordonnées q2 et q3, représentant les modes

d’élongation antisymétrique et de pliage.
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Méthode DVR

La méthode DVR a été développée par Light et al. [99] en se basant sur les

travaux de Harris et al. [100]. Cette méthode repose sur le calcul d’intégrales par

quadrature. Le principe est d’introduire un ensemble fini de points dans l’espace des

coordonnées qui va servir à discrétiser celui-ci. Ceci est rendu possible par l’existence

d’un isomorphisme entre cet ensemble de points et un ensemble fini de fonctions de

base de l’espace de Hilbert. Les points de cet ensemble sont les points de quadrature

utilisés pour évaluer les intégrales représentant les éléments de la matrice hamilto-

nienne. L’un des grands avantages de cette méthode est que, dans la représentation

par variables discrètes les fonctions ne dépendant que des coordonnées et en parti-

culier la surface d’énergie potentielle prennent une forme diagonale.

Tennyson et al. [101] ont mis au point un code FORTRAN de calcul DVR très

performant. C’est ce code que nous avons utilisé pour calculer les niveaux d’énergie

vibrationnels et les fonctions d’onde qui leur correspondent pour la molécule H2O.

Pour atteindre les niveaux vibrationnels jusqu’à plus de 10 quanta d’excitation pour

les modes d’élongation, nous avons choisi des ensembles de base de points DVR

très larges. Ces calculs ont nécessité l’utilisation du super calculateur ROMEO II de

l’université de Reims Champagne Ardennes.

7.2.3 Comparaison entre résultats quantiques et classiques.

La question que l’on peut se poser lorsque l’on est en présence de résultats

quantiques et classiques est la manière dont on peut les mettre en relation. Pour

répondre à cette question on peut adopter deux points de vue. Le premier est de

mettre en balance les deux types de résultats sur un plan énergétique et fréquentiel.

Le second est de les comparer sur un plan spatial.

La comparaison énergétique et fréquentielle se résumera à rechercher des séries

de niveaux d’énergie quantiques que l’on comparera aux fréquences et énergies des

orbites périodiques. La comparaison se fera de la manière suivante. Dans un pre-

mier temps on recherche les niveaux appartenant à la série en s’aidant des nombres

quantiques que le calcul quantique fournit. Ceci n’est valable que pour la méthode
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variationnelle car la méthode DVR ne fournit aucun nombre quantique. Dans le cas

de H2O nous avons été guidés par un calcul de transformation de contact et par le

travail de Li et Guo [102] qui ont identifié un grand nombre d’états vibrationnels et

notamment les doublets dégénérés à partir d’un calcul DVR avec la même surface

d’énergie potentielle que celle que nous utilisons. Une fois cette série de niveaux avec

les énergies Ei identifiée, on calcule les différences d’énergie ∆Ei−1,i = Ei − Ei−1.

Cette différence d’énergie divisée par la constante de Planck h est assimilable à une

fréquence. C’est cette fréquence que l’on va comparer à la fréquence des orbites

périodiques. Dans un diagramme où on repèrera la fréquence des orbites périodiques

en fonction de l’énergie, on reportera, pour une différence d’énergie entre deux ni-

veaux donnée, l’énergie du niveaux i en abscisse et la différence ∆Ei−1,i en ordonnée.

L’énergie des niveaux sera prise sans l’énergie de l’état de base pour les mettre en

relation avec les orbites classiques.

Sur le plan spatial, la comparaison quantique/classique consistera simplement à

comparer l’allure des fonctions d’onde à celle des orbites périodiques dans l’espace

de configuration des coordonnées internes de la molécule.
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Chapitre 8

Etude de molécules de symétrie

C2v

Ce chapitre porte sur les molécules appartenant au groupe de symétrie C2v.

L’étude se fera sur deux molécules ”test”, la molécule d’eau et le dioxyde de soufre.

Nous étudierons le comportement des orbites périodiques des hamiltoniens de ces

molécules lorsque l’on fait varier l’énergie. Nous confronterons ensuite ces résultats

à des calculs quantiques de niveaux d’énergie et de fonctions d’onde.

8.1 Le cas de SO2

La molécule SO2 est bien connue pour être une molécule présentant un comporte-

ment typiquement normal. A cause du faible couplage entre les modes d’élongations

symétrique et antisymétrique, ceux-ci gardent leurs caractères normaux jusqu’à des

exitations très élevées. Pour cette raison, la plupart des spectres expérimentaux de

SO2 sont attribués en utilisant des nombres quantiques attachés à ces modes nor-

maux. Cependant, des études spectroscopiques et des calculs quantiques [103] ont

permis de permis de mettre en évidence des niveaux vibrationnels présentant des

signatures caractéristiques de transition de modes normaux à modes locaux. Un

travail de Sako et al. [92] a permis lui aussi de mettre en évidence cette transition.

En utilisant un hamiltonien effectif construit par des méthodes algébriques [104],

dont les paramètres ont été ajustés sur des niveaux d’énergie observés, ils ont été
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capables de déduire les fonctions d’onde correspondant à ces niveaux. La série de

fonctions d’onde de nombres quantiques (v1, 0, 0) pour v1 = 18, . . . , 22, montre alors

une tendance à se localiser dans les liaisons de valence de la molécule. Ces résultats

ont été confirmés par le travail de Weston et Child [105] en utilisant un modèle

d’oscillateurs de Morse couplés cinétiquement. Cette transition de modes normaux

à modes locaux a été attribuée par Prosmiti et al. [67] à une bifurcation repérée sur

la dynamique classique en utilisant les surfaces d’énergie potentielle empiriques de

Murrell et Sorbie [106] et de Kauppi et Halonen [107].

Pour notre étude, nous utilisons la surface d’énergie potentielle de Martin-Zuniga [89]

de SO2, qui donne des résultats pour les calculs spectroscopiques beaucoup plus

précis que les surfaces précédentes. Cette surface de potentiel a été initialement cal-

culée par Martin par des méthodes ab initio puis optimisée par Zuniga et al. [90] en

réajustant certains paramètres avec des données expérimentales. La surface résultante

présente de bons résultats pour des déplacements nucléaires assez importants et peut

donc être utilisée pour des études spectroscopiques et dynamiques comme la nôtre.

8.1.1 Comportement des orbites périodiques en fonction de

l’énergie

Recherche des orbites périodiques

Notre travail commence par la recherche des orbites périodiques avec le pro-

gramme informatique POMULT. Pour que le code de calcul converge sur une orbite

périodique, nous devons fixer les six conditions initiales de notre espace des phases

(3 coordonnées et leurs moments conjugués) ainsi que la période de l’orbite que

l’on souhaite localiser. Dans cette tâche, nous sommes guidés par la détermination

des modes normaux, expliquée dans la première partie de ce travail. Cette analyse

de modes normaux fournit les fréquences et les trajectoires périodiques que sont

censés suivrent les noyaux moléculaires. En ne considérant que les premiers termes

du développement de Taylor de la surface d’énergie potentielle, l’analyse des modes

normaux n’est qu’approximative. Cependant, près du minimum de la surface, ces

résultats sont très proches des valeurs des fréquences des orbites périodiques.
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Nous fixons donc la période de l’orbite que l’on souhaite localiser, proche d’une

période normale et choisissons des conditions initiales supposées se trouver sur la

trajectoire suivie par le mode normal en question. En général, la convergence vers

une orbite périodique ne pose pas de problème si on choisit des périodes légèrement

supérieures aux périodes des modes normaux. Ceci s’explique par le fait que la

période des orbites périodiques augmente lorsque l’énergie crôıt. Cette augmentation

s’explique par l’anharmonicité du potentiel. Les périodes des modes normaux sont

donc les périodes les plus basses pour un type de mouvement périodique donné. Une

fois les orbites périodiques de plus basses périodes localisées, nous faisons crôıtre la

période d’une petite quantité et recherchons une nouvelle orbite périodique avec les

conditions initiales de l’orbite précédente. Cette façon de procéder suppose qu’une fa-

mille d’orbite périodique dont la période varie continuement existe. Ceci est presque

toujours le cas pour les vibrations moléculaires. L’énergie de l’orbite périodique

dépend de la période, ce qui témoigne de l’anharmonicité du potentiel, alors que

dans le cas de l’oscillateur harmonique la caractéristique période/énergie est une

droite horizontale.

Après avoir repéré les trois familles principales d’orbites périodiques correspon-

dant aux trois modes normaux de vibration, nous recherchons des familles d’orbites

périodiques issues de bifurcations sur les familles principales. Cette recherche se fait

par l’analyse des valeurs propres de la matrice de monodromie. Suivant la valeur de

ces valeurs propres, plusieurs scénarios peuvent se produire comme expliqué dans la

partie I. Pour le cas de la molécule de dioxyde de soufre la seule bifurcation que l’on

a repéré est une bifurcation de brisure de symétrie super-critique avec une valeur

propre égale à 1. Les résultats obtenus sont représentés sur la figure 8.1. Sur cette fi-

gure on peut voir les trois familles d’orbites périodiques commençant à l’énergie zéro

et correspondant aux trois modes normaux. La courbe noire correspond au mode

d’élongation antisymétrique (as), la bleue au mode d’élongation symétrique (ss) et

la verte au mode de pliage (b). Deux autres familles d’orbites périodiques sont créées

aux alentours de 17000 cm-1, représentées en rouge sur la figure 8.1. Ces deux fa-

milles ont la même fréquence, c’est pourquoi une seule courbe apparait sur la figure.

Ces orbites périodiques sont des trajectoires qui se localisent dans les liaisons de
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Figure 8.1 – Fréquence des orbites périodiques de SO2 en fonction de l’énergie.

valence de la molécule, elles correspondent donc à des modes locaux (loc). Au point

où ces familles d’orbites sont créées, la matrice de monodromie possède une valeur

propre égale à 1. La famille d’orbites périodiques (ss) est stable avant la bifurcation

et instable après. Les deux familles d’orbites locales sont quant à elles stables. On

est donc en présence d’une bifurcation de brisure de symétrie super-critique.

Transition normal/local

Dans le plan (r1, r2) des coordonnées internes de la molécule, les orbites locales

qui bifurquent de la famille (ss) sont des trajectoires qui s’écatent de part et d’autre

des trajectoires (ss), qui elles, sont inclinées à 45◦. La stabilité des orbites (loc) et (ss)

s’explique assez bien grâce à la forme du potentiel. En effet lorsque l’on se déplace sur

le potentiel dans la direction bisectrice donnée par les trajectoires (ss), la courbure

de celui-ci change en s’éloignant du minimum dans la direction croissante pour r1

et r2. La courbure est le reflet de la forme que peut avoir le potentiel. Proche du

minimum, sa forme se rapproche de celle d’une goutière, d’où la stabilité des orbites
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(ss). Passé le point d’inflexion, la courbe s’inverse et la forme du potentiel ressemble

à une ligne de crête, ce qui explique la perte de stabilité des trajectoires (ss). La

figure 8.2 montre ces orbites dans le plan (r1, r2) superposées aux lignes de niveaux

de la fonction potentielle. A mesure que l’énergie augmente, ces orbites s’orientent

de plus en plus le long des axes des abscisses et des ordonnées.

Figure 8.2 – Trajectoires locales de SO2 (traits pleins) se couchant sur les liaisons

de valence de la molécule superposées aux lignes de niveau (traits interrompus) de

la fonction d’énergie potentielle.

L’allure de la figure 8.2 nous a suggéré de caractériser la déviation de ces orbites

par un angle. Cependant, les courbes représentatives de ces trajectoires ne sont

pas des droites et pour déterminer cet angle de déviation on a recours à un petit

calcul. La détermination de cet angle consiste à calculer la tangente moyenne à la

courbe représentative de l’orbite dans le plan (r1, r2) et à calculer l’angle que cette

tangente moyenne fait avec l’axe des abscises. Pour ce faire on ajuste un polynôme

pour représenter la courbe et nous calculons la valeur de sa dérivée sur un grand

nombre de points de la trajectoire. Le résultat est visible sur la figure 8.3. Cette
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figure illustre très bien la bifurcation de brisure de symétrie super-critique.

point  de bifurcation

orbites périodiques stables
d’élongation symétrique

orbites périodiques instables

Energie (cm-1)

Figure 8.3 – Angle de déviation des orbites périodiques (ss) et (loc) de SO2 en

fonction de l’énergie.

8.1.2 Etats stationnaires et orbites périodiques

Comparaison énergétique et fréquentielle

Pour mettre en relation les orbites périodiques classiques et les niveaux d’énergie

quantiques nous appliquons la méthode décrite dans le chapitre précédent. L’iden-

tification des différentes séries de niveaux d’énergie quantiques ne pose pas de

problèmes majeurs pour SO2. Le calcul variationnel donne une identification des

niveaux d’énergie avec des nombres quantiques reliés aux fonctions primitives com-

posant la base variationnelle. Si cette base est bien choisie, les calculs convergent

rapidement pour les premiers niveaux et les nombres quantiques des contributions

majoritaires de la fonction d’onde donnent une identification sans ambiguité. En

revanche, lorsque l’on recherche des niveaux très excités, les différentes contribu-
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8.1 Le cas de SO2

tions dans la fonction d’onde ne font plus resortir de coefficients majoritaires et

l’identication devient difficile. Les séries identifiées pour SO2 sont représentées sur

la figure 8.4 superposées aux différentes familles d’orbites périodiques. Nous avons
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Figure 8.4 – Orbites périodiques de SO2 comparées aux niveaux d’énergie quan-

tiques.

baptisé ces séries v1, v2, v3 et (v1,0,1). La série v3 suit les orbites périodiques (as).

Elle tire son nom de l’identification des premiers niveaux de cette série. Ces niveaux

sont clairement identifiés par des nombres quantiques de la forme (0,0,v3). La série

v1, suit, dans un premier temps, les orbites périodiques (ss). Elle aussi, hérite de

l’identification des nombres quantiques des premiers niveaux de la série qui sont de

la forme (v1,0,0). Pour les mêmes raisons, la série suivant les orbites (b) est appellée

v2. La série (v1,0,1), quant à elle, est une série dont les premiers niveaux ont une

identification qui est la même que la série. Cette série est amputée de son premier

élément, l’état (1,0,1). Le choix de repérer cette série est guidé par la littérature

qui tend à démontrer que les niveaux (v1,0,0) et (v1-1,0,1) s’assemblent en doublets

dégénérés lorsque l’on monte en énergie [92].
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Les séries v1 et (v1,0,1), après la bifurcation, suivent les orbites locales. L’énergie

des niveaux de la série v1 et (v1,0,1) se rapprochent augmentant ainsi leur dégénéréscence.

Les différences d’énergie entre niveaux successifs se rapprochent aussi, ce qui pour-

rait s’expliquer par un début de localisation le long des orbites périodiques locales

qui elles, possèdent les mêmes périodes.

Comparaison spatiale

Les fonctions d’onde des niveaux d’énergie des séries v3 et v2 ne présentent pas

de surprise. Les fonctions d’onde de la série v3 sont orientées le long des orbites

périodiques (as), c’est-à-dire dans la direction perpendiculaire aux orbites (ss). Les

fonctions d’onde de la série v2 s’étalent dans la direction θ de l’angle de valence

repérant l’ouverture entre les deux liaisons de valence. Les séries v1 et (v1,0,1) sont

Figure 8.5 – Vue 3D et plane de la fonction d’onde variationnelle (1, 0, 0) de SO2.

quant à elles beaucoup plus intéressantes. Les premières fonctions d’onde de la série

v1 s’orientent naturellement dans la direction des orbites (ss). Celles de la série

(v1,0,1), présentent une élongation dans la direction donnée par les orbites (ss)

et un noeud dans la direction des orbites (as). Cependant, à partir des niveaux

(12,0,0) et (11,0,1) les parties extrêmes des fonctions d’onde commencent à occuper

plus d’espace. A mesure que l’énergie augmente, la localisation de ces fonctions

d’onde se fait sentir. Les séries complètes v1 et (v1,0,1) jusqu’aux états (21,0,0)

et (20,0,1) sont représentées sur les figures 8.5, 8.6, 8.7, 8.8, 8.9, 8.10, 8.11, 8.12,

8.13 et 8.14. La représentation de ces fonctions d’onde se fait par surfaces. Les
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surfaces grises et noires sont les surfaces pour lesquelles la valeur de la fonction

d’onde est constante. Les surfaces grises sont des surfaces pour lesquelles la fonction

d’onde présente une valeur négative et les surfaces noires sont celles pour lesquelles la

valeur de la fonction d’onde est positive. Ce mode de représentation fait apparaitre

les noeuds de la fonction d’onde, c’est-à-dire, les endroits où la fonction d’onde

s’annule, ce qui facilite l’identication de l’état.
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Figure 8.6 – Fonctions d’onde variationnelles des séries v1 et (v1,0,1) de SO2.
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Figure 8.7 – Fonctions d’onde variationnelles des séries v1 et (v1,0,1) de SO2 (suite).
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Figure 8.8 – Fonctions d’onde variationnelles des séries v1 et (v1,0,1) de SO2 (suite).
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Figure 8.9 – Fonctions d’onde variationnelles des séries v1 et (v1,0,1) de SO2 (suite).
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Figure 8.10 – Fonctions d’onde variationnelles des séries v1 et (v1,0,1) de SO2

(suite).

Pour visualiser de façon plus précise l’amorce de localisation qu’opèrent les fonc-

tions d’onde des séries v1 et (v1,0,1), on peut leur superposer les orbites périodiques

de la famille (loc). Pour ce faire, nous choisissons une orbite s’orientant suivant r1

et une orbite suivant r2, possèdant toutes les deux la même énergie que l’état dont

on veut caractériser la fonction d’onde. Ceci ne veut pas dire qu’il faut mettre en

relation directe une orbite périodique et un état quantique. En effet, dans le monde

quantique, un oscillateur dans son état de plus basse énergie, possède toujours un

demi quantum d’excitation. C’est pourquoi, dans un état ne présentant que des ex-

citations dans un mode, il persiste deux demis quanta dans les deux autres modes.

Ainsi, un état quantique présente toujours un mélange de plusieurs types d’excita-

tion, aussi minime soit-il. Néanmoins, cette démarche qui consiste à comparer les

orbites périodiques et les fonctions d’onde donne une bonne idée des types de mou-

vements mis à contribution dans l’état quantique considéré. Ce type de comparaison

est représenté sur les figures 8.11, 8.12, 8.13 et 8.14 pour les états (20,0,0), (19,0,1),
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(21,0,0) et (20,0,1). On peut y voir que les orbites périodiques (loc) agissent en

quelque sorte, comme des guides pour les fonctions d’onde.

Figure 8.11 – Orbites périodiques locales superposées à la fonction d’onde varia-

tionnelle (20,0,0).
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Figure 8.12 – Orbites périodiques locales superposées à la fonction d’onde varia-

tionnelle (19,0,1).

Figure 8.14 – Orbites périodiques locales superposées à la fonction d’onde varia-

tionnelle (20,0,1).
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Figure 8.13 – Orbites périodiques locales superposées à la fonction d’onde varia-

tionnelle (21,0,0).

8.2 Le cas de H2O

La molécule d’eau a été largement utilisée dans la littérature pour tester différents

modèles théoriques. Elle est devenue une référence grâce notament, au nombre im-

portant de données expérimentales la concernant [108, 109]. La plupart des travaux

effectués sur la dynamique vibrationnelle de cette molécule ont utilisé des modèles

empiriques simplifiés [74]. Ces travaux se sont concentrés essentiellement sur les

modes de vibration d’élongation [59, 60]. Un bon exemple est notre étude des hamil-

toniens effectifs en résonance 1:1 de la partie II. Plusieurs tentatives ont cependant

été faites d’inclure le mode de pliage avec des succès plus ou moins mitigés.

Pour notre étude, nous utilisons la surface d’énergie potentielle construite par

Partridge et Schwenke [95]. Les calculs quantiques avec cette surface donnent des

résultats d’une grande précision pour les données spectroscopiques. La validité de

cette surface d’énergie potentielle pour des niveaux de vibration-rotation très élevés

a été confirmée par de nombreux résultats expérimentaux mais n’a pas été, à notre
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connaissance, utilisée pour une comparaison de résultats classiques et quantiques sur

la dynamique vibrationnelle. L’un des atouts de cette surface, est qu’elle inclut des

corrections dépendant des masses des noyaux. Ces corrections sont des contributions

au-delà de l’approximation de Born-Oppenheimer. Cette particularité nous permet-

tra, dans le chapitre suivant, d’effectuer une étude de substitutions isotopiques où la

variation des masses n’affectera pas uniquement la partie cinétique de l’hamiltonien.

8.2.1 Comportement des orbites périodiques en fonction de

l’énergie

Recherche des orbites périodiques

Pour cette étude des molécules du groupe de symétrie C2v, nous avons considéré

la molécule d’eau d’abondance principale, c’est-à-dire H2
16O. Nous avons recherché

les familles d’orbites périodiques correspondant aux modes de vibration normaux

en suivant la procédure décrite dans le paragraphe précédent. Le résultat se trouve

sur la figure 8.15. Sur cette figure la famille d’orbites pérodiques correspondant au

mode d’élongation antisymétrique est représentée en noir (as), celle correspondant

au mode d’élongation symétrique est en rouge (ss) et celle correspondant au mode de

pliage est en vert (b). Comme pour le cas de SO2 on observe une bifurcation sur les

orbites d’élongation symétrique qui donne naissance à 2 nouvelles familles d’orbites

périodiques locales (loc). Cette bifurcation est elle aussi une bifurcation de brisure

de symétrie super-critique avec une valeur propre de la matrice de monodromie égale

à 1. Par rapport au cas de SO2 cette bifurcation arrive beaucoup plus tôt en énergie

(aux alentours de 2600 cm-1) ce qui témoigne du caractère local de H2O. Nous avons

aussi observé quatre autres bifurcations pour cette molécule. La première, survient

sur les deux familles d’orbites locales vers 14660 cm-1. Cette bifurcation est en fait

une double bifurcation : une sur chaque famille d’orbites locales. C’est une bifurca-

tion pour laquelle la matrice de monodromie présente une valeur propre égale à -1.

La valeur propre -1 est caractéristique d’une bifurcation de doublement de période.

Elle donne naissance aux orbites (l-b). Une seconde bifurcation de doublement de

période apparait sur les orbites locales vers 19640 cm-1. La troisième bifurcation est
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Figure 8.15 – Fréquence des orbites périodiques de H2O en fonction de l’énergie.

aussi une bifurcation de doublement de période et survient sur la famille d’orbites

(ss) aux alentours de 27700 cm-1. Elle donne naissance aux orbites périodiques (ss-b).

Enfin, la dernière bifurcation se manifeste aux alentours de 37000 cm-1. C’est une

bifurcation noeud-col qui crée deux familles d’orbites périodiques. La famille dont

la fréquence décrôıt rapidement semble prolonger la ligne décrite par les orbites lo-

cales avant l’apparition de la bifurcation. La fréquence des orbites périodiques de la

seconde famille, quant à elle, diminue plus lentement et suit parallèlement celle des

orbites locales après la bifurcation. Pour ces raisons, nous avons choisi d’appeller la

famille d’orbites dont la fréquence diminue rapidement des orbites locales lentes (ll)

et celle dont la fréquence diminue lentement des orbites locales rapides (lr).

Ces différentes bifurcations ont des conséquences sur la stabilité des orbites

périodiques. En premier lieu, la bifurcation de brisure de symétrie brise la stabi-

lité de la famille (ss) pour la rendre instable après la bifurcation. Les deux familles

(loc), créées par cette bifurcation sont alors stables. La première bifurcation de dou-

blement de période se produisant sur ces familles (loc) les rend instables, avant que
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la seconde bifurcation de doublement de période ne leur rende cette stabilité. La

famille (l-b) créée est quant à elle stable. La bifurcation de doublement de période

intervenant sur la famille (ss) crée la famille (ss-b) qui est alors stable et laisse

(ss) instable. Enfin, les familles (ll) et (lr) créées par la bifurcation noeud-col sont

respectivement stable et instable. La situation est résumée sur la figure 8.16
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Figure 8.16 – Bifurcations et stabilité des différentes familles d’orbites périodiques.

Les traits pleins représentent les familles stables et les pointillés les familles instables.

Transition normal/local.

De la même façon que pour SO2 nous avons superposé les orbites locales sur les

lignes de niveau de la fonction d’énergie potentielle, figure 8.17.
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Vibrations d’élongation symétrique
jusqu’au point de bifurcation

Trajectoires correspondant 
aux modes locaux le long de r2

Trajectoires correspondant 
aux modes locaux le long de r1

Figure 8.17 – Trajectoires locales de H2O (traits pleins) se couchant sur les liaisons

de valence de la molécule superposées aux lignes de niveau (tirets) de la fonction

d’énergie potentielle.

Ces orbites se couchent sur les liaisons de valence assez rapidement à mesure

que l’énergie augmente. Les angles de déviation de ces orbites, représentés sur la

figure 8.18, augmentent ou diminuent rapidement après la bifurcation, témoignant

d’une rapide localisation. Vers 20000 cm-1 la localisation est presque totale et on est

en présence de deux oscillateurs, chacun mettant en jeu un atome d’hydrogène et

l’atome d’oxygène central.
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point de bifurcation

orbites périodiques instables

orbites périodiques
stables

Energie (cm-1)

Figure 8.18 – Angles de déviation des orbites périodiques de H2O en fonction de

l’énergie.

8.2.2 Etats stationnaires et orbites périodiques

Comparaison énergétique et fréquentielle

Pour repérer les différentes séries de niveaux d’énergie quantiques de H2O, le

calcul DVR n’est d’aucun secours. En effet cette méthode de calcul ne donne aucune

attribution (nombres quantiques) et il faut alors avoir recours à un autre calcul. Pour

nous aider à trouver dans la liste de valeurs propres que propose le calcul DVR, les

niveaux susceptibles d’appartenir aux différentes séries que l’on souhaite identifier,

nous les comparons aux niveaux d’énergie donnés par un hamiltonien issus de la

méthode des transformations de contact. Cet hamiltonien effectif a été construit en

ne considérant qu’une seul résonnance entre les modes d’élongation symétrique et

antisymétrique. Notre tâche a été également grandement simplifiée par le travail de

Li et Guo [102] qui ont attribué un grand nombre d’états à partir d’un calcul DVR
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et notamment les doublets dégénérés dont il va être question. Nous avons recherché

quatre séries de niveaux quantiques qui sont représentées sur la figure 8.19. La

série v3 est telle que les nombres quantiques des niveaux qui la composent, sont

de la forme (0,0,v3). La série v2 désigne, elle aussi, les niveaux dont les nombres

quantiques sont de la forme (0,v2,0). Les séries v1 et (v1,0,1) désignent des niveaux

quantiques dont l’attribution peut ne pas correspondre avec l’étiquettage de la série.

Du fait de la localisation de ces états, l’identification par des nombres quantiques

attachés à des modes normaux ne fonctionne plus à partir d’une certaine énergie.

Cependant, pour les premiers niveaux, avant que la localisation se soit installée, la

labellisation des niveaux par des nombres quantiques attachés aux modes normaux

est valable. C’est pourquoi, dans un souci d’homogéné̈ıté avec les notations adoptées

pour SO2, nous avons décidé tout de même, d’appeller ces séries v1 et (v1,0,1). Pour

les états où la localisation est déjà bien marquée, une autre identification repère les

différents niveaux. Pour un doublet de niveaux dégénérés donné on notera les niveaux

correspondants [v,0]±, repérant les états localisés comportant v quanta d’excitation

avec le signe + pour l’état symétrique et - pour l’état antisymétrique.
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Figure 8.19 – Orbites périodiques de H2O et séries de niveaux d’énergie quantiques.

La molécule d’eau est connue pour son caractère local et notamment, pour le

fait de posséder certains niveaux d’énergie s’organisant en doublets dégénérés. Ces

doublets sont une conséquence directe de la bifurcation de brisure de symétrie super-

critique observée sur les orbites périodiques. La dégénérescence et la localisation de

ces niveaux s’accentue à mesure que l’énergie augmente.

Comparaison spatiale

En traçant les fonctions d’onde correspondant aux séries v1 et (v1,0,1) on observe

la localisation graduelle de ces états. L’ensemble des fonctions d’onde de ces séries

est représenté sur les figures 8.20, 8.21, 8.22, 8.23, 8.24, 8.25. Les premiers niveaux,

jusqu’à 3 quanta d’excitation, sont labellisés par des nombres quantiques attachés

aux modes normaux. Les niveaux supérieurs montrent une localisation prononcée et

sont etiquetés avec la notation locale [v,0]±.
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Figure 8.20 – Vues 3d et plane de la fonction d’onde DVR (1,0,0) de la série v1 de

H2O.
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[4,0]+ [4,0]-

[5,0]+ [5,0]-

Figure 8.21 – Fonctions d’onde DVR de la série v1 de H2O.
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[7,0]+ [7,0]-

[8,0]+ [8,0]-

[10,0]+ [10,0]-

[11,0]+ [11,0]-

Figure 8.22 – Fonctions d’onde DVR de la série v1 de H2O (suite).
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[12,0]+ [12,0]-

Figure 8.23 – Fonctions d’onde DVR de la série v1 de H2O (suite).

Les fonctions d’onde [14,0]+ et [14,0]− sont superposées aux orbites périodiques

locales.

Figure 8.24 – Orbites périodiques locales superposées à la fonction d’onde DVR

[14,0]+.

Certaines fonctions d’onde sont absentes de la liste. Les états [6,0]±, [9,0]± et

[13,0]±, présentent des résonances avec d’autres états. L’effet de ces résonances est
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Figure 8.25 – Orbites périodiques locales superposées à la fonction d’onde DVR

[14,0]-.

de perturber l’allure des fonctions d’onde et casse la dégénérescence quasi parfaite

entre les niveaux symétriques et antisymétriques. Ces fonctions d’onde, ainsi que

celles des états avec lesquelles elles sont en résonance, sont représentées sur les

figures 8.26, 8.27, 8.28, 8.29, 8.30, 8.31.
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[6,0]+ [6,0]+

Figure 8.26 – Fonction d’onde DVR [6,0]+ et sa partenaire résonante.

[6,0]-

[6,0]-

Figure 8.27 – Fonction d’onde DVR [6,0]− et sa partenaire résonante.
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[9,0]+
[9,0]+

Figure 8.28 – Fonction d’onde DVR [9,0]+ et sa partenaire résonante.

[9,0]-

[9,0]-

Figure 8.29 – Fonction d’onde DVR [9,0]− et sa partenaire résonante.
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[13,0]+

[13,0]+

Figure 8.30 – Fonction d’onde DVR [13,0]+ et sa partenaire résonante.

[13,0]- [13,0]-

Figure 8.31 – Fonction d’onde DVR [13,0]− et sa partenaire résonante.
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Chapitre 9

Substitutions isotopiques brisant

la symétrie C2v

9.1 Introduction et méthode

Dans ce chapitre nous étudierons l’effet de substitutions isotopiques sur les or-

bites périodiques et les états quantiques. Nous essaierons de comprendre les chan-

gements qui surviennent lorsque l’on brise la symétrie C2v de la molécule et que

l’on passe à une molécule appartenant au groupe de symétrie Cs. Les molécules du

groupe Cs ont déjà fait l’objet d’études par les orbites périodiques et leurs bifur-

cations. Joyeux et al. [110] ont notamment étudié, par diverses méthodes, l’impact

de bifurcations noeud-col qui se produisent en cascade dans certaines molécules de

type Cs. Ces bifurcations en cascade arrivent lorsque la molécule s’approche de la

linéarité ou de la dossociation. En chimie, la méthode des substitutions isotopiques

est bien connue pour étudier les mécanismes de réaction et pour attribuer des lignes

spectrales à certaines liaisons chimiques. Dans le cas des réactions chimiques, les

effets isotopiques ont été reconnus responsables du changement du point d’énergie

zéro. La dépendance inhabituelle du taux de formation de l’ozone avec les isotopes

de l’oxygène en est un très bon exemple [111, 112, 113, 114, 115].

Notre méthode ici, sera de partir de la molécule de symétrie C2v et de briser cette

symétrie en changeant la masse d’un des atomes. La masse sera incrémentée par pe-

tits pas discrets, produisant ainsi des molécules virtuelles, pour finir par une masse
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correspondant à une espèce réelle. Pour les molécules triatomiques notre méthode

sera de faire varier la masse d’un des atomes périphériques de la molécule, produi-

sant ainsi une espèce dont les masses sont : m, M , m + ∆m, où M est la masse

de l’atome central et m celle des atomes périphériques pour la molécule C2v. Pour

chaque espèce (m,M,m + ∆m) nous rechercherons les orbites périodiques et leurs

bifurcations. Cette méthode permet alors de considérer les phénomènes de bifurca-

tion, non plus dépendant d’un seul paramètre (l’énergie), mais de deux paramètres

(énergie et masse). Cette démarche pourrait faire croire à une analyse de bifurcation

en codimension 2 (2 paramètres), mais ne fait que la simuler par un grand nombre

d’analyses en codimension 1.

9.2 Substitutions isotopiques sur SO2

9.2.1 Effets des substitutions isotopiques sur les orbites périodiques

Pour étudier l’effet de substitutions isotopiques sur la molécule SO2, nous sommes

partis de 16OS16O de symétrie C2v, en considérant l’atome de souffre 32S. Nous avons

alors incrémenté la masse de l’atome d’oxygène se trouvant sur la liaison repérée par

la coordonnée r1. Pour trouver les familles d’orbites périodiques pour la nouvelle

molécule (m,M,m+ ∆m) ainsi construite, nous avons supposé que les changements

sur les conditions initiales des orbites des différentes familles pour la molécule C2v

et l’espèce (m,M,m+ ∆m) étaient infinitésimaux. Avec cette hypothèse, la conver-

gence du code de calcul vers une orbite périodique pour (m,M,m + ∆m) se fait

en fixant les conditions initiales sur les orbites périodiques du cas C2v. Une fois les

orbites périodiques repérées pour une masse donnée, nous incrémentons encore la

masse. La recherche des orbites périodiques avec cette nouvelle masse se fait alors

avec les conditions initiales données par la masse précédente et on procède ainsi

jusqu’à la masse désirée.

Pour SO2, nous avons incrémenté la masse par pas de 0.5 uma, pour atteindre

l’espèce 16OS18O. Cette variation de masse de 2 uma est faible comparée à la masse de

l’oxygène de départ. L’effet des différentes substitutions isotopiques est de diminuer

la fréquence des orbites. Ceci est tout à fait normal compte tenu du fait que la
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Figure 9.1 – Effet des substitutions isotopiques : a) sur les familles d’orbites

périodiques issues de l’ancienne famille (as) du cas C2v ; b) sur les familles d’orbites

périodiques issues de l’ancienne famille (ss) du cas C2v avec création de nouvelles

familles par une bifurcation noeud-col.

fréquence d’un oscillateur est inversement proportionnelle à la racine carrée de la

masse. Sur la figure 9.1, les lignes représentatives des familles d’orbites périodiques

initialement (as) et (ss) pour le cas C2v descendent avec la masse. Dès que la symétrie

C2v de la molécule est brisée, la bifurcation de brisure de symétrie se produisant sur

la famille (ss) de C2v et donnant naissance aux familles (loc), disparait. A partir de

maintenant nous appellerons cette bifurcation de brisure de symétrie du cas C2v, une

bifurcation fourche, afin d’éviter toute confusion avec la brisure de la symétrie C2v

de la molécule. A la place de cette bifurcation fourche, on observe une bifurcation

noeud-col qui donne naissance à deux familles d’orbites : une dont les fréquences

viennent se calquer sur les fréquences des anciens modes (loc) et une autre dont les

fréquences semblent suivre parallélement celles des anciens modes (ss).

En suivant notre idée de caractériser les trajectoires des différentes familles d’or-

bites périodiques, nous avons reporté sur la figure 9.2 l’angle moyen des orbites issues

de la famille (ss) ainsi que l’angle des familles créées par la bifurcation noeud-col.

Les différentes notations qui apparaissent sur cette figure seront introduites dans

167



Chapitre 9 : Substitutions isotopiques brisant la symétrie C2v

le paragraphe suivant. L’angle des familles dérivant de (ss) décroit avec la masse,

montrant que pour ces orbites des modes d’oscillation suivant r1 s’installent. Pour

la famille issue de la bifurcation noeud-col dont la fréquence diminue rapidement,

l’angle crôıt pour tendre vers 90◦. Pour l’autre famille issue de cette bifurcation,

l’angle décroit pour tendre vers 45◦. On a donc un mode d’oscillation sur la liaison

r2 et un autre qui vient s’installer sur la bissectrice. Dans le paragraphe suivant,

lorsque nous étudierons 16OS18O, nous introduirons une nomenclature précise pour

les différentes familles d’orbites périodiques.

0 1 0 0 0 0 2 0 0 0 0 3 0 0 0 0 4 0 0 0 0
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Figure 9.2 – Angle moyen de déviation des orbites périodiques issues de l’ancienne

famille (ss) et de la bifurcation noeud-col en fonction de l’énergie et de la masse de

l’oxygène.

9.2.2 Etude détaillée de 16OS18O

Les substitutions isotopiques successives nous ont amené sur la molécule 16OS18O.

Nous allons détailler ici l’organisation des orbites périodiques ainsi que les niveaux
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quantiques calculés pour cette espèce.

Orbites périodiques

Si on regarde l’allure des orbites périodiques des familles issues de l’ancienne

famille (as) de C2v, on s’aperçoit que ces trajectoires ressemblent beaucoup à celles

des orbites (as). De plus l’ensemble des fréquences de la famille semble subir un

déplacement global vers le bas en gardant une variation avec l’énergie qui est la

même que pour (as) de C2v. Ne pouvant pas parler de modes antisymétriques pour

la symétrie Cs, nous choisissons d’appeler ces modes, des modes transverses, dans

le sens où ils semblent couper la droite bissectrice dans le plan (r1, r2) perpendi-

culairement. Pour repérer la famille de ces orbites périodiques nous lui donnerons

la désignation (t). Pour la famille d’orbites issue de la famille (ss) de C2v, l’allure

des trajectoires évolue avec l’énergie. A basse énergie, ces orbites sont voisines de

la droite bissectrice. A mesure que l’énergie augmente, ces trajectoires s’abaissent

dans la liaison r1. Du point de vue des fréquences de ces modes d’oscillation, on

voit qu’elles semblent suivre parallèlement celles des orbites (ss) pour s’incliner sur

la ligne des orbites (loc) de C2v. Ces orbites périodiques changent donc de nature

avec l’énergie. Pour les faibles énergies elles peuvent être qualifiées de modes bis-

secteurs et repérées par (bi), en reservant le terme symétrique au cas C2v. A haute

énergie, ces modes oscillent le long de la coordonnée r2, qui est la liaison attachée

à l’oxygène le plus lourd. Pour cette raison on les appellera (h), pour heavy. Les or-

bites créées par la bifurcation noeud-col se séparent en une famille dont la fréquence

diminue rapidement avec l’énergie et une famille dont la fréquence diminue moins

rapidement. Si on considère la famille dont la fréquence diminue rapidement, on

peut constater que ces orbites se localisent dans la liaison r2, qui porte l’oxygène

16O. Du point de vue de la fréquence, elle se rapproche de plus en plus de celles des

modes (loc) de C2v. Nous appelerons ces orbites des modes légers, repérés par (l),

pour light. L’autre famille créée par la bifurcation noeud-col possède des fréquences

qui semblent continuer la ligne des fréquences des modes (bi). Les trajectoires pour

ces modes se rapprochent de la bissectrice dans le plan (r1, r2). Pour ces raisons nous

les appellerons aussi des modes bissecteurs avec la dénomination (bi l). Toutes ces
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Figure 9.3 – Familles d’orbites périodiques de 16OS18O en fonction de l’énergie.

familles d’orbites périodiques sont représentées sur la figure 9.3, alors que l’allure

des trajectoires de ces familles est sur la figure 9.4.

Du point de vue de la stabilité de ces familles d’orbites périodiques, la situation

est la suivante. Les familles (bi) et (t) sont stables et le restent sur toute la plage

d’énergie considérée (40000 cm-1). Les familles (bi l) et (l) se partagent en une famille

stable (l) et une famille instable (bi l). La famille (bi l) reste instable jusqu’à 40000

cm-1 et ne subit pas de bifurcation. La famille (l), pour sa part, subit une bifurcation

aux alentours de 29730 cm-1 et perd sa stabilité. Pour cette bifurcation, la matrice de

monodromie possède une valeur propre égale à 1 et la bifurcation est donc de brisure

de symétrie. La stabilité de ces orbites ainsi que les bifurcations qu’elles subissent

sont représentées sur la figure 9.5.

La brisure de la symétrie C2v par les substitutions isotopiques a complètement

bouleversé l’organisation des familles d’orbites périodiques. La victime de cette bri-

sure de symétrie est la bifurcation fourche du cas C2v, qui n’existe plus. Ceci est

parfaitement compréhensible car dans le cas C2v l’hamiltonien est symétrique dans
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 9.4 – Orbites périodiques de 16OS18O dans le plan (r1, r2) pour différentes

énergies avec leur projection dans le plan inférieur. a) trajectoires de la famille (t) ;

b) trajectoires des familles (bi)/(h) ; c) trajectoires de la famille (bi l). d) trajectoires

de la famille (l).

les variables r1 et r2 qui peuvent être interchangées. La bifurcation fourche se com-

prend alors comme un phénomène relié à la forme du potentiel. Lorsque l’on passe

à la symétrie Cs, la partie potentielle de l’hamiltonien n’est pas affectée car la fonc-

tion potentielle de Martin-Zuniga ne dépend pas des masses des noyaux, mais la

partie cinétique, elle, est affectée. De ce fait les phénomènes observés pour le cas Cs

peuvent être qualifiés de cinétiques.

Ces effets cinétiques peuvent, en fait, se ramener à des effets sur la partie po-

tentielle en travaillant en coordonnées de Jacobi. Ces coordonnées sont définies par

le repèrage de deux distances et d’un angle. La première distance,qui sera notée r,

est la distance entre l’atome de soufre central et l’atome d’oxygène 18O. Cette coor-
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Figure 9.5 – Stabilité des orbites périodiques créées par la bifurcation noeud-col.

donnée est la même que la coordonnée r1 des coordonnées internes de la molécule.

La seconde distance du système de Jacobi, notée R, est la distance entre le centre de

masse de l’atome de soufre et de 18O et le second atome d’oxygène 16O. Enfin, l’angle

de Jacobi φ est l’angle entre la droite donnée par la coordonnée r et la droite donnée

par la coordonnée R. Dans ces nouvelles coordonnées l’énergie cinétique s’écrit :

T =
1

2µr
P 2
r +

1

2µR
P 2
R +

(
1

2µrr2
+

1

2µRR2

)
P 2
γ , (9.1)

où µr et µR sont les masses réduites de S-18O et de 16O-S18O respectivement, γ l’angle

complémentaire de φ et Pr, PR et Pγ sont les moments conjugués aux coordonnées de

Jacobi. Si on regarde de plus près les trajectoires des orbites périodiques des familles

(bi)/(h), (t), (l) et (bi l) en coordonnées de Jacobi, on s’aperçoit que l’angle φ varie

très peu autour de l’angle d’équilibre sur ces trajectoires. En conséquence le dernier

terme de l’énergie cinétique (9.1) peut être considéré comme petit et négligeable,

tout du moins pour une interprétation qualitative. De ce fait, l’énergie cinétique est

une expression pour la partie radiale uniquement et possède la forme d’un para-
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bolöıde. Les masses réduites µr et µR figurant dans cette expression sont voisines :

µr = 11.52 et µR = 12.12. Les sections de ce parabolöıde sont pesque circulaires,

avec un axe que l’on peut qualifier de rapide selon Pr et un axe lent selon PR. Cette

légère disymétrie de la surface d’énergie cinétique va entrer en compétition avec la

forme du potentiel pour la dynamique. En tout état de cause, la dynamique sur ce

parabolöıde est régulière et ne peut pas expliquer la bifurcation noeud-col. L’appa-

rition de cette bifurcation doit alors pouvoir s’expliquer sur la partie potentielle de

l’hamiltonien. Pour tenter d’expliquer l’apparition de la bifurcation noeud-col, il faut

tracer le potentiel en coordonnées de Jacobi et lui superposer les trajectoires corres-

pondant aux orbites périodiques des familles (bi)/(h), (t), (l) et (bi l). La situation

avant que n’apparaisse la bifurcation noeud col, est représentée sur la figure 9.6 a).

Avant la bifurcation, seuls les deux modes stables (bi) et (t) existent. Ces modes sont
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Figure 9.6 – a) Trajectoires (t) et (bi) avant la bifurcation superposées aux lignes de

niveaux du potentiel (traits interrompus) en coordonnées de Jacobi ; b)Trajectoires

(t), (h), (l) et (bi l) après la bifurcation.

les équivalents des modes (ss) et (as) du cas C2v. La bifurcation noeud-col fait ap-

paraitre les deux nouvelles familles d’orbites périodiques (l) et (bi l) qui n’existaient

pas auparavant. Ces familles sont représentées sur la figure 9.6 b). Pour une certaine

énergie, la forme du potentiel change et fait apparaitre une ligne de crête qui n’exis-

tait pas avant cette énergie. C’est justement sur cette ligne que viennent s’installer
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les modes (bi l) qui prennent alors le rôle des modes (bi) mais avec l’instabilité en

plus. Il faut noter aussi que la courbure des trajectoires entre (bi) et (bi l) s’inverse,

avec des trajectoires courbées vers le haut pour (bi) et une courbure vers le bas pour

(bi l). L’apparition de la ligne de crête laisse la possibilité pour de nouveaux modes

de s’installer le long de la coordonnée R. C’est dans cette région que s’installent les

modes (l), qui sont alors stables. Les modes (h) et (l) prennent alors le rôle joué par

les modes (loc) de C2v. En conclusion, cette bifurcation noeud-col est très similaire à

la bifurcation fourche du cas C2v en faisant apparaitre 2 nouvelles familles d’orbites

périodiques. Les deux familles de part et d’autre de la ligne de crête du potentiel sont

stables et localisées dans les liaisons de valence de la molécule alors que celle sur la

ligne de crête et instable. Les deux bifurcations pour les deux types de symétrie ont

donc les mêmes origines physiques mais se manifestent de façons différentes. Faran-

tos et al. [116] sont arrivés aux mêmes conclusions. Leur étude portait alors sur un

modèle simplifié comportant un paramètre que l’on peut assimiler à notre paramètre

de masse. En variant ce paramètre ils ont mis en évidence la transformation de la

bifurcation fourche en une bifurcation noeud-col.

9.2.3 Etats quantiques et orbites périodiques de 16OS18O

Pour mettre en relation les familles d’orbites périodiques que nous avons trouvées

avec les états quantiques, nous avons recherché les séries de niveaux susceptibles de

suivre ces familles. Nous avons trouvé une série correspondant aux orbites (t), que

l’on appelle v3 pour suivre la nomenclature introduite pour le cas C2v et en tenant

compte du fait que la famille (t) dérive de (as) du cas C2v. Une autre série suit la

famille (bi) et prend la dénomination v1 pour les mêmes raisons que précédemment.

Une dernière série correspond aux orbites de la famille (b) et prend le nom de v2. La

figure 9.7 montre ces séries superposées sur les familles d’orbites périodiques. Les cal-

culs variationnels quantiques menés ne nous ont pas permis d’identifier des niveaux

au-delà de 22000 cm-1. Ceci est tout à fait regrettable car la partie intéressante sur

la dynamique classique commence vers 27000 cm-1. Il ne nous est pas possible, no-

tamment, de confirmer si des états quantiques viennent s’installer sur la famille (l).

Cette famille perd sa stabilité assez rapidement et offre un support pour des états
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Figure 9.7 – Séries de niveaux quantiques superposées aux familles d’orbites

périodiques de 16OS18O.

quantiques de courte durée (en énergie) qui, si ils existent, doivent être en nombre

restreint. Cependant, ces hypothèses n’ont pas pu être testées et c’est l’occasion ici,

de souligner la nécessité de nouveaux modèles pour les calculs quantiques.

Sur le plan spatial, les fonctions d’onde des séries v1 et v3 semblent suivre les

orbites périodiques des familles (bi) et (t) respectivement. Les fonctions d’onde de la

série v3 sont représentées sur les figures 9.8, 9.9. Plusieurs fonctions d’onde présentent

des résonances avec d’autres états, notamment (0,0,11), (0,0,14) et (0,0,16). La fi-

gure 9.10 montre la fonction d’onde (0,0,17) à laquelle nous avons superposé une

orbite périodique de la famille (t). Les fonctions d’onde de la série v1 sont, quant à

elles représentées sur les figures 9.11, 9.12 et 9.13. Sur ces figures on peut suivre la

transition des modes (bi) aux modes (h). De même que pour (0,0,17), nous avons

superposé une orbite périodique de la famille (h) sur la fonction d’onde (20,0,0) sur

la figure 9.14. La fonction d’onde (18,0,0) est absente de cette série car il n’a pas été

possible de l’identifier. Pour construire la série v1 au delà de ce niveau nous avons
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utilisé un état dont l’énergie correspondrait à l’énergie de l’état (18,0,0) qui nous

manque, mais dont la fonction d’onde ressemble manifestement à un état (17,0,1).
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9.2 Substitutions isotopiques sur SO2

Figure 9.8 – Fonctions d’onde de la série v3 de 16OS18O.
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Figure 9.9 – Fonctions d’onde de la série v3 de 16OS18O (suite).
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Figure 9.10 – Trajectoire périodique de la famille (t) superposée à la fonction

d’onde (0,0,17).
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Figure 9.11 – Fonctions d’onde de la série v1 de 16OS18O.
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Figure 9.12 – Fonctions d’onde de la série v1 de 16OS18O (suite).
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Figure 9.13 – Fonctions d’onde de la série v1 de 16O S 18O (suite).

Figure 9.14 – Trajectoire périodique de la famille (h) superposée à la fonction

d’onde (20,0,0).
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9.3 Substitutions isotopiques sur H2O

9.3 Substitutions isotopiques sur H2O

De la même façon que pour la molécule SO2, nous avons étudié les effets de sub-

stitutions isotopiques sur H2O en partant de la molécule d’eau principale de symétrie

C2v. Nous avons alors incrémenté la masse de l’atome d’hydrogène se trouvant sur la

liaison repérée par la coordonnée r1. Pour trouver les familles d’orbites périodiques

nous avons procédé de la manière indiquée dans la partie introductive du cas SO2.

9.3.1 Effets des substitutions isotopiques sur les orbites périodiques

Les substitutions isotopiques pour le cas de H2O ont été faites par pas de 0.2

uma en partant de H2O et pour arriver à HDO. Pour clarifier la présentation, nous

commencerons par décrire les familles d’orbites périodiques ”continues”, c’est-à-dire

qui varient continuement avec ∆m. Naturellement, on observe le même phénomène

d’abaissement des fréquences des familles initialement (as) et (ss) du cas C2v, ce

que montre la figure 9.15. Pour les familles dérivant de (as), les fréquences semblent

suivre dans un premier temps, celles des modes locaux (loc) de C2v pour s’en écarter

lorsque l’énergie augmente et finir leur course parallèlement à la droite initialement

(as). Pour les familles dérivant des modes (ss), elles semblent mimer le comportement

des orbites (loc) avec une forte diminution de la fréquence à basse énergie suivi d’un

ralentissement.

En plus de ces familles ”continues”, il apparait des familles d’orbites périodiques

créées par des bifurcations noeud-col. Par rapport à SO2, on observe non plus une

bifurcation noeud-col mais deux, intervenant chacune en relation avec les familles

issues de (as) et (ss). Pour les deux bifurcations noeud-col le scénario est iden-

tique. Peu avant la bifurcation, les pentes des droites représentatives des familles

dérivées de (as) et (ss) augmentent avant que les bifurcations noeud-col créent cha-

cune deux familles d’orbites périodiques. Pour une de ces familles, la fréquence suit

parallèlement la fréquence des familles dérivées soit de (as) soit de (ss) après leur

changement de pente. La fréquence de l’autre famille, en revanche, semble prolonger

la fréquence de la famille dérivée soit de (as) soit de (ss) avant le changement de

pente. Tout ceci est résumé sur la figure 9.16 avec en a) la bifurcation se produisant
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Figure 9.15 – Effet des substitutions isotopiques : a) sur les familles issues de

l’ancienne famille (as) du cas C2v ; b) sur les familles issues de l’ancienne famille (ss)

du cas C2v.

sur les familles dérivées de (as) et en b) la bifurcation se produisant sur les familles

dérivées de (ss). La bifurcation noeud-col se produisant sur les familles dérivées de

(ss) reprend une bifurcation qui existait déjà pour le cas C2v. Par contre, la bifur-

cation intervenant sur les familles dérivées de (as) ne se produisait pas dans le cas

C2v et est spécifique à la brisure de symétrie C2v introduite par les substitutions

isotopiques. Pour essayer de comprendre plus en détails ce qu’il se passe pour la

symétrie Cs et expliciter les différentes notations apparaissant sur les figures, nous

allons étudier HOD dans le paragraphe suivant.
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Figure 9.16 – a) Effet de la bifurcation noeud-col sur les familles dérivées de (as)

du cas C2v ; b) Effet de la bifurcation noeud-col sur les familles dérivées de (ss) du

cas C2v.

9.3.2 Etude détaillée de HOD

Le diagramme énergie/fréquence des orbites périodiques de HOD se trouve sur la

figure 9.17. Pour nommer les différentes familles de cette figure, nous procèdons de

la même façon que pour SO2. Tout d’abord, toutes les familles faisant intervenir des
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Figure 9.17 – Fréquences des orbites périodiques de HOD en fonction de l’énergie.

modes de pliage sont regroupées sous la dénomination générique (b). La famille qui

dérive de la famille (as) de C2v présente un comportement qui se rapproche de celui

des familles (loc) de C2v pour les basses énergies et évolue vers un comportement

proche de la famille (as) pour les hautes énergies. Les trajectoires de cette famille

sont orientées dans la liaison r2 qui est la coordonnée attachée à l’hydrogène, ceci

pour les basses énergies. Lorsque l’énergie augmente, l’orientation de ces trajectoires

change et semble tendre vers celle de modes transverses. Nous appellerons donc

cette famille des modes (l1) (light 1 ) pour les basses énergies et transverses (t)

pour les hautes énergies. En ce qui concerne la famille dérivant de (ss), elle semble

reproduire la ligne des modes (loc) avec un décalage vers le bas des fréquences.

Du point de vue des trajectoires, elles sont orientées sur la coordonnée r1, qui est

la liaison attachée au deutérium. A haute énergie, les trajectoires de cette famille

s’incurvent à l’extremité pour les grandes valeurs de r1. Nous nomerons cette famille

(h1) (heavy 1 ) pour les basses énergies et (c) (curved) pour les hautes énergies. Les

deux familles créées par la bifurcation noeud-col se produisant sur la famille (l1)/(t),
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(a)

(b)

(c)

Figure 9.18 – Trajectoires dans le plan (r1, r2) et en fonction de l’énergie : a)

familles (l1)/(t) et (h1)/(c) ; b) familles (l2) et (bi l) ; c) familles (h2) et (bi h).

presentent toutes deux une extension essentiellement orientée sur la coordonnée

r2. La famille dont les fréquences diminuent rapidement et qui vient épouser la

ligne des modes locaux (figure 9.16 a)), possède des trajectoires qui s’allongent

dans la direction r2. Nous appellerons cette famille (l2). L’autre famille, dont les

fréquences semblent prolonger la ligne (l1) avant leur changement de nature, possède
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des trajectoires qui semblent revenir vers la bissectrice dans le plan (r1, r2). Nous

appellerons alors cette famille (bi l) (bisector). Enfin, les deux familles créées par la

bifurcation noeud-col se produisant sur (h1) présentent les mêmes caractéristiques

que les deux familles précédentes mais transposées dans l’autre liaison de la molécule.

C’est-à-dire que la famille dont la fréquence diminue rapidement présente des orbites

qui s’allongent dans la direction r1 et prendra le nom (h2). Les trajectoires de l’autre

famille semblent se relever sur la bissectrice en gardant néanmoins une courbure

prononcée vers le bas pour les grandes valeurs de r1. Nous choisissons d’appeller ces

modes (bi h). L’allure de toutes ces trajectoires est représentée sur la figure 9.18.

L’organisation des familles d’orbites périodiques est plus complexe que pour le

cas de SO2. Néanmoins, on retrouve des structures similaires. Notament la trans-

formation de la bifurcation fourche en bifurcation noeud-col est présente. Cepen-

dant, le caractère local de la molécule d’eau se manifeste en imposant que les orbites

périodiques s’orientent dans les liaisons de valence dès que la symétrie C2v est brisée.

Dans le cas de SO2, les modes (t) gardaient un caractère transverse, alors que pour

H2O, les substitutions isotopiques font apparaitre tout de suite des modes (l1) lo-

calisés. Cette différence de comportement peut, peut être, trouver une explication

avec l’angle d’équilibre de la molécule. Cette hypothèse doit faire l’objet d’une étude

plus approfondie.

La bifurcation noeud-col qui apparait sur les modes (h1) reprend une bifurcation

noeud-col qui était déjà présente dans le cas C2v. Pour la molécule H2O, cette bifur-

cation apparaissait sur chacune des deux familles (loc). Cette bifurcation n’est donc

pas causée par la brisure de la symétrie C2v. Pour la symétrie Cs, on retrouve cette

bifurcation dans la liaison r1, qui donne naissance aux familles d’orbites périodiques

(h2) et (bi h). Une bifurcation noeud-col doit aussi avoir lieu sur la famille (l2). En

effet, sur la figure 9.17, on voit très clairement que la fréquence des orbites de la

famille (l2) se relève, ce qui est un signe qu’une bifurcation noeud-col va se pro-

duire. Cette bifurcation doit se produire aux alentours de 40000 cm-1, là où notre

diagramme s’arrète. L’effet de la brisure de la symétrie C2v est alors de différencier

deux bifurcations noeud-col qui étaient dégénérées pour la molécule C2v.

Si on regarde la stabilité des familles d’orbites créées par ces bifurcations noeud-
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col on s’aperçoit que les deux bifurcations ne sont pas identiques. Pour la bifurcation

intervenant dans la liaison attachée au deutérium, on trouve que la famille (h2) est

stable et que la famille (bi h) est instable, comme on peut le voir sur la figure 9.19

a). Pour la bifurcation sur (l1), la situation est plus compliquée. La famille (bi l)

est instable et ne subit pas d’autre bifurcation. La famille (l2), par contre, subit

une multitude de bifurcations qui sont référencées sur la figure 9.19 b). Il faut noter

également qu’au moment de la création de ces deux familles, celles-ci sont instables,

ce qui est inhabituel pour une bifurcation noeud-col. En fait, pour les deux familles,

au voisinage du point de bifurcation, une des valeurs propres de la matrice de mo-

nodromie est réelle avec une valeur inférieure à -1. Une autre valeur propre prend la

valeur 1 au point de bifurcation. Pour la famille (l2) cette valeur revient à l’intérieur

du cercle unité du plan complexe alors que pour la famille (bi l) elle reste en dehors.

La famille (bi l) comporte donc deux directions instables alors que la famille (l2)

n’en comporte qu’une.
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Figure 9.19 – Stabilité des familles créées par les bifurcations noeud-col : a) stabilité

de (l2) et (bi l) ; b) stabilité de (h2) et (bi h).
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Figure 9.20 – Séries de niveaux quantiques et familles d’orbites périodiques de

HOD.

9.3.3 Etats quantiques et orbites périodiques de HOD

Nous avons recherché les séries de niveaux quantiques susceptibles de corres-

pondre à ces familles d’orbites périodiques. Nous avons trouvé trois familles. La

première série correspond aux familles d’orbites périodiques (b) et porte le nom v2.

On observe plusieurs bifurcations noeud-col en cascade sur ces modes avec des ni-

veaux quantiques qui semblent suivre ces différentes familles d’orbites. Ces familles

d’orbites ainsi que les niveaux qui leur sont associés doivent faire l’objet d’une pro-

chaine étude.

La famille v3 suit les orbites (l1). Les derniers états identifiés de cette série

semblent suivre la famille d’orbites dans sa transition en modes transverses. L’en-

semble des fonctions d’onde de cette série est représenté sur les figures 9.21 et 9.22.

Ces résultats sont en très bon accord avec ceux obtenus par Voronin et al. [117] qui

ont identifié correctement les niveaux (0,0,8), (0,0,9), (0,0,10) et (0,0,11).

La série v1 peut être divisée en deux parties. La première partie, jusqu’à l’état

(12,0,0), peut être mise en correspondance avec les orbites de la famille (h1). Ces

fonctions d’onde présentent une légère courbure vers le haut tout comme les orbites
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périodiques de (h1). La seconde partie de la série v1, de l’état (13,0,0) jusqu’à l’état

(17,0,0), est à mettre en correspondance avec la famille d’orbites périodiques (h2).

Ces fonctions d’onde présentent une légère courbure vers le bas qui est caractéristique

de la famille (h2).

Une dernière série d’états quantiques a été identifiée. Cette série est représentée

par des points oranges sur la figure 9.20 et semble suivre la famille (c). Les fonctions

d’onde de ces états sont représentées sur la figure 9.26. Sur le premier de ces états

nous avons superposé une orbite périodique de (c). Toutefois, la mise en correspon-

dence de ces états à la famille (c) est à considérer avec prudence.

Figure 9.21 – Fonctions d’onde de la série v3 de HDO.
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Figure 9.22 – Fonctions d’onde de la série v3 de HDO (suite).
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Figure 9.23 – Fonctions d’onde de la série v1 de HDO.
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Figure 9.24 – Fonctions d’onde de la série v1 de HDO (suite).
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Figure 9.25 – Fonctions d’onde de la série v1 de HDO (suite).
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Figure 9.26 – Fonctions d’onde semblant suivre les orbites périodiques (c).
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Ce travail de thèse se voulait qualitatif et avait pour but de comprendre les

phénomènes dynamiques pouvant se manifester dans les molécules triatomiques.

Deux approches ont été utilisées. La première, s’est basée sur l’utilisation des ha-

miltoniens effectifs obtenus par la méthode des transformations de contact. Ces

hamiltoniens effectifs sont construits rigoureusement à partir de surfaces poten-

tielles moléculaires et ne contiennent aucun paramètre ajustable par opposition aux

modèles effectifs empiriques. Nous avons montré qu’ils permettent une bonne des-

cription de la transition de modes normaux à modes locaux, aussi bien pour les

niveaux quantiques de valence que pour la dynamique classique. L’avantage de cette

méthode est qu’elle permet une cohérence, via la fonction potentielle, de l’approche

effective dans l’espace des phases réduit (modèles de polyades) et de l’approche

globale dans l’espace des phases total de vibration. En outre elle nous a permis

d’analyser le comportement isotopique de divers types de bifurcations. L’évolution

des couplages de résonances en fonction des masses ainsi que l’interprétation de

l’effet des résonances sur les surfaces hamiltoniennes avec le ”piègeage” des orbites

dans des ”pincements” trouvent alors un fondement physique. En ce qui concerne les

substitutions isotopiques qui ne brisent pas la symétrie moléculaire, nous avons vu

que la transition de modes normaux à modes locaux est retardée. Lorsque l’on inclut

d’autres résonances dans le modèle effectif, on observe de nouvelles bifurcations sur

les orbites périodiques. La prise en compte de ces résonances donne des hamiltoniens

effectifs plus réalistes pour lesquels les résultats en dynamique classique sont com-

parables à ceux provenant de l’hamiltonien total ab initio. Il faut noter cependant,

que pour une étude du mode de pliage, il faut adapter la méthode des TC pour

traiter la non-rigidité de la molécule.
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La seconde approche dans ce travail, s’est centrée autour de l’utilisation d’hamil-

toniens ”globaux”. Ces hamiltoniens permettent une étude dans l’espace vibrationnel

total à six dimensions. Nous avons, dans un premier temps, mis en évidence deux

types de comportements pour les molécules triatomiques du groupe de symétrie

C2v. Sur l’exemple de la molécule SO2 nous avons caractérisé un comportement ty-

piquement normal alors que le comportement local a été caractérisé par la molécule

d’eau. En utilisant ces résultats comme point de départ, nous avons étudié l’effet de

substitutions isotopiques brisant la symétrie moléculaire. L’effet de ces substitutions

isotopiques, qui font passer du groupe de symétrie C2v au groupe Cs, s’est avéré plus

complexe que dans le cas où la symétrie est conservée. La variation quasi-continue

d’une masse d’un des noyaux a permis de mettre en relation des isotopologues de

symétries différentes qui pouvaient, à première vue, être considérés comme deux en-

tités complètement différentes. Ceci a mis en lumière certains nouveaux aspects d’un

grand intérêt, notamment pour la spectroscopie moléculaire. Par exemple, le choix

des nombres quantiques pour l’espèce Cs, qui peut sembler arbitraire au premier

abord, découle d’une façon logique du choix fait pour l’espèce C2v. L’observation

principale que l’on a faite sur la brisure de la symétrie moléculaire par les substitu-

tions isotopiques, est la transformation de la bifurcation fourche pour l’espèce C2v,

en une bifurcation noeud-col pour l’espèce Cs. On a pu alors comprendre, comment

des mêmes causes physiques se manifestaient de deux façons différentes suivant la

symétrie de la molécule. Nous avons vu aussi comment les molécules des deux types

(normal et local) se comportent dans cette brisure de symétrie. Pour les deux types,

la bifurcation noeud-col est repoussée avec la masse d’un des noyaux. Par contre,

la nature des modes de vibration pour les espèces Cs au passage de la bifurcation

noeud-col est différente pour les molécules de type normal ou local. Pour le cas de

SO2, on a vu que les modes d’élongation antisymétrique gardaient leur caractère

transverse aussi bien pour l’espèce C2v que pour l’espèce Cs. Par contre, pour la

molécule d’eau, l’effet observé et qui peut sembler contraire à ce que l’on atten-

dait, est une localisation des trajectoires à basse énergie et un retour à des modes

transverses aux hautes énergies dès que la symétrie est brisée. Ces résultats ont été

systématiquement confrontés aux résultats quantiques par la visualisation des fonc-
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tions d’onde. Ces résultats peuvent alors servir pour une attribution plus cohérente

des états quantiques, par rapport à une attribution stricte par les nombres quan-

tiques de la contribution principale de la fonction d’onde dans la base utilisée pour

le calcul.

De nombreuses pistes de recherche restent à explorer. Notamment, les modes

de pliage n’ont pas du tout été étudiés, que ce soit pour les modèles effectifs ou

globaux. Pour les modèles effectifs, l’exploration de ces modes nécessite d’élargir les

TC pour traiter efficacement le cas de molécules non-rigides. Pour le modèle global,

nous avons observé des bifurcations noeud-col en cascade sur ces modes. Joyeux et

al. [110] ont commencé l’étude de ces phénomènes avec plusieurs approches. Une

autre piste de recherche à plus long terme, serait de réfléchir à la façon d’inclure

ces résultats pour la construction d’un modèle quantique plus adapté au calcul des

états excités.
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Sujet : Etude de la dynamique vibrationnelle de molécules triatomiques par les
orbites périodiques et leurs bifurcations à partir de modèles effectifs et ab initio :
états excités et effets de substitutions isotopiques

Résumé :

Les travaux présentés dans ce manuscrit portent sur l’étude de la dynamique de vibration des
noyaux de molécules triatomiques. Le problème est abordé avec une double approche. Tout d’abord,
par des méthodes de calculs quantiques (variationnelles, DVR, transformations de contact) puis par
des méthodes de dynamique non linéaire classiques (orbites périodiques, bifurcations) qui viennent
mettre en lumière les résultats quantiques.

La première partie de ce manuscrit présente quelques rappels de mathématiques concernant
les systèmes dynamiques et la théorie des bifurcations. Une brève revue du traitement du problème
vibrationnel en physique moléculaire est aussi donnée.

La seconde partie de ce manuscrit traite de la dynamique de vibration des noyaux moléculaires
à partir de modèles effectifs. Ces modèles consistent en des hamiltoniens effectifs construits par
la méthode des transformations de contact. A partir de ces hamiltoniens quantiques effectifs on
dérive des hamiltoniens classiques. On recherche alors les orbites périodiques de ces hamiltoniens
et nous les comparons avec les fonctions d’onde quantiques.

Enfin, la dernière partie discute de la dynamique vibrationnelle directement à partir de la
surface d’énergie potentielle. Des calculs quantiques variationnels et DVR avec de larges bases
sont menés. Une étude des orbites périodiques et de leurs bifurcations vient éclairer les résultats
quantiques. On s’intéresse dans un premier temps aux molécules de symétrie C2v puis à l’effet de
substitutions isotopiques qui brisent cette symétrie pour passer à la symétrie Cs.

Mots-clés : physique moléculaire, bifurcations, orbites périodiques, transformations de contact,
systèmes dynamiques, correspondance quantique/classique, substitutions isotopiques

Abstract :

This thesis work is devoted to vibrational dynamics of triatomic molecules nucleus. For this pro-
blem we have a double approach. First, we make quantum calculations by variational, DVR and
contact transformations methods. Then we use nonlinear dynamics methods to interpret quantum
results.

The first part recalls some mathematics about dynamical systems and bifurcation theory. A
review of the problem of vibrations in molecular physics is also given.

The second part concerns dynamics of vibration with effective models. These models consist
of effective hamiltonians built by contact transformations methods. A correspondence principle is
used to obtain classical hamiltonians and then make a periodic orbit analysis. These periodic orbits
are systematically compared with quantum wave functions.

Finally, the last part discusses the dynamics of vibration directly from the potential energy
surface. We lead quantum variational and DVR calculations with large basis. The study of periodic
orbits brings to light the quantum results. In a first time we are interested in C2v symmetry group
molecules. Then we are interested in isotopic substitions who break the symmetry from C2v to Cs.

Key words : molecular physics, bifurcations, periodic orbits, contact transformations, dynamical
systems, quantum/classical correspondence, isotopic substitutions


