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Résumé de la thèse

Les structures de Poisson sont apparues comme généralisation des variétés symplectiques, qui

formalisent la mécanique hamiltonienne. On étudie dans cette thèse certaines propriétés d’exemples

classiques d’algèbres de Poisson, et de leurs déformations naturelles : propriété de finitude de la

structure de Lie associée au crochet de Poisson, étude du groupe d’homologie en degré zéro lié à la

structure de Poisson ou à la structure non commutative de la déformation, propriété de rationalité.

Soit A une algèbre de Poisson, on étudie en particulier le passage des certaines propriétés de A à

une sous-algèbre d’invariants sous l’action d’un groupe fini d’automorphismes de Poisson, sur des

exemples classiques.

En dimension 2, on s’intéresse à la structure de Poisson induite par la structure symplectique

de C2 sur les variétés quotient C2/G, où G est un sous-groupe fini de SL(2, C), qui sont des

surfaces plongées en dimension 3, appelées surfaces de Klein, possédant une singularité isolée à

l’origine. L’algèbre de Lie associée au crochet de Poisson symplectique est de type fini, et on

étudie la propriété de finitude de l’algèbre de Lie AG munie du crochet de Poisson induit : pour

chaque sous-groupe fini G, on exhibe un système générateur de cardinal minimal. L’algèbre de

Weyl A1(C) est une déformation naturelle de l’algèbre de Poisson symplectique, et la propriété de

finitude de l’algèbre de Lie AG passe aux algèbres d’invariants de la déformation par le gradué

associé. En dimension 4, on s’intéresse à l’action d’un groupe de Weyl de rang 2 sur le double de

l’algèbre de Cartan associée h⊕ h∗. On démontre alors que l’algèbre des invariants de l’algèbre de

Poisson symplectique C[h⊕ h∗] est de type fini pour la structure de Lie, en exhibant des systèmes

générateurs explicites, dans les cas G = B2, et G = A2.

Un autre exemple en dimension 2 étudié est issu de la théorie des invariants multiplicatifs. Soit

G un sous-groupe fini de SL(2, Z), alors G agit sur C[Z2] ≃ C[x±1, y±1], que l’on munit cette

algèbre de la structure de Poisson définie par {x, y} = xy. Alors C[x±1, y±1] est une algèbre de Lie

de type fini pour ce crochet, et le groupe G respecte le crochet de Poisson. L’algèbre d’invariants

C[x±1, y±1]G s’avère être l’algèbre des fonctions d’une surface plongée en dimension 3 définie par

une relation (F ), qui possède plusieurs singularités isolées. En étudiant une désingularisation par

éclatements de ces singularités, on établit une correspondance ’à la McKay’ dans le cas multiplicatif.

Par ailleurs, on détermine, comme dans le cas des sufaces de Klein, un système générateur de

l’algèbre de Lie C[x±1, y±1]G munie du crochet de Poisson induit. L’algèbre de Poisson C[x±1, y±1]
possède une déformation naturelle par le tore quantique Cq[x

±1, y±1], défini par la relation yx =
qxy. On peut alors définir une action de SL(2, Z) sur le tore quantique, et l’algèbre des invariants

sous l’action d’un sous-groupe fini G de SL(2, Z) fournit une déformation de C[x±1, y±1]G. Par

des calculs similaires au cas Poisson, on montre que ces algèbres d’invariants non commutatives

sont engendrées pour le crochet de commutation par un nombre fini d’éléments. En calculant

par ailleurs l’homologie de Hochschild de ces algèbres d’invariants, on montre que ces systèmes

générateurs trouvés sont de cardinal minimal.

Dans les deux exemples de dimension 2 précédents, on constate également que la structure

de Poisson induite sur la surface (F ) provient d’une structure de Poisson jacobienne définie sur

C3 par le polynôme (F ). Ces structures de Poisson jacobiennes apparaissent dans de nombreuses

situations, en particulier dans le cas de la structure transverse à l’orbite adjointe sous-régulière

d’une algèbre de Lie semi-simple complexe. On étudie alors des propriétés de certaines de ces

structures de Poisson jacobiennes, comme la recherche du centre de Poisson, et l’étude du groupe

d’homologie de Poisson en degré 0.

Enfin, on s’intéresse à une version Poisson d’une conjecture liée aux questions de rationalité,

la conjecture de Gelfand-Kirillov. La version Poisson étudiée est la suivante : soit une algèbre de

Poisson A et G un groupe fini d’automorphismes de Poisson de A, on étudie alors l’existence d’un

isomorphisme de Poisson entre le corps des fractions de A et celui de AG. On vérifie cette propriété

pour des exemples vus précédemment : les surfaces de Klein, les invariants de l’algèbre symplectique

en dimension 4 sous l’action du groupe de Weyl B2, et l’algèbre des invariants multiplicatifs sous

l’action du groupe 〈−id〉.
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Chapitre 1

Introduction

Les crochets de Poisson sont apparus au début du 19ème siècle en mécanique classique,
comme outil de description des équations Hamiltoniennes du mouvement. Un crochet de
Poisson sur une algèbre commutative A est une application bilinéaire antisymétrique

{·, ·} : A×A → A

qui est une dérivation en chacune de ses variables et qui vérifie la propriété de Jacobi.
L’étude géométrique des crochets de Poisson a permis de définir les variétés de Poisson,

comme une généralisation des variétés symplectiques, et qui apparaissent naturellement
dans de nombreuses situations. Par exemple, si on considère une algèbre de Lie g, son
dual peut être muni d’une structure de Poisson issue du crochet de Lie, que l’on appelle
structure de Lie-Poisson, définie de la manière suivante :

∀µ ∈ g∗, F, F ′ ∈ F(g∗), {F,F ′}(µ) := µ([dµF,dµF
′])

où dµF et dµF
′ sont des éléments de (Tµg

∗)∗ ≃ g.

A cette structure supplémentaire sur une algèbre commutative, on associe une notion
d’homologie et de cohomologie, dites de Poisson, qui fournissent des invariants sur la struc-
ture de Poisson elle-même, en étroite correspondance avec l’homologie et la cohomologie
de Hochschild d’une déformation non commutative, dont l’algèbre initiale est la limite
semi-classique.

Dans le cas des structures de Poisson symplectiques, les propriétés homologiques sont
relativement simples, et on s’intéresse alors aux propriétés de leurs sous-algèbres d’inva-
riants sous l’action de certaines symétries symplectiques. Soit V un espace symplectique
de dimension 2n, son algèbre de fonctions polynômiales C[V ] est munie d’une structure de
Poisson induite par la forme symplectique sur V . Si G est un sous-groupe fini du groupe
symplectique Sp(V ), G agit sur l’algèbre des fonctions C[V ] et respecte la structure de
Poisson de sorte que l’algèbre d’invariants C[V ]G est une sous-algèbre de Poisson de C[V ].

Dans le cas de la dimension 2 apparaissent des propriétés particulières intéressantes.
Le groupe symplectique Sp(2,C) s’identifie au groupe spécial linéaire SL(2,C), et les al-
gèbres d’invariants C[x, y]G, où G est un sous-groupe fini de SL(2,C), ont été longuement
étudiées. L’algèbre C[x, y]G est vue comme l’algèbre des fonctions polynômiales sur la va-
riété quotient XG := C

2/G, qui s’avère être une surface plongée en dimension 3, possédant
une unique singularité isolée à l’origine appelée singularité de Klein. On considère alors
une désingularisation minimale p : X̃G → XG de cette singularité ; la fibre exceptionnelle
p−1(0) est une réunion de droites projectives, dont le diagramme d’intersection est appelé

3



4 1. Introduction

graphe de la désingularisation. Par ailleurs, à partir des représentations irréductibles du
groupe G, on peut construire un diagramme de Dynkin associé au groupe G. Il existe alors
une correspondance entre le graphe de la désingularisation et le diagramme de Dynkin du
groupe, appelée correspondance de McKay [Rei02].

Une généralisation de cette correspondance est possible en dimension supérieure dans le
cadre des actions linéaires. Nous nous intéresserons à une correspondance de ce type dans
le cadre des actions multiplicatives en dimension 2. Une action multiplicative correspond
à l’action d’un groupe sur un réseau L ; ce réseau est un Z-module libre de rang fini, et
on considère un groupe fini G agissant sur L par automorphismes. Cette action s’étend
de manière unique en une action sur l’algèbre du groupe C[L] par automorphismes de
C-algèbre.

Pour un réseau L de rang 2, une Z-base (x, y) étant choisie, l’action d’un groupe G sur
L est donnée par un sous-groupe du groupe linéaire GL(2,Z). L’algèbre du groupe C[L] est
alors isomorphe à l’algèbre des polynômes de Laurent C[x±1, y±1]. En notant les monômes
de Laurent xayb =: T (a,b), l’action d’un élément g du groupe GL(2,Z) peut s’écrire

g · T (a,b) = T g·(a,b).

L’action de g se résume à une action sur les puissances des monômes. On considère alors
sur l’algèbre C[x±1, y±1] un crochet de Poisson qui est l’analogue du crochet de Poisson
symplectique dans le cas linéaire, défini par

{x, y} = xy.

Les sous-groupes de GL(2,Z) sont classifiés à conjugaison près [Lor05], et dans cette clas-
sification, les sous-groupes respectant la structure de Poisson précédente sont les 4 sous-
groupes finis du groupe spécial linéaire SL(2,Z), qui sont quatre groupes cycliques. Si G
est l’un de ces quatre groupes, l’algèbre d’invariants C[x±1, y±1]G s’identifie à l’algèbre
des fonctions polynômiales sur une surface dans l’espace affine de dimension 3, possédant
plusieurs singularités isolées. On utilisera la numérotation de ces groupes donnée dans
[Lor05].

En déterminant une désingularisation minimale de chacune de ces singularités, on dé-
montre le résultat suivant :

Proposition 1.0.1
• Dans le cas G = G10 ≃ C2, la surface a quatre points singuliers de type A1.
• Dans le cas G = G9 ≃ C3, la surface a trois points singuliers de type A2.
• Dans le cas G = G8 ≃ C4, la surface a un point singulier de type A1, et deux de type
A3.

• Dans le cas G = G7 ≃ C6, la surface a un point singulier de type A1, un de type A2,
et un de type A5.

Dans chaque cas, le graphe de la désingularisation d’une singularité correspond au
diagramme de Dynkin d’un sous-groupe du groupe G dont on considère l’action, et la sin-
gularité la plus complexe est de type correspondant au groupe G lui-même.

Afin de mieux comprendre les propriétés des structures de Poisson étudiées, on consi-
dère souvent en parallèle les propriétés de leurs déformations non commutatives naturelles.
En ce qui concerne les propriétés homologiques, il existe, dans le cas des variétés de Pois-
son régulières, une correspondance entre l’homologie de Hochschild de la quantification et
l’homologie de Poisson de l’algèbre quantifiée [Kon03], [Sho03].
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La situation singulière est moins bien connue. Dans le cas d’exemples classiques issus
du cas symplectique, on observe une telle correspondance, par exemple dans le cas des
singularités de Klein [AL98]. Une déformation algébrique naturelle des algèbres de Poisson
symplectiques est donnée par les algèbres de Weyl An(C), et leurs algèbres d’invariants
donnent des déformations algébriques des invariants des algèbres de Poisson sous l’action
de sous-groupes finis du groupe symplectique. Par ailleurs, l’homologie et la cohomologie
de Hochschild de ces algèbres d’invariants sont complètement calculées par [AFLS00].

Soit maintenant g une algèbre de Lie semi-simple complexe, h une sous-algèbre d’inva-
riants de g, et W son groupe de Weyl. Le groupe W agit diagonalement sur V = h ⊕ h∗,
qui est muni d’une structure symplectique naturelle. Le groupe d’homologie de Poisson en
degré zéro de C[V ]W et le groupe d’homologie de Hochschild de sa déformation par les
invariants de l’algèbre de Weyl correspondante sont de même dimension dans le cas des
groupes de Weyl de rang 2 [AF09], et 3 [But08]. On verra qu’une telle correspondance
existe aussi dans la cas de l’action multiplicative du groupe G10.

Sur une algèbre de Poisson A, du fait de la propriété de Jacobi, le crochet de Poisson
induit une structure d’algèbre de Lie ; de même, le crochet de commutation induit une
structure d’algèbre de Lie sur une algèbre non commutative. Dans de nombreux cas, la
finitude de la dimension de l’espace d’homologie en degré zéro découle de la propriété
d’engendrement fini de la structure de Lie associée, dans le cas commutatif comme dans le
cas non commutatif. En effet, un système générateur pour la structure de Lie fournit un
système générateur du groupe d’homologie en degré zéro vu comme un espace vectoriel. Un
des buts de cette thèse est donc d’étudier la propriété d’engendrement fini pour la structure
de Lie d’une algèbre de Poisson, ainsi que pour la structure de Lie induite par le crochet
de commutation sur une déformation naturelle de l’algèbre de Poisson. Ce problème est
un analogue du théorème de Noether, qui assure que dans le cas linéaire, l’algèbre des
invariants AG possède un système générateur de cardinal fini pour la structure associative.
On s’attend donc à ce qu’il existe un résultat similaire pour la structure de Lie liée au
crochet de Poisson.

Pour les algèbres d’invariants de l’algèbre de Poisson symplectique de dimension 2, on
exhibera des systèmes générateurs minimaux de la structure de Lie, que l’on tirera d’une
propriété d’engendrement particulier.

Proposition 1.0.2
Il existe un sous-espace vectoriel de dimension finie V0 de C[x, y]G, et un sous-espace
vectoriel de dimension finie V1 de C[x, y] tels que l’action adjointe itérée de V0 sur V1

engendre toute l’algèbre de Lie C[x, y]. En d’autres termes, si on pose, pour k ≥ 1, Vk+1 =

{V0, Vk}, on a
+∞∑

k=1

Vk = C[x, y].

A partir de cette propriété, l’opérateur de Reynolds

ρG :=
1

|G|

∑

g∈G

g

permet d’obtenir un système générateur pour la structure de Lie de l’algèbre d’invariants
C[x, y]G. On souhaiterait pouvoir généraliser cette propriété d’engendrement de l’algèbre
de Poisson A qui explique l’engendrement fini de l’algèbre de Lie AG.

Dans les exemples issus de la dimension 2, dans le cas linéaire comme dans le cas multi-
plicatif, on a vu que l’algèbre d’invariants est l’algèbre des fonctions sur une surface plongée
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en dimension 3. La structure de Poisson sur cette surface permet de munir l’espace ambiant
d’une structure de Poisson très particulière, appelée structure de Poisson jacobienne, et
définie de la manière suivante. Soit P un élément de C[x, y, z], il permet de munir l’algèbre
de polynômes C[x, y, z] d’une structure de Poisson par la formule

{F,G} = Jac(F,G,P ),

où Jac(F,G,P ) est le déterminant de la matrice jacobienne de (F,G,P ). Ce type de struc-
ture de Poisson existe en dimension supérieure : soient P1, ..., Pn−2 une famille d’éléments
de C[x1, ..., xn], on définit le crochet de Poisson associé par

{F,G} = Jac(F,G,P1, ..., Pn−2).

Ces structures de Poisson jacobiennes ont été étudiés dans [Prz01], et leur (co)homologie a
été déterminée en dimension 3 dans le cas d’un polynôme quasi-homogène [Mar04], [Pic05],
et dans le cas des algèbres de Sklyanin de dimension 4 [Pel08]. On étudiera ici certaines
propriétés en dimension n. On vérifiera en particulier la propriété de Jacobi pour une
famille quelconque de polynômes.

Pour une famille quasi-homogène de polynômes (P1, ..., Pn−2) définissant une intersec-
tion complète à singularité isolée, on démontrera que le centre de Poisson est réduit à
l’algèbre engendrée par P1, ..., Pn−2. On montrera ensuite que le groupe d’homologie en
degré 0 de C[x1, ..., xn] est un module de type fini sur le centre de Poisson, dont on peut
déterminer un système de générateurs de cardinal minimal, ce cardinal étant le nombre de
Tjurina de la singularité.

Ces structures de Poisson jacobiennes particulières apparaissent naturellement dans le
cadre de la structure de Poisson transverse à l’orbite adjointe sous-régulière d’une algèbre
de Lie semi-simple complexe [DSV07].

Revenons maintenant au cas des invariants multiplicatifs décrits précédemment. L’al-
gèbre de Poisson (C[x±1, y±1], {·, ·}) où le crochet est défini par {x, y} = xy possède un
système générateur de cardinal fini pour sa structure de Lie, et on peut déterminer que son
groupe d’homologie de Poisson en degré zéro est de dimension 1. Si maintenant G est un
sous-groupe fini de SL(2,Z), on rappelle que l’algèbre d’invariants C[x, y]G est l’algèbre des
fonctions polynômiales sur une surface plongée en dimension 3 définie par un polynôme F
qui n’est pas quasi-homogène. Les résultats obtenus sur les structures jacobiennes dans le
cas quasi-homogène ne peuvent donc pas s’appliquer, et le groupe d’homologie de Poisson
en degré zéro de l’algèbre d’invariants C[x, y]G semble plus difficile à obtenir. Toutefois,
par des méthodes directes, on détermine dans chaque cas un système générateur pour la
structure de Lie dont le cardinal est égal au nombre de Milnor du polynôme F .

De manière analogue au cas symplectique, on recherche une déformation naturelle de
ces algèbres de Poisson. Le tore quantique Cq[x

±1, y±1], défini par la relation yx = qxy,
fournit une déformation du crochet de Poisson défini par {x, y} = xy. Afin d’en déduire
des déformations des algèbres d’invariants du cas Poisson, il faut considérer une action
‘tordue’ du groupe SL(2,Z) sur le tore quantique. L’algèbre d’invariants de Cq[x

±1, y±1]
sous l’action d’un sous-groupe fini de SL(2,Z) est alors une déformation de l’algèbre des
invariants de l’algèbre de Poisson.

L’homologie de Hochschild a été calculée pour l’algèbre d’invariants sous l’action du
groupe G10 ≃ C2 [EO06]. On effectue ici le calcul de l’homologie de Hochschild en degré zéro
pour les trois autres algèbres d’invariants, en suivant la méthode employée dans l’article
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[EO06] pour les invariants sous l’action du groupe G10, c’est-à-dire par l’intermédiaire d’un
produit croisé et de la formule suivante [Lor92] :

HH0(A ⋆ G) =
⊕

[g]∈T (G)

H0(C(g)/〈g〉,HH0(A,Ag))

où T (G) est l’ensemble des classes de conjugaison de G, [g] la classe d’un élément g du
groupe G, et C(g) le centralisateur de g dans G. A mesure que l’ordre du groupe consi-
déré augmente, les calculs gagnent en complexité, car il apparait des C(g)/〈g〉-modules
HH0(A,Ag) non triviaux pour les groupes G8 ≃ C4 et G7 ≃ C6. On constate finalement
que la dimension obtenue pour l’espace d’homologie de Hochschild en degré 0 est égale au
cardinal du système générateur de la structure de Lie de l’algèbre de Poisson correspon-
dante.

Dans le cadre du passage à la limite semi-classique, on s’intéresse à une version Poisson
d’une conjecture liée aux questions de rationalité des variétés algébriques : la conjecture
de Gelfand-Kirillov [GK66]. Cette conjecture s’intéresse au problème suivant : l’algèbre
enveloppante d’une algèbre de Lie algébrique sur un corps K algébriquement clos est-elle
’birationnellement’ équivalente à une algèbre de Weyl sur une extension transcendante pure
de K. Cette conjecture ainsi qu’une version affaiblie ont été étudiées pour de nombreux
exemples ([GK66], [GK69], [Jos74], [McC74], [BGR73],[Hai79], [AOVdB00]).

On donne ici un énoncé très général de la version Poisson de cette conjecture que l’on
étudiera sur des exemples. On considère une algèbre de Poisson A et G un groupe fini
d’automorphismes de Poisson de A. La conjecture de Gelfand-Kirillov version Poisson est
l’étude de l’existence d’un isomorphisme de Poisson entre le corps des fractions de A et
celui de AG.

Lorsque A est une C-algèbre de Poisson symplectique, cela revient à déterminer des
éléments pi, qi du corps des fractions de AG, algébriquement indépendants tels que

Frac(AG) = C(p1, q1, ..., pn, qn)

et {pi, qi} = 1, pour tout i, les autres crochets étant nuls. Un couple (pi, qi) est appelé un
couple symplectique. Dans le cas des surfaces de Klein, on utilise une version Poisson du
théorème de Miyata pour construire un couple symplectique.

En dimension supérieure, la structure du groupe de Weyl B2 comme produit en cou-
ronne permet également d’utiliser cette version Poisson du théorème de Miyata pour
construire des couples symplectiques (p1, q1, p2, q2) du corps des fractions de C[h ⊕ h∗]B2 .
Concernant l’exemple des invariants multiplicatifs, on vérifie que la conjecture de Gelfand-
Kirillov version Poisson est vérifiée dans le cas des invariants sous l’action du groupe
G10 ≃ C2.

On décrit maintenant brièvement le contenu de chacun des chapitres développés dans
la thèse.

Le chapitre 2 est un chapitre général qui donne les définitions des algèbres étudiées
et les différentes propriétés utiles dans la suite, concernant la théorie des invariants, les
crochets de Poisson, l’homologie et la cohomologie de Poisson. On donne également les
définitions de ce qu’on appellera déformation d’une algèbre de Poisson, en particulier les
déformations algébriques pour lesquelles l’utilisation du gradué associé permet de transférer
des propriétés de l’algèbre de Poisson à sa déformation.
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Le chapitre 3 est consacré aux structures de Poisson jacobiennes. On décrit en particu-
lier l’homologie de Poisson en degré 0 de la surface définie par les polynômes P1, ..., Pn−2

qui définissent le crochet de Poisson jacobien sur C[x1, ..., xn], puis l’homologie de Poisson
en degré 0 de tout l’espace ambiant. On redéfinit le contexte des structures transverses aux
orbites adjointes d’une algèbre de Lie semi-simple complexe pour vérifier que les calculs
précédents s’appliquent dans cette situation.

Dans le chapitre 4, on fait une étude détaillée du cas des algèbres de Poisson symplec-
tiques, et de leurs déformations par les algèbres de Weyl. Concernant les invariants, on
commence par donner les résultats sur les surfaces de Klein : la structure de Poisson sur la
surface est induite par une structure de Poisson jacobienne sur l’espace ambiant définie par
le polynôme définissant la surface. Cette propriété permet de donner une première preuve
de la propriété d’engendrement fini de la structure de Lie. On donne une seconde preuve de
ce résultat en partant d’une propriété d’engendrement plus fine et en utilisant l’opérateur
de Reynolds. On transfère enfin ces propriétés aux déformations par les invariants de l’al-
gèbre de Weyl. On s’intéresse ensuite au cas de la dimension 4. Par des calculs directs, on
démontre la propriété d’engendrement fini de la structure de Lie des invariants de C[h⊕h∗]
sous l’action du groupe de Weyl B2, puis pour le groupe de Weyl A2.

Le chapitre 5 regroupe les résultats obtenus dans le cadre des invariants multiplicatifs
en dimension 2 : la correspondance de type McKay évoquée précédemment, la propriété
d’engendrement fini de la structure de Lie des invariants sous l’action des sous-groupes
finis de SL(2,Z), la définition de l’action de ces groupes sur le tore quantique qui est
une déformation non commutative de l’algèbre de Poisson et le calcul de l’homologie de
Hochschild en degré zéro des invariants de la déformation.

Le chapitre 6 termine sur la conjecture de Gelfand-Kirillov Poisson, avec les exemples
des surfaces du Klein, des invariants pour le groupe de Weyl B2, et un exemple dans le cas
des invariants multiplicatifs.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Algèbres d’invariants

Soit A une C-algèbre commutative, et G un groupe fini d’automorphismes de A. On
s’intéresse à la sous-algèbre de A appelée algèbre des invariants :

AG := {a ∈ A / g · a = a,∀g ∈ G}

Dans les chapitres à venir, nous étudierons en détail certains exemples issus de deux
situations différentes : celle des actions de groupe linéaires, et celle des invariants multipli-
catifs.

En géométrie algébrique, si V est une variété algébrique affine, d’algèbre de fonctions
A, et G un groupe fini d’automorphismes de V , alors G agit par automorphismes d’algèbre
sur A par

(g · f)(v) = f(g−1 · v),

pour g ∈ G, f ∈ A et v ∈ V . L’algèbre des invariants AG peut alors être identifiée à
l’algèbre des fonctions sur la variété quotient V/G.

Dans de nombreux exemples étudiés par la suite, la variété V est un C-espace vectoriel
de dimension finie n, et G est un groupe fini d’automorphismes de l’espace V . On note C[V ]
l’algèbre des fonctions polynomiales sur V ; si x1, ..., xn est une base du dual V ∗, alors C[V ]
s’identifie à l’algèbre des polynômes C[x1, ..., xn] en x1, ..., xn qui possède une graduation
naturelle par le degré total. L’action de G sur C[V ] conserve le degré des polynômes, donc
l’algèbre des invariants peut être munie de la graduation induite :

C[x1, ..., xn]
G =

⊕

j∈N

C[x1, ..., xn]
G
j .

L’étude de l’algèbre des invariants C[V ]G a débuté au 19ème siècle et continue encore de nos
jours. Nous citons ici quelques résultats importants liés à la graduation induite sur l’algèbre
des invariants, résultats que nous utiliserons dans la suite. Pour une démonstration, voir
[Ben93].

Le théorème de Noether :
C[V ]G est engendrée, en tant qu’algèbre associative sur C, par ses éléments de degré
au plus |G|, où |G| désigne le cardinal du groupe fini G.

9
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Le théorème de Molien :

On note P (C[V ]G, T ) =

∞∑

j=0

T j dimC C[V ]Gj la série de Hilbert-Poincaré de l’algèbre

C[V ]G. La formule de Molien permet de calculer cette série par :

P (C[V ]G, T ) =
1

|G|

∑

g∈G

1

det(1 − g−1T, V ))
.

La seconde théorie des invariants évoquée, la théorie des invariants multiplicatifs, a été
étudiée plus récemment, et est liée aux représentations d’un groupe fini sur un réseau, et
non plus sur un espace vectoriel. On considère un Z-module libre L de rang fini, et G un
groupe fini agissant sur L par automorphismes. Cette action induit alors une action par
automorphismes de C-algèbre sur l’algèbre du groupe C[L]. L’algèbre d’invariants étudiée
dans cette situation est l’algèbre C[L]G. Nous verrons plus en détails l’étude du réseau de
rang 2.

2.2 Algèbres de Poisson

2.2.1 Définitions

On munit maintenant l’algèbre commutative A d’une structure supplémentaire.

Définition 2.2.1
Une algèbre commutative A est dite de Poisson lorsqu’elle est munie d’une application
bilinéaire antisymétrique :

{·, ·} : A×A → A

qui satisfait les conditions suivantes :
• La règle de Leibniz : {ab, c} = a{b, c} + {a, c}b, a, b, c ∈ A ;
• L’identité de Jacobi : {a, {b, c}} + {b, {c, a}} + {c, {a, b}} = 0, a, b, c,∈ A.

L’application bilinéaire {·, ·} est alors appelé crochet de Poisson : c’est un crochet de
Lie sur A, qui vérifie de plus la règle de Leibniz, autrement dit, qui est une dérivation en
chacune de ses variables.

Remarque 2.2.2
Lorsque A est une algèbre commutative de type fini, engendrée par x1, ..., xn :

• un crochet de Poisson {·, ·} sur A est entièrement déterminé par ses valeurs sur les
générateurs, c’est-à-dire par les valeurs {xi, xj}, avec i < j, grâce à la bilinéarité, la
propriété d’antisymétrie et la règle de Leibniz,

• si π : A×A → A est une application bilinéaire, antisymétrique, bi-dérivative, alors
elle est un crochet de Poisson si et seulement si elle vérifie l’identité de Jacobi pour
les générateurs.

Remarque 2.2.3
Lorsqu’on localise une algèbre de Poisson, le localisé est naturellement muni d’une structure
de Poisson de la manière suivante. Soit S une partie multiplicative de l’algèbre de Poisson
A, contenant 1, il existe alors un unique crochet de Poisson sur la localisation S−1A qui
prolonge celui sur A, et qui est donné par la formule :

{as−1, bt−1} = {a, b}s−1t−1 − {a, t}bs−1t−2 − {s, b}as−2t−1 + {s, t}abs−2t−2 (2.1)

pour tous a, b ∈ A, et s, t ∈ S.
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Définition 2.2.4
Soient (A1, {·, ·}1) et (A2, {·, ·}2) deux algèbres de Poisson et f : A1 → A2 un morphisme
d’algèbres associatives. On dit que f est un morphisme de Poisson si c’est également un
morphisme d’algèbres de Lie,

f({a, a′}1) = {f(a), f(a′)}2, ∀a, a′ ∈ A1.

Soit A une algèbre de Poisson, on considère maintenant l’action d’un groupe fini G
d’automorphismes de l’algèbre A. Lorsque tous les éléments du groupe G agissent par
automorphismes de Poisson sur A, on dit que G respecte le crochet de Poisson. Dans ce
cas, pour a, a′ ∈ AG, et g ∈ G,

g · {a, a′} = {g · a, g · a′} = {a, a′},

ce qui signifie que le crochet {a, a′} de deux invariants est également invariant sous l’action
de G. Ainsi l’algèbre AG est une sous-algèbre de Poisson de A.

Si on note C[G] l’algèbre du groupe G, alors A est un C[G]-module, et l’opérateur de
Reynolds ρG défini par

ρG :=
1

|G|

∑

g∈G

g

est une projection de A sur AG, et un morphisme de AG-modules. Par rapport à la structure
de Poisson, ρG vérifie la propriété suivante

∀a, a′ ∈ A, ρG({a, ρG(a′)}) = {ρG(a), ρG(a′)}.

En effet, si a ∈ A et x ∈ AG,

ρG({a, x}) =
1

|G|

∑

g∈G

g · {a, x}

=
1

|G|

∑

g∈G

{g · a, g · x}

=
1

|G|

∑

g∈G

{g · a, x} car x est G-invariant

= {
1

|G|

∑

g∈G

g · a, x}

= {ρG(a), x}

Cet opérateur sera utilisé dans la suite pour démontrer des propriétés de AG = ρG(A)
à partir de propriétés de l’algèbre de Lie (A, {·, ·}). On s’intéressera en particulier à des
propriétés d’engendrement de l’algèbre de Lie (AG, {·, ·}).

2.2.2 Structure d’algèbre de Lie

Soit (L, [·, ·]) une algèbre de Lie et V un sous-espace vectoriel de L. La sous-algèbre
de Lie L(V ) engendrée par V est par définition la plus petite sous-algèbre de Lie de L

contenant V . Il existe plusieurs façons de construire la sous-algèbre de Lie L(V ) à partir
du sous-espace V . Considérons d’abord les sous-espaces vectoriels suivants :

V1 := V et Vn+1 :=
∑

1≤k≤n

[Vk, Vn+1−k], pour n ∈ N
∗.
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Par construction, il est clair que
∑

n>0

Vn est une sous-algèbre de Lie de L contenant V , et

que toute sous-algèbre de Lie contenant V contient chacun des Vn par récurrence. Ainsi,

L(V ) =
∑

n>0

Vn.

On construit à partir de V une autre suite de sous-espaces vectoriels :

L1(V ) = V, et Ln+1(V ) = [V,Ln(V )],∀n ∈ N
∗.

Proposition 2.2.5
Avec les notations précédentes, pour tout n ∈ N

∗, Ln(V ) = Vn.

Démonstration : On procède par récurrence sur n ∈ N
∗. Par définition, L1(V ) =

V1. Soit donc n ∈ N
∗ tel que Lk(V ) = Vk pour tout k ≤ n. Alors

Ln+1(V ) = [V,Ln(V )] = [V1, Vn] ⊂ Vn+1.

Pour montrer l’inclusion inverse, on utilise la définition Vn+1 =
∑

1≤k≤n

[Vk, Vn+1−k] et

on procède par récurrence sur k = 1, ..., n. On sait déjà que [V1, Vn] = Ln+1(V ). Soit
alors 0 < k < n tel que [Vk, Vn+1−k] ⊂ Ln+1(V ), et soit [vk+1, vn−k] un générateur
de [Vk+1, Vn−k] comme C-espace vectoriel. Comme k + 1 ≤ n, Vk+1 = Lk+1(V ) par
hypothèse de récurrence, et donc vk+1 est une combinaison linéaire d’éléments de
la forme [v1, vk], avec v1 ∈ V1 = V , et vk ∈ Vk = Lk(V ). Ainsi, [vk+1, vn−k] est
combinaison linéaire d’éléments de la forme

[[v1, vk], vn−k] = [v1, [vk, vn−k]] + [vk, [v1, vn−k]],

où [vk, vn−k] ∈ Vn = Ln(V ), donc [v1, [vk, vn−k]] ∈ [V1,Ln(V )] = Ln+1(V ), et
[v1, vn−k] ∈ Vn+1−k, donc [vk, [v1, vn−k]] ∈ [Vk, Vn+1−k] ⊂ Ln+1(V ), ce qui termine la
démonstration.

�

Corollaire 2.2.6
L’algèbre de Lie engendrée par V est égale à la somme des sous-espaces Ln(V ) :

L(V ) =
∑

n>0

Ln(V ) où L1(V ) = V et Ln+1(V ) = [V,Ln(V )].

2.2.3 Produit tensoriel

Soient (A, ·, {·, ·}A) et (A′, ·, {·, ·}A′ ) deux algèbres de Poisson sur C. Alors A⊗CA′ est
une algèbre de Poisson munie de la multiplication et du crochet définis par les formules :

(a⊗ a′)(b⊗ b′) = ab⊗ a′b′

{a⊗ a′, b⊗ b′} = {a, b}A ⊗ a′b′ + ab⊗ {a′, b′}A′

pour tous a, b ∈ A, a′, b′ ∈ A′.

Proposition 2.2.7
Soient A, A′ deux algèbres de Poisson, V (resp. V ′) un C-sous-espace de A (resp. A′) qui
engendre A (resp. A′) comme algèbre de Lie. Alors A ⊗ A′ est engendrée comme algèbre
de Lie par (V + C) ⊗ (V ′ + C).
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Démonstration : Par hypothèse,

A⊗A′ =


∑

m≥1

Lm(V )


 ⊗


∑

n≥1

Ln(V
′)


 =

∑

m,n≥1

Lm(V ) ⊗ Ln(V
′)

Par récurrence sur m+ n ≥ 2, on va montrer que Lm(V ) ⊗ Ln(V
′) est dans la sous-

algèbre de Lie engendrée par (V + C) ⊗ (V ′ + C).
• Si m+n = 2, alors m = n = 1, donc Lm(V )⊗Ln(V

′) = V ⊗V ′ ⊂ (V +C)⊗(V ′+C).
• Soient m,n ∈ N

∗ tels que m + n > 2. Sans perte de généralité, on peut supposer
m > 1. Alors Lm(V ) ⊗ Ln(V

′) = {V,Lm−1(V )} ⊗ Ln(V
′). Or si v ∈ V , xm−1 ∈

Lm−1(V ), et x′n ∈ Ln(V
′),

{v, xm−1} ⊗ x′n = {v ⊗ 1, xm−1 ⊗ x′n}

Donc Lm(V ) ⊗ Ln(V
′) ⊂ {V ⊗ C,Lm−1(V ) ⊗ Ln(V

′)} ⊂ L((V + C) ⊗ (V ′ + C))
par récurrence.

�

Corollaire 2.2.8
Si A et A′ sont deux algèbres de Poisson de type fini comme algèbres de Lie, alors A⊗A′

l’est aussi.

2.3 Homologie et cohomologie de Poisson

Soit A une algèbre de Poisson.

2.3.1 Cohomologie

Pour k ∈ N, on note Xk(A) le A-module des k-dérivations antisymétriques sur A, en
notant, par convention, X0(A) = A. Par exemple, π = {·, ·} ∈ X2(A). L’opérateur de
cobord est défini par

δk : Xk(A) → Xk+1(A)

Q 7→ δk(Q) : (F0, ..., Fk) 7→
k∑

i=0

(−1)i{Fi, Q(F0, ..., F̌i, ..., Fk)}

+
∑

0≤i<j≤k

(−1)i+jQ({Fi, Fj}, F0, ..., F̌i, ..., F̌j , ..., Fk)

On obtient ainsi le complexe de cohomologie de Poisson de A,

. . . −→ Xk−1(A)
δk−1

−→ Xk(A)
δk

−→ Xk+1(A)
δk+1

−→ . . .

On définit les espaces de cohomologie :

HP k(A) =
Kerδk

Imδk−1
.

Par exemple, le groupe de cohomologie de Poisson en degré 0 de A est l’ensemble des élé-
ments centraux pour le crochet de Poisson, appelé aussi ensemble des Casimirs de l’algèbre
de Poisson A.

HP 0(A) = Cas(A) := {a ∈ A / {a, ·} = 0}.



14 2. Préliminaires

2.3.2 Homologie

On note Ω1(A) le A-module des différentielles de Kähler de A, et pour k ∈ N, on
note Ωk(A) = ∧kΩ1(A) le A-module des k-différentielles de Kähler, avec par convention
Ω0(A) = A. Comme espace vectoriel, Ωk(A) est engendré par des éléments de la forme
FdF1 ∧ ... ∧ dFk. La différentielle d : A → Ω1(A) se prolonge sur les Ωk(A) par

d(FdF1 ∧ ... ∧ dFk) := dF ∧ dF1 ∧ ... ∧ dFk

Le complexe résultant est appelé complexe de de Rham et sa cohomologie est la cohomologie
de de Rham. On définit maintenant un opérateur de bord ∂• : Ω•(A) → Ω•−1(A), défini
pour k ∈ N

∗ par la formule :

∂k(F0dF1 ∧ ... ∧ dFk) :=
k∑

i=1

(−1)i+1{F0, Fi}dF1 ∧ ... ∧ ďF i ∧ ... ∧ dFk

+
∑

1≤i<j≤k

(−1)i+jF0d{Fi, Fj} ∧ dF1 ∧ ... ∧ ďF i ∧ ... ∧ ďF j ∧ ... ∧ dFk.

On obtient ainsi le complexe d’homologie de Poisson de A,

. . . −→ Ωk+1(A)
∂k+1
−→ Ωk(A)

∂k−→ Ωk−1(A)
∂k−1
−→ . . .

On définit les espaces d’homologie :

HPk(A) =
Ker∂k
Im∂k+1

.

Par exemple, le groupe d’homologie de Poisson en degré 0 de A est son quotient par son
algèbre de Lie dérivée :

HP0(A) = A/{A,A}.

2.3.3 Produit intérieur

Il existe une action naturelle de l’espace des p-dérivations antisymétriques Xp(A) sur

l’espace des différentielles de Kähler Ω•(A) :=
∑

k∈N

Ωk(A), donnée pour Q ∈ Xp(A) par

l’application A-linéaire graduée :

iQ : Ω•(A) → Ω•−p(A)

définie, lorsque n ≥ p, par

iQ(dF1 ∧ ... ∧ dFn) :=
∑

σ∈Sp,n−p

ǫ(σ)Q(Fσ(1) , ..., Fσ(p))dFσ(p+1) ∧ ... ∧ dFσ(n).

Si n < p, iQ(ω) = 0. La somme se fait sur l’ensemble Sp,n−p des (p, n− p)-battages :

Sp,n−p = {σ ∈ Sn/σ(1) < ... < σ(p) et σ(p + 1) < ...σ(n)}.

Avec cette opération, on constate que l’opérateur de bord se note également

∂ = iπ ◦ d − d ◦ iπ. (2.2)
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Dans le cas d’une algèbre de polynômes A = C[x1, ..., xn], on utilise la forme volume
standard sur C

n, λ = dx1 ∧ ... ∧ dxn, pour établir un isomorphisme entre les espaces
des différentielles de Kähler et les espaces de dérivations. On définit pour cela l’opérateur
⋆ : Xk(A) → Ωn−k(A) par ⋆Q = iQλ. Alors ⋆ est un isomorphisme de Xk(A) sur Ωn−k(A).
Cet opérateur nous permet également de définir la divergence (par rapport à λ) comme
l’application linéaire Div : X•(A) → X•−1(A) telle que

⋆ Div = d ⋆

On verra dans la suite que pour certaines structures de Poisson, cet isomorphisme induit
une correspondance entre les espaces d’homologie et de cohomologie.

2.3.4 Exactitude du complexe de de Rham

Dans le cas des algèbres de polynômes, le complexe de de Rham est un complexe
exact. Cette propriété résulte d’un lemme utilisant une graduation naturelle de l’algèbre
de polynômes à n variables. Ce lemme étant utilisé dans d’autres démonstrations, on
l’exprime ici dans le cadre d’une graduation pondérée.

Soit A = C[x1, ..., xn] l’algèbre de polynômes à n variables. On fixe des poids w1, ..., wn ∈
N
∗ pour les variables x1, ..., xn, ce qui signifie que l’on considère la graduation sur A =

⊕r∈NAr où Ar est l’espace vectoriel engendré par les monômes du type xa11 ...x
an
n avec

a1w1 + ... + anwn = r. Un polynôme homogène est un élément d’un Ar, et pour un poly-
nôme homogène, on note w(P ) son degré.

Une telle graduation sur A permet de munir l’espace Ω•(A) des différentielles de Kähler
d’une graduation supplémentaire. En effet, Ωk(A) est un A-module libre de base les dxi1 ∧
... ∧ dxik avec 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n. Ainsi, on peut poser, pour k, r ∈ N,

Ωk(A)r = V ectC (F0dF1 ∧ ... ∧ dFk;Fj homogènes tels que w(F0) + ...+w(Fk) = r)
= V ectC (Fdxi1 ∧ ... ∧ dxik ; 1 ≤ i1 < ... < ik ≤ n;

F homogène de degré r − (wi1 + ...+ wik))

On a alors la décomposition en somme directe suivante :

Ω•(A) =
⊕

r∈N

(
⊕k∈NΩk(A)r

)

Pour cette graduation, d est une application linéaire graduée de degré 0, ce qui signifie que
d(Ω•(A)r) ⊂ Ω•+1(A)r, pour tout r ∈ N.

On définit la dérivation d’Euler associée à la précédente graduation sur A comme étant
l’élment

ew = w1x1
∂

∂x1
+ · · ·wnxn

∂

∂xn
∈ X1(A)

Si P est un polynôme homogène de degré r, la formule d’Euler pour les polynômes homo-
gènes implique alors :

ew(P ) = w(P )P.
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Lemme 2.3.1
Pour tous k, r ∈ N, on a

(iew ◦ d + d ◦ iew) |Ωk(A)r
= r.Id|Ωk(A)r

.

Démonstration : Soit F0dF1 ∧ ...∧dFk ∈ Ωk(A)r, les polynômes Fj étant homo-
gènes, tels que w(F0) + ...+ w(Fk) = r.
On calcule alors

(iew ◦ d + d ◦ iew) (F0dF1 ∧ ... ∧ dFk)

= iew(dF0 ∧ dF1 ∧ ... ∧ dFk) + d


F0

k∑

j=1

(−1)j−1w(Fj)FjdF1 ∧ ... ∧ d̂Fj ∧ ... ∧ dFk




=

k∑

j=0

(−1)jw(Fj)FjdF0 ∧ ... ∧ d̂Fj ∧ ... ∧ dFk

+dF0 ∧




k∑

j=1

(−1)j−1w(Fj)FjdF1 ∧ ... ∧ d̂Fj ∧ ... ∧ dFk




+F0




k∑

j=1

(−1)j−1w(Fj)dFj ∧ dF1 ∧ ... ∧ d̂Fj ∧ ... ∧ dFk




= w(F0)F0dF1 ∧ ... ∧ dFk + F0




k∑

j=1

w(Fj)


dF1 ∧ ... ∧ dFk

= rF0dF1 ∧ ... ∧ dFk,

d’où le résultat du lemme.
�

Cette relation implique l’exactitude du complexe de de Rham.

Proposition 2.3.2
Pour A = C[x1, ..., xn], le complexe de de Rham est exact :

• Pour P ∈ A, d(P ) = 0 ⇒ P ∈ C.
• Pour k ≥ 1, µ ∈ Ωk(A), d(µ) = 0 ⇒ ∃ν ∈ Ωk−1(A), µ = d(ν).

Démonstration : Pour µ ∈ Ωk(A), on utilise la graduation de Ωk(A) pour écrire

µ =
∑

r∈N

µr, les µr ∈ Ωk(A)r étant presque tous nuls. Si d(µ) = 0, comme d est

graduée, on obtient dµr = 0, pour tout r ∈ N. Il suffit donc de montrer le résultat pour
un élément µr de Ωk(A)r. Par le lemme précédent, si dµr = 0, alors d◦iew(µr) = rµr.
Ainsi :
• Si µr ∈ A, alors iew(µr) = 0, donc rµr = 0 et µr ∈ C.

• Si µr ∈ Ωk(A), avec k ≥ 1, alors r ≥ 1 et µr = d

(
1

r
iew(µr)

)
.

�
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2.3.5 Homologie de Poisson en degré zéro

Soit (A, {·, ·}) une algèbre de Poisson. On rappelle que son groupe d’homologie de
Poisson en degré zéro est donné par :

HP0(A) =
A

{A,A}
.

On étudiera au chapitre 4 des algèbres d’invariants d’algèbres de Poisson symplectiques.
Soit V un espace vectoriel symplectique complexe, et G un sous-groupe fini de Sp(V ). On
note A := C[V ]G l’algèbre des fonctions polynômiales sur V qui sont G-invariantes. La
forme symplectique définit un crochet de Poisson sur C[V ], et sur A par restriction. Dans
ce cadre, la dimension du groupe d’homologie de Poisson de A en degré 0 est toujours finie
([BEG04]).

Dans tous les cas, la dimension du HP0 d’une algèbre de Poisson est inférieure au
cardinal d’un système de générateurs pour la structure de Lie. En effet, si (a1, ..., an) est
un système générateur de (A, {·, ·}) comme algèbre de Lie, alors les classes d’équivalence des
ai dans HP0(A) forment un système générateur de cet espace vectoriel. Dans les exemples
étudiés dans la suite, cette propriété est utilisée pour s’assurer qu’un système de générateurs
est minimal : lorsqu’on connait la dimension du HP0, et que l’on obtient un système de
générateurs dont le cardinal est égal à cette dimension, le système de générateurs trouvé
est nécessairement de cardinal minimal.

2.4 Déformation, quantification des crochets de Poisson

2.4.1 Quantification-déformation

Nous rappelons ici le cadre général du procédé de déformation d’une algèbre de Poisson.
Soit B une C-algèbre non-commutative, dans laquelle le crochet [·, ·] désigne le crochet de
commutation, et b un élément central de B non diviseur de zéro, et non inversible, tel que
l’algèbre A := B/bB soit commutative.

Si u, v ∈ B, alors (u+bB)(v+bB) = (v+bB)(u+bB) par commutativité de l’algèbre A,
et donc [u, v] ∈ bB. On note alors d ∈ N

∗ un entier tel que pour tous u, v ∈ B, [u, v] ∈ bdB.

L’élément b étant non diviseur de 0, il existe donc un unique élément de w de B tel
que [u, v] = bdw. On note cet élément b−d[u, v]. On peut alors définir sur A un crochet de
Poisson {·, ·} par

{u, v} = b−d[u, v]

pour tous u = u + bB et v = v + bB ∈ A. En effet, l’élément b−d[u, v] ne dépend pas des
représentant choisis pour u et v : si u′ = u+bw, [u′, v] = [u, v]+b[w, v] car b est central dans
B. Comme [w, v] ∈ bdB, on peut écrire [w, v] = bdw′ et donc b−d[u′, v] = b−d[u, v] + bw′,

d’où b−d[u′, v] = b−d[u, v].

Dans une telle situation, B est appelée quantification de l’algèbre de Poisson A, et
toute C-algèbre de la forme B/(b − λ)B, où λ ∈ C est tel que l’élément central b − λ est
non inversible dans B, est appelée déformation de l’algèbre de Poisson A.

Cette quantification est utilisée dans le chapitre 5, lorsque l’on déforme l’algèbre de
Poisson issue du cas multiplicatif par le tore quantique.
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2.4.2 Déformations algébriques

On définit ici un procédé de déformation algébrique d’une algèbre de Poisson utilisant
une filtration et le passage au gradué associé.

Définition 2.4.1
Soit (A, ·, {·, ·}) une algèbre de Poisson. Une C-algèbre non commutative (B, ⋆, [·, ·]), où
[·, ·] est le crochet de commutation, est une déformation algébrique de A si :

• il existe une filtration F := (Fn)n≥0 de B, avec F0 = C, (on notera également
F−1 = (0)), telle que [Fn,Fm] ⊆ Fn+m−d, pour d ≥ 1 fixé,

• le gradué associé grF (B) := ⊕n≥0Fn/Fn−1 est isomorphe à A en tant qu’algèbre de
Poisson, la multiplication et le crochet de Poisson sur grF (B) étant définis par :

(bn + Fn−1)(bm + Fm−1) := bn ⋆ bm + Fn+m−1

{bn + Fn−1, bm + Fm−1} := [bn, bm] + Fn+m−d−1

Dans ce cas, A est appelée limite semi-classique de B.

Cette définition est un cas particulier du procédé de déformation vu au paragraphe
2.4.1. En effet, considérons l’algèbre de Rees de B associée à la filtration F définie par

RF (B) := ⊕n≥0Fnt
n ⊂ B[t]

Alors t est un élément central de RF (B), non diviseur de 0 et non inversible. On considère
l’application linéaire

ϕ : RF (B) → grF (B)
bnt

n 7→ bn + Fn−1.

ϕ est clairement surjective, et d’après la définition du produit dans le gradué associé
grF (B), ϕ est également un morphisme d’algèbres associatives. Déterminons le noyau de
cette application. D’abord, ϕ(t) = 1 + F0 = 0 dans grF (B), donc l’idéal engendré par t
est dans le noyau de ϕ. Soient maintenant b0,...,bn respectivement dans F0,..., Fn, tels que
ϕ(b0 + b1t + ... + bnt

n) = 0, alors b0 + F−1 = 0, b1 + F0 = 0,..., bn + Fn−1 = 0, ce qui
signifie que b0 = 0, b1 ∈ F0,..., bn ∈ Fn−1, et donc

b0 + b1t+ ...+ bnt
n = t(b1 + ...+ bnt

n−1)

avec b1 + ...+ bnt
n−1 ∈ RF (B), donc le noyau de ϕ est bien l’idéal engendré par t. Donc ϕ

induit un isomorphisme d’algèbres associatives

RF (B)

(t)

ϕ̃
≃ grF (B).

On en déduit que le quotient
RF (B)

(t)
est commutatif. De plus, pour bn ∈ Fn et bm ∈ Fm,

[bnt
n, bmt

m] = [bn, bm]tn+m−dtd avec [bn, bm] ∈ Fn+m−d par hypothèses sur la filtration. Le
crochet de Poisson défini sur le quotient par le procédé de 2.4.1 est donc donné par

{bnt
n + (t), bmt

m + (t)} = [bn, bm]tm+n−d + (t)

dont l’image par ϕ̃ est [bn, bm] + Fm+n−d−1. L’isomorphisme précédent est donc bien un
isomorphisme d’algèbres de Poisson.
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On veut maintenant vérifier que B est une déformation de A au sens de 2.4.1 On
considère pour cela l’application linéaire

ψ : RF (B) → B
bnt

n 7→ bn.

ψ est clairement un morphisme surjectif d’algèbres associatives. Déterminons le noyau de
cette application. D’abord, ψ(t− 1) = 1 − 1 = 0 dans B, donc l’idéal engendré par (t− 1)
est dans le noyau de ψ. Soient maintenant b0,...,bn respectivement dans F0,..., Fn, tels que
ψ(b0+b1t+...+bnt

n) = 0, alors b0+b1+...+bn = 0, ce qui signifie que bn = −b0−b1−bn−1,
et donc

b0 + b1t+ ...+ bnt
n = b0(1 − tn) + b1t(1 − tn−1) + ...+ bn−1t

n−1(1 − t) ∈ (t− 1),

donc le noyau de ψ est bien l’idéal engendré par t − 1. Donc ψ induit un isomorphisme
d’algèbres associatives

RF (B)

(t− 1)

ψ̃
≃ B.

Ce procédé de déformation par le gradué associé est moins général, mais lie de manière
plus précise l’algèbre de Poisson à sa déformation. En effet, l’isomorphisme de Poisson
entre A et le gradué associé de B permet de transférer certaines propriétés de l’algèbre de
Lie (A, {·, ·}) à l’algèbre (B, [·, ·]) munie du crochet de commutation. Les deux propositions
suivantes en sont des exemples.

Proposition 2.4.2
Lorsque (A, {·, ·}) est une algèbre de Lie de type fini, (B, [·, ·]) l’est aussi.
Plus précisément, si (ai)0≤i≤n est un système générateur d’éléments homogènes de A,( i.e.
∃ni ∈ N, ai ∈ Fni

/Fni−1), alors en choisissant pour chaque ai un représentant dans Fni
,

on obtient un système générateur de (B, [·, ·]).

Démonstration : L’algèbre B étant une déformation algébrique de A, on peut
écrire :

A ≃ grF (B) =

∞⊕

0

Fn/Fn−1.

Soit (ai)1≤i≤n un système générateur de grF (B). Quitte à remplacer ce système gé-
nérateur par celui constitué des composantes homogènes des ai (toujours en nombre
fini), on peut supposer que les ai sont homogènes : ai ∈ Fni

/Fni−1. On choisit alors,
pour tout i, un élément bi de Fni

tel que ai = bi +Fni−1. On veut montrer que B est
engendrée comme algèbre de Lie par les éléments bi. On note donc B la sous-algèbre
de Lie de (B, [·, ·]) engendrée par les bi, et on montre que B = B.

• On montre d’abord que le gradué associé grF (B) est engendré en tant qu’espace
vectoriel par les éléments de la forme xn + Fn−1, avec xn ∈ Fn ∩ B.
On note V le sous-espace vectoriel de grF (B) engendré par les ai. Par hypothèse,

grF (B) =
+∞∑

n=1

Ln(V ), où L1(V ) = V et Ln+1V = {V,Ln(V )}.

⋆ Tout élément de L1(V ) = V est une combinaison linéaire des ai = bi + Fni−1,
bi ∈ Fni

∩ B.
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⋆ On suppose que pour un n fixé, Ln(V ) est un espace vectoriel engendré par
des éléments de la forme xm + Fm−1, xm ∈ Fm ∩ B. Soit alors x ∈ Ln+1V =
{V,LnV } :

x =
∑

finie

{ai, yi} avec yi ∈ LnV

=
∑

finie

{bi + Fni−1, xm + Fm−1} avec xm ∈ Fm ∩ B

=
∑

finie

([bi, xm] + Fni+m−d−1) où [bi, xm] ∈ Fni+m−d ∩ B

d’où le résultat par récurrence.
• Maintenant, on montre que chaque Fn est dans B :
⋆ F−1 = (0) ⊂ B.
⋆ On suppose que le résultat est vrai pour un certain n. Soit x ∈ Fn+1, alors d’après

le résultat précédent x+Fn = xn+1 +Fn, avec xn+1 ∈ B, ainsi x ∈ B+Fn ⊂ B

par hypothèse de récurrence.

Par récurrence, on a finalement B =
∑

Fn ⊂ B.

�

On considère maintenant une situation dans laquelle intervient l’action d’un groupe
fini G d’automorphismes de l’algèbre non commutative B respectant la graduation :

∀g ∈ G, ∀xn ∈ Fn, g · xn ∈ Fn.

Dans ce cas, G agit sur le gradué associé A de manière naturelle par automorphismes de

Poisson. De plus, la composante homogène

(
Fm
Fm−1

)G
des invariants du gradué associé

est isomorphe en tant qu’espace vectoriel à
FG
m

FG
m−1

. Pour le montrer, on utilise le lemme

suivant.

Lemme 2.4.3
On considère une suite exacte courte de G-modules : 0 −→ A

α
−→ B

β
−→ C −→ 0.

Alors 0 −→ AG
α
|AG

−→ BG
β
|BG

−→ CG −→ 0 est une suite exacte.

Démonstration :

• Comme α et β sont des morphismes de G-modules, α(AG) ⊂ BG et β(BG) ⊂ CG.
• α|AG est injectif comme restriction d’une application injective.

• Im(α|AG) = Im(α) ∩ BG : Si b = α(a) et b ∈ BG, alors pour tout g ∈ G, α(a) =

b = g · b = g · α(a) = α(g · a) donc a = g · a par injectivité de α, et a ∈ AG.
Donc α(AG) = α(A) ∩BG = Ker(β) ∩BG = Ker(β|BG).

• β|BG est surjective : Soit c ∈ CG. Par surjectivité de β, il existe b ∈ B tel que
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c = β(b). On pose alors b′ =
1

|G|

∑

g∈G

g · b. Ainsi, b′ ∈ BG et

β(b′) =
1

|G|

∑

g∈G

β(g · b)

=
1

|G|

∑

g∈G

g · (β(b)) car β est un morphisme de G-modules

=
1

|G|

∑

g∈G

g · c

=
1

|G|

∑

g∈G

c car c ∈ CG

= c

Donc c ∈ β(BG).

�

Considérons maintenant la suite exacte de G-modules :

0 −→ Fm−1 →֒ Fm −→
Fm
Fm−1

−→ 0.

Alors la suite

0 −→ FG
m−1 →֒ FG

m −→

(
Fm
Fm−1

)G
−→ 0

est une suite exacte, et donc

FG
m

FG
m−1

≃

(
Fm
Fm−1

)G
. (2.3)

Les hypothèses précédentes s’appliquent par exemple dans le cas des algèbres de Poisson
symplectiques. On verra dans certains cas qu’il existe une situation particulière d’engendre-
ment de A à partir d’un sous-espace vectoriel de dimension finie de l’algèbre des invariants
et d’un sous-espace vectoriel de dimension finie de A. La proposition suivante montre que
cette construction se relève à la déformation par le gradué associé.

Proposition 2.4.4
Lorsque l’algèbre A se décompose sous la forme A =

∞∑

k=1

Vk où V0 est un sous-espace vec-

toriel de AG, V1 un sous-espace vectoriel de A et Vk+1 = {V0, Vk}, on peut engendrer B de

manière similaire : B =

∞∑

k=1

Wk où W0 (respectivement W1) est l’espace vectoriel engendré

par des représentants choisis d’un système de générateurs homogènes de V0 (respectivement
V1), et Wk+1 = [W0,Wk].

V1 ⊂ A ///o/o/o/o/o/o/o B ⊃W1

V0 ⊂ AG ///o/o/o/o/o/o/o BG ⊃W0
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Démonstration : Soit (ai) un système de générateurs homogènes de V0 en tant
qu’espace vectoriel : ai ∈ FG

ni
/FG

ni−1. Pour chaque ai, on choisit un représentant bi
dans FG

ni
= Fni

∩BG, et on note W0 l’espace vectoriel engendré par les bi. On choisit
ensuite un système de générateurs homogènes de V1, on choisit un représentant pour
chaque générateur, et on pose W1 l’espace vectoriel engendré par ces représentants

choisis. On pose B =

∞∑

1

Wk.

• Avec ces notations, on montre d’abord que A = grF (B) est engendré en tant qu’es-
pace vectoriel par les éléments de la forme xn + Fn−1, xn ∈ Fn ∩ B :

⋆ V1 est engendré par des éléments de la forme xn + Fn−1, xn ∈ Fn ∩ W1 par
construction de W1.

⋆ On suppose que pour un k ≥ 1 fixé, Vk est un espace vectoriel engendré par des
éléments de la forme xn + Fn−1, xn ∈ Fn ∩ B. Soit alors x ∈ Vk+1 = {V0, Vk} :

x =
∑

finie

{ai, yi} où les yi sont des éléments de Vk

=
∑

finie

{bi + Fni−1, xm + Fm−1} avec xm dans Fm ∩ B

=
∑

finie

([bi, xm] + Fni+m−d−1) où [bi, xm] ∈ [W0,B] ⊂ B

• Maintenant, on montre que chaque Fn est dans B :
⋆ F−1 = (0) ⊂ B.
⋆ On suppose que le résultat est vrai pour un certain n. Soit x ∈ Fn+1, alors d’après

le résultat précédent x+Fn = xn+1 +Fn, avec xn+1 ∈ B, ainsi x ∈ B+Fn ⊂ B

par hypothèse de récurrence.
Par récurrence, on a finalement B = B.

�

Les propositions 2.4.2 et 2.4.4 seront utilisées dans le chapitre 4, lorsque l’on considérera
une déformation algébrique usuelle de l’algèbre de Poisson symplectique par l’algèbre de
Weyl, afin de déterminer des systèmes générateurs pour la structure de Lie d’algèbres
d’invariants ou de produits croisés.

Remarque 2.4.5
De même que pour les algèbres de Poisson, on peut effectuer le produit tensoriel d’algèbres
non commutatives, et si elles sont de type fini comme algèbres de Lie, le produit tensoriel
l’est aussi, la démonstration de ce résultat étant identique à celle faite pour les algèbres
de Poisson. En effet, d’après la définition du produit associatif dans un produit tensoriel
B ⊗ B′, on a, pour tous b1, b2 ∈ B, b′1, b

′
2 ∈ B′

[b1 ⊗ b′1, b2 ⊗ b′2] = b1b2 ⊗ b′1b
′
2 − b2b1 ⊗ b′2b

′
1

= [b1, b2] ⊗ b′1b
′
2 + b2b1 ⊗ [b′1, b

′
2]

2.4.3 Algèbres non commutatives et équivalence de Morita

Les modules (à gauche) sur un anneau peuvent être interprétés comme les représenta-
tions de cet anneau, et l’étude de la catégorie des modules (à gauche) donne de précieuses
informations sur l’anneau lui-même. De ce point de vue, l’équivalence de Morita définit
deux anneaux équivalents en termes de l’équivalence de leurs catégories de modules (à
gauche).
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Définition 2.4.6
Deux anneaux R et S sont dits Morita équivalents, noté R

M
∼ S, lorsque RM ∼ SM au

sens de l’équivalence des catégories de modules à gauche sur R et S.

Il existe une caractérisation de l’équivalence de Morita, qui est plus aisée à utiliser dans
les calculs que l’équivalence des catégories de modules [AF92].

Proposition 2.4.7
Deux anneaux R et S sont Morita-équivalents si et seulement si R est un coin dans une
algèbre de matrices sur S, autrement dit, si et seulement si il existe un entier non nul n et
une matrice idempotente e dans Mn(S) tels que

R ≃ eMn(S)e et Mn(S)eMn(S) = Mn(S).

Pour certains des exemples étudiés dans ce chapitre, les déformations non commutatives
que l’on considère et dont on cherche à savoir si elles sont de type fini pour le crochet de
commutation, sont Morita équivalentes à des algèbres non commutatives dont l’étude est
plus aisée. Il est donc pertinent de se demander si la propriété de finitude comme algèbre
de Lie pour le crochet de commutation est un équivalent de Morita.

L’exemple type de Morita-équivalence est fourni par une algèbre B et l’algèbre Mn(B)
des matrices n× n à coefficients dans B. Pour cet exemple, on a le résultat suivant :

Proposition 2.4.8
Si (B, [·, ·]) est une algèbre de type fini pour le crochet de commutation, alors (Mn(B), [·, ·])
l’est aussi.

Démonstration : On note V l’espace vectoriel de dimension finie engendré par les

générateurs de (B, [·, ·]). Alors B =
∞∑

k=1

Lk(V), où L1(V) = V et Lk+1(V) = [V,Lk(V)].

On pose alors W =
n⊕

i,j=1

VEij , espace vectoriel de dimension finie, et on note L(W)

l’algèbre de Lie engendrée par W. Montrons que L(W) = Mn(B).

On a d’abord clairement Mn(B) =
∞∑

k=1




n⊕

i,j=1

Lk(V)Eij


. On pose donc pour k ∈ N

∗,

Wk :=

n⊕

i,j=1

Lk(V)Eij , et on montre par récurrence sur k, que chaque Wk est dans

L(W) :

• Pour k = 1, W1 :=

n⊕

i,j=1

VEij = W.

• On suppose le résultat vrai au rang k ≥ 1. Soit x ∈ Wk+1, x est une combinaison
linéaire d’éléments de la forme aijEij avec aij ∈ Lk+1(V). Chaque aij est donc une
combinaison linéaire d’éléments de la forme [v, b] avec v ∈ V et b ∈ Lk(V).
Il suffit donc de montrer que ∀v ∈ V, ∀b ∈ Lk(V), ∀i, j = 1, ..., n, on a [v, b]Eij ∈
L(W). Or :
⋆ Si i = j, on a [v, b]Eii = [vEii, bEii] ∈ L(W) par hypothèse de récurrence.
⋆ Si i 6= j, on a [v, b]Eij = [vEij , b(Eii+Ejj)] ∈ L(W) par hypothèse de récurrence.

En conclusion, Mn(B) est engendrée comme algèbre de Lie par les akEij, où les ak
sont les générateurs de l’algèbre de Lie (B, [·, ·]).

�
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Dans le cadre qui nous intéresse, les algèbres Morita-équivalentes étudiées seront l’al-
gèbre d’invariants BG et l’algèbre produit croisé B ⋆ G, où G est un groupe d’automor-
phismes de B. On a en effet le résultat suivant, [Mon80]. Pour la commodité du lecteur,
on rappelle la preuve de cet énoncé.

Lemme 2.4.9
Soit B une algèbre non commutative, unitaire, et simple, et G un groupe d’automorphismes
de B ne contenant pas d’automorphisme intérieur de B différent de l’identité. Alors l’algèbre
produit croisé B ⋆ G est simple.

Démonstration : Soit I un idéal bilatère non nul de B ⋆ G. Pour tout élément
x =

∑

g∈G

bgg de B ⋆ G, on note supp(x) = {g ∈ G/bg 6= 0}, et on appellera longueur

de x le cardinal de son support. Soit alors x un élément non nul de I, de longueur
minimale.
On suppose que cette longueur est strictement supérieure à 1. Si g0 ∈ supp(x), alors
xg−1

0 est un élément de I de même longueur que x. On peut donc supposer que
1 = 1G ∈ supp(x). Comme B est simple, l’idéal engendré par b1 contient 1, qui se

décompose donc sous la forme 1 =
n∑

i=1

αib1βi. Alors
n∑

i=1

αixβi est un élément de I,

et s’écrit :
n∑

i=1

αixβi = 1 +
∑

g 6=1

(
n∑

i=1

αibgg(βi)

)
g

C’est donc un élément non nul de I, dont le support est inclus dans celui de x. Par

minimalité de la longueur de x,
n∑

i=1

αixβi est de même longueur que x. On peut donc

supposer que b1 = 1.
Soit alors h ∈ supp(x) \ {1}. Si on suppose que pour tout α ∈ B, bhh(α) = αbh,
alors bhB = Bbh = BbhB = B par simplicité de B, donc bh est inversible dans B, et
h : α 7→ b−1

h αbh est un automorphisme intérieur, ce qui contredit les hypothèses.
Ainsi, il existe α ∈ B tel que bhh(α) − αbh 6= 0. Alors [x, α] est un élément de I, et

[x, α] = (α+ bhh(α)h +
∑

g 6=1,h

bgg(α)g) − (α+ αbhh+
∑

g 6=1,h

αbgg(α)g)

= (bhh(α) − αbh)h+
∑

g 6=1,h

(bgg(α) − αbg)g

Ainsi, [x, α] est un élément non nul de I, dont le support est inclus strictement dans
celui de x, ce qui contredit l’hypothèse de minimalité de x.
Ainsi, I contient un élément de longueur 1, et par les mêmes raisonnements que
précédemment, il contient 1, donc I = B ⋆ G.

�

Proposition 2.4.10
Soit B une algèbre non commutative unitaire, et simple, et G un groupe fini d’automor-
phismes de B ne contenant pas d’automorphisme intérieur autre que l’identité. Alors BG

et B ⋆ G sont Morita-équivalentes.

Démonstration : On considère dans B ⋆ G l’idempotent :

e =
1

|G|

∑

g∈G

g.
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Alors tout élément de BG commute avec e. L’application :

b ∈ BG 7→ ebe = be = eb ∈ e(B ⋆ G)e

est donc un morphisme d’algèbres. Les éléments de g ∈ G forment une base de B ⋆ G
sur B, donc ce morphisme est injectif. Si g ∈ G, on a eg = e = ge, et si b ∈ B,

ebe = (
1

|G|

∑

g∈G

g)be

=
1

|G|

∑

g∈G

g(b)ge

=
1

|G|

∑

g∈G

g(b)e

= ρG(b)e

où ρG(b) est un invariant sous l’action de G. Donc l’application précédente est égale-
ment surjective. Ainsi BG ≃ e(B ⋆ G)e :

B
� � // B ⋆ G

BG
?�

OO

∼
// e(B ⋆ G)e

?�

OO

D’après le lemme précédent, l’algèbre produit croisé B ⋆ G est simple, donc

(B ⋆ G)e(B ⋆ G) = B ⋆ G.

D’après la caractérisation (2.4.7), les algèbres BG et B⋆G sont donc Morita-équivalentes.
�

Cette proposition s’appliquera naturellement dans le cas de l’action d’un sous-groupe
fini du groupe symplectique sur l’algèbre de Weyl, ainsi que dans le cas d’un sous-groupe
fini SL(2,Z) agissant sur le tore quantique.



Chapitre 3

Structure de Poisson jacobienne

3.1 Définition

On considère l’algèbre des polynômes à n variables A = C[x1, ..., xn], avec n ≥ 3. Une
famille (P1, ..., Pn−2) de n − 2 polynômes permet de munir A d’un crochet dit jacobien,
par la formule

{F,G} := Jac(F,G,P1, ..., Pn−2)

où F,G ∈ A et Jac(F,G,P1, ..., Pn−2) est le déterminant de la matrice jacobienne de
(F,G,P1, ..., Pn−2).

La matrice jacobienne de (P1, ..., Pn−2) est de taille (n−2)×n. Pour 1 ≤ i < j ≤ n, on
note Di,j le déterminant extrait obtenu en supprimant les ième et jème colonnes de cette
matrice jacobienne. Pour simplifier les formules, on posera aussi, pour 1 ≤ i < j ≤ n,
Dj,i := −Di,j, et pour 1 ≤ i ≤ n, Di,i := 0. Avec cette notation, on obtient

{xi, xj} = (−1)i+j−1Di,j pour tous 1 ≤ i, j ≤ n,

et donc, en développant le jacobien par rapport aux lignes correspondant aux dérivées de
F et de G :

{F,G} =
∑

1≤i,j≤n

(−1)i+j−1 ∂F

∂xi

∂G

∂xj
Di,j (3.1)

Un tel crochet jacobien est toujours un crochet de Poisson. En effet, la propriété d’an-
tisymétrie et la formule de Leibniz se déduisent directement des propriétés des dérivations
et du déterminant, cependant, la relation de Jacobi est plus délicate à établir. On en donne
ici une preuve algébrique utilisant des relations sur les déterminants extraits d’une matrice,
appelées relations de Plücker. Pour définir ces relations, il est nécessaire d’introduire des
notations supplémentaires.

Soient m, l, k ∈ N des entiers, avec k ≤ m, k ≤ l, et M une matrice dans Mm,l(A),
α une suite de k indices dans {1, ...,m}, β une suite de k indices dans {1, ..., l}, on note
M [α|β] la matrice carrée extraite de M obtenue en prenant les lignes d’indices α, dans
l’ordre de la suite α, et les colonnes d’indices β, dans l’ordre de la suite β.
Si maintenant α est une partie de {1, ...,m} à k-éléments, β une partie {1, ..., l} à k-
éléments, alors la notation M [α|β] désigne la matrice carrée extraite de M obtenue en
prenant les lignes d’indices α, et les colonnes d’indices β, l’ordre d’apparition étant le

26
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même que l’ordre d’apparition dans M . Par exemple :

Si M =

(
a b c
d e f

)
, alors M [1, 2|3, 2] =

(
c b
f e

)
,

tandis que M [{1, 2}|{3, 2}] = M [{1, 2}|{2, 3}] =

(
b c
e f

)
.

Pour une partie α de {1, ...,m} à k éléments, on note aussi α son complémentaire dans
{1, ...,m}. Ainsi, toujours avec l’exemple précédent,

M [∅|{1}] = M [{1, 2}|{2, 3}] =

(
b c
e f

)

Les relations de Plücker sont alors données par la proposition suivante ([LB09], chap.6,
§1.3) :

Proposition 3.1.1
On suppose m ≤ l. Pour toutes suites d’indices u = (u1, ..., um−1) et v = (v1, ..., vm+1),

m+1∑

λ=1

(−1)λ+1 det(M [1, ...,m|u1, ..., um−1, vλ]) det(M [1, ...,m|v1, ..., v̂λ, ..., vm+1]) = 0.

Grâce à ces relations, on peut maintenant démontrer qu’un crochet jacobien est effec-
tivement un crochet de Poisson.

Proposition 3.1.2
Pour toute famille de polynômes (P1, ..., Pn−2), le crochet jacobien associé, défini par la
formule :

{F,G} := Jac(F,G,P1, ..., Pn−2)

est un crochet de Poisson sur A = C[x1, ..., xn].

Démonstration : L’antisymétrie et la formule de Leibniz découlent directement
des propriétés du déterminant. Il s’agit donc de vérifier l’identité de Jacobi. D’après
2.2.2, il suffit de vérifier cette identité sur les générateurs de l’algèbre A. Soit donc
{i, j, k} une partie de {1, ..., n} à 3 éléments. On veut montrer que la somme

{{xi, xj}, xk} + {{xj , xk}, xi} + {{xk, xi}, xj}

est nulle. Pour chaque couple d’entiers (a, b), on pose ζa<b := 1 si a < b, 0 sinon. Soit
J ∈Mn−2,n(A) la matrice jacobienne des Pi.
Soit α une partie de {1, ..., n−2}, et β une partie de {1, ..., n}, de même cardinal que
α. On utilise la notation décrite ci-dessus et on pose D[α|β] := det(J [α|β]), le déter-
minant de la matrice carrée extraite de J obtenue en prenant les lignes d’indices α, et
les colonnes d’indices β, l’ordre d’apparition étant le même que l’ordre d’apparition
dans J .

Afin de simplifier les expressions, on utilise également la convention suivante : lorsque
α et β ne sont pas de même cardinal, on pose D[α|β] = 0 (par exemple, lorsque l = i,
l’ensemble {i, l} ne contient qu’un élément et donc D[∅|{i, l}] = 0).

Les notations étant posées, on peut maintenant effectuer le calcul suivant :
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{{xi, xj}, xk} + {{xj , xk}, xi} + {{xk, xi}, xj}

= (−1)i+j+ζi<j{D[∅|{i,j}], xk} + (−1)j+k+ζj<k{D[∅|{j,k}], xi} + (−1)i+k+ζk<i{D[∅|{k,i}], xj}

= (−1)i+j+k
n∑

l=1

[
(−1)l+ζi<j+ζl<k

∂D[∅|{i,j}]

∂xl
D[∅|{l,k}] + (−1)l+ζj<k+ζl<i

∂D[∅|{j,k}]

∂xl
D[∅|{l,i}]

+(−1)l+ζk<i+ζl<j
∂D[∅|{k,i}]

∂xl
D[∅|{l,j}]

]

Du fait de la multilinéarité du déterminant, on a également :

∂D[∅|{i,j}]

∂xl
=

n−2∑

r=1

Jac (P1, ...,
∂Pr
∂xl

, ..., Pn−2)[∅|{i,j}]

=
n−2∑

r=1




n∑

p=1

(−1)r+p+ζp<i+ζj<p
∂2Pr
∂xl∂xp

D[{r}|{i,j,p}]




On peut écrire de même

∂D[∅|{j,k}]

∂xl
=

n−2∑

r=1




n∑

p=1

(−1)r+p+ζp<j+ζk<p
∂2Pr
∂xl∂xp

D[{r}|{j,k,p}]




∂D[∅|{i,k}]

∂xl
=

n−2∑

r=1




n∑

p=1

(−1)r+p+ζp<i+ζk<p
∂2Pr
∂xl∂xp

D[{r}|{i,k,p}]




Ainsi {{xi, xj}, xk} + {{xj , xk}, xi} + {{xk, xi}, xj} est une somme de produits des
dérivées partielles d’ordre 2 des Pr avec des mineurs de la matrice jacobienne J .
Etudions chacun de ces termes afin de vérifier qu’il est nul. On fixe 1 ≤ r ≤ n− 2 :

• Pour p, l /∈ {i, j, k},
∂2Pr
∂xp∂xl

est en facteur de la somme suivante

±
(
(−1)ζp<i+ζj<p+ζi<j+ζl<kD[∅|{l,k}]D[{r}|{i,j,p}]

+(−1)ζl<i+ζj<l+ζi<j+ζp<kD[∅|{p,k}]D[{r}|{i,j,l}]

+(−1)ζp<j+ζk<p+ζj<k+ζl<iD[∅|{l,i}]D[{r}|{j,k,p}]

+(−1)ζl<j+ζk<l+ζj<k+ζp<iD[∅|{p,i}]D[{r}|{j,k,l}]

+(−1)ζp<k+ζi<p+ζk<i+ζl<jD[∅|{l,j}]D[{r}|{k,i,p}]

+ (−1)ζl<k+ζi<l+ζk<i+ζp<jD[∅|{p,j}]D[{r}|{k,i,l}]
)

On considère alors la matrice M ∈Mn−2,n+1(A) obtenue en rajoutant à la matrice
jacobienne J une n + 1-ème colonne contenant des 0 et un 1 sur la r-ème ligne.
La relation de Plücker obtenue à partir de cette matrice en utilisant les familles
d’indices

u = {u1 ≤ ... ≤ un−3} := {1, ..., n} \ {i, j, l}
et v = {v1 ≤ ... ≤ vn−1} := {1, ..., n + 1} \ {k, p}

est la relation suivante :

n−1∑

λ=1

(−1)λ+1 det(M [1, ..., n−2|u1, ..., un−3, vλ]) det(M [1, ..., n−2|v1, ..., v̂λ, ..., vn−1]).
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Lorsque vλ est égal à l’un des ui, le déterminant det(M [1, ..., n−2|u1, ..., un−3, vλ])
est nul. Finalement, il ne reste dans la relation que les termes suivants, après avoir
réordonné les colonnes :

(−1)i+1+ζk<i+ζp<i+n−i+1+ζi<j+ζi<l+n+r−1D[∅|{j,l}]D[{r}|{i,k,p}]

+ (−1)j+1+ζk<j+ζp<j+n−j+1+ζj<i+ζj<l+n+r−1D[∅|{i,l}]D[{r}|{j,k,p}]

+ (−1)l+1+ζk<l+ζp<l+n−l+1+ζl<i+ζl<j+n+r−1D[∅|{i,j}]D[{r}|{k,l,p}]

+ (−1)n−2+n+r−1D[{r}|{i,j,l}]D[∅|{k,p}] = 0.

On multiplie la relation précédente par le coefficient (−1)r+1+ζl<i+ζj<l+ζi<j+ζp<k .
On obtient alors

(−1)ζk<i+ζp<i+ζj<l+ζp<k+1D[∅|{j,l}]D[{r}|{i,k,p}]

+ (−1)ζk<j+ζp<jζl<i+ζp<k+1D[∅|{i,l}]D[{r}|{j,k,p}]

+ (−1)ζk<l+ζp<l+ζi<j+ζp<k+1D[∅|{i,j}]D[{r}|{k,l,p}]

+ (−1)ζl<i+ζj<l+ζi<j+ζp<kD[{r}|{i,j,l}]D[∅|{k,p}] = 0.

Et finalement :

(−1)ζl<i+ζj<l+ζi<j+ζp<kD[∅|{p,k}]D[{r}|{i,j,l}]

+(−1)ζp<j+ζk<p+ζj<k+ζl<iD[∅|{l,i}]D[{r}|{j,k,p}]

+(−1)ζp<k+ζi<p+ζk<i+ζl<jD[∅|{l,j}]D[{r}|{k,i,p}]

= (−1)ζk<l+ζp<l+ζi<j+ζp<kD[∅|{i,j}]D[{r}|{k,l,p}]

En intervertissant les rôles de l et p dans cette relation, on a également :

(−1)ζp<i+ζj<p+ζi<j+ζl<kD[∅|{l,k}]D[{r}|{i,j,p}]

+(−1)ζl<j+ζk<l+ζj<k+ζp<iD[∅|{p,i}]D[{r}|{j,k,l}]

+(−1)ζl<k+ζi<l+ζk<i+ζp<jD[∅|{p,j}]D[{r}|{k,i,l}]

= (−1)ζk<p+ζl<p+ζi<j+ζl<kD[∅|{i,j}]D[{r}|{k,l,p}]

En sommant les deux relations précédentes, on démontre finalement que le terme

en facteur de
∂2Pr
∂xp∂xl

est nul.
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• On fixe l 6= i, j, k. Le polynôme
∂2Pr
∂xi∂xl

est alors en facteur de

±
(
(−1)ζl<i+ζj<l+ζi<j+ζi<kD[∅|{i,k}]D[{r}|{i,j,l}]

+(−1)ζi<j+ζk<i+ζj<k+ζl<iD[∅|{l,i}]D[{r}|{j,k,i}]

+(−1)ζl<k+ζi<l+ζk<i+ζi<jD[∅|{i,j}]D[{r}|{k,i,l}]
)

La relation de Plücker obtenue à partir de la matrice de M précédente, en prenant
les familles d’indices u = {u1 ≤ ... ≤ un−3} := {1, ..., n} \ {i, j, l} et v = {v1 ≤
... ≤ vn−1} := {1, ..., n + 1} \ {k, i} montre que le terme précédent est nul. On

obtient le même résultat pour les expressions en facteur des dérivées
∂2Pr
∂xp∂xl

dans

les lesquelles soit p, soit l est égal à l’un des indices i, j, k.

•
∂2Pr
∂xi∂xj

est en facteur de

(−1)r+k+ζj<i+ζi<j+ζk<i

(
(−1)ζj<k + (−1)ζk<j

)
D[∅|{i,j}]D[{r}|{i,j,k}] = 0

De même, les dérivées
∂2Pr
∂xj∂xk

et
∂2Pr
∂xi∂xk

ont un facteur nul.

�

Dans la suite, on note également I l’idéal engendré par tous les polynômes P1, ..., Pn−2

et les déterminants extraits Di,j , avec 1 ≤ i < j ≤ n.
Dans de nombreux exemples qui apparaissent dans la littérature, la famille de poly-

nômes (P1, ..., Pn−2) vérifie les hypothèses suivantes :

Hypothèses 3.1.3
1. La variété algébrique définie par (P1, ..., Pn−2) est une intersection complète, ce qui

équivaut au fait que la suite (P1, ..., Pn−2) est régulière.

2. L’idéal I engendré par les polynômes Pi et les déterminants extraits Di,j est un espace
de codimension finie dans A, ce qui signifie que la variété algébrique affine définie
par (P1, ..., Pn−2) est à singularité(s) isolée(s).

3. (P1, ..., Pn−2) est une famille quasi-homogène de polynômes, ce qui signifie qu’il existe
des entiers w1, ..., wn ∈ N

∗, tels que les polynômes P1, ..., Pn−2 sont homogènes pour
la graduation définie par :

A =
⊕

j∈N

Aj, où Aj = Vect(xa11 ...x
an
n /a1w1 + ...+ anwn = j)

Pour un polynôme homogène F ∈ Aj, on notera w(F ) = j son degré.

Comme on le voit dans la suite, ces propriétés permettent d’obtenir des résultats précis
concernant l’homologie et la cohomologie de Poisson.
Dans le cas de la dimension 2 et 3, l’étude de l’homologie et la cohomologie de Poisson dans
le cas des hypothèses 3.1.3 a été entièrement effectuée par A.Pichereau [Pic05]. Cette étude
a été prolongée dans le cas de la dimension 4 par S.Pelap [Pel08] pour le cas particulier
des algèbres de Sklyanin.
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3.2 Dualité entre l’homologie et la cohomologie de Poisson

Il existe une propriété sur le crochet de Poisson permettant d’obtenir une dualité entre
l’homologie et la cohomologie de Poisson d’une algèbre de Poisson. Pour plus de détails,
voir [Xu99]. On utilise dans ce paragraphe les notations de la section 2.3.3.

Proposition 3.2.1
Soit A une algèbre de Poisson et π = {·, ·} son crochet de Poisson. Si Div(π) = 0 (on dit
alors que la structure de Poisson est unimodulaire), alors il existe un isomorphisme entre
les espaces d’homologie et de cohomologie de Poisson de l’algèbre A :

HP k(A) ≃ HPn−k(A)

Dans le cas de l’algèbre de Poisson jacobienne précédemment définie, cette propriété
est vérifiée.

Proposition 3.2.2
Le crochet de Poisson jacobien est unimodulaire.

Démonstration :

⋆Div(π) = d ⋆ (π) = d(iπλ)

= d


 ∑

1≤i<j≤n

(−1)i+j+1{xi, xj}dx1 ∧ ... ∧ ďxi... ∧ ďxj ... ∧ dxn




= d


 ∑

1≤i<j≤n

Di,jdx1 ∧ ... ∧ ďxi... ∧ ďxj... ∧ dxn




= d (dP1 ∧ ... ∧ dPn−2) = 0

L’opérateur ⋆ étant un isomorphisme, on obtient Div(π) = 0.
�

Remarque 3.2.3
En développant le calcul de d


 ∑

1≤i<j≤n

Di,jdx1 ∧ ... ∧ ďxi... ∧ ďxj ... ∧ dxn


, la démons-

tration précédente implique que pour i fixé,

n∑

j=1

(−1)j
∂Di,j

∂xj
= 0.

3.3 Centre de Poisson

Chacun des polynômes Pi étant un élément central pour le crochet de Poisson, l’algèbre
C[P1, ..., Pn−2] est clairement incluse dans le centre de Poisson de A.

On suppose maintenant que la famille (P1, ..., Pn−2) vérifie les hypothèses 3.1.3, et on
note r1, ..., rn−2 les degrés respectifs de P1, ..., Pn−2. Par hypothèse, l’intersection complète
définie par (P1, ..., Pn−2) est donc une surface à singularité isolée, et d’après [Loo84] (p.49),
l’idéal engendré par les mineurs (n− 2)× (n− 2) de la matrice jacobienne de (P1, ..., Pn−2)
est de profondeur égale à 3. On peut donc utiliser une généralisation du lemme de de Rham,
due à K.Saito ([Sai76]), qui donne le réultat suivant dans notre situation particulière.

Proposition 3.3.1 (K.Saito)
Sous les hypothèses 3.1.3, pour p = 0, 1, 2, si ω ∈ Ωp(A) telle que ω∧dP1∧ ...∧dPn−2 = 0,

alors ω ∈
n−2∑

i=1

dPi ∧ Ωp−1(A).
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Dans ces conditions, on peut maintenant démontrer le théorème suivant.

Théorème 3.3.2
Sous les hypothèses 3.1.3, le centre de Poisson de A est l’algèbre engendrée par la famille
de polynômes qui définit la structure de Poisson jacobienne :

Cas(C[x1, ...xn]) = C[P1, ..., Pn−2].

Démonstration : Soit P ∈ Cas(C[x1, ...xn]). La dérivation {P, ·} ∈ X1(A) est
donc nulle, et son image par l’isomorphisme ⋆ est nulle :

dP ∧ dP1 ∧ ... ∧ dPn−2 = 0.

Les polynômes P1,..., Pn−2 étant tous homogènes, on peut supposer que P est homo-
gène. D’après 3.3.1, on a donc dP = Q1dP1 + ...+Qn−2dPn−2, où Q1,..., Qn−2 sont
des éléments de C[x1, ..., xn], que l’on peut choisir homogènes de degrés respectifs
w(P )−w(P1), ..., w(P )−w(Pn−2). On procède alors par récurrence sur le degré p de
P .
• Soit p < min(ri). Pour des raisons de degré, on a Q1 = ... = Qn−2 = 0 donc dP = 0

et P ∈ C.
• Soit p ≥ min(ri) fixé. On suppose que tout élément Poisson-central de degré stricte-

ment inférieur à p est dans C[P1, ..., Pn−2]. Comme dP = Q1dP1+...+Qn−2dPn−2,
on a

dQ1 ∧ dP1 + ...+ dQn−2 ∧ dPn−2 = 0

et donc, pour tout i = 1, ..., n−2, dQi∧dP1∧ ...∧dPn−2 = 0. Ainsi, Qi est central
de degré p − ri < p. Par hypothèse de récurrence, Qi = Q̃i(P1, ..., Pn−2). Mainte-
nant, (P1, ..., Pn−2) étant une suite régulière, C[P1, ..., Pn−2] est une algèbre de poly-
nômes, et le complexe de de Rham : d : Ω•(C[P1, ..., Pn−2]) → Ω•+1(C[P1, ..., Pn−2])
est exact. Comme

d(Q̃1(P1, ..., Pn−2) ∧ dP1 + ...+ Q̃n−2(P1, ..., Pn−2) ∧ dPn−2) = 0,

il existe Q̃ ∈ C[P1, ..., Pn−2] tel que

Q̃1(P1, ..., Pn−2) ∧ dP1 + ...+ Q̃n−2(P1, ..., Pn−2) ∧ dPn−2 = dQ̃

Ainsi, dP = dQ̃, et par exactitude du complexe de de Rham, P = Q̃ + a avec
a ∈ C, et donc P ∈ C[P1, ..., Pn−2].

�

3.4 Homologie de Poisson en degré 0 sur la surface

L’idéal de l’algèbre C[x1, ..., xn] engendré par les polynômes P1, ..., Pn−2 est un idéal de

Poisson pour le crochet jacobien, donc
C[x1, ...xn]

(P1, ..., Pn−2)
est une algèbre de Poisson, munie du

crochet induit.
Dans le cas n = 3, pour P homogène, J.Alev et T.Lambre [AL98] ont montré que le zéro-

ième groupe d’homologie de Poisson HP0

(
C[x1, x2, x3]

(P )

)
s’identifie à l’espace vectoriel

C[x1, x2, x3]

(∂P/∂x1, ∂P/∂x2, ∂P/∂x3)
.
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Ce résultat se généralise à la dimension n quelconque. Pour le montrer on aura besoin
d’un résultat préliminaire.

Notation : Soit m ≤ n. Si Pj1 ,...,Pjm sont m polynômes, et i1, ..., im sont m entiers

tels que 1 ≤ i1, ..., im ≤ n, on notera Dj1,...,jm
i1,...,im

le déterminant de la matrice (
∂Pjp
∂xiq

)1≤p,q≤m.

Proposition 3.4.1
Soit 1 ≤ m ≤ n. Pour toute famille de polynômes homogènes P1, ..., Pm, de degrés respectifs
r1, ..., rm, et pour toute liste de m−1 indices i1, ..., im−1 ∈ {1, ..., n} on a l’égalité suivante :

∑

1≤i≤n

wixiD
1,...,m
i,i1,...,im−1

=
∑

1≤j≤m

(−1)j−1rjPjD
1,...,ĵ,...,m
i1,...,im−1

Démonstration : On développe chaque D1,...,m
i,i1,...,im−1

par rapport à la première
ligne, c’est-à-dire celle contenant les dérivées des Pj par rapport à la variable xi :

D1,...,m
i,i1,...,im−1

=
∑

1≤j≤m

(−1)j+1 ∂Pj
∂xi

D1,...,ĵ...,m
i1,...,im−1

On a donc

∑

1≤i≤n

wixiD
1,...,m
i,i1,...,im−1

=
∑

1≤i≤n

wixi


 ∑

1≤j≤m

(−1)j+1 ∂Pj
∂xi

D1,...,ĵ...,m
i1,...,im−1




=
∑

1≤j≤m

(−1)j+1D1,...,ĵ...,m
i1,...,im−1

∑

1≤i≤n

wixi
∂Pj
∂xi

=
∑

1≤j≤m

(−1)j+1D1,...,ĵ...,m
i1,...,im−1

rjPj ,

où l’on a utilisé l’identité d’Euler pour chaque polynôme Pj .
�

Remarque 3.4.2
Avec m = n− 2, cette relation implique, pour 1 ≤ i1 < ... < in−3 ≤ n.

∑

1≤i≤n

wixiD
1,...,n−2
i,i1,...,in−3

∈ (P1, ..., Pn−2)

Mais dès que i est égal à l’un des i1, ..., in−3, le déterminant D1,...,n−2
i,i1,...,in−3

est nul. Il reste
trois entiers j < k < l dans {1, ..., n} \ {i1, ..., in−3}. Donc

∑

1≤i≤n

wixiD
1,...,n−2
i,i1,...,in−3

= wjxjD
1,...,n−2

j,1,...,ĵ,...,k̂,...,l̂,...,n
+ wkxkD

1,...,n−2

k,1,...,ĵ,...,k̂,...,l̂,...,n
+ wlxlD

1,...,n−2

l,1,...,ĵ,...,k̂,...,l̂,...,n

= (−1)j−1wjxjD
1,...,n−2

1,...,k̂,...,l̂,...,n
+ (−1)k−2wkxkD

1,...,n−2

1,...,ĵ,...,l̂,...,n
+ (−1)l−3wlxlD

1,...,n−2

1,...,ĵ,...,k̂,...,n

= (−1)j−1wjxjDk,l + (−1)k−2wkxkDj,l + (−1)l−3wlxlDj,k

= (−1)j−1wjxjDk,l + (−1)k−1wkxkDl,j + (−1)l−3wlxlDj,k
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Ainsi,

(−1)jwjxjDk,l + (−1)kwkxkDl,j + (−1)lwlxlDj,k ∈ (P1, ..., Pn−2). (3.2)

Par antisymétrie de (Dij), cette relation reste vraie pour tous i, j, k ∈ {1, ..., n}.

On peut maintenant démontrer la proposition suivante,

Proposition 3.4.3
Soit P1, ..., Pn−2 une famille de polynômes homogènes de degrés (r1, ..., rn−2). On note {·, ·}
le crochet de Poisson jacobien associé à ces n−2 polynômes. Alors il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels (plus précisément d’algèbres de Lie abéliennes) :

HP0

(
C[x1, ...xn]

(P1, ..., Pn−2)

)
≃

C[x1, ..., xn]

(P1, ..., Pn−2,Di,j , 1 ≤ i, j ≤ n)

où Di,j est le (n − 2)-mineur obtenu en supprimant les ie et je colonnes de la matrice
jacobienne des Pi.

Démonstration : Pour simplifier les notations, on note les monômes sous la forme
xa := xa11 ...x

an
n , où a ∈ N

n. On pose I = (P1, ..., Pn−2,Di,j ; 1 ≤ i, j ≤ n) l’idéal
engendré par les Pi et les déterminants Di,j . Par définition du crochet de Poisson
induit, on a :

{
C[x1, ...xn]

(P1, ..., Pn−2)
,

C[x1, ...xn]

(P1, ..., Pn−2)

}
=

{C[x1, ...xn],C[x1, ...xn]} + (P1, ..., Pn−2)

(P1, ..., Pn−2)

Donc

HP0

(
C[x1, ...xn]

(P1, ..., Pn−2)

)
≃

C[x1, ..., xn]

{C[x1, ...xn],C[x1, ...xn]} + (P1, ..., Pn−2)

Il suffit alors de montrer l’égalité :

{C[x1, ..., xn],C[x1, ..., xn]} + (P1, ..., Pn−2) = I.

• Comme {F,G} = Jac(F,G,P1, ..., Pn−2), en développant le jacobien deux fois par
rapport à la première ligne, on voit que {F,G} est dans l’idéal engendré par les
(Di,j). L’inclusion {C[x1, ..., xn],C[x1, ..., xn]} + (P1, ..., Pn−2) ⊂ I est donc évi-
dente.

• Pour l’inclusion inverse, comme I = (P1, ..., Pn−2) + (Di,j , 1 ≤ i, j ≤ n), il suffit de
montrer que pour tout a ∈ N

n, et tout couple (u, v), xaDu,v est dans le sous-espace

{C[x1, ..., xn],C[x1, ..., xn]} + (P1, ..., Pn−2).

Pour k = 1, ..., n, on pose ek = (0, ..., 0, 1︸︷︷︸
ke

, 0, ..., 0), et on pose α = a + eu + ev.

On considère alors l’ensemble K = {k ∈ {1, ..., n}, αk ≥ 1} ⊇ {u, v}. On a alors,
en utilisant (3.1), pour i ∈ K :

(Ei) : (−1)i−1{xi, x
α−ei} =

n∑

j=1

(−1)jαjx
α−ei−ejDi,j.
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Dans le membre de droite n’apparaissent que les Di,j pour lesquels i, j ∈ K. Ainsi,
si K = {u, v}, la relation (Eu) donne

(−1)u−1{xu, x
α−eu} = (−1)vαvx

α−eu−evDu,v = (−1)vxaDu,v,

et xaDu,v ∈ {C[x1, ..., xn],C[x1, ..., xn]}.
On suppose maintenant que K n’est plus réduit à {u, v}. On utilise alors les rela-
tions suivantes, obtenues par (3.2), pour i, j, k ∈ K,

(−1)iwixiDj,k + (−1)jwjxjDk,i + (−1)kwkxkDi,j ∈ (P1, ..., Pn−2)

En multipliant cette relation par xα−ei−ej−ek , on obtient

(Eijk) : (−1)iwix
α−ej−ekDj,k+(−1)jwjx

α−ek−eiDk,i+(−1)kwkx
α−ei−ejDi,j = Tijk

où Tijk est un élément de l’idéal (P1, ..., Pn−2). Si on note κ = card(K) ≥ 3, alors

les κ relations (Ei) et les

(
κ

3

)
= κ(κ − 1)(κ − 2)/6 relations (Eijk) différentes

font intervenir les κ(κ− 1)/2 termes de la forme xα−ei−ejDi,j, notés dans la suite
Xi,j . A partir de ces équations, on construit un système inversible de κ(κ − 1)/2
équations. On fixe d’abord k0 ∈ K \ {u, v}. On construit ensuite des relations ne
faisant intervenir que les inconnues dont un des indices est k0. On effectue pour cela

la combinaison linéaire d’équations (E′
i) : (−1)k0wk0(Ei)+

∑

j∈K\{k0}

(−1)jαj(Eijk0)

pour i ∈ K \ {k0}. On a en effet l’égalité :

(−1)k0wk0


∑

j∈K

(−1)jαjXi,j




+
∑

j∈K\{k0}

(−1)jαj

[
(−1)iwiXj,k0 + (−1)jwjXk0,i + (−1)k0wk0Xi,j

]

= wk0αk0Xi,k0 +
∑

j∈K\{k0}

(−1)jαj
[
(−1)iwiXj,k0 + (−1)jwjXk0,i

]

=


∑

j∈K

αjwj


Xk0,i +

∑

j∈K\{k0}

(−1)i+jαjwiXj,k0

=


∑

j∈K

αjwj − αiwi


Xk0,i +

∑

j∈K\{k0,i}

(−1)i+j+1αjwiXk0,j

Les nouvelles équations obtenues sont donc de la forme :

(E′
i) :


∑

j∈K

αjwj − αiwi


Xk0,i +

∑

j∈K\{k0,i}

(−1)i+j+1αjwiXk0,j = Ti

avec Ti ∈ {C[x1, ..., xn],C[x1, ..., xn]}+(P1, ..., Pn−2), pour i ∈ K \{k0}. On obtient
alors un système qui est triangulaire par blocs dont la matrice est telle que :
⋆ les κ−1 premières lignes correspondent aux relations (E′

i), et les κ−1 premières
colonnes correspondent aux Xk0,i pour i ∈ K \ {k0}.

⋆ les (κ − 1)(κ − 2)/2 dernières lignes correspondent aux relations (Eijk0) et les
(κ− 1)(κ − 2)/2 colonnes correspondent aux Xi,j pour i < j ∈ K \ {k0}.
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Cette matrice est donc de la forme

(
A 0
B C

)
avec, en numérotant i1, ..., iκ−1 les

éléments de K \ {k0} :

A =




∑

j∈K

αjwj − αi1wi1 (−1)i1+i2+1αi2wi1 · · · (−1)i1+iκ−1+1αiκ−1wi1

(−1)i1+i2+1αi1wi2
∑

j∈K

αjwj − αi2wi2
...

...
. . . (−1)iκ−2+iκ−1+1αiκ−1wiκ−2

(−1)i1+iκ−1+1αi1wiκ−1 · · ·
∑

j∈K

αjwj − αiκ−1wiκ−1




et C = (−1)k0wk0I(κ−1)(κ−2)/2, qui est inversible. Calculons le déterminant de la
matrice A. On pose

W :=




(−1)i1+1wi1
...

(−1)iκ−1+1wiκ−1




et on note (V1, ..., Vκ−1) la base canonique de Mκ−1,1(C). Ainsi

det(A) = det((
∑

j∈K

αjwj)V1 + (−1)i1αi1W, ..., (
∑

j∈K

αjwj)Vκ−1 + (−1)iκ−1αiκ−1W )

= (
∑

j∈K

αjwj)
κ−1det(V1, ..., Vκ−1)

+(
∑

j∈K

αjwj)
κ−2

[
(−1)i1αi1det(W,V2, ..., Vκ−1) + ...

+(−1)iκ−1αiκ−1det(V1, ..., Vκ−2,W )
]

par multilinéarité et antisymétrie du déterminant. Ainsi

det(A) = (
∑

j∈K

αjwj)
κ−1 + (

∑

j∈K

αjwj)
κ−2

[
−αi1wi1 − ...− αiκ−1wiκ−1

]

= (
∑

j∈K

αjwj)
κ−2


∑

j∈K

αjwj − αi1wi1 − ...− αiκ−1wiκ−1




= αk0wk0(
∑

j∈K

αjwj)
κ−2 > 0

Le déterminant du système est donc non nul, et en inversant ce système, on écrit les
Xi,j avec i < j ∈ K, et en particulier Xu,v = xaDu,v, comme combinaisons linéaires
d’éléments de {C[x1, ..., xn],C[x1, ..., xn]} et de (P1, ..., Pn−2), ce qui termine la
preuve.

�

Ainsi, si on suppose que les Pi forment une suite régulière, l’ensemble algébrique
correspondant est de dimension 2 [Per95, chap.4], et si on suppose que cette variété
est à singularité isolée en zéro (i.e. rg(Jac(P1, ..., Pn−2) = n − 2 partout sauf en zéro),
alors le quotient C[x1, ..., xn]/(P1, ..., Pn−2,Dij) est de dimension finie [CLO05, chap.2,
section 2], cette dimension étant celle du groupe d’homologie en degré 0 de la surface
C[x1, ..., xn]/(P1, ..., Pn−2).
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3.5 Homologie de Poisson en degré 0 de l’espace ambiant

On a démontré l’isomorphisme d’espaces vectoriels :

HP0

(
C[x1, ...xn]

(P1, ..., Pn−2)

)
≃

C[x1, ...xn]

(P1, ..., Pn−2,Di,j)
.

Dans la suite, on suppose que cet espace vectoriel est de dimension finie µ sur C. Si cette
dimension µ n’est pas nulle, on choisit u0 = 1, u1, ..., uµ−1 des polynômes homogènes de
A = C[x1, ..., xn] (par rapport à la graduation fixée initialement), tels que leurs images

dans
C[x1, ...xn]

(P1, ..., Pn−2,Di,j)
forment une base sur C de cet espace vectoriel : un tel choix est

possible car l’idéal I = (P1, ..., Pn−2,Di,j) est homogène. Si µ = 0, alors au moins l’un des
Di,j est une constante inversible, pour des raisons d’homogénéité.

Pour simplifier les écritures, on note Σ =

n−2∑

k=1

w(Pk) =

n−2∑

k=1

rk et |w| = w1 + ...+ wn.

Théorème 3.5.1
L’espace d’homologie de Poisson de A en degré 0 est un C[P1, ..., Pn−2]-module de type fini,
engendré par les µ éléments u0 + ∂1(Ω

1(A)),...,uµ−1 + ∂1(Ω
1(A)).

Démonstration : On rappelle que ∂1 = iπ ◦d−d ◦ iπ (2.2). Or sur Ω1(A), iπ = 0
donc ∂1 = iπ ◦ d. On montre que A se décompose en la somme de C[P1, ..., Pn−2]-
modules suivante :

A = ∂1(Ω
1(A)) +

µ−1∑

m=0

C[P1, ..., Pn−2]um.

en procédant par récurrence sur le degré d’un polynôme homogène F ∈ A.

• Pour F = α ∈ A0 = C, on a α = ∂1(0)+αu0 lorsque µ > 0. Si µ = 0, on note (i, j)
un couple tel que Di,j ∈ C

∗, et alors

α = {
α

(−1)i+j+1Di,j
xi, xj} = ∂1

(
α

(−1)i+j+1Di,j
xidxj

)
.

• Soit r ∈ N
∗. On suppose que A<r ⊂ ∂1(Ω

1(A)) +

µ−1∑

m=0

C[P1, ..., Pn−2]um, et on fixe

un polynôme F de degré r.
Par définition des uj , il existe des scalaires αj et des éléments Qj , Ri,j de A tels
que

F =

µ−1∑

j=0

αjuj +

n−2∑

j=1

QjPj +
∑

1≤i<j≤n

(−1)i+j−1Ri,jDi,j.

La première des trois sommes est clairement dans le module

µ−1∑

m=0

C[P1, ..., Pn−2]um.

Les polynômes F , uj, Pj , et Di,j étant homogènes de degrés respectifs r, w(uj), rj ,
et Σ−|w|+wi+wj , on peut supposer que Qj est homogène de poids r− rj, et que
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Ri,j est homogène de poids r − Σ + |w| − wi − wj . On applique alors l’hypothèse
de récurrence aux polynômes Qj ,

Qj = ∂1(µj) +

µ−1∑

m=0

Sj(P1, ..., Pn−2)um,

où Sj(P1, ..., Pn−2) est un élément C[P1, ..., Pn−2].
Donc un terme de la deuxième somme s’écrit :

PjQj = Pj︸︷︷︸
∈Cas(A)

∂1(µj) +

µ−1∑

m=0

PjSj(P1, ..., Pn−2)um

= ∂1(Pjµj) +

µ−1∑

m=0

PjSj(P1, ..., Pn−2)um

La deuxième somme est donc dans ∂1(Ω
1(A)) +

µ−1∑

m=0

C[P1, ..., Pn−2]um.

Considérons maintenant la dernière somme. Si r ≤ Σ− |w|, alors tous les Ri,j sont
nuls et cette dernière somme est nulle. Si r > Σ − |w|, on écrit

∑

1≤i<j≤n

(−1)i+j−1Ri,jDi,j =
∑

1≤i<j≤n

{xi, xj}Ri,j = iπ(
∑

i<j

Ri,jdxi ∧ dxj).

On pose donc R :=
∑

i<j

Ri,jdxi ∧ dxj ∈ Ω2(A)r−Σ+|w|. Ainsi,

dR ∈ Ker(d) ∩ Ω3(A)r−Σ+|w|,

et d’après le lemme 2.3.1, on a

d ◦ iew(dR) = (r − Σ + |w|)︸ ︷︷ ︸
>0

dR.

Donc d

(
1

r − Σ + |w|
iew(dR) −R

)
= 0 et par exactitude du complexe de de

Rham, on a l’existence de µ ∈ Ω1(A), tel que R =
1

r − Σ + |w|
iew(dR) + dµ.

Ainsi

iπ(R) =
1

r − Σ + |w|
iπ(iew(dR)) + iπ(dµ)

=
1

r − Σ + |w|
iew∧π(dR) + ∂1(µ)
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Mais ew ∧ π s’écrit aussi
∑

i<j<p

(wixi{xj , xp} − wjxj{xi, xp} + wpxp{xi, xj})
∂

∂xi
∧

∂

∂xj
∧

∂

∂xp

=
∑

i<j<p

(wixi(−1)j+p−1Dj,p + wjxj(−1)i+p−1Dp,i

+wpxp(−1)i+j−1Di,j)
∂

∂xi
∧

∂

∂xj
∧

∂

∂xp
=

∑

i<j<p

(−1)i+j+p−1((−1)iwixiDj,p + (−1)jwjxjDp,i

+(−1)pwpxpDi,j)
∂

∂xi
∧

∂

∂xj
∧

∂

∂xp

=
∑

i<j<p

(−1)i+j+p−1


 ∑

1≤k≤m

(−1)krkPkD
1,...,bk,...,m

1,...,bi,...,bj,..,bp,...,n

∂

∂xi
∧

∂

∂xj
∧

∂

∂xp




d’après la proposition (3.4.1). Ainsi

iew∧π(dR) = iew∧π


 ∑

1≤i<j≤n


 ∑

1≤p≤n

∂Ri,j
∂xp

dxp ∧ dxi ∧ dxj




 (3.3)

est une combinaison linéaire d’éléments de la forme Pk
∂Ri,j
∂xp

D1,...,bk,...,m

1,...,bi,...,bj,..,bp,...,n
, où

∂Ri,j
∂xp

D1,...,bk,...,m

1,...,bi,...,bj,..,bp,...,n
est de degré r−rk < r. Donc on peut lui appliquer l’hypothèse

de récurrence, ainsi,

Pk
∂Ri,j
∂xp

D1,...,bk,...,m

1,...,bi,...,bj,..,bp,...,n
= Pk∂1(µijp) +

µ−1∑

m=0

Sijp(P1, ..., Pn−2)Pkum

= ∂1(Pkµijp) +

µ−1∑

m=0

Sijp(P1, ..., Pn−2)Pkum (3.4)

Donc iew∧π(dR) est bien dans ∂1(Ω
1(A)) +

µ−1∑

0

C[P1, ..., Pn−2]um, ce qui achève la

démonstration.

�

Proposition 3.5.2
Un système générateur de HP0(A) comme C[P1, ..., Pn−2]-module est de cardinal supérieur
ou égal à µ.

Démonstration : Si u1 + {A,A}, ..., up + {A,A} sont des générateurs de HP0(A)

comme C[P1, ..., Pn−2]-module, alors A =

p∑

k=1

C[P1, ..., Pn−2]uk + {A,A}, et en pas-

sant au quotient par l’idéal I engendré par les Pi et les Di,j , on voit que u1+I,...,up+I
forment un système générateur de A/I comme C-espace vectoriel, qui est de dimen-
sion µ et donc p ≥ µ.

�

Corollaire 3.5.3
Le système générateur de HP0(A) comme C[P1, ..., Pn−2]-module déterminé dans le théo-
rème 3.5.1 est de cardinal minimal.
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3.6 Application : Structures transverses

3.6.1 Orbites adjointes et coadjointes

On donne d’abord des rappels concernant les orbites adjointes d’une algèbre de Lie
semi-simple complexe. Pour plus de détails, voir par exemple [TY05], [CM93].

Soit g une algèbre de Lie semi-simple complexe, de rang l, et de groupe de Lie adjoint
G. Pour g ∈ G, on note Ad : g ∈ G 7→ Adg ∈ Aut(g) l’action de G dans g, et pour un
élément x de g, on note Ox son orbite sous l’action du groupe G. On dit que l’orbite Ox est
nilpotente (respectivement semi-simple), si x est nilpotent (respectivement semi-simple),
et on note N l’ensemble de tous les éléments nilpotents de g. Une orbite Ox est une variété
différentielle complexe, de dimension

dim(Ox) = dim(g) − dim(gx)

où gx est le centraliseur de x dans g. Cette dimension est toujours paire, et l’espace tangent
à Ox en x est [x, g]. On s’intéresse dans la suite aux orbites nilpotentes. On fixe h une sous-
algèbre de Cartan de g, R ⊂ h∗ le système de racines associé, B une base du système de
racines. Un S-triplet standard dans g est un triplet (e, f, h) tel que

[e, f ] = h, [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f,

avec h ∈ h et β(h) ∈ {0, 1, 2} pour tout β ∈ B. Pour tout x nilpotent non nul, il existe un
unique S-triplet standard (e, f, h) tel que e appartient à l’orbite de x, c’est-à-dire Ox = Oe.
Ainsi, on peut associer à l’orbite Ox un diagramme de Dynkin pondéré, dans lequel chaque
sommet α ∈ B du diagramme est pondéré par α(h). Un théorème de Kostant assure que
ce diagramme pondéré caractérise l’orbite nilpotente. On en déduit qu’il existe au plus 3l

orbites nilpotentes dans g. Il existe trois orbites nilpotentes spéciales :
• l’orbite principale (ou régulière) : c’est l’unique orbite nilpotente de dimension maxi-

male dim(g) − l, elle est ouverte et dense dans le cône nilpotent N ;
• l’orbite sous-régulière : c’est l’unique orbite nilpotente de dimension dim(g)− l− 2 ;
• l’orbite minimale : c’est l’unique orbite nilpotente de dimension minimale.

On s’intéresse maintenant au dual g∗ de l’algèbre de Lie g, sur lequel G agit naturelle-
ment par g · µ(x) = µ(g−1 · x), pour g ∈ G, µ ∈ g∗, et x ∈ g.

La structure de Lie sur g permet de munir g∗ d’une structure de variété de Poisson,
appelée structure de Lie-Poisson, définie par :

∀µ ∈ g∗, F, F ′ ∈ F(g∗), {F,F ′}(µ) := µ([dµF,dµF
′])

où dµF et dµF
′ sont des éléments de Tµg

∗ ≃ g. La forme de Killing L de g permet
d’identifier g et g∗, et est G-équivariante, ce qui permet d’identifier les orbites adjointes
aux orbites co-adjointes. L’identification entre g et g∗ permet également de transporter
la structure de Poisson de g∗ à l’algèbre de Lie g, qu’on appelle encore structure de Lie-
Poisson.

3.6.2 Structure de Poisson transverse

La structure de Poisson transverse a été introduite par A.Weinstein [Wei83]. Soit M
une variété de Poisson, et m un point de M . Localement, M se décompose en un produit
Sm ×Nm, où Sm est la feuille symplectique passant par m, et Nm est une sous-variété de
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M , munie d’une structure de Poisson. La sous-variété Nm est appelée un slice transverse
en m à la feuille symplectique, et la structure de Poisson sur Nm est appelée structure
de Poisson transverse. A isomorphisme de variété de Poisson près, la structure de Poisson
transverse à la feuille symplectique en m est unique. Par ailleurs, si m′ est un autre point
de la feuille symplectique passant par m, la structure de Poisson transverse à la feuille
symplectique en m est isomorphe à la structure de Poisson transverse en m′. On peut donc
parler simplement de structure transverse à une feuille symplectique.

On considère maintenant le cas particulier de la variété de Poisson g∗ définie précé-
demment. D’après un théorème de Kostant-Kirillov-Souriau, pour tout µ ∈ g∗, la feuille
symplectique passant par µ est l’orbite co-adjointe G · µ. Dans cette situation, on connait
une méthode pour réaliser la structure de Poisson transverse à l’orbite G · µ. Soit n un
complémentaire quelconque du centralisateur g(µ) de µ dans g, on pose N = µ + n⊥, n⊥

étant l’orthogonal de n pour la forme de Killing L. L’espace affine N obtenu est un slice
transverse à G · µ en µ [CR02].

En choisissant un système de coordonnées linéaires (q1, ..., qk) sur n⊥, il est possible
d’obtenir des formules explicites pour la matrice de Poisson ΛN := ({qi, qj})1≤i,j≤k de la
structure de Poisson transverse, qui montrent que cette structure est rationnelle.

Dans [Dam96], P.A. Damianou a explicité ces formules dans le cas des orbites nil-
potentes de gln pour n ≤ 7, pour un complémentaire n particulier tel que la structure
transverse est polynômiale. Pour cela, on identifie via la forme de Killing les orbites co-
adjointes nilpotentes de g∗ aux orbites adjointes nilpotentes de g. Avec les notations du
paragraphe précédent, on considère un S-triplet standard (e, f, h) avec e nilpotent, et on
s’intéresse à la structure transverse à la feuille symplectique G · e passant par e. Le slice
transverse spécial étudié par Damianou correspond à N = e + Ker(adf). Ce résultat a
été généralisé par R.Cushman et M.Roberts [CR02] au cas de toutes les algèbres de Lie
semi-simples complexes. P.A.Damianou, H.Sabourin et P.Vanhaecke [DSV07] ont ensuite
déterminé une classe de slices transverses pour laquelle la structure de Poisson est po-
lynômiale : il suffit de choisir un complémentaire n du centralisateur ge de e dans g qui
est invariant sous l’action adjointe de la caractéristique h du S-triplet. Dans ce cas, la
structure de Poisson transverse est polynômiale et quasi-homogène, notée structure ATP
(Adjoint Transverse Poisson structure). Dans le cas de l’orbite régulière, la structure ATP
est triviale. Dans le cas de l’orbite nilpotente sous-régulière, il est démontré que la struc-
ture ATP est jacobienne, définie par les restrictions χi, pour 1 ≤ i ≤ l, des l Casimirs de
l’algèbre de Lie g au slice transverse N .

D’après [DSV07, Lemme 5.1 et Proposition 5.2], dans le cas d’une algèbre de Lie simple
g, les polynômes χi vérifient les hypothèses 3.1.3, on peut donc appliquer le théorème 3.5.1
qui assure que le groupe d’homologie de Poisson en degré 0 de la structure transverse
est un module de type fini sur l’algèbre des Casimirs. Le cardinal minimal d’un système
générateur de ce module est égal à la dimension µ de l’algèbre des fonctions polynômiales
sur le lieu singulier de la surface définie par les polynômes χi. Dans le cas simplement lacé,
d’après [DSV07, Proposition 5.2], cette surface a une singularité simple homogène de type
correspondant au diagramme de Dynkin de l’algèbre de Lie simple g. On en déduit que µ
est le rang de l’algèbre de Lie.



Chapitre 4

Algèbres de Poisson symplectiques

4.1 Crochet de Poisson symplectique

On considère un C-espace vectoriel V muni d’une forme symplectique 〈·, ·〉 ; ainsi
dim(V ) = 2n, et il existe une base (x1, ..., xn, y1, ..., yn) telle que 〈xi, yj〉 = δij et 〈xi, xj〉 =
〈yi, yj〉 = 0. Par abus de notation, on note encore (x1, ..., xn, y1, ..., yn) la base duale, et on
munit C[V ] d’un crochet de Poisson, dit symplectique, en posant :

{xi, yj} = δij et {xi, xj} = {yi, yj} = 0

étendu par bilinéarité, bidérivation, et antisymétrie du crochet de Poisson. On va voir
maintenant que l’algèbre de Lie (C[V ], {·, ·}) est de type fini, en explicitant un système de
générateurs.

Rappels

• Dans une algèbre de Lie (g, [·, ·]), on définit l’action adjointe d’un élément x ∈ g par

ad x = [x, . ] ∈ End(g)

• Les représentations irréductibles de l’algèbre de Lie sl2 sont connues. On note V = C
2

la représentation standard de sl2. Les représentations irréductibles de sl2 sont alors
les espaces Sn(V ) qui s’identifie à l’espace de dimension n+1, C[x, y]n des polynômes
homogènes en x, y de degré total n, sur lesquels l’action de sl2 = {e, f, h} peut être
représentée de la manière suivante,

xn

h

�� e // xn−1y

h

��

f

ee
e // · · ·

f

gg
· · · e // xyn−1

h

��
e //

f

dd yn

h

��

f

gg
,

e agissant par y
∂

∂x
, f par x

∂

∂y
, et h par −x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

• En utilisant ces représentations irréductibles de sl2, on montre que l’espace C[x, y]≤2

des polynômes de degré total inférieur ou égal à 2, est une sous-algèbre de Lie maxi-
male de C[x, y] munie du crochet de Poisson symplectique précédent [Ber01].
⋆ En effet, C[x, y]2 muni du crochet de Poisson symplectique est une copie de sl2,

42
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agissant sur C[x, y] par :

{−
1

2
y2, ·} = y

∂

∂x
,

{
1

2
x2, ·} = x

∂

∂y
,

{xy, ·} = −x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

Ainsi, pour n ∈ N, C[x, y]n est une représentation irréductible de C[x, y]2 pour
l’action adjointe.

⋆ On a de plus les actions suivantes,

{x, ·} =
∂

∂y
et {−y, ·} =

∂

∂x
.

Soit maintenant a une sous-algèbre de Lie de C[x, y] contenant strictement C[x, y]≤2.
Alors a contient un polynôme f de degré supérieur ou égal à 3. En appliquant suc-
cessivement {x, ·} et {y, ·} à f , on obtient un polynôme de degré 3 dans a, et
comme C[x, y]≤2 ⊂ a, on obtient un élément non nul de C[x, y]3 qui est dans a.
Par l’action de la copie de sl2, on obtient donc C[x, y]3 ⊂ a.

⋆ a étant une sous-algèbre de Lie, {x3, y3} = 9x2y2 ∈ a, donc C[x, y]4 ⊂ a.
⋆ Supposons que C[x, y]n ⊂ a, pour n ≥ 3. Alors {x3, yn} = 3nx2yn−1 ∈ a, donc

C[x, y]n+1 ⊂ a. Par récurrence, on a ainsi C[x, y] = ⊕n≥0C[x, y]n ⊂ a et a = C[x, y].
Ainsi, (C[x, y], {·, ·}) est une algèbre de Lie de type fini : par exemple, les éléments de
C[x, y]≤2 auxquels on ajoute n’importe quel polynôme de degré strictement supérieur
à 2, en forment un système générateur.

Ainsi, par la proposition 2.2.7, C[x1, ..., xn, y1, ...yn] = C[x1, y1]⊗ ...⊗C[xn, yn] est une
algèbre de Poisson qui est de type fini comme algèbre de Lie, engendrée par exemple par
ses éléments de degré au plus 3n. Cependant, il existe dans cette situation un résultat plus
précis, qui donne un système générateur minimal.

Proposition 4.1.1
L’algèbre de Lie (C[x1, ..., xn, y1, ..., yn], {·, ·}), où {·, ·} est le crochet de Poisson symplec-
tique, admet un système générateur de cardinal 2.

Démonstration : Nous allons utiliser les propriétés suivantes :

• ad xi = {xi, .} = ∂/∂yi, noté ∂yi
; et ad (−yi) = {−yi, .} = ∂/∂xi, noté ∂xi

,
• C[x1, ..., xn, y1, ..., yn]2 est une sous-algèbre de Lie, qui est une copie de sp(2n,C),

et chaque composante homogène C[x1, ..., y1, xn, ..., yn]k est une représentation irré-
ductible de C[x1, ..., xn, y1, ..., yn]2 pour l’action adjointe (voir [FH91] prop.24.22).

On pose alors

H = −
n∑

i=1

xiyi,

T = x1y1x2y2....xnyn + (
n∑

i=1

xi) + (
n∑

i=1

yi) +
n∑

i=1

(xi+2
i + yi+2

i ).
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L’action adjointe de H sur C[x1, ..., xn, y1, ..., yn] est donnée par

{H, ·} =

n∑

i=1

(xi∂xi
− yi∂yi

)

On note A la sous-algèbre de Lie de (C[x1, ..., xn, y1, ..., yn], {·, ·}) engendrée par H
et T , et on va montrer que A = C[x1, ..., xn, y1, ..., yn].
D’abord, T est une somme de vecteurs propres pour l’action adjointe de H associés
à des valeurs propres distinctes donnés par le tableau suivant :

Vecteur X := Y := X1 := Y1 := ... Xn := Yn := Z :=

propre
n∑

i=1

xi

n∑

i=1

yi x3
1 y3

1 ... xn+2
n yn+2

n

n∏

i=1

xiyi

Valeur propre +1 −1 +3 −3 ... +(n+ 2) −(n+ 2) 0

L’action répétée de H sur T permet donc de former un système de taille 2n+ 3

T = X +Y +

n∑

i=1

Xi +

n∑

i=1

Yi + Z

{H,T} = X +(−1)Y +
n∑

i=1

(i+ 2)Xi +
n∑

i=1

(−(i+ 2))Yi + 0

{H, {H,T}} = X +(−1)2Y +

n∑

i=1

(i+ 2)2Xi +

n∑

i=1

(−(i+ 2))2Yi + 0

...

(adH)2n+2(T ) = X +(−1)2n+2Y +

n∑

i=1

(i+ 2)2n+2Xi +

n∑

i=1

(−(i+ 2))2n+2Yi + 0

dont les inconnues sont les vecteurs propres précédents, et dont le déterminant est un
déterminant de Vandermonde. Ainsi, le système est inversible, et chacun des vecteurs
du tableau est combinaison linéaire des (adH)i(T ), pour 0 ≤ i ≤ 2n+ 2 qui sont des
éléments de A. L’algèbre de Lie A engendrée par H et T contient donc chacun de ces
vecteurs.

• On a ensuite adX = ad(x1+...+xn) = ∂y1 +...+∂yn et −adY = −ad(y1+...+yn) =
∂x1 + ...+∂xn , donc par l’action adjointe de ces éléments sur x3

1, y
3
1, ..., xn+2

n , yn+2
n ,

on obtient tous les xi, yi et x2
i , y

2
i .

• Par l’action adjointe répétée des xi et yj sur x1y1x2y2...xnyn, on obtient finale-
ment tous les autres monômes de degré ≤ 2, et A contient a fortiori une copie de
sp(2n,C).

• Maintenant, A contient un monôme de degré 3, et la composante homogène de
degré 3 est une représentation irréductible pour sp(2n,C), donc A contient toute
la composante homogène de degré 3.

• {x3
1, y

3
1} = 6x2

1y
2
1 , donc A contient la composante homogène de degré 4.

• {x3
1, y

j
1} = 3jx2

1y
j−1
1 , donc par récurrence, A contient la composante de degré j,

pour tout j.

En conclusion, A = C[x1, ..., xn, y1, ..., yn] est bien engendrée comme algèbre de Lie
par les 2 éléments H et T .

�
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Les algèbres de Poisson symplectiques étant des algèbres de Lie de type fini, on s’in-
téresse maintenant à leurs algèbres d’invariants sous l’action de groupes finis d’automor-
phismes de Poisson. Soit G un sous-groupe fini de GL(V ). Il est clair que G respecte le
crochet de Poisson symplectique si et seulement si G est un sous-groupe du groupe sym-
plectique Sp(V ).

4.2 Déformation par les algèbres de Weyl

On étudiera dans ce chapitre une déformation naturelle des algèbres de Poisson symplec-
tiques, qui est celle fournie par les algèbres de Weyl. On considère l’algèbre C[x1, ..., xn, y1, ..., yn]
munie du crochet de Poisson symplectique défini précédemment, donné par

{xi, yj} = δi,j .

Considérons l’algèbre de Weyl An(C). On peut voir cette algèbre non commutative
comme le quotient de l’algèbre tensorielle de l’espace C

2n défini par

An(C) =
T (C2n)

I
, où I =




xi ⊗ yi − yi ⊗ xi − 1
xi ⊗ xj − xj ⊗ xi
xi ⊗ yj − yj ⊗ xi
yi ⊗ yj − yj ⊗ yi

, i 6= j




On notera respectivement ∂zi
et zi les classes de xi et yi dans ce quotient. Les monômes

ordonnés en zi, ∂zi
forment alors une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de l’algèbre de Weyl.

On définit sur An(C) la filtration dite de Bernstein :

Fm = V ectC(zi11 ...z
in
n ∂

j1
z1 ...∂

in
zn
/i1 + ...+ in + j1 + jn ≤ m)

Par récurrence, il est clair que :

FmFp ⊂ Fm+p

[Fm,Fp] ⊂ Fm+p−1

Alors grF (An(C)) est muni d’une structure de Poisson par les formules de la définition
2.4.1, et l’application :

xj11 ...x
jn
n y

i1
1 ...y

in
n 7→ zi11 ...z

in
n ∂

j1
z1 ...∂

in
zn

+ Fi1+...+in+j1+jn−1

est un isomorphisme de Poisson entre C[x1, ..., xn, y1, ..., yn] et grF (An(C)). Ainsi, l’algèbre
de Weyl est une déformation algébrique non commutative de l’algèbre symplectique.

Soit maintenant G un sous-groupe fini du groupe symplectique Sp(n,C). G agit sur
l’algèbre tensorielle T (C2n) par automorphismes d’algèbre non commutative, et l’idéal I
est stable par l’action de G. G agit donc sur An(C) par automorphismes d’algèbre non
commutative, et chaque sous-espace Fm est stable sous l’action de G, ce qui implique que
G agit sur chacun des espaces Fm/Fm−1.
L’isomorphisme de Poisson entre C[x1, ..., xn, y1, ..., yn] et grF (An(C)) est finalement aussi
un morphisme de G-modules. On en déduit un isomorphisme entre les algèbres d’invariants

C[x1, ..., xn, y1, ..., yn]
G ≃ (grF (An(C)))G ,
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c’est-à-dire :

C[x1, ..., xn, y1, ..., yn]
G ≃


⊕

m≥0

Fm
Fm−1



G

≃
⊕

m≥0

(
Fm
Fm−1

)G⊕

m≥0

FG
m

FG
m−1

(lemme 2.4.3).

Ainsi, les espaces FG
m = Fm∩An(C)G forment une filtration F̃ de An(C)G, pour laquelle

on a :
C[x1, ..., xn, y1, ..., yn]

G ∼= grF̃ (An(C)G)

en tant qu’algèbres de Poisson, ce qui signifie que l’algèbre d’invariants de l’algèbre de Weyl
est une déformation algébrique non commutative de l’algèbre d’invariants de l’algèbre de
Poisson symplectique. On a alors le diagramme suivant :

V

π

��

///o/o/o/o/o O(V )
deform. ///o/o/o/o An(C)

V/G ///o/o/o O(V/G)
?�

OO

deform.///o/o/o An(C)G
?�

OO

O(V )G

Il est alors possible de calculer la dimension des espaces d’homologie de Hochschild de
l’algèbre des invariants An(C)G grâce à un résultat dû à J.Alev, M.A.Farinati, T.Lambre,
et A.L.Solotar ([AFLS00])

Théorème 4.2.1
Pour j ∈ N, on désigne par aj(G) le nombre de classes de conjugaison d’éléments de G
ayant la valeur propre 1 avec la multiplicité j. Alors pour tout j ∈ N, on a

dimCHHj(A
G
n ) = aj(G)

Ce résultat nous permet dans la suite de faire une comparaison entre la dimension du
groupe d’homologie de Poisson en degré 0 d’une sous-algèbre d’invariants d’une algèbre de
Poisson symplectique et la dimension du zéro-ième groupe d’homologie de Hochschild de
sa déformation par l’algèbre d’invariants correspondante de l’algèbre de Weyl.

4.3 Surfaces de Klein

4.3.1 Construction

Un exemple classique à étudier est celui des singularités de Klein C
2/G associées aux

sous-groupes finis G ⊂ SL(2,C). Ces variétés sont d’une grande importance en géomé-
trie algébrique, théorie des singularités et autres branches des mathématiques. Une des
grandes découvertes concernant ces singularités est la correspondance de McKay, qui per-
met d’associer à chacune de ces surfaces, ainsi qu’à chaque sous-groupe fini de SL(2,C),
un diagramme de Dynkin simplement lacé, c’est-à-dire un diagramme de type An (n ≥ 1),
Dn (n ≥ 4), E6, E7, ou E8.
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La classification des sous-groupes finis de SL(2,C), à isomorphisme près, est donnée
par :

An−1 : Le sous-groupe cyclique d’ordre n, engendré par :

ρn :=

(
rn 0

0 r−1
n

)

où rn est une racine primitive n-ème de l’unité.

Dn : Le groupe dihédral binaire : c’est le sous-groupe d’ordre 4n, engendré par ρ2n et :

µ :=

(
0 i
i 0

)
.

E6 : Le groupe tétraédral binaire : c’est le sous-groupe d’ordre 24, engendré par ρ4, µ et :

η8 :=
1
√

2

(
r78 r78
r58 r8

)
.

E7 : Le groupe octaédral binaire : c’est le sous-groupe d’ordre 48, engendré par ρ8, µ et
η8.

E8 : Le groupe icosaédral binaire : c’est le sous-groupe d’ordre 120, engendré par :

φ5 :=

(
−r35 0

0 −r25

)
, ν :=

(
0 1
−1 0

)

et

ψ5 :=
1

r25 − r−2
5

(
r5 + r−1

5 1

1 −r5 − r−1
5

)
.

L’algèbre des fonctions sur C
2/G peut être identifiée à C[x, y]G, l’algèbre des fonctions

sur C
2, invariantes sous l’action de G.

Pour chaque sous-groupe fini G de SL(2,C), C[x, y]G est une algèbre associative de type
fini, engendrée par trois éléments homogènes g1, g2, g3, qui vérifient une relation. Dans
le tableau suivant, on donne ces générateurs homogènes, et les coefficients de la relation
donnée ont été simplifiés, ce qui revient à multiplier les générateurs par des scalaires non
nuls (voir [Spr77]) :

G Générateurs Relation

An−1 g1 = xy, g2 = xn, g3 = yn F = Xn
1 −X2X3

Dn+2 g1 = x2y2, g2 = x2n + (−1)ny2n, F = Xn+1
1 +X1X

2
2 +X2

3

g3 = x2n+1y − (−1)nxy2n+1

E6 g1 = xy5 − x5y, g2 = x8 + 14x4y4 + y8, F = X4
1 +X3

2 +X2
3

g3 = x12 − 33x8y4 − 33x4y8 + y12

E7 g1 = x8 + 14x4y4 + y8, g2 = x10y2 − 2x6y6 + x2y10, F = X3
1X2 +X3

2 +X2
3

g3 = x17y − 34x13y5 + 34x5y13 − xy17

E8 g1 = x11y + 11x6y6 − xy11, F = X5
1 +X3

2 +X2
3

g2 = x20 − 228x15y5 + 494x10y10 + 228x5y15 + y20,

g3 = y30 + 522x25y5 − 10005x20y10

−10005x10y20 − 522x5y25 + y30.
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Le morphisme d’algèbres surjectif

C[X1,X2,X3] → C[x, y]G

X1 7→ g1
X2 7→ g2
X3 7→ g3

induit un morphisme surjectif de
C[X1,X2,X3]

(F )
sur C[x, y]G. Dans chaque cas, F étant un

polynôme irréductible dans C[X1,X2,X3], on en déduit que
C[X1,X2,X3]

(F )
est de dimension

de Krull 2. L’algèbre C[x, y]G étant de dimension de Krull 2, le morphisme précédent s’avère
être un isomorphisme :

C[X1,X2,X3]

(F )
∼= C[x, y]G

C’est de plus un isomorphisme d’algèbres graduées. En effet, C[x, y] étant une algèbre
graduée, la sous-algèbre C[x, y]G est graduée, et les gi sont des polynômes homogènes,
donc si l’on pondère les indéterminées Xi par les poids wi = deg(gi), le morphisme d’al-
gèbres C[X1,X2,X3] → C[x, y]G est un morphisme d’algèbres graduées. Le polynôme F
étant homogène par rapport à cette graduation, la graduation sur C[X1,X2,X3] induit une

graduation sur
C[X1,X2,X3]

(F )
, définie par :

C[X1,X2,X3]

(F )
=
⊕

j∈N

{P + (F ); P est homogène de poids j},

pour laquelle l’isomorphisme
C[X1,X2,X3]

(F )
∼= C[x, y]G est un isomorphisme d’algèbres

graduées.

4.3.2 Structure de Poisson jacobienne

D’une part, la structure symplectique de C
2 permet de munir naturellement C[x, y]

d’un crochet de Poisson :
{x, y} = 1

Le groupe special linéaire SL(2,C) correspondant au groupe symplectique Sp(2,C), l’action
du groupe fini G ⊂ SL(2,C) respecte le crochet de Poisson. Ainsi, l’algèbre des invariants
C[x, y]G est munie d’une structure de Poisson induite.

D’autre part, le polynôme F permet de munir C[X1,X2,X3] d’un crochet de Poisson
déterminantiel, ou jacobien

{P,Q} = det(~∇P, ~∇Q, ~∇F )

(F ) étant un idéal de Poisson, ce crochet induit une structure d’algèbre de Poisson sur le
quotient C[X1,X2,X2]/(F ). A une constante multplicative près, on constate que l’isomor-

phisme
C[X1,X2,X3]

(F )
∼= C[x, y]G est en fait un isomorphisme d’algèbres de Poisson.
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En utilisant la structure de Poisson déterminantielle sur C[X1,X2,X3]/(F ), et le fait
que F est un polynôme quasi-homogène, J.Alev et T.Lambre [AL98] ont démontré l’iso-
morphisme d’espaces vectoriels suivant :

HP0

(
C[X1,X2,X3]

(F )

)
≃

C[X1,X2,X3]

(F ′
1, F

′
2, F

′
3)

.

Ce résultat nous permet de calculer la dimension du groupe d’homologie de Poisson en degré
0 pour chaque singularité en calculant la dimension de l’espace C[X1,X2,X3]/(F

′
1, F

′
2, F

′
3),

appelée nombre de Milnor de la singularité.

G F dimC(HP0(C[x, y]G))

An−1 Xn
1 −X2X3 n− 1

Dn+2 Xn+1
1 +X1X

2
2 +X2

3 n+ 2

E6 X4
1 +X3

2 +X2
3 6

E7 X3
1X2 +X3

2 +X2
3 7

E8 X5
1 +X3

2 +X2
3 8

Chacune de ces dimensions correspond à la dimension du groupe d’homologie de Hoch-
schild en degré 0 de la déformation A1(C)G correspondante, ainsi qu’au rang du diagramme
de Dynkin associé à G dans la correspondance de McKay, qui est le nombre de Milnor de
la singularité de la surface définie par le polynôme F .

4.3.3 Finitude de la structure de Lie

Pour tout sous-groupe fini de SL(2,C), l’algèbre de Poisson C[x, y]G s’identifie d’après

le paragraphe précédent à une algèbre du type H :=
C[X1,X2,X3]

(F )
, où F est un polynôme

de poids homogène p à singularité isolée à l’origine, H étant munie du crochet de Poisson
déterminantiel associé à F :

{P,Q} :=
dP ∧ dQ ∧ dF

dX1 ∧ dX2 ∧ dX3

= (P ′
2Q

′
3 − P ′

3Q
′
2)F

′
1 + (P ′

3Q
′
1 − P ′

1Q
′
3)F

′
2 + (P ′

1Q
′
2 − P ′

2Q
′
1)F

′
3.

On rappelle que w1, w2, w3 sont les poids respectifs de X1, X2, et X3. Alors dans tous les
cas, on constate les propriétés suivantes :

• p = 2max(wi),

• le quotient
C[X1,X2,X3]

(F ′
1, F

′
2, F

′
3)

possède une base (P̄1, ..., P̄m) où chaque Pi est de poids

au plus égal à p− 4.
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G F Poids base de
C[X1,X2,X3]

(F ′
1, F

′
2, F

′
3)

An−1 Xn
1 −X2X3 w1 = 2, w2 = n, w3 = n (1,X1,X

2
1 , ...,X

n−2
1 )

n ≥ 2 p = 2n

Dn Xn+1
1 +X1X

2
2 +X2

3 w1 = 4, w2 = 2n, w3 = 2n+ 2 (X2, 1,X1,X
2
1 , ...,X

n
1 )

n ≥ 2 p = 4n+ 4

E6 X4
1 +X3

2 +X2
3 w1 = 6, w2 = 8, w3 = 12 (1,X2,X1,X1X2,

p = 24 X2
1 ,X

2
1X2)

E7 X3
1X2 +X3

2 +X2
3 w1 = 8, w2 = 12, w3 = 18 (1,X2,X1X2,

p = 36 X1,X
2
1 ,X

3
1 ,X

4
1 )

E8 X5
1 +X3

2 +X2
3 w1 = 12, w2 = 20, w3 = 30 (1,X2,X1,X1X2,

p = 60 X2
1 ,X

2
1X2,X

3
1 ,X

3
1X2)

Proposition 4.3.1
L’algèbre quotient H =

C[X1,X2,X3]

(F )
est une algèbre de Lie de type fini, engendrée par

ses éléments de degré inférieur ou égal à p.

Démonstration : On note w(P ) le poids d’un polynôme P ∈ C[X1,X2,X3].
Soit A la sous-algèbre de Lie de H engendrée par les éléments de la forme P + (F ),
avec w(P ) ≤ p. On montre que pour tout P ∈ C[X1,X2,X3], P + (F ) est dans A en
procédant par récurrence sur le poids de P .
Si P est de poids inférieur à p, le résultat est évident.
Soit donc D > p. On suppose que pour tout P ∈ C[X1,X2,X3] tel que w(P ) < D,
P + (F ) ∈ A. Soit maintenant P de poids D. On peut écrire P sous la forme :

P = α1P1 + ...+ αmPm +Q1F
′
1 +Q2F

′
2 +Q3F

′
3,

avec α1, ..., αm ∈ C et Q1, Q2, Q3 ∈ C[X1,X2,X3]. F étant de poids homogène p,
F ′

1, F
′
2, et F ′

3 sont de poids homogènes respectifs p − w1, p − w2, p − w3. De plus,
α1P1 + ... + αmPm est de poids inférieur ou égal à p − 4. On peut donc choisir Q1,
Q2, et Q3 tels que w(QiF

′
i ) ≤ D. En effet, si on note Qji la composante homogène de

poids j du polynôme Qi, alors

P︸︷︷︸
de poids D

= α1P1 + ...+ αmPm︸ ︷︷ ︸
de poids≤p−4<D

+

max(w(QiF ′
i ))∑

k=0

(Qk−p+w1
1 F ′

1+Qk−p+w2
2 F ′

2+Qk−p+w3
3 F ′

3)

et pour k > D, on a donc (Qk−p+w1
1 F ′

1 +Qk−p+w2
2 F ′

2 +Qk−p+w3
3 F ′

3) = 0.
Ainsi,

P︸︷︷︸
de poids D

= α1P1 + ...+ αmPm︸ ︷︷ ︸
de poids≤p−4<D

+

D∑

k=0

(Qk−p+w1
1 F ′

1 +Qk−p+w2
2 F ′

2 +Qk−p+w3
3 F ′

3)

Maintenant, comme α1P1 + ... + αmPm + (F ) +

D−1∑

k=0

(Qk−p+w1
1 F ′

1 + Qk−p+w2
2 F ′

2 +

Qk−p+w3
3 F ′

3) ∈ A par hypothèse de récurrence, il suffit de montrer que chaque QiF
′
i +

(F ) est dans A, lorsque Qi est homogène de poids D − p + wi. Pour des raisons de
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symétrie et de linéarité, il suffit de le montrer pour i = 1, et pour Qi monôme, donc
pour tout élément de la forme Xa

1X
b
2X

c
3F

′
1 avec aw1 + bw2 + cw3 = D − p+ w1.

L’identité d’Euler appliquée au polynôme F de poids homogène p donne :

w1X1F
′
1 + w2X2F

′
2 +w3X3F

′
3 = pF

• Si a, b, c > 0 :

{X2
2 ,X

a
1X

b−1
2 Xc+1

3 } = 2(c + 1)Xa
1X

b
2X

c
3F

′
1 − 2aXa−1

1 Xb
2X

c+1
3 F ′

3

{Xa
1X

b+1
2 Xc−1

3 ,X2
3} = 2(b+ 1)Xa

1X
b
2X

c
3F

′
1 − 2aXa−1

1 Xb+1
2 Xc

3F
′
2

Et avec l’identité d’Euler :

pXa−1
1 Xb

2X
c
3F = w1X

a
1X

b
2X

c
3F

′
1 + w2X

a−1
1 Xb+1

2 Xc
3F

′
2 + w3X

a−1
1 Xb

2X
c+1
3 F ′

3

Les trois égalités qui précèdent forment un système linéaire en les inconnues Xa
1X

b
2X

c
3F

′
1,

Xa−1
1 Xb+1

2 Xc
3F

′
2, et Xa−1

1 Xb
2X

c+1
3 F ′

3 de déterminant

∣∣∣∣∣∣

w1 w2 w3

2(c + 1) 0 −2a
2(b+ 1) −2a 0

∣∣∣∣∣∣
= −4a(aw1 + (b+ 1)w2 + (c+ 1)w3) < 0

DoncXa
1X

b
2X

c
3F

′
1 est une combinaison linéaire deXa−1

1 Xb
2X

c
3F , {X2

2 ,X
a
1X

b−1
2 Xc+1

3 },
et {Xa

1X
b+1
2 Xc−1

3 ,X2
3}.

Comme w(X2
2 ) = 2w2 ≤ p, on a X2

2 + (F ) ∈ A. De plus,

w(Xa
1X

b−1
2 Xc+1

3 ) = aw1 + bw2 + cw3 + w3 − w2

< aw1 + bw2 + cw3 + p− w1 = w(Xa
1X

b
2X

c
3F

′
1) = D

Donc, par hypothèse de récurrence, Xa
1X

b−1
2 Xc+1

3 + (F ) ∈ A.
Ainsi, {X2

2 ,X
a
1X

b−1
2 Xc+1

3 }+(F ) ∈ A, et de la même manière, {Xa
1X

b+1
2 Xc−1

3 ,X2
3}+

(F ) ∈ A et finalement, Xa
1X

b
2X

c
3F

′
1 + (F ) ∈ A.

• Si a > 0 et c = 0 : (on traite de manière similaire le cas a > 0 et b = 0)

{Xa−1
1 Xb+1

2 ,X1X3} = (b+1)Xa
1X

b
2F

′
1− (a−1)Xa−1

1 Xb+1
2 F ′

2− (b+1)Xa−1
1 Xb

2X3F
′
3

{Xa
1X

b
2,X2X3} = bXa

1X
b
2F

′
1 − aXa−1

1 Xb+1
2 F ′

2 + aXa−1
1 Xb

2X3F
′
3

Et avec l’identité d’Euler :

pXa−1
1 Xb

2F = w1X
a
1X

b
2F

′
1 +w2X

a−1
1 Xb+1

2 F ′
2 + w3X

a−1
1 Xb

2X3F
′
3

Les trois égalités qui précèdent forment un système linéaire en les inconnues Xa
1X

b
2F

′
1,

Xa−1
1 Xb+1

2 F ′
2, et Xa−1

1 Xb
2X3F

′
3 de déterminant

∣∣∣∣∣∣

w1 w2 w3

b+ 1 −(a− 1) −(b+ 1)
b −a +a

∣∣∣∣∣∣
= −(a+ b)(aw1 + (b+ 1)w2 + w3) < 0

Donc Xa
1X

b
2F

′
1 est une combinaison linéaire de Xa−1

1 Xb
2F , {Xa−1

1 Xb+1
2 ,X1X3}, et

{Xa
1X

b
2,X2X3}. Comme dans le cas précédent, on en conclut que Xa

1X
b
2F

′
1 +(F ) ∈

A.
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• Si a = 0, alors F ′
1 est de poids inférieur à p et F ′

1 + (F ) ∈ A. Donc on suppose
b > 0 (le cas c > 0 se traite de manière similaire).

Xb
2X

c
3F

′
1 =

1

2(c+ 1)
{X2

2 ,X
b−1
2 Xc+1

3 }

Et donc par hypothèse de récurrence, Xb
2X

c
3F

′
1 + (F ) ∈ A.

Donc par récurrence, pour tout P ∈ C[X1,X2,X3], P +(F ) est dans A, d’où H = A.
�

4.3.4 Engendrement particulier

Dans cette partie, on démontre d’une autre manière la propriété de finitude de l’algèbre
de Lie (C[x, y]G, {·, ·}) en démontrant une propriété plus forte. La preuve de cette propriété
utilise des idées du théorème de Noether en théorie des invariants des algèbres associatives,
que l’on adapte au cas des algèbres de Lie.

Proposition 4.3.2
Il existe un sous-espace vectoriel de dimension finie de V0 de C[x, y]G, et un sous-espace
vectoriel de dimension finie V1 de C[x, y] tels que l’action adjointe itérée de V0 sur V1

engendre toute l’algèbre de Lie C[x, y]. En d’autres termes, si on pose, pour k ≥ 1, Vk+1 =

{V0, Vk}, alors
+∞∑

k=1

Vk = C[x, y].

Ici, G est toujours un sous-groupe fini de SL(2,C). La démonstration de ce résultat se
fait au cas par cas, par des calculs explicites : dans la plupart des cas, V0 est engendré par
des générateurs gi de C[x, y]G comme algèbre associative, et V1 est le sous-espace vectoriel
de C[x, y] engendré par ses éléments de degré ≤ N , où N est un entier fixé choisi dans
chaque cas.

Démonstration : On note donc A =

∞∑

1

Vk, avec Vk+1 = {V0, Vk}, ainsi {V0,A} ⊂

A. ll reste donc à exhiber V0 et N tels que l’égalité C[x, y] = A soit vérifiée.

Cas An (n ≥ 1) : On a les formules suivantes :

{x2y2, xp−1yq−1} = 2(q − p)xpyq ∀p, q ≥ 1 (4.1)

{xn+2y, xp−n−1yq} = [(n+ 2)q − p+ n+ 1]xpyq ∀p ≥ n+ 1 (4.2)

{xyn+2, xpyq−n−1} = [q − n− 1 − (n + 2)p]xpyq ∀q ≥ n+ 1 (4.3)

On choisit alors V0 = V ect(x2y2;xn+2y;xyn+2) et N = 2n.
Par récurrence sur le degré total d = p + q, on montre facilement que tous les
monômes xpyq sont dans A :
• Si d ≤ 2n, alors xpyq ∈ V1 ⊂ A.
• Supposons que d > 2n et que tout monôme de degré < d est dans A, alors :
⋆ Si p = 0, alors q = d > 2n ≥ n+1, donc le coefficient q−n−1− (n+2)p =
q − n − 1 est non nul et par (4.3), yd ∈ A. Si q = 0, on utilise (4.2) de
manière similaire.

⋆ Si p 6= q avec p ≥ 1 et q ≥ 1, on utilise l’égalité (4.1).
⋆ Si p = q, alors p = q ≥ n+1, et le coefficient (n+2)q−p+n+1 = (n+1)(p+1)

est non nul, donc on utilise (4.2).
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Cas Dn (n ≥ 4) : On a les formules suivantes :

{x2n−4 + (−1)ny2n−4, xp+1yq−2n+5} = (2n − 4)(q − 2n+ 5)xp+2n−4yq−2n+4

−(−1)n(2n− 4)(p + 1)xpyq (4.4)

{x2y2, xp−1yq−1} = 2(q − p)xpyq (4.5)

On choisit V0 = V ect(x2y2;x2n−4 + (−1)ny2n−4) et N = 4n− 8.
Par récurrence sur le degré total d = p+q, on montre alors que tous les monômes
xpyq sont dans A :
• Si d ≤ N , alors xpyq ∈ V1 ⊂ A.
• Supposons que d > N et que tout monôme de degré < d est dans A, alors :
⋆ Si p 6= q avec p ≥ 1 et q ≥ 1, on la formule (4.5) prouve que xpyq ∈ A.
⋆ Si p = q, avec p + q > N , alors p = q > 2n − 4, donc xp+2n−4yp−2n+4 ∈ A

par le cas précédent, donc (4.4) montre que xpyq ∈ A également.
⋆ Si p = 0 alors q = d > 4n − 8, donc

p+ 2n− 4 = 2n− 4 ≤ 1, et q − 2n + 4 > 2n− 4,

donc x2n−4yd−2n+4 ∈ A par le premier cas, et (4.4) montre que yd est dans
A également. Le cas q = 0 se traite de manière similaire.

Cas E6 : On choisit V0 = V ect(g1, g2), avec g1 = xy5−x5y et g2 = x8+14x4y4+y8.
On a les égalités suivantes, pour p ≥ 0 et q ≥ 8 :

{g1, x
p+4yq−8} = (5q − p − 44)xp+8yq−8 −(q − 5p − 28)xp+4yq−4

{g1, x
p
y

q−4} = (5q − p − 20)xp+4
y

q−4 −(q − 5p − 4)xp
y

q

{g2, x
p+1

y
q−7} = 8(q − 7)xp+8

y
q−8 +56(q − p − 8)xp+4

y
q−4 −8(p + 1)xp

y
q

Pour p ∈ {0; ...; 3} fixé, les égalités précédentes forment un système en xp+8yq−8,
xp+4yq−4, xpyq, dont le déterminant Dp(q) est un polynôme en q non nul, donc
il existe un entier naturel Np tel que pour tout q > Np, Dp(q) 6= 0 et le système
est inversible. On pose alors N = max(10;N0; 1+N1; 2+N2; 3+N3). On montre
par récurrence sur le degré total p+ q = d que tous les monômes xpyq sont dans
A.
• Si d ≤ N , alors xpyq ∈ V1 ⊂ A.
• Supposons que d > N et que tout monm̂e de degré < d est dans A, on procède

alors par récurrence sur p.
⋆ Si p ∈ {0; ...; 3}, p+ q = d > N ≥ p+Np par définition de N , donc q > Np,

et le système précédent est inversible, donc xp+8yq−8, xp+4yq−4, xpyq ∈ A.
En conclusion, yd, xyd−1, ..., x11yd−11 sont dans A.

⋆ Maintenant, pour p ≥ 0, et q ≥ 8, la dernière ligne du système précédent
montre que xp+8yq−8 est une combinaison linéaire des éléments xp+4yq−4,
xpyq, et {g2, x

p+1yq−7}, car le coefficient 8(q−7) est non nul. Par récurrence
sur p, tous les xpyd−p sont donc dans A.

Explicitement, on a les résultats suivants :

D0(q) = 288(q − 4)(q − 8)(q − 10)
D1(q) = 288(q − 7)(q − 9)(q − 13)
D2(q) = 288(q − 8)(q − 10)(q − 18)

D3(q) = 288(q − 11)(q2 − 32q + 199)

Donc N = max(10; 10; 14; 20; 14) = 20.
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Cas E7 : On choisit V0 = V ect(g1, g2), avec g1 = x8 + 14x4y4 + y8 et g2 = x10y2 −
2x6y6 + x2y10. On a les égalités suivantes, pour p ≥ 1 et q ≥ 13 :

Coefficient en {g1, x
p+5

y
q−11} {g1, x

p+1
y

q−7} {g2, x
p+3

y
q−13} {g2, x

p−1
y

q−9}

x
p+12

y
q−12 8(q − 11) 0 2(5q − p − 68) 0

x
p+8

y
q−8 +56(q − p − 16) +8(q − 7) −12(q − p − 16) +2(5q − p − 44)

x
p+4

y
q−4 −8(p + 5) +56(q − p − 8) +2(q − 5p − 28) −12(q − p − 8)

x
p
y

q +0 −8(p + 1) +0 +2(q − 5p − 4)

On procède alors comme pour E6, en posant N = max(16; 1 +N1; 2 +N2; 3 +
N3; 4 +N4). On montre par récurrence sur le degré total p+ q = d que tous les
monômes xpyq sont dans A.
• Si d ≤ N , alors xpyq ∈ V1 ⊂ A.
• Supposons que d > N et que tout monôme de degré < d est dans A, on procède

alors par récurrence sur p, mais l’initialisation se fait pour p ∈ {1, ..., 16}.
⋆ Si p ∈ {1; ...; 4}, p+ q = d > N ≥ p+Np par définition de N , donc q > Np,

et le système précédent est inversible, donc xp+12yq−12, xp+8yq−8, xp+4yq−4,
xpyq ∈ A. En conclusion, xyd−1, x2yd−2, ..., x16yd−16 sont dans A.

⋆ p = 0 : {g1, x
1yd−7} = 8(d−7)x8yd−8 +56(d−8)x4yd−4−8yd, donc yd ∈ A.

⋆ Maintenant, pour p ≥ 1, et q ≥ 9, la deuxième et la dernière équation
du système précédent montrent que xp+8yq−8 est une combinaison linéaire
des éléments xp+4yq−4, xpyq, {g1, x

p+1yq−7}, et {g2, x
p−1yq−9}, car l’un au

moins des coefficients 8(q− 7) et 2(5q− p− 44) est non nul. Par récurrence
sur p < d, tous les xpyd−p sont donc dans A.

⋆ Pour p = d : {g1, x
d−7y1} = 8xd+56(−d+8)xd−4y4−8(d−7)xd−8y8, donc

xd ∈ A.
Explicitement, on a les résultats suivants :

D1(q) = 73728(q − 9)(q − 11)(q − 13)(q − 17)
D2(q) = 73728(q − 10)(q − 14)(q − 16)(q − 18)

D3(q) = 73728(q − 11)(q − 19)(q2 − 36q + 307)
D4(q) = 73728(q − 12)(q − 14)(q − 20)(q − 28)

Donc N = max(16; 18; 20; 22; 32) = 32 convient.

Cas E8 : On choisit V0 = V ect(g1, g2), avec g1 = x11y + 11x6y6 − xy11 et g2 =
x20 − 228x15y5 + 494x10y10 + 228x5y15 + y20.
Dans le tableau suivant, pour p ≥ 0 et q ≥ 25, la deuxième ligne donne le
coefficient en xp+25yq−25 du crochet de Poisson de la première ligne, la troisième
celui en xp+20yq−20, la quatrième celui en xp+15yq−15, la cinquième celui en
xp+10yq−10, la sixième celui en xp+5yq−5, la dernière celui en xpyq :

{g1,xp+15yq−25
} {g1,xp+10yq−20

} {g1,xp+5yq−15
} {g1,xpyq−10

}
{g2,x

p+6
y

q−24}
20

{g2,x
p+1

y
q−19}

20

(11q−p−290) 0 0 0 (q−24) 0

66(q−p−40) 11q−p−230 0 0 −57(3q−p−78) (q−19)

−q+11p+190 66(q−p−30) 11q−p−170 0 247(q−p−30) −57(3q−p−58)

0 −q+11p+130 66(q−p−20) 11q−p−110 57(q−3p−42) 247(q−p−20)

0 0 −q+11p+70 66(q−p−10) −(p+6) 57(q−3p−22)

0 0 0 −q+11p+10 0 −(p+1)
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On procède alors comme pour E6, en posant N = max(28;N0; 1+N1; 2+N2; 3+
N3; 4 +N4). Explicitement, on a les résultats suivants :

D0(q) = 6328125.102(q − 10)(q − 20)(q − 24)(q − 26)(q − 28)(q − 30)

D1(q) = 6328125.102(q − 19)(q − 21)(q − 25)(q − 27)(q − 31)(q − 33)

D2(q) = 6328125.102(q − 22)(q − 24)(q − 26)(q − 28)(q − 32)(q − 42)

D3(q) = 6328125.102(q − 23)(q − 25)(q − 27)(q − 31)(q − 33)(q − 53)

D4(q) = 6328125.102(q − 24)(q − 34)(q4 − 152q3 + 8164q2 − 186768q + 1551360)

où le polynôme q4 − 152q3 + 8164q2 − 186768q + 1551360 ne s’annule pas sur
Z. En effet, sa réduction modulo 7 est le polynôme q4 + 2q3 + 2q2 + 6q + 6, qui
ne possède pas de racine dans Z/7Z. Donc N = max(28; 30; 34; 44; 56; 38) = 56
convient.

�

En conclusion, on a un sous-espace vectoriel de dimension finie V0 de C[x, y]G, et un
sous-espace vectoriel de dimension finie V1 de C[x, y] tels que

+∞∑

k=1

Vk = C[x, y], avec Vk+1 = {V0, Vk}.

On utilise alors l’opérateur de Reynolds ρG :=
1

|G|

∑

g∈G

g qui est une projection de C[x, y]

sur C[x, y]G. Comme ρG(Vk+1) = {V0, ρG(Vk)}, en appliquant ρG à l’égalité précédente, on
conclut que C[x, y]G est engendrée comme algèbre de Lie par les éléments de V0 + ρG(V1).
Excepté pour les cas des groupes A1 et A2, V0 ⊂ ρG(V1), donc C[x, y]G est engendré par
ρG(V1), qui est le sous-espace des invariants de degré ≤ N , N étant l’entier déterminé dans
la démonstration précédente.

Au cas par cas, on réduit maintenant le nombre des générateurs, afin de déterminer un
système générateur de cardinal égal à la dimension du groupe d’homologie de Poisson de
degré zéro. On aura ainsi obtenu un système générateur de cardinal minimal.

Cas An : Le cas du groupe A1 est différent des autres cas, car alors le groupe d’homo-
logie de Poisson en degré zéro de l’algèbre des invariants est de dimension 1, tandis
qu’il faut au moins deux éléments pour engendrer une algèbre de Lie de dimension
supérieure à 1.
• C[x, y]A1 est engendrée comme algèbre de Lie par ses éléments de degré inférieur

ou égal à 4, donc par 1 + xy, x2 + y2 + (xy)2 :
On note L l’algèbre de Lie que 1 + xy et x2 + y2 + (xy)2 engendrent. Les termes
x2, y2, et (xy)2 sont des vecteurs propres pour l’action adjointe de 1 + xy associés
à des valeurs propres distinctes, donc sont dans L. Ensuite, {x2, y2} = 4xy, donc
L contient xy et 1. Il reste à montrer qu’elle contient tous les invariants de degré
4. Or C[x, y]A1

4 = C[x, y]4 est une représentation irréductible de la copie de sl(2)
formée par les éléments x2, y2, et xy, d’où le résultat.

• Par un raisonnement analogue, on montre que pour n ≥ 2, C[x, y]An est engendrée
comme algèbre de Lie par les n éléments 1 + xn+1 + yn+1, xy, (xy)2,..., (xy)n−1.
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Cas Dn (n ≥ 4) : C[x, y]Dn est engendrée par ses éléments de degré inférieur ou égal à
4n− 8, qui sont les combinaisons linéaires des éléments suivants :

g1 = x2y2; g2
1 ; ...; g

n−2
1 ;

g2 = x2n−4 + (−1)ny2n−4; g1g2; ...; g
[ n
2
−1]

1 g2;

g2
2

g3 = x2n−3y − (−1)nxy2n−3; g1g3; ...; g1g
[ n−3

2
]

3

On a de plus les relations suivantes :

{gm+1
1 , g2} = −(4n− 8)(m+ 1)gm1 g3, ∀m ≥ 0
{gm1 , g3} = −(4n− 8)mgm1 g2, ∀m ≥ 0

{g2, g3} = (2n − 4)g2
2 + 2(−1)n+1(2n− 4)(2n − 2)gn−2

1

Finalement, on constate que C[x, y]Dn est engendrée par les n éléments 1; g1; ...; g
n−2
1 ; g2.

Cas E6 : C[x, y]E6 est engendrée en tant qu’algèbre de Lie par ses éléments de degré
inférieur ou égal à 20, que l’on détermine grâce aux générateurs g1, g2, g3 en tant
qu’algèbre associative :

1

g1 = x5y − xy5

g2 = x8 + 14x4y4 + y8

g3 = x12 − 33x8y4 − 33x4y8 + y12

g2
1 = x10y2 − 2x6y6 + x2y10

g1g2 = x13y + 13x9y5 − 13x5y9 − xy13

g2
2 = x16 + 28x12y4 + 198x8y8 + 28x4y12 + y16

g1g3 = x17y − 34x13y5 + 34x5y13 − xy17

g3
1 = x15y3 − 3x11y7 + 3x7y11 − x3y15

g2g3 = x20 − 19x16y4 − 484x12y8 − 484x8y12 − 19x4y16 + y20

g2
1g2 = x18y2 + 12x14y6 − 26x10y10 + 12x6y14 + x2y18

On a de plus les relations suivantes :

{g1, g2} = −8g3 ; {g1, g3} = −12g2
2 ; {g1, g1g2} = −8g1g3;

{g1, g
2
2} = −16g2g3 ; {g2, g3} = −1738g3

1 .

Finalement, les 6 éléments suivants : 1; g1; g2; g
2
1 ; g1g2; g

2
1g2 suffisent à engendrer

C[x, y]E6 comme algèbre de Lie.

Cas E7 : C[x, y]E7 est engendrée en tant qu’algèbre de Lie par ses éléments de degré in-
férieur ou égal à 32, qui sont donnés par la liste suivante :
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1

g1 = x8 + 14x4y4 + y8

g2 = x10y2 − 2x6y6 + x2y10

g2
1 = x16 + 28x12y4 + 198x8y8 + 28x4y12 + y16

g3 = x17y − 34x13y5 + 34x5y13 − xy17

g1g2 = x18y2 + 12x14y6 − 26x10y10 + 12x6y14 + x2y18

g3
1 = x24 + 42x20y4 + 591x16y8 + 2828x12y12 + 591x8y16 + 42x4y20 + y24

g2
2 = x20y4 − 4x16y8 + 6x12y12 − 4x8y16 + x4y20

g1g3 = x25y − 20x21y5 − 475x17y9 + 475x9y17 + 20x5y21 − xy25

g2
1g2 = x26y2 + 26x22y6 + 143x18y10 − 340x14y14 + 143x10y18 + 26x6y22 + x2y26

g2g3 = x27y3 − 36x23y7 + 69x19y11 − 69x11y19 + 36x7y23 − x3y27

g1g
2
2 = x28y4 + 10x24y8 − 49x20y12 + 76x16y16 − 49x12y20 + 10x8y24 + x4y28

g4
1 = x32 + 56x28y4 + 1180x24y8 + 11144x20y12 + 40773x16y16

+11144x12y20 + 1180x8y24 + 56x4y28 + y32

On a de plus les relations suivantes :

{g1, g2} = 16g3; {g1, g3} = 8g3
1 − 2592g2

2 ; {g1, g1g2} = 16g1g3

{g1, g
2
2} = 32g2g3{g1, g1g3} = 8g4

1 − 2592g1g
2
2 ; {g2, g3} = −24g2

1g2

Finalement, les 7 éléments suivants : 1; g1; g
2
1 ; g2; g1g2; g

2
2 ; g1g

2
2 suffisent à engendrer

C[x, y]E7 comme algèbre de Lie.

Cas E8 : C[x, y]E8 est engendrée en tant qu’algèbre de Lie par ses éléments de degré
inférieur ou égal à 56, qui sont :

élément 1 g1 g2 g2
1 g3 g1g2 g3

1 g2
2

degré 0 12 20 24 30 32 36 40

élément g1g3 g2
1g2 g4

1 g2g3 g1g
2
2 g2

1g3 g3
1g2

degré 42 44 48 50 52 54 56

On a de plus les relations suivantes :

{g1, g2} = −20g3 ; {g1, g3} = −30g2
2 ; {g1, g1g2} = −20g1g3 ; {g1, g

2
2} = −20g2g3

{g1, g1g3} = −30g1g
2
2 ; {g1, g

2
1g2} = −20g2

1g3 ; {g2, g3} = 86400g4
1

Finalement, les 8 éléments suivants : 1; g1; g
2
1 ; g

3
1 ; g2; g1g2; g

2
1g2; g

3
1g2 suffisent à engen-

drer C[x, y]E8 comme algèbre de Lie.

Excepté dans le cas du groupe A1, le système générateur obtenu est effectivement de
cardinal égal à la dimension du groupe d’homologie de Poisson en degré zéro, donc le
système générateur trouvé est de cardinal minimal.

4.3.5 Déformation des invariants, produits croisés

La première algèbre de Weyl A1(C) = C〈p, q〉/(pq − qp = 1) est une déformation
algébrique de C[x, y], et G ⊂ SL(2,C) agit par automorphismes d’algèbre sur A1(C)
de telle sorte que A1(C)G est une déformation de C[x, y]G. On peut donc appliquer la
proposition 2.4.2 pour trouver un système générateur de l’algèbre de Lie A1(C)G pour le
crochet de commutation.
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Proposition 4.3.3
Il existe un système de représentants du système générateur minimal de C[x, y]G choisi
dans le paragraphe précédent, qui engendre l’algèbre de Lie (A1(C)G, [·, ·]).

Démonstration : Pour G = Dn avec n ≥ 4, ou E6, E7, E8, le système générateur
minimal de C[x, y]G obtenu est constitué d’éléments homogènes, donc le résultat
découle directement de la proposition 2.4.2.
Pour G = A1, C[x, y]G est engendrée comme algèbre de Lie par 1+xy, x2 +y2+(xy)2

donc a fortiori par les éléments homogènes 1, xy, x2 + y2, x2y2. Donc A1(C)G est
engendrée comme algèbre de Lie par 1, pq, p2 + q2, p2q2. Mais

[1 + pq, p2 + q2 + p2q2] = −2p2 + 2q2

[1 + pq,−p2 + q2] = 2p2 + 2q2

[p2, q2] = 4pq − 2

Ainsi, l’algèbre de Lie engendrée par 1 + pq, et p2 + q2 + p2q2 contient p2, q2, 1, pq,
p2q2, qui engendrent A1(C)G, donc A1(C)G est engendrée par 1+pq, et p2+q2+p2q2.
Pour G = An avec n ≥ 2, C[x, y]G est engendrée par 1 + xn+1 + yn+1 ; xy ; (xy)2 ;... ;
(xy)n−1, donc a fortiori par les éléments homogènes 1, xn+1 + yn+1 ; xy ; (xy)2 ;... ;
(xy)n−1. Donc A1(C)G est engendrée comme algèbre de Lie par 1, pn+1 + qn+1 ; pq ;
(pq)2 ;... ; (pq)n−1. De plus,

[pq, 1 + pn+1 + qn+1] = (n+ 1)(−pn+1 + qn+1)

[pq,−pn+1 + qn+1] = (n+ 1)(pn+1 + qn+1)

Donc l’algèbre de Lie engendrée par 1+pn+1 +qn+1 ; pq ; (pq)2 ;... ; (pq)n−1 contient 1
et pn+1+qn+1, donc A1(C)G est engendrée comme algèbre de Lie par 1+pn+1+qn+1 ;
pq ; (pq)2 ;... ; (pq)n−1.

�

Remarque 4.3.4
Ainsi, (A1(C)G, [·, ·]) admet un système générateur de cardinal la dimension deHH0(A1(C)G),
excepté dans le cas G = A1.

On considère maintenant l’algèbre produit croisé A1(C) ⋆ G.

Proposition 4.3.5
A1(C) ⋆ G munie du crochet de commutation est une algèbre de Lie de type fini.

Démonstration : D’après la proposition 2.4.4, A1(C) =
∞∑

k=1

Wk où : W0 est un

sous-espace vectoriel de dimension finie de A1(C)G, W1 est un sous-espace vectoriel
de A1(C), et Wk+1 = [W0,Wk]. Alors :

A1(C) ⋆ G =
⊕

g∈G

(

∞∑

k=1

Wk)g =

∞∑

k=1

W̃k,

où W̃k =
⊕

g∈G

Wkg.

Nous allons montrer que (W0 +W1) ⋆G engendre A1(C) ⋆G pour la structure de Lie.
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On note donc W la sous-algèbre de Lie engendrée par (W0 + W1) ⋆ G. Clairement,

W̃1 ⊂ W. Supposons W̃k ⊂ W, soient w0 ∈W0, wk ∈Wk et g ∈ G, alors :

[w0, wk]g = w0wkg − wkw0g = w0wkg − wkgw0 = [w0, wkg]

or w0 = w0idG ∈ W0 ⋆ G ⊂ W et wkg ∈ W par hypothèse de récurrence. Ainsi,
W̃k+1 ⊂ W.

�

Remarque 4.3.6
• La propriété de l’algèbre de Weyl A1(C) utilisée dans cette démonstration est une

propriété plus forte que la simple finitude de l’algèbre des invariants A1(C)G en tant
qu’algèbre de Lie, et permet de construire une démonstration par une récurrence
facile.

• Les deux algèbres non-commutatives A1(C)G et A1(C) ⋆ G sont Morita équivalentes
par (2.4.10), et on constate qu’elles sont toutes deux des algèbres de Lie de type fini
pour le crochet de commutation. On est donc amené à se demander si la propriété
de finitude de l’algèbre de Lie est un invariant de Morita.

4.4 Exemples en dimension 4

4.4.1 Exemple du groupe de Weyl B2

On peut décrire B2 sous la forme du produit en couronne : B2 = (±1)2 ⋊S2. Le groupe
B2 agit sur A = C[x1, y1] ⊗ C[x2, y2] = C[x1, y1, x2, y2] de la manière suivante :

((g1, g2), σ) · (P1 ⊗ P2) = g1 · Pσ−1(1)(x1, y1) ⊗ g2 · Pσ−1(2)(x2, y2)

On pose H = (±1)2 sous-groupe de B2. L’algèbre des invariants sous l’action de H,

B := AH = C[x2
1, x1y1, y

2
1] ⊗ C[x2

2, x2y2, y
2
2 ],

est engendrée comme algèbre associative par ses éléments de degré 2. D’après le théorème
de Noether, AB2 = BB2/H est donc engendrée en tant qu’algèbre associative par ses élé-
ments de degré au plus 2 × [B2 : H] = 4. On détermine la série de Hilbert de AB2 grâce à
la formule de Molien ; on note τ la transposition τ = (1 2).

g ((1,1),id) ((1,1), τ) ((-1,1),id) ((-1,1),τ)

det(1 − gT ) (1 − T )4 (1 − T 2)2 (1 − T 2)2 (1 + T 2)2

g ((1,-1),id) ((1,-1),τ) ((-1,-1),id) ((-1,-1),τ)

det(1 − gT ) (1 − T 2)2 (1 + T 2)2 (1 + T )4 (1 − T 2)2
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Donc P (AB2) =
1

8

∑

g∈B2

1

det(1 − gT )
=

1 + T 2 + 4T 4 + T 6 + T 8

(1 − T 2)2(1 − T 4)4
= 1+3T 2 +11T 4 + ....

Ainsi AB2
2 a pour base x2

1 + x2
2, y

2
1 + y2

2 , et x1y1 + x2y2 ; et AB2
4 a pour base la famille de

11 éléments suivante :

y4
1 + y4

2 y2
1y

2
2

x1y
3
1 + x2y

3
2 x1y1y

2
2 + x2y2y

2
1

x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2 x2

1y
2
2 + x2

2y
2
1 et x1y1x2y2

x3
1y1 + x3

2y2 x1y1x
2
2 + x2y2x

2
1

x4
1 + x4

2 x2
1x

2
2

L’action de B2 conserve le degré, donc AB2 est graduée : AB2 =
⊕

n≥0

AB2
2n où :

AB2
2n =

[ n−1
2

]⊕

p=0

(
C2p[x

2
1, x1y1, y

2
1] ⊗ C2(n−p)[x

2
2, x2y2, y

2
2 ]

⊕C2(n−p)[x
2
1, x1y1, y

2
1 ] ⊗ C2p[x

2
2, x2y2, y

2
2 ]
)S2

⊕
(
Cn[x

2
1, x1y1, y

2
1] ⊗ Cn[x

2
2, x2y2, y

2
2]
)S2

dans le cas n pair

Pour p <
n

2
, V 2p

2n := (C2p[x
2
1, x1y1, y

2
1 ] ⊗ C2(n−p)[x

2
2, x2y2, y

2
2] ⊕ C2(n−p)[x

2
1, x1y1, y

2
1 ] ⊗

C2p[x
2
2, x2y2, y

2
2])

S2 est de dimension (2p + 1)(2(n − p) + 1) et a pour base

{xi1y
j
1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1x
i
2y
j
2; i+ j = 2p; k + l = 2(n− p)}.

Lorsque n est pair, V n
2n := (Cn[x

2
1, x1y1, y

2
1 ]⊗Cn[x

2
2, x2y2, y

2
2 ])

S2 est de dimension
(n+ 2)(n + 1)

2
et a pour base

{xi1y
j
1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1x
i
2y
j
2; i+ j = k + l = n, i ≤ k}.

Chaque sous-espace V −
− est stable sous l’action adjointe de AB2

2 = sl(2). De plus, V 0
2n est

une représentation irréductible de sl(2) : il est de dimension 2n+ 1 et le vecteur y2n
2 + y2n

1

est un vecteur propre pour h = x2y2 + x1y1 associé à la valeur propre 2n.
Le crochet de Poisson sur C[x1, y1, x2, y2] donné par {xi, yi} = 1 induit une structure

de Poisson sur AB2 .
Soit A la sous-algèbre de Lie de AB2 engendrée par ses éléments de degré ≤ 4.
Par récurrence sur n, on montre que AB2

2n ⊂ A.

• Pour n = 0, 1, 2, le résultat tient à la construction de A.
• Supposons le résultat vrai pour n ≥ 2, et montrons-le pour n+ 1 :

{x4
2 + x4

1, y
2n
2 + y2n

1 }︸ ︷︷ ︸
∈A

= 8n(x3
2y

2n−1
2 + x3

2y
2n−1
2︸ ︷︷ ︸

∈V 0
2n+2

)

Ainsi, A contient un élément de V 0
2n+2, et par l’action adjointe de AB2

2 ⊂ A, on a
finalement V 0

2n+2 ⊂ A.

Par récurrence sur p, on montre maintenant que ∀p = 0, ..., [
n + 1

2
], V 2p

2n+2 ⊂ A. On

suppose le résultat vrai pour 0 ≤ p ≤ [
n+ 1

2
] − 1, et montrons-le pour p+ 1.

Soient i, j, k, l tels que i+ j = 2p+ 2, k + l = 2(n− p). Alors k + l ≥ 3 d’où : k ≥ 2
ou l ≥ 2. Il suffit de montrer que xi1y

j
1x
k
2y
l
2 +xk1y

l
1x
i
2y
j
2 est dans A. On distingue alors

plusieurs cas :
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1. Si k ≥ 2 et i ≥ 2 :

{x2
1x

2
2,

∈A
B2
2n ⊂A︷ ︸︸ ︷

xi−2
1 yj1x

k−1
2 yl+1

2 + xk−1
1 yl+1

1 xi−2
2 yj2}

= (2j)(xi−1
1 yj−1

1 xk+1
2 yl+1

2 + xk+1
1 yl+1

1 xi−1
2 yj−1

2 )︸ ︷︷ ︸
∈V 2p

2n+2⊂A

+ 2(l + 1)︸ ︷︷ ︸
6=0

(xi1y
j
1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1x
i
2y
j
2)

2. Si l ≥ 2 et j ≥ 2 :

{y2
1y

2
2,

∈A
B2
2n ⊂A︷ ︸︸ ︷

xi1y
j−2
1 xk+1

2 yl−1
2 + xk+1

1 yl−1
1 xi2y

j−2
2 }

= (−2i)(xi−1
1 yj−1

1 xk+1
2 yl−1

2 + xk+1
1 yl−1

1 xi−1
2 yj−1

2 )︸ ︷︷ ︸
∈V 2p

2n+2⊂A

− 2(k + 1)︸ ︷︷ ︸
6=0

(xi1y
j
1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1x
i
2y
j
2)

3. Si k ≥ 2, i = 1 et j > 1 :

{x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2, y

j−1
1 xk2y

l
2 + xk1y

l
1y
j−1
2︸ ︷︷ ︸

∈A
B2
2n ⊂A

} = 2(l − k)(yj−1
1 xk+1

2 yl+1
2 + xk+1

1 yl+1
1 yj−1

2 )︸ ︷︷ ︸
∈V 2p

2n+2⊂A

+ (2(j − 1))︸ ︷︷ ︸
6=0

(x1y
j
1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1x2y

j
2)

4. Si Si l ≥ 2, j = 1 et i > 1

{x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2,

∈A
B2
2n ⊂A︷ ︸︸ ︷

xi−1
1 xk2y

l
2 + xk1y

l
1x
i−1
2 }

= (2(l − k))(xi−1
1 xk+1

2 yl+1
2 + xk+1

1 yl+1
1 xi−1

2 )︸ ︷︷ ︸
∈V 2p

2n+2⊂A

+ (−2(i − 1))︸ ︷︷ ︸
6=0

(xi1y1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1x
i
2y2)

5. Si i = 0 et j > 2 :

{x1y
3
1 + x2y

3
2, y

j−2
1 xk2y

l
2 + xk1y

l
1y
j−2
2︸ ︷︷ ︸

∈A
B2
2n ⊂A

} = (l − 3k)(yj−2
1 xk2y

l+2
2 + xk1y

l+2
1 yj−2

2 )︸ ︷︷ ︸
∈V 2p

2n+2⊂A

+ (j − 2)︸ ︷︷ ︸
6=0

(yj1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1y
j
2)

6. Si j = 0 et i > 2 :

{x3
1y1 + x3

2y2, x
i−2
1 xk2y

l
2 + xk1y

l
1x
i−2
2︸ ︷︷ ︸

∈A
B2
2n ⊂A

} = (3l − k)(xi−2
1 xk+2

2 yl2 + xk+2
1 yl1x

i−2
2 )︸ ︷︷ ︸

∈V 2p
2n+2⊂A

+ (−(i− 2))︸ ︷︷ ︸
6=0

(xi1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1x
i
2)
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7. Si i = 0, j = 2, et l ≥ 1 :

{y2
1y

2
2 , x

k+1
2 yl−1

2 + xk+1
1 yl−1

1︸ ︷︷ ︸
∈A

B2
2n ⊂A

} = (−2(k + 1))︸ ︷︷ ︸
6=0

(y2
1x

k
2y
l
2 + xk1y

l
1y

2
2)

8. Si j = 0, i = 2, et k ≥ 1 :

{x2
1x

2
2, x

k−1
2 yl+1

2 + xk−1
1 yl+1

1︸ ︷︷ ︸
∈A

B2
2n ⊂A

} = 2(l + 1)︸ ︷︷ ︸
6=0

(x2
1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1x

2
2)

9. Si i = j = 1 et l = k = n :

{x2
1x2y2 + x1y1x

2
2, x

n−1
2 yn+1

2 + xn−1
1 yn+1

1︸ ︷︷ ︸
∈A

B2
2n ⊂A

} = 2(x2
1x
n−1
2 yn+1

2 + xn−1
1 yn+1

1 x2
2)︸ ︷︷ ︸

∈A par le cas 8

+ 2(n + 1)︸ ︷︷ ︸
6=0

(x1y1x
n
2y

n
2 + xn1y

n
1x2y2)

10. Si i = j = 1 et l 6= k :

{x1y1x2y2, x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1︸ ︷︷ ︸

∈A
B2
2n ⊂A

} = 2(l − k)︸ ︷︷ ︸
6=0

(x1y1x
k
2y
l
2 + xk1y

l
1x2y2)

11. Si i = 0, j = 2, et l = 0 (ainsi k > 2) :

{y2
1x2y2 + x1y1y

2
2, x

k
2 + xk1︸ ︷︷ ︸

∈A
B2
2n ⊂A

} = (−2k)(x1y1x
k−1
2 y2 + xk−1

1 y1x2y2)︸ ︷︷ ︸
∈A par le cas 10

+ (−k)︸ ︷︷ ︸
6=0

(y2
1x

k
2 + xk1y

2
2)

12. Si j = 0, i = 2, et k = 0 (ainsi l > 2) :

{x2
1x2y2 + x1y1x

2
2, y

l
2 + yl1︸ ︷︷ ︸

∈A
B2
2n ⊂A

} = 2l(x1y1x2y
l−1
2 + x1y

l−1
1 x2y2)︸ ︷︷ ︸

∈A par le cas 10

+ (l)︸︷︷︸
6=0

(x2
1y
l
2 + yl1x

2
2)

Ainsi, on obtient un système générateur de cardinal 2 de AB2 en tant qu’algèbre de Lie
en considérant les vecteurs : H := 1 + (x1y1 + x2y2) et T := x1y1x2y2 + (x2

1 + x2
2) + (y2

1 +
y2
2) + (x4

1 + x4
2) + (y2

1y
2
2) qui permettent d’engendrer AB2

≤4.

4.4.2 Engendrement particulier

Cette propriété de finitude peut se démontrer par une autre méthode. La composante
homogène AB2

2 de degré 2 de l’algèbre des invariants s’identifie à l’algèbre de Lie sl2 en
posant :

E =
x2

1 + x2
2

2
, F = −

y2
1 + y2

2

2
, H = −(x1y1 + x2y2). (4.6)



4.4. Exemples en dimension 4 63

Le crochet étant de degré −2, chaque composante homogène An = C[x1, x2, y1, y2]n de A
est stable sous l’action adjointe de de V ect(E,F,H), donc est une représentation de sl2.
Chaque composante homogène se décompose donc en somme de sous-espaces propres de

H : An =
⊕

i∈Z

An(i). On considère alors V =

4⊕

n=0

An le sous-espace de A constitué des

polynômes de degré inférieur ou égal à 4. Le groupe B2 agit sur V , et V B2 est le sous-espace
de AB2 engendré linéairement par 1, E, F,H et les 11 éléments de la base de AB2

4 :

y4
1 + y4

2 y2
1y

2
2

x1y
3
1 + x2y

3
2 x1y1y

2
2 + x2y2y

2
1

x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2 x2

1y
2
2 + x2

2y
2
1 et x1y1x2y2

x3
1y1 + x3

2y2 x1y1x
2
2 + x2y2x

2
1

x4
1 + x4

2 x2
1x

2
2

On veut montrer que l’on obtient toute l’algèbre A par l’action répétée de V B2 sur une

copie de V : on pose A′ =
∞∑

k=0

(ad V B2)(k)(V ). Ainsi ad V B2(A′) ⊂ A′. Par hypothèse, on

a A≤4 = V ⊂ A′. Soit n > 4 fixé, tel que A<n ⊂ A′. Montrons qu’alors An ⊂ A′.

Cas n pair : On pose n = 2p, p ≥ 3. On a alors An =
⊕

i∈2Z

An(i), et toute sous-

sl2−représentation irréductible de An possède un vecteur propre de H associé à
la valeur propre 0. Montrons donc que An(0) ⊂ A′. L’espace vectoriel An(0) a pour
base les éléments Ri,j = xi1y

j
1x
p−i
2 yp−j2 , avec (i, j) ∈ {0, ..., p}2.

• Pour i = 0, ..., p − 1, j = 1, ..., p − 2, on considère le système d’inconnues Ri,j et
Ri+1,j+1 :

{y2
1y

2
2︸︷︷︸

∈V B2

, xi+1
1 yj−1

1 xp−i2 yp−2−j
2︸ ︷︷ ︸

∈A′

} = −2(i+ 1)Ri,j − 2(p − i)Ri+1,j+1

{x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2︸ ︷︷ ︸

∈V B2

, xi1y
j
1x
p−1−i
2 yp−1−j

2︸ ︷︷ ︸
∈A′

} = 2(i− j)(Ri,j −Ri+1,j+1)

Son déterminant vaut 4(i − j)(p + 1), qui s’annule uniquement pour i = j. En
inversant le système, on obtient que les Ri,j, pour i = 0, ..., p, j = 1, ..., p − 1 avec
i 6= j sont dans A′.

• Symétriquement, on considère le système pour i = 1, ..., p − 2, j = 0, ..., p − 1

{x2
1x

2
2︸︷︷︸

∈V B2

, xi−1
1 yj+1

1 xp−2−i
2 yp−j2︸ ︷︷ ︸

∈A′

} = 2(j + 1)Ri,j + 2(p− j)Ri+1,j+1

{x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2︸ ︷︷ ︸

∈V B2

, xi1y
j
1x
p−1−i
2 yp−1−j

2︸ ︷︷ ︸
∈A′

} = 2(i− j)(Ri,j −Ri+1,j+1)

qui permet de voir que les Ri,j , avec i = 1, ..., p− 1, j = 0, .., p, i 6= j sont dans A′.
En résumé, on a maintenant Ri,j ∈ A′, sauf pour les Ri,i, R0,p et Rp,0.

• Ensuite, on a {x1y
3
1 + x2y

3
2 , x1y1x

p−1
2 yp−3

2 } = −2R1,3 − 2pR1,1. Comme R1,3 ∈ A′,
on a R1,1 ∈ A′.

En utilisant la relation {y2
1y

2
2, x

i+1
1 yj−1

1 xp−i2 yp−2−j
2 } = −2(i+1)Ri,j−2(p−i)Ri+1,j+1,

on a par récurrence, R2,2 ∈ A′,...,Rp−1,p−1 ∈ A′.
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• Finalement, {y4
1 + y4

2, x
p+1
2 yp−3

2 } = −4(p+ 1)(xp2y
p
2). Ainsi, R0,0 ∈ A′

{y4
1 + y4

2, x
p+1
1 yp−3

1 } = −4(p + 1)(xp1y
p
1) donc Rp,p ∈ A′.

{x1y
3
1+x2y

3
2 , y

p−2
1 xp2} = (p−2)R0,p−3pR0,p−2. Comme R0,p−2 ∈ A′, on a R0,p ∈ A′.

Par symétrie, {x3
1y1 + x3

2y2, x
p−2
1 yp2} = −(p− 2)Rp,0 + 3pRp−2,0 montre que Rp,0 ∈

A′.
Ainsi An(0) ⊂ A′, et par l’action de la copie de sl2 ⊂ V B2 , on a An ⊂ A′.

Cas n impair : On pose n = 2p + 1, p ≥ 2. On a alors An =
⊕

i∈2Z+1

An(i), et toute

sous-sl2−représentation irréductible de An possède un vecteur propre de H associé à
la valeur propre 1. Montrons donc que An(1) ⊂ A′. L’espace vectoriel An(1) a pour
base les éléments Ri,j = xi1y

j
1x
p+1−i
2 yp−j2 , avec (i, j) ∈ {0, ..., p + 1} × {0, ..., p}.

• Pour i = 0, ..., p, j = 1, ..., p − 2, on considère le système d’inconnues Ri,j et
Ri+1,j+1 :

{y2
1y

2
2︸︷︷︸

∈V B2

, xi+1
1 yj−1

1 xp+1−i
2 yp−2−j

2︸ ︷︷ ︸
∈A′

} = −2(i+ 1)Ri,j − 2(p+ 1 − i)Ri+1,j+1

{x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2︸ ︷︷ ︸

∈V B2

, xi1y
j
1x
p−i
2 yp−1−j

2︸ ︷︷ ︸
∈A′

} = 2(i− j − 1)Ri,j + 2(j − i)Ri+1,j+1

Son déterminant vaut 4[(i− j−1)(p+2)+ i+1], qui ne s’annule pas. En inversant
le système, on obtient que les Ri,j, pour i = 0, ..., p + 1, j = 1, ..., p − 1 sont dans
A′.

• Symétriquement, on considère le système suivant, pour i = 1, ..., p−1, j = 0, ..., p−1

{x2
1x

2
2︸︷︷︸

∈V B2

, xi−1
1 yj+1

1 xp−1−i
2 yp−j2︸ ︷︷ ︸

∈A′

} = 2(j + 1)Ri,j + 2(p− j)Ri+1,j+1

{x2
1y

2
1 + x2

2y
2
2︸ ︷︷ ︸

∈V B2

, xi1y
j
1x
p−1−i
2 yp−1−j

2︸ ︷︷ ︸
∈A′

} = 2(i− j − 1)Ri,j + 2(j − i)Ri+1,j+1

Son déterminant vaut 4[(j− i+1)(p+1)− j−1], qui ne s’annule pas. En inversant
le système, on obtient que les Ri,j, pour i = 1, ..., p, j = 0, ..., p sont dans A′.
En résumé, on a maintenant Ri,j ∈ A′, sauf pour R0,0, R0,p, Rp+1,0, Rp+1,p.

• {y4
1 + y4

2, x
p+2
2 yp−3

2 } = −4(p + 2)(xp+1
2 yp2). Ainsi, R0,0 ∈ A′

. {y4
1 + y4

2, x
p+2
1 yp−3

1 } = −4(p+ 2)(xp+1
1 yp1). Ainsi, Rp+1,p ∈ A′.

{x1y
3
1 + x2y

3
2, y

p−2
1 xp2 + 1} = (p− 2)R0,p − 3(p+ 1)R0,p−2. Comme R0,p−2 ∈ A′, on

a R0,p ∈ A′.

Par symétrie, {x3
1y1 + x3

2y2, x
p−1
1 yp2} = −(p − 1)Rp+1,0 + 3pRp−1,0 montre que

Rp+1,0 ∈ A′.
Ainsi An(1) ⊂ A′, et par l’action de la copie de sl2 dans V B2 , on a An ⊂ A′.

En conclusion, on a A′ =

∞∑

k=0

(ad V B2)(k)(V ). En utilisant l’opérateur de Reynolds,

comme dans le cas des singularités de Klein, on en déduit que AB2 est engendrée comme
algèbre de Lie par les éléments de V B2 = AB2

≤4, donc par les deux éléments 1 + H et

T := x1y1x2y2 + (x2
1 + x2

2) + (y2
1 + y2

2) + (x4
1 + x4

2) + (y2
1y

2
2). En effet, T est la somme de 5

vecteurs propres pour l’action adjointe de H associés à des valeurs propres distinctes, donc
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l’action répétée de H sur T permet d’engendrer chacun de ces vecteurs : E, F (voir (4.6)),
et trois éléments de degré 4. AB2

4 est la somme de trois représentations irréductibles pour
l’algèbre de Lie (E,F,H), que l’on obtient par l’action de (E,F,H) sur les trois vecteurs
de degé 4 précédents.

4.4.3 Exemple du groupe de Weyl A2

Soit S′ = C[x1, x2, x3, y1, y2, y3], munie du crochet de Poisson symplectique donné par :
{xi, yi} = 1 (les autres crochets valent 0).

G = A2 = S3 agit par permutation des indices sur S′. On note A est la sous-algèbre
de S′ engendrée par x1 − x2, x1 − x3, y1 − y2 et y1 − y3. C’est une sous-algèbre de Poisson
graduée et un sous A2-module ; en fait : S′ = C[x1 + x2 + x3, y1 + y2 + y3] ⊗A.
Comme x1 +x2 +x3 et y1 + y2 + y3 sont A2-invariants : (S′)A2 = C[x1 +x2 +x3, y1 + y2 +
y3] ⊗AA2 . De plus, A est l’algèbre des polynômes en les éléments :

a1 = 2x1 − x2 − x3,
a2 = −x1 + 2x2 − x3,
b1 = 2y1 − y2 − y3,
b2 = −y1 + 2y2 − y3.

On pose également : a3 = −x1 − x2 + 2x3, b3 = −y1 − y2 + 2y3, de sorte que :

1. A2 agit sur a1, a2 et a3 par permutation des indices.

2. A2 agit sur b1, b2 et b3 par permutation des indices.

3. a1 + a2 + a3 = 0 et b1 + b2 + b3 = 0.

4. Le crochet de Poisson sur A est donné par le tableau suivant :

{·, ·} a1 b1 a2 b2
a1 0 6 0 -3

b1 -6 0 3 0

a2 0 -3 0 6

b2 3 0 -6 0

Déterminons la série de Hilbert de AA2 grâce à la formule de Molien.
On note τ la transposition τ = (1 2) et σ le cycle σ = (1 2 3).

g id τ σ

det(1 − gT ) (1 − T )4 (1 − T 2)2 (1 + T + T 2)2

Donc

P (AA2) =
1

6

∑

g∈A2

1

det(1 − gT )

=
1

6

(
1

(1 − T )4
+

3

(1 − T 2)2
+

2

(1 + T + T 2)2

)

= 1 + 3T 2 + 4T 3 + 6T 4 + 10T 5 + 17T 6 + ◦(T 6)
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On met en évidence la copie de sl(2) de AA2 : on considère les éléments de A suivants,
qui forment une base de AA2

2 :

E =
a2

1 + a2
2 + a2

3

18
=
a2

1 + a2
2 + a1a2

9
,

F = −
b21 + b22 + b23

18
= −

b21 + b22 + b1b2
9

,

H = −
a1b1 + a2b2 + a3b3

9
= −

2a1b1 + a1b2 + b1a2 + 2a2b2
9

,

Alors (E,F,H) forme une copie de sl(2) dans AA2 . E, F et H agissent par dérivation sur
A. L’action de E, F et H est donnée par :

{E, ·} = a1∂b1 + a2∂b2 ,
{F, ·} = b1∂a1 + b2∂a2 ,
{H, ·} = a1∂a1 + a2∂a2 − b1∂b1 − b2∂b2 .

D’autre part, on a donc A1(+1) = V ect(a1, a2) et A1(−1) = V ect(b1, b2).

Soit V = A0⊕A1⊕A2⊕A3. L’espace V A2 est un C-sous-espace vectoriel de dimension
8 de AA2 , dont une base est donnée par : 1, E, F,H, et les quatre éléments de degré 3 :

A :=
a2

1a2 + a1a
2
2

3
, A′ :=

a2
1b2 + 2a1a2(b1 + b2) + a2

2b1
3

,

B′ :=
a1b

2
2 + 2b1b2(a1 + a2) + a2b

2
1

3
, B :=

b21b2 + b1b
2
2

3
.

L’action de A et A′ est donnée par :

{A, ·} = (−a2
1 + 2a1a2 + 2a2

2)∂b1 + (2a2
1 + 2a1a2 − a2

2)∂b2 ,

{A′, ·} = (a2
1 − 2a1a2 − 2a2

2)∂a1 + (−2a2
1 − 2a1a2 + a2

2)∂a2
+(−2a1b1 + 2a1b2 + 2a2b1 + 4a2b2)∂b1 + (4a1b1 + 2a1b2 + 2a2b1 − 2a2b2)∂b2 .

On veut montrer que l’on obtient toute l’algèbre A par l’action répétée de A et A′ sur

une copie de V : on pose A =

∞∑

k=0

(ad V G)k(V ). Ainsi (ad V G)(A) ⊂ A. Par hypothèse, on

a A≤3 = V ⊂ A. Soit n > 3 fixé, tel que A<n ⊂ A. Montrons qu’alors An ⊂ A.

Cas n = 4 : A4(0) a pour base les éléments Ri,j = ai1b
j
1a

2−i
2 b2−j2 , (i, j) ∈ {0, ..., 2}2 . Le

calcul des crochets {A, a0
1b
j
1a

0
2b

3−j
2 } avec 0 ≤ j ≤ 3 et {A′, ai1b

j
1a

1−i
2 b2−j2 } avec 0 ≤ i ≤

1 et 0 ≤ j ≤ 3 forme un système de 10 équations en les neuf Ri,j , (i, j) ∈ {0, ..., 2}2 .
En ne conservant que les 9 premières équations, on obtient un système de déterminant
non nul, donc inversible, donc les Ri,j, (i, j) ∈ {0, ..., 2}2 sont dans A.

Cas n = 5 : On procède de la même manière : A5(1) a pour base les éléments Ri,j =

ai1b
j
1a

3−i
2 b2−j2 , (i, j) ∈ {0, ..., 3} × {0, ..., 2}. Le calcul des crochets {A, ai1b

j
1a

1−i
2 b3−j2 }

avec 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j ≤ 3 et {A′, ai1b
j
1a

2−i
2 b2−j2 } avec 0 ≤ i ≤ 2 et 0 ≤ j ≤ 2 forme

un système de 17 équations en les 12 Ri,j . En ne conservant que les 12 premières
équations, on obtient un système de déterminant non nul, donc inversible, donc les
Ri,j, (i, j) ∈ {0, ..., 2}2 sont dans A.
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Cas n = 6 : A6(0) a pour base les éléments Ri,j = ai1b
j
1a

2−i
2 b2−j2 , (i, j) ∈ {0, ..., ”′}2. Le

calcul des crochets {A, a0
1b
j
1a

0
2b

3−j
2 } avec 0 ≤ i ≤ 1, 0 ≤ j ≤ 3 et {A′, ai1b

j
1a

1−i
2 b2−j2 }

avec 0 ≤ i ≤ 2 et 0 ≤ j ≤ 2 forme un système de 17 équations en les 16 Ri,j,
(i, j) ∈ {0, ..., 3}2 . En ne conservant que les 16 premières équations, on obtient un
système de déterminant non nul, donc inversible, donc les Ri,j, (i, j) ∈ {0, ..., 3}2 sont
dans A.

Cas n impair > 5 : On pose n = 2p + 1, avec p > 2. Alors A2p+1(1) a pour base les
éléments

Ri,j = ai1b
j
1a
p+1−i
2 bp−j2 , (i, j) ∈ {0, ..., p + 1} × {0, ..., p}.

Le calcul des crochets

{A, ai1b
j
1a
p−1−i
2 bp+1−j

2 }, avec 0 ≤ i ≤ 2, 0 ≤ j ≤ 2

et {A′, ai1b
j
1a
p−i
2 bp−j2 }, avec 0 ≤ i ≤ 2, 0 ≤ j ≤ 1

permet de former un système de 15 équations en les 15 Ri,j avec 0 ≤ i ≤ 4, 0 ≤ j ≤ 2,
dont le déterminant vaut 5971968p4(p+ 3)(p+ 1)3(p− 1)5 6= 0. Le système est donc
inversible, donc les Ri,j, (i, j) ∈ {0, ..., 4} × {0, ..., 2} sont dans A.
On procède alors par récurrence sur j ∈ {0, ..., p}.
• Pour j = 0, d’après ce qui précède, les Ri,0 pour i de 0 à 4, sont dans A. L’égalité

suivante

{A, ai1b
0
1a
p−1−i
2 bp+1

2 } = (p + 1)(−Ri,0 + 2Ri+1,0 + 2Ri+2,0)

montre alors par récurrence sur i que tous les Ri,0 avec 0 ≤ i ≤ p+ 1 sont dans A.

• Soit j > 0. On suppose que tous les Ri,j′ sont dans A pour j′ < j et 0 ≤ i ≤ p+ 1.
⋆ On considère alors les égalités suivantes

{A, a0
1b
j
1a
p−1
2 bp+1−j

2 } = (p+ 1 − j)(−R0,j + 2R1,j + 2R2,j)
+j(2R0,j−1 + 2R1,j−1 −R2,j−1)

{A′, bj−1
1 ap2b

p+1−j
2 } = 2(p + 1 − j)(R0,j + 2R1,j)

+2(j − 1)(2R0,j−2 +R1,j−2)
+(4j − 4 − p)R0,j−1 + (−4j + 4)R1,j−1 + (−2p)R2,j−1

{A′, a1b
j−1
1 ap−1

2 bp+1−j
2 } = 2(p + 1 − j)(R1,j + 2R2,j)

2(j − 1)(2R1,j−2 +R2,j−2)
−2R0,j−1 + (−3 + 4j − 4 − p)R1,j−1

+(3 − 4j + 4)R2,j−1 + (2 − 2p)R3,j−1

Elles permettent de former un système d’inconnues R0,j , R1,j et R2,j de déter-
minant −24(p+ 1− j)3 6= 0, donc en inversant le système R0,j , R1,j et R2,j sont
dans A.

⋆ Ensuite, l’égalité

{A, ai1b
j
1a
p−1−i
2 bp+1−j

2 } = j(2Ri,j−1 + 2Ri+1,j−1 −Ri+2,j−1)
+(p+ 1 − j)(−Ri,j + 2Ri+1,j + 2Ri+2,j)

montre, par récurrence sur i, que tous les Ri,j avec 0 ≤ i ≤ p+ 1 sont dans A.
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Cas n pair > 6 : On pose n = 2p. Alors A2p(0) a pour base les éléments

Ri,j = ai1b
j
1a
p−i
2 bp−j2 , (i, j) ∈ {0, ..., p}2.

Le calcul des crochets

{A, ai1b
j
1a
p−2−i
2 bp+1−j

2 } avec 0 ≤ i ≤ 2, 0 ≤ j ≤ 2

et {A′, ai1b
j
1a
p−i
2 bp−j2 }, avec 0 ≤ i ≤ 2, 0 ≤ j ≤ 1

forme un système de 15 équations en les 15 Ri,j avec 0 ≤ i ≤ 4, 0 ≤ j ≤ 2, dont le
déterminant vaut 5971968p4(p+3)(p+1)3(p−1)5 6= 0. Le système est donc inversible,
donc les Ri,j, (i, j) ∈ {0, ..., 4} × {0, ..., 2} sont dans A.
En procédant comme dans le cas impair, on montre que tous les Ri,j sont dans A.

En conclusion, on a A =

∞∑

k=0

(ad V G)(k)(V ). En utilisant l’opérateur de Reynolds,

comme précédemment, on en déduit que AG est engendrée comme algèbre de Lie par les
éléments de V G = AG

≤3, et donc finalement par les deux éléments 1 +H et E + F +A.
Dans ce cas, on trouve un système générateur minimal, mais dont le cardinal est stric-

tement supérieur à la dimension du HP0, qui vaut 1 (cf [AF09]). Ceci est dû au fait qu’un
seul élément ne peut engendrer qu’une algèbre de Lie abélienne de dimension 1.



Chapitre 5

Algèbres de Poisson issues du cas

multiplicatif

5.1 Invariants multiplicatifs

On considère un Z-module libre L de rang fini, et G un groupe fini agissant sur L par
automorphismes. Cette action induit alors une action par automorphismes de C-algèbre sur
l’algèbre du groupe C[L]. L’algèbre d’invariants étudiée dans cette situation est l’algèbre
C[L]G. Nous étudions ici le cas du réseau L de rang 2. En choisissant une Z-base (x, y)
de L, on peut identifier L au réseau Z

2, et l’action d’un groupe G sur L est alors donnée
par un sous-groupe de GL(2,Z). L’algèbre du groupe C[L] est l’algèbre des polynômes de
Laurent C[x±1, y±1]. On utilisera la notation suivante pour les monômes de Laurent :

T (a,b) := xayb, ∀ (a, b) ∈ Z
2.

De cette façon, l’action d’un élément g du groupe GL(2,Z) sur un monôme peut s’écrire :

g · T (a,b) = T g·(a,b), ∀ (a, b) ∈ Z
2.

Par exemple, si g est la matrice

(
−1 1
0 1

)
, son action sur C[x±1, y±1] est déterminée par

l’image des générateurs x ety :

g(x) = x−1 et g(y) = xy.

La théorie des invariants multiplicatifs concerne l’étude de la sous-algèbre C[x±1, y±1]G,
pour un sous-groupe donné G de GL(2,Z).

5.1.1 Structure de Poisson

On munit l’algèbre commutative C[x, y] d’un crochet de Poisson qui est un analogue
du crochet de Poisson symplectique, défini par

{x, y} = xy.

On obtient alors pour les monômes :

{xayb, xcyd} = (ad− bc)xa+cyb+d.

69
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Proposition 5.1.1
Pour ce crochet de Poisson, le groupe d’homologie de Poisson en degré zéro de l’algèbre
(C[x, y], {·, ·}) n’est pas de dimension finie.

Démonstration : Lorsqu’on effectue le crochet de deux polynômes, on obtient une
combinaison linéaire de monômes de la forme xa+cyb+d avec a + c ≥ 1 et b+ d ≥ 1.
En effet, si a+ c = 0, avec a, c ∈ N, alors a = c = 0, et le coefficient (ad− bc) est nul.
De plus, tout monôme de la forme xayb avec a ≥ 1 et b ≥ 1 peut être obtenu comme
un crochet :

{x, xa−1yb} = bxayb

Ainsi, l’algèbre se décompose en une somme directe :

C[x, y] = C

⊕

n≥1

Cxn
⊕

n≥1

Cyn
⊕

{C[x, y],C[x, y]}.

�

Corollaire 5.1.2
L’algèbre de Lie (C[x, y], {·, ·}) n’est pas de type fini.

On étend maintenant la structure de Poisson définie précédemment sur l’algèbre de
polynômes C[x, y] à sa localisation A := C[x±1, y±1]. L’ensemble S = {xmyn;m,n ∈ N}
est une partie multiplicative de C[x, y], telle que A = C[x±1, y±1] = S−1[x, y] ; on étend
le crochet de Poisson défini précédemment à A = C[x±1, y±1] par la formule (2.1) de la
section 2.2.1. On obtient alors pour les monômes de Laurent :

{xayb, xcyd} = (ad− bc)xa+cyb+d, ∀a, b, c, d ∈ Z.

Proposition 5.1.3
Soit A l’algèbre de Poisson défini précédemment. Alors son groupe d’homologie de Poisson
en degré zéro HP0(A) est de dimension 1.

Démonstration : D’après la formule précédente, pour tous a, b, c, d ∈ Z,

{xa+byb−a, x−bya} = (a2 + b2)xayb

Donc pour (a, b) 6= (0, 0), xayb ∈ {A,A}. Par ailleurs, si a + c = b + d = 0, alors le
coefficient (ad− bc) est nul. Ainsi, le crochet de deux éléments de A a nécessairement
un terme constant nul. On a donc montré que

A = C ⊕ {A,A}.

�

Le groupe d’homologie de Poisson en degré zéro étant de dimension finie, on peut
maintenant s’intéresser à la propriété de l’engendrement par un nombre fini d’éléments de
l’algèbre de Lie (A, {·, ·}).

Proposition 5.1.4
L’algèbre de Lie (A, {·, ·}) est de type fini.
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Démonstration : On considère la famille (1, x, y, x−1, y−1) et on note A la sous-
algèbre de Lie qu’elle engendre. Par récurrence sur |a|+ |b|, avec a, b ∈ Z

∗, on montre
d’abord que les monômes xayb sont dans A. Les cas de xa, ya sont traités ultérieure-
ment.
• Si |a| + |b| = 2 : alors (a, b) = (1, 1) ou (−1,−1) ou (−1, 1) ou (1,−1).

xy = {x, y}, x−1y−1 = {x−1, y−1}, x−1y = −{x−1, y}, xy−1 = −{x, y−1}.

Donc les éléments xy, x−1y−1, x−1y, xy−1 sont dans A.
• Si |a|+ |b| > 2, alors |a| ≥ 2 ou |b| ≥ 2. Sans perte de généralité, on peut supposer

que |a| ≥ 2.
⋆ Si a ≥ 2 : Comme x et xa−1yb sont dans A par hypothèse de récurrence,

xayb =
−1

b
{xa−1yb, x} ∈ A.

⋆ Si a ≤ −2 : Comme x−1 et xa+1yb sont dans A par hypothèse de récurrence,

xayb =
1

b
{xa+1yb, x−1} ∈ A.

Maintenant xa =
−1

a
{xay, y−1} pour a 6= 0, et yb =

1

b
{xyb, x−1} pour b 6= 0.

Ainsi, A contient tous les monômes de Laurent (xayb), d’où A = C[x±1, y±1].
�

Remarque 5.1.5
Ainsi, (1, x, y, x−1, y−1) est un système générateur de l’algèbre de Lie A = C[x±1, y±1].
On peut en tirer un système générateur de cardinal plus petit. En effet, la famille de trois
éléments (1 + x, y, x−1y−1) engendre une algèbre de Lie qui contient la famille précédente,
donc engendre toute l’algèbre de polynômes de Laurent. La question de savoir si l’on peut
trouver un système générateur de cardinal 2 reste posée.

Comme conséquence de cet engendrement fini par les éléments 1, x, y, x−1, y−1, on
peut déterminer les idéaux de Lie de A. On notera A+ l’espace vectoriel engendré par les
monômes de Laurent non constants, et on appellera longueur d’un polynôme de Laurent
le nombre de monômes distincts qui le composent.

Proposition 5.1.6
Les seuls idéaux de Lie de (A, {·, ·}) sont C, A+ et A.

Démonstration : Soit I un idéal de Lie de A non restreint à C, et

u = a1x
α1yβ1 + ...+ asx

αsyβs

un élément de longueur minimale s parmi les éléments non constants de I. On va
montrer que cette longueur est nécessairement s = 1. Pour cela supposons s ≥ 2.
Pour tout (i, j) ∈ Z

2, comme I est un idéal de Lie, l’élément

{xiyj , u} =
s∑

k=1

ak(iαk − jβk)x
i+αkyj+βk

est aussi un élément de I, et il est de longueur inférieure ou égale à celle de u. Deux
situations sont alors possibles.
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• S’il existe un couple (i, j) ∈ Z
2 \ 0 tel que tous les (αk, βk) sont colinéaires à (i, j),

alors il existe des nombres rationnels λk deux à deux distincts tels que (αk, βk) =
λk(i, j), pour tout k = 1, ..., s. Ainsi

{xjy−i, u} =

s∑

k=1

2akλkijakx
j+λkiy−i+λkj

est un élément non constant de I, de même longueur que u, et dans lequel les couples
d’exposants des monômes (j + λki,−i+ λkj) sont deux à deux non colinéaires.

• On peut donc supposer qu’il existe au moins deux couples d’exposants, par exemple
(α1, β1) et (α2, β2), qui ne soient pas colinéaires dans R

2. Alors {xα1yβ1, u} est un
élément de I non constant, de longueur strictement inférieure à celle de u.

En conclusion, u est nécessairement de longueur 1, ce qui signifie que I contient un
monôme u = xαyβ 6= 1, avec (α, β) 6= 0. Sans perte de généralité, on peut supposer
α 6= 0. Alors I contient

{x−αy1−β , u} = −αy,

donc I contient y, ainsi que {xy−1, y} = x. De même, I contient x−1 et y−1, donc I
contient les générateurs de A comme algèbre de Lie, sauf éventuellement la constante
1. On en conclut que I contient A+, et donc I = A+ ou I = A.

�

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 5.1.7
Le quotient A/C est une algèbre de Lie simple.

5.1.2 Calculs d’invariants

On pose D =

(
−1 0
0 1

)
, S =

(
0 1
1 0

)
, X =

(
1 −1
1 0

)
.

D’après [Lor05], les sous-groupes finis de GL(2,Z) sont, à conjugaison près, ceux de la
classification :

groupe générateurs ordre groupe générateurs ordre
G1 X,S 12 G7 X 6
G2 D,S 8 G8 DS 4

G3 X2,−S 6 G9 X2 3

G4 X2, S 6 G10 X3 = −Id 2
G5 D,−D 4 G11 D 2
G6 S,−S 4 G12 S 2

Soit g =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z), alors :

{g · x, g · y} = {xayc, xbyd} = (ad− bc)xa+byc+d = (ad− bc)(g · (xy))

Ainsi, g est un isomorphisme de Poisson si et seulement si g est dans SL(2,Z). Parmi les
groupes précédents, ceux qui agissent par automorphismes de Poisson sur C[x±1, y±1] sont
donc les sous-groupes finis de SL(2,Z) :

G7 =

〈(
1 −1
1 0

)〉
,G8 =

〈(
0 −1
1 0

)〉
,G9 =

〈(
0 −1
1 −1

)〉
,G10 =

〈(
−1 0
0 −1

)〉
.
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On constate que pour chacun de ces groupes, le générateur g choisi a ses coefficients anti-
diagonaux opposés, donc vérifie la relation suivante :

(
0 1
1 0

)−1

g

(
0 1
1 0

)
= g−1

Ainsi, lorsque G est l’un des quatre groupes précédents, on a finalement

(
0 1
1 0

)−1

G

(
0 1
1 0

)
= G

Afin d’étudier la structure de Poisson des algèbres d’invariants de C[x±1, y±1] sous
l’action d’un sous-groupe fini G de SL(2,Z), il suffit d’étudier le cas des quatre sous-
groupes précédents. En effet, si H est un sous-groupe fini de SL(2,Z), il est conjugué dans
GL(2,Z) à un groupe G choisi dans la liste G7, G8, G9, G10, donc il existe un élément g de
GL(2,Z) tel que G = g−1Hg. Si det(g) = −1, d’après ce qui précède, on a également

G =

(
0 1
1 0

)−1

G

(
0 1
1 0

)
=

(
g

(
0 1
1 0

))−1

Hg

(
0 1
1 0

)
,

où g

(
0 1
1 0

)
est de déterminant 1. Finalement, H et G sont conjugués dans SL(2,Z) :

il existe un élément g de SL(2,Z) tel que G = g−1Hg. Le morphisme de C-algèbres

P ∈ C[x±1, y±1]G 7→ g · P ∈ C[x±1, y±1]H

est alors un isomorphisme d’algèbres de Poisson.

Pour chaque algèbre d’invariants C[x±1, y±1]G, où G est l’un des quatre groupes de la
table précédente, on a

C[x±1, y±1]G = ρG(
⊕

(a,b)∈Z2

C xayb) =
∑

(a,b)∈Z2

C ρG(xayb)

où ρG est l’opérateur de Reynolds : P ∈ C[x±1, y±1] 7→
1

|G|

∑

g∈G

g · P ∈ C[x±1, y±1]G.

Pour (a, b) ∈ Z
2, on définit les éléments

Ra,b = ρG(T (a,b)) =
1

|G|

∑

g∈G

T g·(a,b) =
1

|G|

∑

(i,j)∈G·(a,b)

T (i,j).

Ils engendrent l’espace vectoriel C[x±1, y±1]G. Le réseau Z
2 est la réunion disjointe de ses

orbites sous l’action de G, et pour chaque orbite O, on choisit un représentant (aO, bO).
Du fait que les T (i,j) sont linéairement indépendants sur C, les RaO ,bO forment une base
de C[x±1, y±1]G en tant qu’espace vectoriel. Pour chacun des groupes étudiés, on choisira
explicitement les représentants (aO, bO) des orbites de Z

2 sous l’action de G de manière à
ce qu’ils permettent d’effectuer assez simplement des raisonnements récursifs.
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5.2 Correspondance à la McKay

Pour chaque sous-groupe fini G de GL(2,Z), la sous-algèbre des invariants C[x±1, y±1]G

a fait l’objet d’une étude dans [Lor05]. Lorsque G est un sous-groupe du groupe spécial
linéaire SL(2,Z), la structure de cette algèbre est la suivante : C[x±1, y±1]G est engendrée
par trois générateurs, qui vérifient une relation, explicitée dans le tableau suivant :

G Générateurs et relations

ξ1 = x+ x−1

G10 ≃ C2 ξ2 = y + y−1

θ = xy + x−1y−1

relation : θξ1ξ2 = θ2 + ξ21 + ξ22 − 4

η+ = x+ y + x−1y−1

G9 ≃ C3 η− = x−1 + y−1 + xy

ϕ = xy2 + x−2y−1 + xy−1 + 6

relation : ϕη+η− = η3
+ + η3

− + ϕ2 − 9ϕ+ 27

σ1 = ξ1 + ξ2
G8 ≃ C4 σ2 = ξ1ξ2

ρ = xy2 + x−1y−2 + x2y−1 + x−2y + 3σ1

relation : ρ2 = ρσ1(σ2 + 4) + 4σ2
1σ2 − σ4

1 − σ2(σ2 + 4)2

τ1 = η+ + η−
G7 ≃ C6 τ2 = η+η−

σ = η+ϕ+ η−ϕ− où ϕ− = x−1y−2 + x2y + x−1y + 6

relation : σ2 = τ1(τ2 + 9)σ − τ2(τ2 + 9)2 + (τ2
1 − 4τ2)(3τ1τ2 − τ3

1 − 27)

Grâce à cette description, on peut considérer C[x±1, y±1]G comme l’algèbre des fonc-
tions sur une surface définie par la relation, dans l’espace affine de dimension 3. Ces surfaces
possèdent des singularités isolées, et pour chacune de ces singularités, on peut construire
une désingularisation et obtenir ainsi le type de la singularité. On effectue pour cela des
éclatements successifs de la singularité [Die74]. Les résultats obtenus sont résumés dans la
proposition suivante.

Proposition 5.2.1
• Dans le cas G = G10, la surface a quatre points singuliers de type A1.
• Dans le cas G = G9, la surface a trois points singuliers de type A2.
• Dans le cas G = G8, la surface a un point singulier de type A1, et deux de type A3.
• Dans le cas G = G7, la surface a un point singulier de type A1, un de type A2, et un

de type A5.

Démonstration : La preuve se fait par une analyse des singularités au cas par
cas. A titre d’exemple, on donne les détails des calculs pour une des singularités de
chacune des surfaces, choisie parmi celles de plus grande multiplicité.

• Pour le groupe G = G10, on étudie une singularité de type A1. On pose d’abord

F = X1X2X3 −X2
1 −X2

2 −X2
3 + 4.
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Le système d’équations (∂F/∂X1 = 0, ∂F/∂X2 = 0∂F/∂X3 = 0) est explicite-
ment : 




X2X3 − 2X1 = 0
X1X3 − 2X2 = 0
X1X2 − 2X3 = 0

La troisième équation permet d’écrire X3 = X1X2/2. Après avoir remplacé X3

dans les deux autres équations, le système se réduit à

{
X1X

2
2 − 4X1 = 0

X2
1X2 − 4X2 = 0,

Si X1 = 0, on obtient la solution (0, 0, 0). Sinon, X2 est également non nul et on
peut simplifier le système {

X2
2 − 4 = 0

X2
1 − 4 = 0,

Les solutions sont donc (2, 2, 2), (−2, 2,−2), (2,−2,−2), (−2,−2, 2) qui sont sur la
surface définie par F , et (0, 0, 0) qui est sur la surface définie par F −4. Nous allons
voir que le point singulier de (F ) de coordonnées (2, 2, 2) est de type A1. On effectue
d’abord un changement de coordonnées : X ′

1 = X1 − 2,X ′
2 = X2 − 2,X ′

3 = X3 − 2
afin de ramener la singularité à l’origine. Pour des raisons de commodité, on appelle
encore X1, X2, X3 les nouvelles variables. Ainsi F devient

F0(X1,X2,X3) = F (X1 + 2,X2 + 2,X3 + 2).

Maintenant, on effectue un éclatement de l’origine. Pour simplifier les notations,
on écrit X := (X1,X2,X3) un élément de C

3 et x := (x1, x2, x3) un élément de
P2(C). Considérons la variété

Γ := {(X,x) ∈ C
3 × P2(C)/∃λ ∈ C,X = λx}.

La projection sur la première coordonnée p : (X,x) ∈ Γ 7→ X ∈ C
3 est un mor-

phisme de variétés tel que p−1(0) = {0} × P2(C), et induit un isomorphisme de
U := Γ \ p−1(0) sur C

3 \ {0}. La surface S := {X ∈ C
3/F0(X) = 0} possède une

singularité isolée à l’origine. On pose alors

SU := p−1(S \ {0}) = {(X,x) ∈ U ;F0(X) = 0}.

Pour (X,x) ∈ U , X = λx, la relation F0(X) = 0 est équivalente à

2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3 − x2
1 − x2

2 − x2
3 + λQ(x1, x2, x3) = 0,

où Q ∈ Z[λ][X1,X2,X3]. On en déduit que l’adhérence SΓ de SU dans Γ est SΓ =
SU ∪ E, où

E := {(0, x) ∈ Γ/(x1 − x2 − x3)
2 − 4x2x3 = 0},

où q(x) = (x1 − x2 − x3)
2 − 4x2x3 est une forme quadratique non dégénérée,

donc E est une conique projective D, isomorphe à la droite projective. L’étude des
cartes de S montre que cette modification n’a aucun point singulier sur sa fibre
exceptionnelle. La désingularisation obtenue pour la singularité est donc une droite
projective, et correspond donc à une singularité de type A1.
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• Pour le groupe G = G9, on étudie une singularité de type A2. On pose d’abord

F = −X1X2X3 +X3
1 +X3

2 +X2
3 − 9X3 + 27.

Le système d’équations (∂F/∂X1 = 0, ∂F/∂X2 = 0, ∂F/∂X3 = 0) est explicite-
ment : 




3X2
1 −X2X3 = 0

3X2
2 −X1X3 = 0

2X3 −X1X2 − 9 = 0

La troisième équation permet d’écrire X3 = (X1X2 + 9)/2. Après avoir remplacé
X3 dans les deux autres équations, le système se réduit à

{
6X2

1 −X2(X1X2 + 9) = 0 (L1)

6X2
2 −X1(X1X2 + 9) = 0 (L2),

que l’on peut réécrire sous la forme :

{
6(X2

1 +X2
2 ) − (X1 +X2)(X1X2 + 9) = 0

(X1 −X2)(6(X1 +X2) +X1X2 + 9) = 0

(
(L1) + (L2)
(L1) − (L2)

)

Si X1 = X2, la première equation donne X1(X1 − 3)2 = 0, qui fournit les solutions
(0, 0, 9/2) et (3, 3, 9). Sinon, le système équivaut à

{
6(X1 +X2)

2 − 12X1X2 − (X1 +X2)(X1X2 + 9) = 0
X1X2 = −6(X1 +X2) − 9

c’est-à-dire X1 +X2 = −3 et X1X2 = 9, amenant aux solutions :

(
−3

2
+

3i
√

3

2
,
−3

2
−

3i
√

3

2
, 9

)
et

(
−3

2
−

3i
√

3

2
,
−3

2
+

3i
√

3

2
, 9

)
.

En conclusion, le système possède quatre solutions :

(3, 3, 9),

(
−3

2
+

3i
√

3

2
,
−3

2
−

3i
√

3

2
, 9

)
,

(
−3

2
−

3i
√

3

2
,
−3

2
+

3i
√

3

2
, 9

)
,

qui sont sur la surface définie par F , et (0, 0, 9/2) qui est sur la surface définie par
F −27/4. Nous allons voir que le point singulier de (F ) de coordonnées (3, 3, 9) est
de type A2. On effectue d’abord un changement de coordonnées :X ′

1 = X1−3,X ′
2 =

X2 − 3,X ′
3 = X3 − 9 afin de ramener la singularité à l’origine. Pour des raisons de

commodité, on appelle encore X1, X2, X3 les nouvelles variables. Ainsi F devient

F0(X1,X2,X3) = F (X1 + 3,X2 + 3,X3 + 9).

Maintenant, on effectue un éclatement de l’origine. Pour simplifier les notations,
on écrit X := (X1,X2,X3) un élément de C

3 et x := (x1, x2, x3) un élément de
P2(C). Considérons la variété

Γ := {(X,x) ∈ C
3 × P2(C)/∃λ ∈ C,X = λx}.

La projection sur la première coordonnée p : (X,x) ∈ Γ 7→ X ∈ C
3 est un mor-

phisme de variétés tel que p−1(0) = {0} × P2(C), et induit un isomorphisme de
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U := Γ \ p−1(0) sur C
3 \ {0}. La surface S := {X ∈ C

3/F0(X) = 0} possède une
singularité isolée à l’origine. On pose alors

SU := p−1(S \ {0}) = {(X,x) ∈ U ;F0(X) = 0}.

Pour (X,x) ∈ U , X = λx, la relation F0(X) = 0 est équivalente à

9x2
1 + 9x2

2 − 9x1x2 − 3x1x3 − 3x2x3 + x2
3 + λQ(x1, x2, x3) = 0,

où Q ∈ Z[λ][X1,X2,X3]. On en déduit que l’adhérence SΓ de SU dans Γ est SΓ =
SU ∪ E, où

E := {(0, x) ∈ Γ/9x2
1 + 9x2

2 − 9x1x2 − 3x1x3 − 3x2x3 + x2
3 = 0}.

Alors pSΓ
: SΓ → S est une modification de S à l’origine, dont la fibre exceptionnelle

E est la réunion de deux droites projectives D1 et D2, d’équations respectives :

D1 : 2x3 + (−3 + 3
√

3)x1 + (−3 − 3
√

3)x2 = 0

D2 : 2x3 + (−3 − 3
√

3)x1 + (−3 + 3
√

3)x2 = 0

et dont le point d’intersection a pour coordonnées (1, 1, 3). En conclusion, pSΓ
est

birationnelle, et induit un isomorphisme de SΓ \ E sur S \ {0}.
On recherche maintenant les points singuliers de SΓ qui se trouvent sur E. On
utilise les cartes usuelles sur P2(C), afin de construire des cartes sur SΓ. Soit
U3 := {(X,x) ∈ Γ/x3 6= 0} et l’application ϕ3 : U3 → C

3 définie par ϕ3((X,x)) =

(
x1

x3
,
x2

x3
,X3). ϕ3 est un isomorphisme de variétés de SΓ ∩ U3 sur la surface

{(a, b,X3) ∈ C
3/F (2)(a, b,X3) = 0},

où
F (2)(X1,X2,X3) = X3

1X3 +X3
2X3 + 9X2

1 + 9X2
2 − 9X1X2

−3X1 − 3X2 −X1X2X3 + 1

Le but est maintenant de trouver les points singuliers de cette surface qui sont sur
ϕ3(E). Pour cela, il suffit de résoudre le système suivant (X3 = 0, F (2)(X1,X2,X3) =
0, ∂X1F

(2)(X1,X2,X3) = 0, ∂X2F
(2)(X1,X2,X3) = 0, ∂X3F

(2)(X1,X2,X3) = 0),
qui n’a aucune solution. On peut également définir les autres cartes usuelles (U1, ϕ1)
et (U2, ϕ2), pour constater qu’elles ne font apparaître aucun point singulier de SΓ

contenu dans E. Ainsi, la modification obtenue n’a aucun point singulier sur sa
fibre exceptionnelle. La désingularisation obtenue pour la singularité est donc la
réunion de deux droites projectives dont le diagramme d’intersection est de type
A2.

• Pour le groupe G = G8, on étudie une singularité de type A3. On pose d’abord

F = X2
3 −X3X1(X2 + 4) − 4X2

1X2 +X4
1 +X2(X2 + 4)2.

Le système d’équations (∂F/∂X1 = 0, ∂F/∂X2 = 0∂F/∂X3 = 0) est explicite-
ment : 




−X3(X2 + 4) − 8X1X2 + 4X3
1 = 0

−X3X1 − 4X2
1 + (X2 + 4)(3X2 + 4) = 0

2X3 −X1(X2 + 4) = 0
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La troisième équation permet d’écrire X3 = X1(X2 + 4)/2. Après avoir remplacé
X3 dans les deux autres équations, le système se réduit à

{
X1((X2 + 4)2 + 16X2 − 8X2

1 ) = 0

−X2
1 (X2 + 4) − 8X2

1 + 2(X2 + 4)(3X2 + 4) = 0

Si X1 = 0, les solutions sont (0,−4, 0) et (0,−4/3, 0). Sinon, le système se réduit à

{
(X2 + 4)2 + 16X2 − 8X2

1 = 0 (L1)

−X2
1 (X2 + 12) + 2(X2 + 4)(3X2 + 4) = 0 (L2)

que l’on peut réécrire sous la forme :

{
(X2 + 4)2 + 16X2 − 8X2

1 = 0

(X2 − 4)3 = 0

(
(L1)

(X2 + 12)(L1) − 8(L2)

)

On obtient donc deux nouvelles solutions (4, 4, 16) et (−4, 4,−16). En conclusion,
le système possède quatre solutions : (0,−4, 0), (4, 4, 16), (−4, 4,−16) qui sont sur
la surface définie par F , et (0,−4/3, 0) qui est sur la surface définie par F +32/27.
Nous allons voir que le point singulier de (F ) de coordonnées (4, 4, 16) est de type
A3. On effectue d’abord un changement de coordonnées : X ′

1 = X1 − 4,X ′
2 =

X2 − 4,X ′
3 = X3 − 16 afin de ramener la singularité à l’origine. Pour des raisons de

commodité, on appelle encore X1, X2, X3 les nouvelles variables. Ainsi F devient

F0(X1,X2,X3) = F (X1 + 4,X2 + 4,X3 + 16).

Maintenant, on effectue un éclatement de l’origine. Pour simplifier les notations,
on écrit X := (X1,X2,X3) un élément de C

3 et x := (x1, x2, x3) un élément de
P2(C). Considérons la variété

Γ := {(X,x) ∈ C
3 × P2(C)/∃λ ∈ C,X = λx}.

La projection sur la première coordonnée p : (X,x) ∈ Γ 7→ X ∈ C
3 est un mor-

phisme de variétés tel que p−1(0) = {0} × P2(C), et induit un isomorphisme de
U := Γ \ p−1(0) sur C

3 \ {0}. La surface S := {X ∈ C
3/F0(X) = 0} possède une

singularité isolée à l’origine. On pose alors

SU := p−1(S \ {0}) = {(X,x) ∈ U ;F0(X) = 0}.

Pour (X,x) ∈ U , X = λx, la relation F0(X) = 0 est équivalente à

x2
3 − 48x1x2 − 8x1x3 − 4x2x3 + 80x2

1 + 20x2
2 + λQ(x1, x2, x3) = 0,

où Q ∈ Z[λ][X1,X2,X3]. On en déduit que l’adhérence SΓ de SU dans Γ est SΓ =
SU ∪ E, où

E := {(0, x) ∈ Γ/x2
3 − 48x1x2 − 8x1x3 − 4x2x3 + 80x2

1 + 20x2
2 = 0}.

Alors pSΓ
: SΓ → S est une modification de S à l’origine, dont la fibre exceptionnelle

E est la réunion de deux droites projectives D1 et D2, d’équations respectives :

D1 : x3 − 2(1 + 2i)x2 − 4(1 − 2i)x1 = 0
D2 : x3 − 2(1 − 2i)x2 − 4(1 + 2i)x1 = 0
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et dont le point d’intersection a pour coordonnées (1, 2, 8). En conclusion, pSΓ
est

birationnelle, et induit un isomorphisme de SΓ \ E sur S \ {0}.
On recherche maintenant les points singuliers de SΓ qui se trouvent sur E. On
utilise les cartes usuelles sur P2(C), afin de construire des cartes sur SΓ. Soit
U1 := {(X,x) ∈ Γ/x1 6= 0} et l’application ϕ1 : U1 → C

3 définie par ϕ1((X,x)) =

(X1,
x2

x1
,
x3

x1
). ϕ1 est un isomorphisme de variétés de SΓ ∩ U1 sur la surface

{(X1, b, c) ∈ C
3/F (2)(X1, b, c) = 0}

où
F (2)(X1,X2,X3) = X1X

3
2 + 20X2

2 −X1X2X3 − 4X2X3 − 48X2

+X2
3 − 8X3 +X2

1 + 16X1 + 80

Le but est maintenant de trouver les points singuliers de cette surface qui sont sur
ϕ1(E). Pour cela, il suffit de résoudre le système suivant (X1 = 0, F (2)(X1,X2,X3) =
0, ∂X1F

(2)(X1,X2,X3) = 0, ∂X2F
(2)(X1,X2,X3) = 0, ∂X3F

(2)(X1,X2,X3) = 0),
qui a une unique solution (X1,X2,X3) = (0, 2, 8), correspondant au point d’inter-
section de

ϕ1(D1 ∩ U1) = {(0, b, c)|c − 2(1 + 2i)b − 4(1 − 2i) = 0}
et ϕ1(D2 ∩ U1) = {(0, b, c)|c − 2(1 − 2i)b − 4(1 + 2i) = 0}.

On peut également définir les autres cartes usuelles (U2, ϕ2) et (U3, ϕ3), pour voir
qu’elles n’apportent aucun nouveau point singulier de SΓ contenu dans E.
On étudie maintenant la surface S(2) dans C

3 définie par F (2), qui possède un point
singulier en (0, 3, 18). On effectue à nouveau un changement de coordonnées pour
mettre la singularité à l’origine. La nouvelle équation définissant la surface étudiée

F
(2)
0 est

F
(2)
0 = X2

1 +X1X
3
2 + 6X1X

2
2 −X1X2X3 − 2X1X3 + 20X2

2 − 4X2X3 +X2
3 .

Les images par des droites originelles D1 et D2 dans ce changement de coordonnées
sont

D′
1 := {(0,X2,X3)/X3 − 2(1 + 2i)X2 = 0}

et

D′
2 := {(0,X2,X3)/X3 − 2(1 − 2i)X2 = 0}

De la même manière que précédemment, on effectue un éclatement de l’origine. On
obtient une modification de S(2) dont la fibre exceptionnelle E(2) est donnée par

E(2) = {(0, x) ∈ Γ/x2
1 − 2x1x3 + 20x2

2 − 4x2x3 + x2
3 = 0}

où q(x) = x2
1−2x1x3 +20x2

2−4x2x3 +x2
3 est une forme quadratique non dégénérée,

donc E(2) est une conique projective D3, isomorphe à la droite projective. Dans
cette modification, les images des droites originelles D1 et D2 sont :

D
(2)
1 : {((0,X2,X3), x) ∈ U |X3 − 2(1 + 2i)X2 = 0}

∪{(0, 0, 0), (0, 1, 2(1 + 2i))}

D
(2)
2 : {((0,X2,X3), x) ∈ U |X3 − 2(1 − 2i)X2 = 0}

∪{(0, 0, 0), (0, 1, 2(1 − 2i))}
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L’étude des cartes de S(2) montre que cette dernière modification n’a aucun point
singulier sur sa fibre exceptionnelle. La désingularisation obtenue pour la singula-
rité de départ est donc la réunion de trois droites projectives dont le diagramme
d’intersection est de type A3.

• Pour le groupe G = G7, on étudie la singularité de type A5. On pose d’abord

F = X2
3 −X1(X2 + 9)X3 +X2(X2 + 9)2 − (X2

1 − 4X2)(3X1X2 −X3
1 − 27).

Le système d’équations (∂F/∂X1 = 0, ∂F/∂X2 = 0∂F/∂X3 = 0) est explicite-
ment :




−(X2 + 9)X3 − 2X1(3X1X2 −X3
1 − 27) − 3(X2

1 − 4X2)(X2 −X2
1 ) = 0

−X1X3 + (X2 + 9)2 + 2X2(X2 + 9) + 4(3X1X2 −X3
1 − 27) − 3X1(X

2
1 − 4X2) = 0

2X3 −X1(X2 + 9) = 0

La troisième équation permet d’écrire X3 = X1(X2 + 9)/2. Après avoir remplacé
X3 dans les deux autres équations, le système se réduit à
{

−X1(X2 + 9)2 − 4X1(3X1X2 −X3
1 − 27) − 6(X2

1 − 4X2)(X2 −X2
1 ) = 0 (L1)

2(X2 + 9)2 + 8(3X1X2 −X3
1 − 27) − (X2 + 9 + 6X1)(X

2
1 − 4X2) = 0 (L2)

Par ailleurs, si X1 = 0, (L1) montre que X2 = 0 et contredit (L2), donc X1 6= 0.
On peut donc réécrire le système sous la forme :


(X2
1 − 4X2)[12(X2 − X

2
1 ) + X1(X2 + 9 + 6X1)] = 0

2(X2 + 9)2 + 8(3X1X2 − X
3
1 − 27) − (X2 + 9 + 6X1)(X

2
1 − 4X2) = 0

„

−2(L1) − X1(L2)
(L2)

«

qui se décompose en deux systèmes :
{

(X2
1 − 4X2) = 0

2(X2 + 9)2 + 8(3X1X2 −X3
1 − 27) = 0

{
[12(X2 −X2

1 ) +X1(X2 + 9 + 6X1)] = 0

2(X2 + 9)2 + 8(3X1X2 −X3
1 − 27) − (X2 + 9 + 6X1)(X

2
1 − 4X2) = 0

Dans chacun de ces systèmes, la première équation donne permet d’obtenir X2
comme une fraction rationnelle en X1. En remplaçant X2 dans la seconde équation
et en factorisant, on obtient finalement :



4X2 = X
2
1

(X1 − 6)3(X1 + 2) = 0
ou

8

<

:

X2 =
3X1(2X1 − 3)

X1 + 12
(X1 + 3)2(X1 − 6)2(5X1 + 6) = 0

En conclusion, on constate que le système possède quatre solutions : (−2, 1,−10),
(−3, 9,−27), (6, 9, 54), qui sont sur la surface définie par F , et (−6/5, 9/5,−162/25)
qui est sur la surface définie par F + 46656/3125. Nous allons voir que le point
singulier de (F ) de coordonnées (6, 9, 54) est de type A5. On effectue d’abord un
changement de coordonnées : X ′

1 = X1 − 6,X ′
2 = X2 − 9,X ′

3 = X3 − 54 afin
de ramener la singularité à l’origine. Pour des rainsons de commodité, on appelle
encore X1, X2, X3 les nouvelles variables. Ainsi F devient

F0(X1,X2,X3) = F (X1 + 6,X2 + 9,X3 + 54).

Maintenant, on effectue un éclatement de l’origine. Pour simplifier les notations,
on écrit X := (X1,X2,X3) un élément de C

3 et x := (x1, x2, x3) un élément de
P2(C). Considérons la variété

Γ := {(X,x) ∈ C
3 × P2(C)/∃λ ∈ C,X = λx}.
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La projection sur la première coordonnée p : (X,x) ∈ Γ 7→ X ∈ C
3 est un mor-

phisme de variétés tel que p−1(0) = {0} × P2(C), et induit un isomorphisme de
U := Γ \ p−1(0) sur C

3 \ {0}. La surface S := {X ∈ C
3/F0(X) = 0} possède une

singularité isolée à l’origine. On pose alors

SU := p−1(S \ {0}) = {(X,x) ∈ U ;F0(X) = 0}.

Pour (X,x) ∈ U , X = λx, la relation F0(X) = 0 est équivalente à

1053x2
1 − 594x1x2 − 18x1x3 + 117x2

2 − 6x2x3 + x2
3 + λQ(x1, x2, x3) = 0,

où Q ∈ Z[λ][X1,X2,X3]. On en déduit que l’adhérence SΓ de SU dans Γ est SΓ =
SU ∪ E, où

E := {(0, x) ∈ Γ/1053x2
1 − 594x1x2 − 18x1x3 + 117x2

2 − 6x2x3 + x2
3 = 0}.

Alors pSΓ
: SΓ → S est une modification de S à l’origine, dont la fibre exceptionnelle

E est la réunion de deux droites projectives D1 et D2, d’équations respectives :

D1 : 117x1 + (−33 − 12
√

3i)x2 + (−1 + 2
√

3i)x3 = 0

D2 : 117x1 + (−33 + 12
√

3i)x2 + (−1 − 2
√

3i)x3 = 0

et dont le point d’intersection a pour coordonnées (1, 3, 18). En conclusion, pSΓ
est

birationnelle, et induit un isomorphisme de SΓ \ E sur S \ {0}.
On recherche maintenant les points singuliers de SΓ qui se trouvent sur E. On
utilise les cartes usuelles sur P2(C), afin de construire des cartes sur SΓ. Soit
U1 := {(X,x) ∈ Γ/x1 6= 0} et l’application ϕ1 : U1 → C

3 définie par ϕ1((X,x)) =

(X1,
x2

x1
,
x3

x1
). ϕ1 est un isomorphisme de variétés de SΓ ∩ U1 sur la surface

{(X1, b, c) ∈ C
3/F (2)(X1, b, c) = 0}

où

F (2)(X1,X2,X3) = X3
1 − 7X2

1X2 + 30X2
1 +X1X

3
2 + 12X1X

2
2 −X1X2X3

−126X1X2 + 297X1 + 117X2
2 − 6X2X3 − 594X2 +X2

3 − 18X3 + 1053

Le but est maintenant de trouver les points singuliers de cette surface qui sont sur
ϕ1(E). Pour cela, il suffit de résoudre le système suivant (X1 = 0, F (2)(X1,X2,X3) =
0, ∂X1F

(2)(X1,X2,X3) = 0, ∂X2F
(2)(X1,X2,X3) = 0, ∂X3F

(2)(X1,X2,X3) = 0),
qui a une unique solution (X1,X2,X3) = (0, 3, 18), correspondant au point d’in-
tersection de

ϕ1(D1 ∩ U1) = {(0, b, c)|117 + (−33 − 12
√

3i)b+ (−1 + 2
√

3i)c = 0}

et ϕ1(D2 ∩ U1) = {(0, b, c)|117 + (−33 + 12
√

3i)b+ (−1 − 2
√

3i)c = 0}.

On peut également définir les autres cartes usuelles (U2, ϕ2) et (U3, ϕ3), pour voir
qu’elles n’apportent aucun nouveau point singulier de SΓ contenu dans E.
On étudie maintenant la surface S(2) dans C

3 définie par F (2), qui possède un point
singulier en (0, 3, 18). On effectue à nouveau un changement de coordonnées pour
mettre la singularité à l’origine. La nouvelle équation définissant la surface étudiée

F
(2)
0 est

F
(2)
0 = X3

1 − 7X2
1X2 + 9X2

1 +X1X
3
2 + 21X1X

2
2 −X1X2X3

−45X1X2 − 3X1X3 + 117X2
2 − 6X2X3 +X2

3

.
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Les images par des droites originelles D1 et D2 dans ce changement de coordonnées
sont

D′
1 := {(0,X2,X3)/(−33 − 12

√
3i)X2 + (−1 + 2

√
3i)X3 = 0}

et

D′
2 := {(0,X2,X3)/(−33 + 12

√
3i)X2 + (−1 − 2

√
3i)X3 = 0}

De la même manière que précédemment, on effectue un éclatement de l’origine. On
obtient une modification de S(2) dont la fibre exceptionnelle E(2) est donnée par

E(2) = {(0, x) ∈ Γ/9x2
1 − 45x1x2 − 3x1x3 + 117x2

2 − 6x2x3 + x2
3 = 0}

qui se trouve être la réunion des deux droites projectives D3 : 6x+(−15−9
√

3i)y+
(−1+

√
3i)z = 0, et D4 : 6x+(−15+9

√
3i)y+(−1−

√
3i)z = 0, qui s’intersectent

au point de coordonnées (4, 1, 9). Dans cette modification, les images des droites
D1 et D2 sont respectivement

D
(2)
1 : {((0,X2,X3), x) ∈ U |(−33 − 12

√
3i)X2 + (−1 + 2

√
3i)X3 = 0}

∪{(0, 0, 0), (0, (−1 + 2
√

3i),−(−33 − 12
√

3i))}
et

D
(2)
2 : {((0,X2,X3), x) ∈ U |(−33 + 12

√
3i)X2 + (−1 − 2

√
3i)X3 = 0}

∪{(0, 0, 0), (0, (−1 − 2
√

3i),−(−33 + 12
√

3i))}

Le point de D
(2)
1 qui est dans la fibre exceptionnelle se trouve sur D3, et le point de

D
(2)
2 qui est dans la fibre exceptionnelle se trouve sur D4. Comme précédemment,

on recherche les points singuliers de S
(2)
Γ qui sont sur E(2). ϕ1 est un isomorphisme

de variétés de S
(2)
Γ ∩ U1 sur la surface

{(X1, b, c) ∈ C
3/F (3)(X1, b, c) = 0}

où
F (3)(X1,X2,X3) = X2

1X
3
2 + 21X1X

2
2 −X1X2X3 − 7X1X2 +X1

+117X2
2 − 6X2X3 − 45X2 +X2

3 − 3X3 + 9,

a un point singulier en (0, 1/4, 9/4), qui correspond au point d’intersection de
ϕ1(D3 ∪U1) := {(0, b, c)|(−1 +

√
3i)c+ (−15− 9

√
3i)b+ 6 = 0} et ϕ1(D4 ∪U1) :=

{(0, b, c)|(−1 −
√

3i)c + (−15 + 9
√

3i)b + 6 = 0}. De même que précédemment,
les autres cartes ne donnent aucun autre point singulier situé dans la fibre excep-
tionnelle. On étudie maintenant la singularité en (0, 1/4, 9/4), de la surface définie
par F (3). On effectue un changement de coordonnées pour remettre la singularité
à l’origine, et on obtient la nouvelle équation :

F
(3)
0 (X1,X2,X3) = X2

1X
3
2 + 3/4X2

1X
2
2 + 3/16X2

1X2 + 1/64X2
1 + 21X1X

2
2

−X1X2X3 + 5/4X1X2 − 1/4X1X3 + 117X2
2 − 6X2X3 +X2

3 .

Les images des droites originelles D3 et D4 dans ce changement de coordonnées
sont :

D′
3 := {(0, b, c)/(−1 +

√
3i)c+ (−15 − 9

√
3i)b = 0}

D′
4 := {(0, b, c)/(−1 −

√
3i)c+ (−15 + 9

√
3i)b = 0}
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On effectue à nouveau un éclatement de l’origine : on obtient une modification de
S(3) dont la fibre exceptionnelle E(3) est donnée par

E(3) = {(0, x) ∈ Γ/117x2
1 + 5/4x1x2 − 6x1x3 + 1/64x2

2 − 1/4x2x3 + x2
3 = 0}

où q(x) = 117x2
1 + 5/4x1x2 − 6x1x3 + 1/64x2

2 − 1/4x2x3 + x2
3 est une forme qua-

dratique non dégénérée, donc E(3) est une conique projective D5, isomorphe à la
droite projective. Dans cette modification, les images des droites originelles D3 et
D4 :

D
(3)
3 : {((0,X2,X3), x) ∈ U |(−1 +

√
3i)X3 + (−15 − 9

√
3i)X2 = 0}

∪{(0, 0, 0), (0, (−1 +
√

3i),−(−15 − 9
√

3i))}

D
(3)
4 : {((0,X2,X3), x) ∈ U |(−1 −

√
3i)X3 + (−15 + 9

√
3i)X2 = 0}

∪{(0, 0, 0), (0, (−1 −
√

3i),−(−15 + 9
√

3i))}

L’étude des cartes de S(3) montre que cette dernière modification n’a aucun point
singulier sur sa fibre exceptionnelle. La désingularisation obtenue pour la singula-
rité de départ est donc la réunion de cinq droites projectives dont le diagramme
d’intersection est de type A5.

• • •
D1

D2

D1

D3

D4

D2

D5

D1

D3

D2

D4

Fig. 5.1 – Eclatements successifs

�

Dans chaque cas, on observe que le graphe de la désingularisation d’une singularité
correspond au diagramme de Dynkin d’un sous-groupe du groupe G dont on considère
l’action, et que la singularité la plus complexe est de type correspondant au groupe G
lui-même [GSV83].

De plus, si on note F la relation satisfaite par les générateurs, la famille de surfaces
Sλ = (F − λ) est une famille de surfaces lisses, sauf pour λ = 0 et une autre valeur
particulière λ0, pour laquelle la surface possède exactement un point singulier de type A1.

5.3 Propriété d’engendrement fini de l’algèbre de Lie

Pour chaque algèbre de Lie (C[x±1, y±1]G, {·, ·}), avec G = G7, G8, G9, ou G10, on
détermine explicitement un système générateur de cardinal fini.
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5.3.1 Le cas du groupe G7

L’orbite de (a, b) ∈ Z
2 sous l’action de G7 est

G7 · (a, b) = {(a, b), (a − b, a), (−b, a − b), (−a,−b), (−a + b,−a), (b,−a + b)},

•

•

•

•

•

•

Fig. 5.2 – Orbite sous l’action de G7

On rappelle la notation

Ra,b :=
1

|G|

∑

(i,j)∈G·(a,b)

T (i,j).

On a alors les égalités

Ra,b = R−a,−b = Ra−b,a = R−a+b,−a = R−b,a−b = Rb,−a+b. (5.1)

On choisit comme système de représentants des orbites : {(a, b) ∈ N
∗ × Z

−; (0, 0)}, ainsi,
les éléments R0,0, et Ra,−b, (a, b) ∈ N

∗ × N forment une base de C[x±1, y±1]G7 .
Avec les notations précédentes, pour tous entiers a, b, c, d, on a

|G7|{Ra,−b, Rc,−d} = (ad− bc)(Ra−c,−b+d −Ra+c,−b−d)

+(bd+ (a+ b)c)(Ra+c+d,−b+c −Ra−c−d,−b−c)

+(ac+ (a+ b)d)(Ra+d,−b+c+d −Ra−d,−b−c−d) (5.2)

Proposition 5.3.1
L’algèbre des invariants (C[x±1, y±1]G7 , {·, ·}) est engendrée par les neuf éléments :

R0,0 = 1, R1,0, R2,0, R3,0, R4,0, R5,0, R1,−1, R1,−2, R1,−3.

Démonstration : On note A′ la sous-algèbre de Lie engendrée par les éléments
cités dans la proposition, et pour n ∈ N

∗, on note

En := {Ra,−b, a ≥ 1, b ≥ 1, a+ b = n} ∪ {Ra,0, a = n− 1}.

En utilisant la formule (5.2) pour des entiers particuliers et en faisant apparaître
principalement les représentants des orbites choisis dans les indices grâce à (5.1), on
obtient les relations suivantes :

6{Ra,−b, R1,0} = −b(Ra−1,−b −Ra+1,−b)

+(a+ b)(Ra+1,−(b−1) −Ra−1,−(b+1)) (5.3)

+a(Ra,−(b−1) −Ra,−(b+1)) pour tous a ≥ 1, b ≥ 1
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6{Ra,−b, R1,−1} = (a− b)(Ra−1,−(b−1) −Ra+1,−(b+1))

+(a+ 2b)(Ra+2,−(b−1) −Ra−2,−(b+1)) (5.4)

+(2a+ b)(Ra+1,−(b−2) −Ra−1,−(b+2)) pour tous a ≥ 1, b ≥ 1

On procède par récurrence sur n ∈ N
∗.

• Pour n = 1, 2 : E1, E2 ⊂ A′, par construction de A′.
• Pour n = 3 : E3 = {R1,−2, R2,−1, R2,0}. Par construction, R1,−2 et R2,0 sont dans
A′ et d’après l’égalité (5.3),

6{R1,−1, R1,0} = R2,−1 −R1,−2,

donc R2,−1 ∈ A′.
• Pour n = 4 : E4 = {R1,−3, R2,−2, R3,−1, R3,0}. Par construction, R1,−3 et R3,0 sont

dans A′, et d’après (5.3)

6{R1,−2, R1,0} = −2(R2,0 −R2,−2) + 3(R2,−1 −R3,0) + (R1,−1 −R1,−3),

ainsi R2,−2 ∈ A′. Ensuite, d’après (5.3)

6{R2,−1, R1,0} = −(R2,−1 −R3,−1) + 3(R3,0 −R1,−2) + 2(R2,0 −R2,−2),

donc R3,−1 ∈ A′, et E4 ⊂ A′.
• Pour n = 5 et n = 6, la méthode est la même : on suppose que tous les Ek, k < n

sont dans A′. Par hypothèse, on a aussi Rn−1,0 ∈ A′. Alors d’après (5.4)

6{Rn−3,−1︸ ︷︷ ︸
∈En−2

, R1,−1} = (n− 4)︸ ︷︷ ︸
6=0

(Rn−4,0︸ ︷︷ ︸
∈En−3

−Rn−2,−2) + (n− 1)(Rn−1,0︸ ︷︷ ︸
∈A′

− Rn−5,−2︸ ︷︷ ︸
∈En−3∪En−2

)

+(2n− 5)(R1,−(n−3)︸ ︷︷ ︸
∈En−2

−Rn−4,−3︸ ︷︷ ︸
∈En−1

)

et donc Rn−2,−2 ∈ A′. Ensuite, pour k = 1, ..., n − 2, d’après (5.3)

6{Rk,−(n−1−k)︸ ︷︷ ︸
∈En−1

, R1,0} = −(n− 1 − k)(Rk−1,−(n−1−k)︸ ︷︷ ︸
∈En−2∪En−1

−Rk+1,−(n−1−k))

+(n− 1)(Rk+1,−(n−2−k)︸ ︷︷ ︸
∈En−1∪{Rn−1,0}

− Rk−1,−(n−k)︸ ︷︷ ︸
∈En−1∪{Rn−1,0}

)

+k(Rk,−(n−2−k)︸ ︷︷ ︸
∈En−2∪En−1

−Rk,−(n−k))

De proche en proche, à partir de Rn−2,−2, on obtient dans A′ les éléments R1,−(n−1),...,
Rn−1,−1.

• Pour n ≥ 6 fixé, on suppose que
⋃

k=1,...,n

Ek ⊆ A′, et on montre que En+1 ⊆ A′.

1. En utilisant la relation suivante, obtenue par (5.4),

6{R2,−(n−3)︸ ︷︷ ︸
∈En−1

, R1,−1} = (5 − n)︸ ︷︷ ︸
6=0

(R1,−(n−4)︸ ︷︷ ︸
∈En−3

−R3,−(n−2))

+(2n− 4)(R4,−(n−4)︸ ︷︷ ︸
∈En

−Rn−2,0︸ ︷︷ ︸
∈En−1

)

+(n+ 1)(R3,−(n−5)︸ ︷︷ ︸
∈En−2

−R1,−(n−1)︸ ︷︷ ︸
∈En

),
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on obtient R3,−(n−2) ∈ A′. La figure 5.3 schématise cette situation ; lorsqu’on
calcule le crochet de l’élément encerclé avec R1,−1, on obtient une combinaison
linéaire des éléments fléchés : un élément dans En+1, et les autres sont dans⋃

k≤n

Ek.

1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

• • • • • •

•

•

•

• • •

• • • • • • •

• • • • • • •

• • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

E9

Fig. 5.3 – Première étape de la récurrence

2. En utilisant la relation (5.3) pour k = 2, ..., n − 2 :

6{Rk,−(n−k)︸ ︷︷ ︸
∈En

, R1,0} = −(n− k)(Rk−1,−(n−k)︸ ︷︷ ︸
∈En−1

−Rk+1,−(n−k))

+n(Rk+1,−(n−k−1)︸ ︷︷ ︸
∈En

−Rk−1,−(n−k+1)︸ ︷︷ ︸
∈En

)

+k(Rk,−(n−k−1)︸ ︷︷ ︸
∈En−1

−Rk,−(n+1−k))

A partir de R3,−(n−2), de proche en proche, on obtient le fait que tous les
Rk,−(n+1−k) sont dans A′, pour k = 2, ..., n − 1.

3. Ensuite, toujours par (5.4)

6{Rn−2,−1︸ ︷︷ ︸
∈En−1

, R1,−1} = (n− 3)(Rn−3,0︸ ︷︷ ︸
∈En−2

−Rn−1,−2︸ ︷︷ ︸
∈A′

) + (n)(Rn,0 −Rn−4,−2︸ ︷︷ ︸
∈En−2

)

+(2n − 3)(R1,−(n−2)︸ ︷︷ ︸
∈En−1

−Rn−3,−3︸ ︷︷ ︸
∈En

)

Ainsi, Rn,0 ∈ A′.
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1 2 3 4 5 6 7 8

1

2

3

4

5

6

7

8

• • • • • •

•

•

•

• • •

• • • • • • •

• • • • • • •

• • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

• • • • • • • •

Fig. 5.4 – Deuxième étape de la récurrence

4. En reprenant l’idée de l’avant-dernier point, d’après (5.3) :

6{Rn−1,−1︸ ︷︷ ︸
∈En

, R1,0} = −(Rn−2,−1︸ ︷︷ ︸
∈En−1

−Rn,−1) + n(Rn,0︸︷︷︸
∈A′

−Rn−2,−2︸ ︷︷ ︸
∈En

)

+(n− 1)(Rn−1,0︸ ︷︷ ︸
∈En

−Rn−1,−2︸ ︷︷ ︸
∈A′

)

Ainsi, Rn,−1 ∈ A′.

5. Enfin, on obtient R1,−n grâce à la relation

6{R1,−(n−1)︸ ︷︷ ︸
∈En

, R1,0} = −(n− 1)(Rn−1,0︸ ︷︷ ︸
∈En

−R2,−(n−1)︸ ︷︷ ︸
∈A′

) + n(R2,−(n−2)︸ ︷︷ ︸
∈En

−Rn,0)︸ ︷︷ ︸
∈A′

)

+(R2,−(n−2)︸ ︷︷ ︸
∈En

−R1,−n)

�

5.3.2 Le cas du groupe G8

On rappelle que G8 = 〈DS〉 = 〈

(
0 −1
1 0

)
〉. L’orbite d’un élément (a, b) du réseau Z

2

sous l’action de G8 est

G8 · (a, b) = {(a, b), (−b, a), (−a,−b), (b,−a)},

ce qui signifie qu’on a les égalités suivantes

Ra,b = R−a,−b = R−b,a = Rb,−a.
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On choisit comme système de représentants des orbites : {(a, b) ∈ N
∗ × N, (0, 0)}, ainsi,

les éléments R0,0, et Ra,b, (a, b) ∈ N
∗ × N forment une base de C[x±1, y±1]G8 . Avec les

notations précédentes, on a

|G8|{Ra,b, Rc,d} = (ad− bc)(Ra+c,b+d −Ra−c,b−d)

+(ac+ bd)(Ra−d,b+c −Ra+d,b−c) (5.5)

Proposition 5.3.2
L’algèbre des invariants (C[x±1, y±1]G8 , {·, ·}) est engendrée par les huit éléments

R0,0 = 1, R1,0, R2,0, R3,0, R4,0, R1,1, R1,2, R1,3.

Démonstration : On note A′ la sous-algèbre de Lie engendrée par les éléments
cités dans la proposition, et pour n ≥ 2, on note

En := {Ra,b, a ≥ 1, b ≥ 1, a+ b = n} ∪ {Rn−2,0}.

On utilisera les relations suivantes, obtenues à partir de l’égalité (5.5), avec des entiers
a, b bien choisis :

4{Ra,b, R1,0} = −b(Ra+1,b −Ra−1,b)

+a(Ra,b+1 −Ra,b−1) (a ≥ 1, b ≥ 1) (5.6)

4{Ra,b, R1,1} = (a− b)(Ra+1,b+1 −Ra−1,b−1)

+(a+ b)(Ra−1,b+1 −Ra+1,b−1) (a ≥ 1, b ≥ 1) (5.7)

On procède alors par récurrence sur n ≥ 2.
• Pour n = 2 : On a déjà E2 = {R1,1, R0,0} ⊂ A′.
• Pour n = 3 : E3 = {R1,2, R2,1, R1,0}. Il faut montrer que R2,1 est bien dans A′.

D’après (5.6), 4{R1,1, R1,0} = −R2,1 +R1,2. Donc R2,1 ∈ A′.
• Pour n = 4 : E4 = {R1,3, R2,2, R3,1, R0,0}. Il faut montrer que R2,2, et R3,1 sont

dans A′. Or d’après (5.6)

4{R1,2, R1,0} = −2(R2,2 −R2,0) + (R1,3 −R1,1),

ainsi R2,2 ∈ A′. De même,

4{R2,1, R1,0} = −(R3,1 −R1,1) + 2(R2,2 −R2,0),

donc R3,1 ∈ A′.
• Pour n = 5 et n = 6, la méthode est la même : on suppose que tous les Ek, k < n

sont dans A′. Par hypothèse, on a aussi Rn−2,0 ∈ A′. Alors d’après (5.7)

4{Rn−3,1, R1,1} = (n− 4)(Rn−2,2 −Rn−4,0) + (a+ 1)(Rn−4,2 −Rn−2,0).

Donc Rn−2,2 ∈ A′. Ensuite, pour k = 1, ..., n − 2, d’après (5.6) :

4{Rn−1−k,k︸ ︷︷ ︸
∈En−1

, R1,0} = − k︸︷︷︸
6=0

(Rn−k,k − Rn−2−k,k︸ ︷︷ ︸
∈En−2∪{Rn−2,0}

)

+ (n− 1 − k)︸ ︷︷ ︸
6=0

(Rn−1−k,k+1 − Rn−1−k,k−1︸ ︷︷ ︸
∈En−2∪{Rn−2,0}

)

A partir de Rn−2,2, de proche en proche, on constate que les éléments R1,n−1,
R2,n−2, ...Rn−2,2, Rn−1,1 sont aussi dans A′.
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• Pour n ≥ 6 fixé, on suppose que
⋃

k=1,...,n

Ek ⊆ A′, et on montre que En+1 ⊆ A′.

1. En utilisant la relation suivante

4{R2,n−3︸ ︷︷ ︸
∈En−1

, R1,1} = − (n− 5)︸ ︷︷ ︸
6=0

(R3,n−2 −R1,n−4︸ ︷︷ ︸
∈En−3

) + (n− 1)(R1,n−2︸ ︷︷ ︸
∈En−1

−R3,n−4︸ ︷︷ ︸
∈En−1

)

on obtient R3,n−2 ∈ A′.

2. En utilisant la relation pour k = 2, ..., n − 2 :

4{Rn−k,k︸ ︷︷ ︸
∈En

, R1,0} = − k︸︷︷︸
6=0

(Rn+1−k,k−Rn−1−k,k︸ ︷︷ ︸
∈En−1

)+(n − k)︸ ︷︷ ︸
6=0

(Rn−k,k+1−Rn−k,k−1︸ ︷︷ ︸
∈En−1

)

A partir de R3,n−2, de proche en proche, on obtient que les R2,n−1, R3,n−2, ...,
Rn−2,3, Rn−1,2 sont dans A′.

3. Ensuite, Rn−1,0 ∈ A′ :

4{R1,n−2︸ ︷︷ ︸
∈En−1

, R1,1} = −(n− 3)(R2,n−1︸ ︷︷ ︸
∈A′

−Rn−2,0︸ ︷︷ ︸
∈En

) + (n− 1)(Rn−1,0 −R2,n−3︸ ︷︷ ︸
∈En−1

)

4. Puis R1,n ∈ A′ :

4{R1,n−1︸ ︷︷ ︸
∈En

, R1,0} = −(n− 1)(R2,n−1︸ ︷︷ ︸
∈A′

−Rn−1,0︸ ︷︷ ︸
∈A′

) + (R1,n −R1,n−2︸ ︷︷ ︸
∈En−1

)

5. Enfin, Rn,1 ∈ A′ :

4{Rn−1,1︸ ︷︷ ︸
∈En

, R1,0} = −(Rn,1 −Rn−2,1︸ ︷︷ ︸
∈En−1

) + (n− 1)(Rn−1,2︸ ︷︷ ︸
∈A′

−Rn−1,0︸ ︷︷ ︸
∈A′

)

�

5.3.3 Le cas du groupe G9

On rappelle que G9 = 〈X2〉 = 〈

(
0 −1
1 −1

)
〉. L’orbite de (a, b) ∈ Z

2 sous l’action de G9

est
G9 · (a, b) = {(a, b), (−b, a − b), (−a+ b,−a)},

ce qui signifie que Ra,b = R−b,a−b = R−a+b,−a. On choisit comme système de représentants
des orbites : {(a, b) ∈ N

∗ × N, (0, 0)}, ainsi, les éléments R0,0, et Ra,b, (a, b) ∈ N
∗ × N

forment une base de C[x±1, y±1]G9 . Avec les notations précédentes, on a

|G9|{Ra,b, Rc,d} = (ad− bc)Ra+c,b+d

−(bd+ (a− b)c)Ra−c+d,b−c (5.8)

+(ac+ (b− a)d)Ra−d,b+c−d

Proposition 5.3.3
L’algèbre des invariants (C[x±1, y±1]G9 , {·, ·}) est engendrée par les sept éléments

R0,0 = 1, R1,0, R1,1, R1,2, R1,3, R2,0, R3,0.
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Démonstration : On note A′ la sous-algèbre de Lie engendrée par les éléments
cités dans la proposition. On note aussi E2 = {R1,1}, et pour n > 2,

En := {Ra,b, a ≥ 1, b ≥ 1, a+ b = n} ∪ {Rn−3,0}.

On utilisera les relations suivantes, avec des a, b ≥ 1 bien choisis :

3{Ra,b, R1,0} = −bRa+1,b − (a− b)Ra−1,b−1 + aRa,b+1 (5.9)

3{Ra,b, R1,1} = (a− b)Ra+1,b+1 − aRa,b−1 + bRa−1,b (5.10)

On procède par récurrence sur n ≥ 2.
• Pour n = 2 : E2 = {R1,1} ⊂ A′.
• Pour n = 3 : E3 = {R1,2, R2,1, R0,0}. Les éléments R1,2 et R0,0 sont déjà dans A′

par construction, et d’après 5.9,

3{R1,1, R1,0} = −R2,1 +R1,2,

donc R2,1 ∈ A′.
• Pour n = 4 : E4 = {R1,3, R2,2, R3,1, R1,0}. Il faut montrer que R2,2 et R3,1 sont

dans A′. Or d’après 5.9,

3{R1,2, R1,0} = −2R2,2 +R1,0 +R1,3,

donc R2,2 ∈ A′. Ensuite,

3{R2,1, R1,0} = −R3,1 −R1,0 + 2R2,2,

donc R3,1 ∈ A′..
• Pour n = 5 : E5 = {R1,4, R2,3, R3,2, R4,1, R2,0}. Or d’après 5.10

3{R2,1, R1,1} = R3,2 − 2R2,0 +R1,1,

donc R3,2 ∈ A′. Puis par 5.9, pour k = 2, 3,

3{Rk,4−k, R1,0} = −(4 − k)Rk+1,4−k − (2k − 4)Rk−1,3−k + kRk,5−k.

Donc de proche en proche, à partir de R3,2, on voit que les éléments R4,1 et R2,3

sont aussi dans A′. Enfin

3{R1,3, R1,0} = −3R2,3 + 2R2,0 + kR1,4.

Comme R2,0 est dans A′ par construction, on a également R1,4 ∈ A′.
• Pour n = 6 : E6 = {R1,5, R2,4, R3,3, R4,2, R5,1, R3,0}, et R3,0 est dans A′ par

construction. Par ailleurs, d’après 5.10,

3{R3,1, R1,1} = 2R4,2 − 3R3,0 +R2,1,

donc R4,2 est dans A′ et par 5.9, pour k = 2, ..., 4,

3{Rk,5−k, R1,0} = −(5 − k)Rk+1,5−k − (2k − 5)Rk−1,4−k + kRk,6−k

Donc de proche en proche, à partir de R4,2, on voit que les éléments R5,1, R3,3 et
R2,4 sont aussi dans A′. Enfin

3{R1,4, R1,0} = −4R2,4 + 3R3,0 +R1,5.

Comme R3,0 est dans A′ par construction, on a également R1,5 ∈ A′.
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• Soit maintenant n ≥ 6 fixé, on suppose que
⋃

k=1,...,n

Ek ⊆ A′, et on montre que

En+1 est inclus dans A′.

1. En utilisant la relation suivante

3{Rn−3,2︸ ︷︷ ︸
∈En−1

, R1,1} = (n− 5)︸ ︷︷ ︸
6=0

Rn−2,3 − (n− 3)Rn−3,1︸ ︷︷ ︸
∈En−2

+2Rn−4,2︸ ︷︷ ︸
∈En−2

on obtient Rn−2,3 ∈ A′.

2. Puis pour k = 2, ..., n − 2 :

3{Rk,n−k︸ ︷︷ ︸
∈En

, R1,0} = − (n− k)︸ ︷︷ ︸
6=0

Rk+1,n−k − (2k − n)Rk−1,n−k−1︸ ︷︷ ︸
∈En−2

+ k︸︷︷︸
6=0

Rk,n−k+1

A partir de Rn−2,3, de proche en proche, on voit ainsi que les éléments R2,n−1,
R3,n−2, ..., Rn−2,3, Rn−1,2 sont dans A′.

3. Ensuite, Rn−2,0 ∈ A′ :

3{R1,n−2︸ ︷︷ ︸
∈En−1

, R1,1} = (3 − n)R2,n−1︸ ︷︷ ︸
∈A′

−R1,n−3︸ ︷︷ ︸
∈En−2

+(n− 2)Rn−2,0

4. Puis R1,n ∈ A′ :

3{R1,n−1︸ ︷︷ ︸
∈En

, R1,0} = −(n− 1)R2,n−1︸ ︷︷ ︸
∈A′

+(n− 2)Rn−2,0︸ ︷︷ ︸
∈A′

+R1,n

5. Enfin, Rn,1 ∈ A′ :

3{Rn−1,1︸ ︷︷ ︸
∈En

, R1,0} = −Rn,1 − (n− 2)Rn−2,0︸ ︷︷ ︸
∈A′

+(n− 1)Rn−1,2︸ ︷︷ ︸
∈A′

�

5.3.4 Le cas du groupe G10

L’orbite de (a, b) ∈ Z
2 sous l’action de G := G10 est

G · (a, b) = {(a, b), (−a,−b)},

ce qui signifie que Ra,b = R−a,−b. On choisit comme système de représentants des orbites :
{(a, b) ∈ N

∗ × Z; (0, b), b ∈ N}, ainsi, les éléments R0,b, b ∈ N et Ra,b, (a, b) ∈ N
∗ × Z

forment une base de C[x±1, y±1]G10 .
Avec les notations précédentes, on a

|G10|{Ra,b, Rc,d} = (ad− bc)(Ra+c,b+d −Ra−c,b−d)

Proposition 5.3.4
L’algèbre des invariants (C[x±1, y±1]G10 , {·, ·}) est engendrée par les cinq éléments

R0,0 = 1, R1,0 =
x+ x−1

2
, R0,1 =

y + y−1

2
, R1,1 =

xy + x−1y−1

2
, R2,0 =

x2 + x−2

2
.
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Démonstration : On note A′ la sous-algèbre de Lie engendrée par ces cinq élé-
ments. On utilisera les relations suivantes :

2{Ra,b, R1,0} = −b(Ra+1,b −Ra−1,b) (5.11)

2{Ra,b, R0,1} = a(Ra,b+1 −Ra,b−1) (5.12)

En procédant par récurrence sur a, on montre que tous les Ra,b sont dant A′.

• Pour a = 1 : d’après 5.11, 2{R1,n, R0,1} = R1,n+1 − R1,n−1. Comme R1,0 et R1,1

sont dans A′, de proche en proche, on voit que tous les R1,b, b ∈ Z sont dans A′.
• Pour a = 2 : on a d’abord 2{R1,1, R1,0} = R0,1 − R2,1. Ainsi, R2,1 ∈ A′. Puis

2{R2,n, R0,1} = 2(R2,n+1−R2,n−1), comme R2,0 et R2,1 sont dans A′, de proche en
proche, on voit que tous les R2,b, b ∈ Z sont dans A′.

• Pour a = 0 : 2{R1,b, R1,0} = −b(R2,b − R0,b) pour tout b > 0, donc les R0,b, b > 0
sont dans A′.

• Pour a > 2 :
• 2{Ra−1,b, R1,0} = −b(Ra,b−Ra−2,b), donc pour b 6= 0, par récurrence, tous les Ra,b,
b 6= 0 sont dans A′. Enfin, 2{Ra,1, R0,1} = a(Ra,2 −Ra,0) donc Ra,0 est dans A′.

�

Remarque 5.3.5
Pour chaque sous-groupe fini G de SL(2,Z), nous avons exhibé un système générateur de

l’algèbre de Lie (C[x±1, y±1]G, {·, ·}). On peut remarquer que le cardinal de ce système
générateur est égal au nombre de Milnor associé au polynôme F définissant la surface
donnée par l’algèbre des invariants.

5.4 Déformation

5.4.1 Le tore quantique

On considère maintenant une quantification des algèbres de Poisson précédentes au
sens donné au paragraphe 2.4.1.

Soit q un complexe non nul, et non racine de l’unité. On définit le tore quantique par
l’algèbre

Cq[x
±1, y±1] :=

C〈x, y, z, t〉

(xz = 1, zx = 1, yt = 1, ty = 1, yx = qxy)
.

On peut également voir cette algèbre comme le localisé du plan quantique

Cq[x
±1, y±1] = S−1

(
C〈x, y〉

(yx = qxy)

)

où S = {λxmyn;λ ∈ C
∗;m,n ∈ N}, qui est un système multiplicatif d’éléments réguliers

normaux. Le tore quantique Cq[x
±1, y±1] est clairement une déformation de l’algèbre de

Poisson C[x±1, y±1] étudiée précédemment, au sens du paragraphe 2.4.1.

Cette algèbre possède une base de Poincaré-Birkhoff-Witt sur C : la famille des mo-
nômes (xmyn) avec (m,n) dans Z

2. on considère la structure de Lie induite par le crochet
de commutation. Pour tous a, b, c, d ∈ Z,

[xayb, xcyd] = (qbc − qad)xa+cyb+d.
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La structure de Lie obtenue est donc très ressemblante à celle du cas commutatif. On
rappelle que dans le cas Poisson, le crochet de deux monômes est donné par

{xayb, xcyd} = (ad− bc)xa+cyb+d.

En particulier, le coefficient (qbc − qad) s’annule si et seulement si (ad − bc) s’annule. Par
une preuve analogue à celle du cas Poisson, on obtient donc le résultat suivant :

Proposition 5.4.1
Le tore quantique Cq[x

±1, y±1] est engendré comme algèbre de Lie pour le crochet de com-
mutation par les éléments 1, x, x−1, y, y−1.

De même que l’algèbre de Weyl qui déforme le plan symplectique, l’algèbre Cq[x
±1, y±1]

possède la propriété d’être une algèbre non commutative simple.
Ce résultat est une conséquence d’une propriété plus forte, concernant la structure

de Lie de Cq[x
±1, y±1] pour le crochet de commutation, énoncée ci-dessous. On note

Cq[x
±1, y±1]+ le sous-espace de Cq[x

±1, y±1] engendré par les monômes ordonnés non
constants.

Proposition 5.4.2
Munie du crochet de commutation, l’algèbre (Cq[x

±1, y±1], [·, ·]) est une algèbre de Lie dont
les seuls idéaux sont C, Cq[x

±1, y±1]+, et Cq[x
±1, y±1].

Démonstration : La démonstration est analogue à celle faite dans le cas Poisson.
On l’adapte ici en détails. Soit I un idéal de Lie de Cq[x

±1, y±1] non restreint à C, et
u = a1x

α1yβ1 + ...+asx
αsyβs un élément non constant et de longueur minimale s dans

I. On va montrer que cette longueur est nécessairement s = 1. Pour cela supposons
s ≥ 2. Pour tout (i, j) ∈ Z

2, comme I est un idéal de Lie, l’élément

[xiyj, u] =

s∑

k=1

ak(q
jαk − qiβk)xi+αkyj+βk

est aussi un élément de I, et il est de longueur inférieure ou égale à celle de u. Deux
situations sont alors possibles.
• S’il existe un couple (i, j) ∈ Z

2 \ 0 tel que tous les (αk, βk) sont colinéaires à (i, j),
alors il existe des nombres rationnels λk deux à deux distincts tels que (αk, βk) =
λk(i, j), pour tout k = 1, ..., s. Ainsi

[xjy−i, u] =

s∑

k=1

ak(q
−i2λk − qj

2λk)xj+iλky−i+jλk

est un élément non constant de I. Si l’un des λk est nul, il est de longueur stric-
tement plus petite que u, et on aboutit à une contradiction. Si tous les λk sont
non nuls, il est de même longueur que u, les couples d’exposants de ses monômes
(j + λki,−i+ λkj) sont deux à deux non colinéaires.

• On suppose maintenant qu’il existe au moins deux couples d’exposants, par exemple
(α1, β1) et (α2, β2), qui ne soient pas colinéaires dans R

2. Alors [xα1yβ1, u] est un
élément de I non constant, de longueur strictement inférieure à celle de u.

En conclusion, u est nécessairement de longueur 1, ce qui signifie que I contient un
monôme u = xαyβ 6= 1, avec (α, β) 6= 0. Sans perte de généralité, on peut supposer
α 6= 0. Alors I contient

[x−αy1−β, u] = q−αβ(qα − 1)y,
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donc I contient y, ainsi que [xy−1, y] = (1 − q)x, donc x. De même, I contient x−1

et y−1, donc I contient les générateurs de Cq[x
±1, y±1] comme algèbre de Lie, sauf

éventuellement la constante 1. On en conclut que I contient Cq[x
±1, y±1]+, et donc

I = Cq[x
±1, y±1]+ ou I = Cq[x

±1, y±1].
�

On peut maintenant démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.4.3
Le tore quantique Cq[x

±1, y±1] est une algèbre associative simple.

Démonstration : Soit I un idéal bilatère non nul de Cq[x
±1, y±1]. A fortiori, I

est un idéal de Lie pour le crochet de commutation, donc I est l’un des trois espaces
vectoriels C, Cq[x

±1, y±1]+, ou Cq[x
±1, y±1]. Si I contient C, alors I contient l’unité,

et si I contient Cq[x
±1, y±1]+, il contient x, et comme c’est un idéal, il contient

xx−1 = 1. Finalement, I est nécessairement égal à toute l’algèbre Cq[x
±1, y±1].

�

5.4.2 Invariants de la déformation

On définit dans cette partie l’action d’un sous-groupe G de SL(2,Z) sur le tore quan-
tique. Pour cela, on associe à un élément g de SL(2,Z) un automorphisme φ(g) de l’algèbre
Cq[x

±1, y±1], que l’on construit par étapes en partant de l’algèbre libre à deux variables
L = C < x, y >. Pour que l’application φ : G 7→ AutC(Cq[x

±1, y±1]) soit effectivement une
action de groupe, il est nécessaire d’introduire une racine carrée q̂ =

√
q de q dans C. Soit

g =

(
a b
c d

)
∈ GL(2,Z)

un élément de GL(2,Z). On définit un morphisme d’algèbres associatives par

ϕ(g) :

∣∣∣∣∣∣

C < x, y > → Cq[x
±1, y±1]

x 7→ q̂acxayc

y 7→ q̂bdxbyd

Alors

ϕ(g)(yx − qxy) = q̂ac+bd(xbydxayc − qxaycxbyd) = q̂ac+bd(qad − qcb+1)xa+byc+d.

Pour que ϕ(g) induise un morphisme du quotient L/(yx − qxy) sur Cq[x
±1, y±1], étant

donné que q est non racine de l’unité, il faut et il suffit que ad = bc+ 1, ce qui équivaut à
g ∈ SL(2,Z). A partir de maintenant, on considère donc que g est un élément de SL(2,Z),
et on s’intéresse au morphisme d’algèbres associatives : ϕ̄(g) : L/(yx−qxy) → Cq[x

±1, y±1]
induit. On considère alors la partie multiplicative S d’éléments réguliers normaux de
L/(yx− qxy) définie par

S = {λxmyn/λ ∈ C
∗;m,n ∈ N},

et permettant de construire le localisé S−1(L/(yx− qxy)) ≃ Cq[x
±1, y±1]. De plus, si s est

un élément de la partie multiplicative, alors ϕ̄(g)(s) est de la forme λxmyn, avec λ ∈ C
∗,

donc est inversible dans le tore quantique Cq[x
±1, y±1]. Ainsi, par la propriété universelle

du localisé, ϕ̄(g) induit un endomorphisme de C-algèbre du tore quantique

φ(g) :

∣∣∣∣∣∣

Cq[x
±1, y±1] → Cq[x

±1, y±1]
x 7→ q̂acxayc

y 7→ q̂bdxbyd
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Exprimons l’image d’un monôme. Pour m,n ∈ Z,

φ(g)(xmyn) = (q̂acxayc)m(q̂bdxbyd)n

= q̂mac+nbdqacm(m−1)/2+cmbn+dbn(n−1)/2xam+bnycm+dn

= q̂acm
2+2bcmn+bdn2

xam+bnycm+dn (5.13)

= q̂acm
2+(ad+bc)mn+bdn2−mnxam+bnycm+dn

= q̂(am+bn)(cm+dn)−mnxam+bnycm+dn (5.14)

De même que dans le cas commutatif, on note les monômes ordonnés sous la forme

T (m,n) := xmyn pour tout (m,n) ∈ Z
2.

On introduit également une opération α : (m,n) 7→ mn de Z
2 dans Z. Avec ces notations,

on a
φ(g)(T (m,n)) = q̂α(g·(m,n))−α(m,n)T g·(m,n).

Cette relation implique que φ(g) induit un automorphisme de Cq[x
±1, y±1]. On a ainsi

défini une application
φ : SL(2,Z) → AutC(Cq[x

±1, y±1]).

Il reste à vérifier que cette application est un morphisme de groupes. Soient g =

(
a b
c d

)

et g′ =

(
a′ b′

c′ d′

)
dans SL(2,Z). Il s’agit de montrer que les automorphismes φ(g′)◦φ(g)

et φ(g′g) sont égaux. Il suffit de le vérifier sur les générateurs x et y. D’après l’égalité 5.13,

φ(g′) ◦ φ(g)(x) = φ(g′)(q̂acxayc)

= q̂ac+a
′c′a2+2b′c′ac+b′d′c2xa

′a+b′cyc
′a+d′c,

tandis que
φ(g′g)(x) = q̂(a

′a+b′c)(c′a+d′c)xa
′a+b′cyc

′a+d′c

Par ailleurs

(a′a+ b′c)(c′a+ d′c) = a′c′a2 + a′d′ac+ b′c′ac+ b′d′c2

= a′c′a2 + (1 + b′c′)ac+ b′c′ac+ b′d′c2

d’où l’égalité φ(g′g′)(x) = φ(g′) ◦ φ(g)(x). La vérification φ(g′g′)(y) = φ(g′) ◦ φ(g)(y) se
fait de même, en remplaçant dans les égalités qui précédent a et c par respectivement b et
d.

Finalement, φ définit une action du groupe SL(2,Z) sur le tore quantique. Pour tout
sous-groupe fini G de SL(2,Z), on peut donc maintenant considérer l’algèbre des invariants
Cq[x

±1, y±1]G.

5.4.3 Déformation des invariants

SoitG un sous-groupe fini de SL(2,Z). On souhaite s’assurer que l’algèbre des invariants
Cq[x

±1, y±1]G est une déformation de l’algèbre des invariants commutative C[x±1, y±1]G

au sens de 2.4.1. On introduit pour cela l’algèbre non commutative intègre

CQ̂2[x
±1, y±1] :=

C〈x, x−1, y, y−1, Q̂, Q̂−1〉(
xx−1 = x−1x = 1, yy−1 = y−1y = 1, Q̂Q̂−1 = Q̂−1Q̂ = 1,

yx = Q̂2xy, Q̂x = xQ̂, Q̂y = yQ̂

)
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L’élément 2(1 − Q̂) est central, non inversible, et le quotient

Â :=
CQ̂2[x

±1, y±1]
(
2(1 − Q̂)

)

est une algèbre commutative isomophe à C[x±1, y±1]. Dans le quotient Â, on a de plus :

{x̄, ȳ} = (2(1 − Q̂))−1[x, y]

= (2(1 − Q̂))−1(1 − Q̂2)xy

= (2−1(1 + Q̂)xy
= x̄ȳ

L’isomorphisme entre Â et C[x±1, y±1] est donc également un morphisme d’algèbres de
Poisson, donc CQ̂2[x

±1, y±1] est une quantification de l’algèbre de Poisson C[x±1, y±1]. On

définit une action du groupe SL(2,Z) sur l’algèbre non commutative CQ̂2[x
±1, y±1] de la

même manière qu’au paragraphe précédent par

g :

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

CQ̂2[x
±1, y±1] → CQ̂[x±1, y±1]

x 7→ Q̂acxayc

y 7→ Q̂bdxbyd

Q̂ 7→ Q̂

pour un élément g =

(
a b
c d

)
de SL(2,Z). On fixe un sous-groupe fini G de SL(2,Z), et

on vérifie que l’algèbre d’invariants CQ̂2[x
±1, y±1]G est une quantification de l’algèbre des

invariants de l’algèbre de Poisson C[x±1, y±1].
L’idéal (1−Q̂) étant stable par G, l’action de G sur la déformation CQ̂2[x

±1, y±1] induit

une action sur le quotient Â =
CQ̂2[x±1, y±1]
(
2(1 − Q̂)

) , et par le lemme 2.4.3, on a l’isomorphisme

d’algèbres associatives :
CQ̂2[x±1, y±1]G
(
2(1 − Q̂)

) ≃ ÂG.

L’isomorphisme de Poisson entre Â et C[x±1, y±1] étant clairement G-équivariant, on
a ÂG ≃ C[x±1, y±1]G, donc

CQ̂2[x±1, y±1]G
(
2(1 − Q̂)

) Poisson
≃ C[x±1, y±1]G.

De même, il est clair que

CQ̂2[x
±1, y±1]G

(
(q̂ − Q̂)

) ≃ Cq[x
±1, y±1]G,

en tant qu’algèbres associatives. En conclusion, les invariants de la quantification de l’al-
gèbre de Poisson forment une quantification des invariants.
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5.4.4 Finitude de la structure de Lie

N’ayant pas à disposition un procédé de relèvement de la propriété de finitude de la
structure de Lie du cas Poisson au cas non commutatif, on utilise une preuve directe
s’inspirant du cas Poisson.

Les monômes ordonnés forment un base de Poincaré-Birkhoff-Witt du tore quantique
Cq[x

±1, y±1]. Pour chaque algèbre d’invariants Cq[x
±1, y±1]G, où G est l’un des quatre

groupes précédents, on a donc

Cq[x
±1, y±1]G = ρG(

⊕

(m,n)∈Z2

C xmyn) =
∑

(m,n)∈Z2

C ρG(xmyn)

où ρG est l’opérateur de Reynolds : Cq[x
±1, y±1] → Cq[x

±1, y±1]G défini par ρG(P ) =
1

|G|

∑

g∈G

g · P .

Pour (m,n) ∈ Z
2, on définit les éléments

Rm,n = ρG(T (m,n)) =
1

|G|

∑

g∈G

q̂α(g·(m,n))−α(m,n)T g·(m,n).

Ils engendrent Cq[x
±1, y±1]G vu comme espace vectoriel. Le réseau Z

2 est la réunion dis-
jointe de ses orbites sous l’action de G. Pour chaque orbite O, on choisit un représentant
(aO, bO). Ainsi, les RaO ,bO forment une base de Cq[x

±1, y±1]G en tant qu’espace vectoriel.
Pour chacun des groupes étudiés, on choisit les mêmes représentants (aO, bO) des orbites
de Z

2 sous l’action de G que dans le cas de l’étude de la limite semi-classique.

Proposition 5.4.4
Pour chaque sous-groupe fini G de SL(2,Z), l’algèbre des invariants Cq[x

±1, y±1]G est de
type fini pour la structure de Lie associée au crochet de commutation.

• Pour G = G7, on trouve un système générateur à 9 éléments : R0,0 = 1, R1,0, R2,0,
R3,0, R4,0, R5,0, R1,−1, R1,−2, R1,−3.

• Pour G = G8, on trouve un système générateur à 8 éléments : R0,0 = 1, R1,0, R2,0,
R3,0, R4,0, R1,1, R1,2, R1,3.

• Pour G = G9, on trouve un système générateur à 7 éléments : R0,0 = 1, R1,0, R1,1,
R1,2, R1,3, R2,0, R3,0.

• Pour G = G10, on trouve un système générateur à 5 éléments : R0,0 = 1, R1,0,
R0,1 =, R1,1, R2,0.

Démonstration : A titre d’exemple, on étudie la cas du groupe G7. Les autres cas
se traitent de manière similaire.
L’orbite du point (a, b) du réseau Z

2 sous l’action du groupe G7 est

G7 · (a, b) = {(a, b), (a − b, a), (−b, a − b), (−a,−b), (−a + b,−a), (b,−a + b)},

ce qui signifie que

Ra,b = q̂(−a)(−b)−abR−a,−b = R−a,−b

= q̂(a−b)a−abRa−b,a = q̂(a−2b)aRa−b,a
= q̂(a−2b)aR−a+b,−a

= q̂(b−2a)bR−b,a−b

= q̂(b−2a)bRb,−a+b

.
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On choisit comme système de représentants des orbites : {(a, b) ∈ N
∗ × Z

−; (0, 0)},
ainsi, les éléments R0,0, et Ra,−b, (a, b) ∈ N

∗ × N forment une base de C[x±1, y±1]G7 .
Avec les notations précédentes, on a

[Ra,−b, Rc,−d] =
1

6

[
(q−bc − q−ad)Ra+c,−b−d + (qbc − qad)Ra−c,−b+d

+q̂c(c+2d)(q−b(c+d) − qac)Ra+c+d,−b+c + q̂c(c+2d)(qb(c+d) − q−ac)Ra−c−d,−b−c

+ q̂d(d+2c)(q−bd − qa(c+d))Ra+d,−b+c+d + q̂d(d+2c)(qbd − q−a(c+d))Ra−d,−b−c−d

]

En comparant cette expression à celle obtenue dans le cas commutatif, on constate
que le coefficient apparaissant devant chaque élément de la base s’annule dans le cas
non commutatif si et seulement le coefficient correspondant dans le cas commutatif
s’annule. La démonstration par récurrence utilisée dans le cas commutatif s’adapte
donc complètement au cas non commutatif.

�

Remarque 5.4.5
Pour chaque sous-groupe G de SL(2,Z), le système générateur de l’algèbre de Lie

(Cq[x
±1, y±1]G, [·, ·]) exhibé est de même cardinal que celui engendrant l’algèbre de Lie

sous-jacente à la limite semi-classique.

5.5 Homologie de Poisson et homologie de Hochschild

Dans le cas Poisson comme dans le cas de sa déformation, l’existence d’un système
générateur de cardinal fini pour la structure de Lie assure la finitude de la dimension du
quotient de l’algèbre de Lie par son algèbre de Lie dérivée. Plus précisément, le cardinal
du système générateur considéré fournit une borne supérieure pour la dimension de ce
quotient, qui correspond, dans le cas Poisson, au groupe d’homologie de Poisson en degré
0, et dans le cas non commutatif, au groupe d’homologie de Hochschild en degré 0.

Dans un papier de P.Etingof et A.Oblomkov [EO06], l’homologie de Hochschild en
degré 0 de l’algèbre des invariants Cq[x

±1, y±1]G10 a été calculée. C’est un espace vectoriel
de dimension 5.

Par ailleurs, on démontre que

Proposition 5.5.1
Le groupe d’homologie de Poisson en degré 0 de C[x±1, y±1]G10 est de dimension 5.

Démonstration : AG10 = C[x±1, y±1]G10 est engendré en tant qu’espace vectoriel

par les Ra,b :=
1

2
(xayb + x−ay−b), (a, b) ∈ Z

2, et pour tous (a, b), (c, d), on a :

{Ra,b, Rc,d} = (ad− bc)[Ra+c,b+d −Ra−c,b−d] (5.15)

On rappelle que les cinq éléments R0,0 = 1, R1,0 = (x+ x−1)/2, R0,1 = (y + y−1)/2,
R1,1 = (xy + x−1y−1)/2, et R2,0 = (x2 + x−2)/2 forment un système générateur de
l’algèbre de Lie (AG10 , {·, ·}). Leurs classes d’équivalence dans le quotient

HP0(A
G10) =

AG10

{AG10 ,AG10}

forment donc un système générateur pour la structure d’espace vectoriel. Il reste à
montrer qu’elles forment une famille libre. On suppose pour cela qu’il existe a, a1,1,
a1,0, a0,1, a2,0 ∈ C, tels que

a+ a1,1R1,1 + a1,0R1,0 + a0,1R0,1 + a2,0R2,0 ∈ {AG10 ,AG10}.
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On décompose alors AG10 de la manière suivante :

AG10 = C ⊕ V0,0 ⊕ V1,0 ⊕ V0,1 ⊕ V1,1

où Vi,j = V ectC(Ri′,j′ | (i′, j′) 6= (0, 0), i′ ≡ i mod 2Z, j′ ≡ j mod 2Z), la somme
étant directe par la définition des Ri′,j′. D’après (5.15), il est clair que {Vi,j , Vk,l} ⊂
Vi+k,j+l, où la somme sur les indices est prise modulo 2. De plus, R1,1 ∈ V1,1, R1,0 ∈
V1,0, R0,1 ∈ V0,1, et R2,0 ∈ V0,0. L’espace vectoriel {AG10 ,AG10} se décompose alors
de la manière suivante :

{AG10 ,AG10} = ({V0,0, V0,0} + {V1,0, V1,0} + {V0,1, V0,1} + {V1,1, V1,1})
⊕({V0,0, V1,0} + {V0,1, V1,1})
⊕({V0,0, V0,1} + {V1,0, V1,1})
⊕({V0,0, V1,1} + {V0,1, V1,0})

avec
• ({V0,0, V0,0} + {V1,0, V1,0} + {V0,1, V0,1} + {V1,1, V1,1}) ⊂ V0,0,
• ({V0,0, V1,0} + {V0,1, V1,1}) ⊂ V1,0,
• ({V0,0, V0,1} + {V1,0, V1,1}) ⊂ V0,1,
• ({V0,0, V1,1} + {V0,1, V1,0}) ⊂ V1,1.
On en déduit que a = 0, et chacun des termes a2,0R2,0, a1,0R1,0, a0,1R0,1, a1,1R1,1

est dans {AG ,AG}. Or d’après (5.15), {AG ,AG} est engendré comme espace vectoriel
par des éléments de la forme Rα − Rβ, où les (Rα)α∈Z2/G forment une base de AG.

Donc {AG ,AG} ne contient aucun des Rα. Ainsi, a2,0 = a1,0 = a0,1 = a1,1 = 0.

�

En conclusion, la dimension du groupe d’homologie de Poisson pour l’algèbre des in-
variants sous l’action du groupe G10 est égale à la dimension du groupe d’homologie de
Hochschild de sa déformation, dimension qui correspond également au cardinal d’un sys-
tème générateur trouvé dans chacun des deux cas pour la structure de Lie. Les systèmes
générateurs trouvés sont donc de cardinal minimal. Dans [Jor07], D.Jordan donne un autre
type de correspondance pour le groupe G10 entre l’algèbre des invariants côté Poisson et
sa déformation non commutative, en termes de modules simples.

5.6 Calcul de l’homologie de Hochschild en degré zéro

On dispose d’une formule qui donne l’homologie de Hochschild d’un produit croisé
[Lor92] qu’on va utiliser dans ce paragraphe pour calculer l’homologie de Hochschild en
degré 0 pour les algèbres d’invariants du tore quantique sous l’action de l’un des groupes G7,
G8, ou G9. On utilisera à plusieurs reprises le lemme technique d’algèbre linéaire suivant :

Lemme 5.6.1
Soit V un C-espace vectoriel de base (Xi)i∈I où I est un ensemble dénombrable. Soient
I = I1 ⊔ ... ⊔ Ik une partition de I, et pour tout j = 1, ..., k une fonction cj : Ij → C

∗. On
considère le sous-espace vectoriel W engendré par les éléments

Rj(ij , i
′
j) := cj(ij)Xij − cj(i

′
j)Xi′j

, avec 1 ≤ j ≤ k, ij, i
′
j ∈ Ij,

et (i01, ..., i
0
k) ∈ I1 × ...× Ik. Alors

V = W ⊕ CXi01
⊕ ...⊕ CXi0

k
.
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Démonstration : Tout d’abord, pour j = 1, ..., k, ij , i
′
j ∈ Ij , on a

Rj(ij , i
′
j) = −Rj(i

0
j , ij) +Rj(i

0
j , i

′
j)

donc l’ensemble {Rj(i
0
j , ij)/j = 1, ..., k, ij ∈ Ij \ {i

0
j}} forme un système générateur

de W . Par ailleurs, pour tout i ∈ I, ∃1 ≤ j ≤ k, i ∈ Ij, et Xi = cj(ij)
−1(Rj(ij , i

0
j ) +

cj(i
0
j )Xi0j

) ∈W+CXi0j
. Donc tous les éléments de la base de V sont dans W+CXi01

+

...+ CXi0
k
. Il reste à montrer que la somme est directe. Soient α1, ..., αk, βij ∈ C tels

que
k∑

j=1

αjXi0j
=

k∑

j=1

∑

ij∈Ij\{i0j}

βij (cj(i
0
j )Xi0j

− cj(ij)Xij )

Pour ij ∈ Ij \ {i0j}, l’élément Xij de la base n’apparait qu’une fois dans la somme.

Or (Xi)i∈I est une base de V . On a donc βij = 0, pour tout ij 6= i0j , et finalement
αj = 0 pour tout 1 ≤ j ≤ k.

�

Proposition 5.6.2
Soit Aq = Cq[x

±1, y±1] le tore quantique. On a alors :
• HH0(A

G7
q ) = C

9.
• HH0(A

G8
q ) = C

8.
• HH0(A

G9
q ) = C

7.

Démonstration : Soit G l’un des trois groupes étudiés dans cette partie. L’algèbre
Aq étant simple, et G ne contenant pas d’automorphisme intérieur de l’algèbre Aq

autre que l’identité, l’algèbre produit croisé

Aq ⋆ G :=
∑

g∈G

Aqg,

dans laquelle le produit est défini par le redressement ga = g(a)g, est également une
algèbre simple d’après (2.4.9). En effet, si g agit par automorphisme intérieur sur Aq,
alors g.a = b−1ab, où b est un inversible de Aq, donc un monôme b = αxiyj. L’action
de g est alors donnée sur x par g(x) = q−jx, et sur y par g(y) = qiy. En comparant
cette action à la définition de celle d’un élément du groupe SL(2,Z) (section 5.4.2),
on obtient g = id. L’algèbre des invariants AG

q est donc équivalente au sens de Morita
au produit croisé Aq ⋆ G d’après (2.4.10). Le groupe d’homologie de Hochschild en
degré 0 étant un invariant de Morita, il suffit donc de le calculer pour le produit croisé
Aq ⋆ G.
On utilise d’abord la relation générale suivante [Lor92] :

HH0(Aq ⋆ G) =
⊕

[g]∈T (G)

H0(C(g)/〈g〉,HH0(Aq,Aqg))

où T (G) est l’ensemble des classes de conjugaison de G, [g] la classe d’un élément g
du groupe G, et C(g) le centralisateur de g dans G.
HH0(Aq,Aqg) est l’homologie de Hochschild en degré zéro,

HH0(Aq,Aqg) = Aqg/[Aq,Aqg],
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sur lequel le groupe C(g)/〈g〉 agit par l’action induite par la conjugaison :

h · (ag + [Aq,Aqg]) = h−1agh+ [Aq,Aqg] = h(a)g + [Aq,Aqg].

H0(C(g)/〈g〉,HH0(Aq,Aqg)) est alors le 0-ème groupe d’homologie du groupe C(g)/〈g〉
à valeurs dans HH0(Aq,Aqg). D’après [Rot79, chap. 10], on rappelle que pour un
groupe G et un G-module M ,

H0(G,M) = M/gM,

où g est l’idéal d’augmentation de G défini comme l’idéal de l’algèbre Z[G] du groupe
engendré par {(1 − g)/g ∈ G}.
Dans la situation étudiée, chaque groupe G est cyclique, donc la formule se simplifie
de la manière suivante :

HH0(Aq ⋆ G) =
⊕

g∈G

H0(G/〈g〉,HH0(Aq,Aqg))

On rappelle la définition des groupes étudiés. On pose

D =

(
−1 0
0 1

)
, S =

(
0 1
1 0

)
,X =

(
1 −1
1 0

)
.

Les sous-groupes finis de SL(2,Z) que l’on considère sont les suivants :

groupe générateur ordre

G7 X 6
G8 DS 4

G9 X2 3

G10 X3 = −Id 2

On commence donc par calculer les groupes d’homologie HH0(Aq,Aqg) pour g l’un
des éléments suivants

I2,X =

(
1 −1
1 0

)
,X2,X3 = −I2,X

4,X5,DS =

(
0 −1
1 0

)
, (DS)2 = −I2, (DS)3.

Pour simplifier les notations, on définit pour g ∈ SL(2,Z) un crochet tordu [·, ·]g sur
Aq défini par

[a, b]g = ab− bg(a), pour a, b ∈ Aq.

Ainsi HH0(Aq,Aqg) = Aq/[Aq,Aq]g.

• Pour g = ±I2, d’après [Obl04],HH0(Aq,Aq) = C(1+[Aq,Aq]), etHH0(Aq,Aq(−I2))
est de dimension 4, engendré par les classes de 1, x, y, xy, avec pour tous i, j ∈ Z,
ε1, ε2 = 0, 1,

q−2ij−ε1j+ε2ixε1+2iyε2+2j + [Aq,Aq]−I2 = xε1yε2 + [Aq,Aq]−I2.

• Pour g = X =

(
1 −1
1 0

)
, l’action est donnée par

X :

∣∣∣∣
x 7→ q̂xy

y 7→ x−1
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Le sous-espace [Aq,Aq]X est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [xayb, xcyd]X pour a, b, c, d ∈ Z. Or

[xayb, xcyd]X = xaybxcyd − xcyd(q̂xy)a(x−1)b

= qbcxa+cyb+d − q̂aq
a(a−1)

2
−ab+ad−bdxa−b+cya+d

= q̂2bc
(
xa+cyb+d − q̂a

2−2ab+2ad−2bd−2bcxa−b+cya+d
)

Par ailleurs, l’application (a, b, c, d) 7→ (k, l, k′, l′) = (a + c, b + d, a − b + c, a + d)
est une bijection de Z

4, d’application réciproque

(k, l, k′, l′) 7→ (a, b, c, d) = ((k − l) − (k′ − l′), k − k′, l + (k′ − l′), k′ − (k − l)).

L’espace [Aq,Aq]X est donc engendré par les différences suivantes,

xkyl − q̂k
′2+l′2−k2−l2xk

′
yl

′
,

soit par les q̂k
2+l2xkyl − q̂k

′2+l′2xk
′
yl

′
, avec k, l, k′, l′ ∈ Z. D’après le lemme 5.6.1,

on a donc Aq = [Aq,Aq]X ⊕ C, donc HH0(Aq,AqX) = C(1 + [Aq,Aq]X), et pour
tous k, l ∈ Z,

q̂k
2+l2xkyl + [Aq,Aq]X = 1 + [Aq,Aq]X

• Pour g = X−1 =

(
0 1
−1 1

)
, l’action est donnée par

X−1 :

∣∣∣∣
x 7→ y−1

y 7→ q̂xy

Le sous-espace [Aq,Aq]X−1 est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [xayb, xcyd]X−1 pour a, b, c, d ∈ Z. Or

[xayb, xcyd]X−1 = xaybxcyd − xcyd(y−1)a(q̂xy)b

= qbcxa+cyb+d − q̂bq
b(b−1)

2
+b(−a+d)xb+cy−a+b+d

= q̂2bc
(
xa+cyb+d − q̂b

2+2b(−a+d−c)xb+cy−a+b+d
)

Par ailleurs, l’application (a, b, c, d) 7→ (k, l, k′, l′) = (a+ c, b+ d, b+ c,−a+ b+ d)
est une bijection de Z

4, d’application réciproque (k, l, k′, l′) 7→ (a, b, c, d) = (l −
l′,−k+ l+ k′− l′, k− l− k′ + l′, k− k′ + l). L’espace [Aq,Aq]X−1 est donc engendré
par les différences suivantes,

xkyl − q̂(k−l)
2−(k′−l′)2xk

′
yl

′
,

soit par les q̂−(k−l)2xkyl−q̂−(k′−l′)2xk
′
yl

′
, avec k, l, k′, l′ ∈ Z. D’après le lemme 5.6.1,

on a donc Aq = [Aq,Aq]X−1 ⊕C, donc HH0(Aq,AqX
−1) = C(1 + [Aq,Aq]X−1), et

pour tous k, l ∈ Z,

q̂−(k−l)2xkyl + [Aq,Aq]X−1 = 1 + [Aq,Aq]X−1

• Pour g = X2 =

(
0 −1
1 −1

)
, l’action est donnée par

X2 :

∣∣∣∣
x 7→ y

y 7→ q̂x−1y−1
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Le sous-espace [Aq,Aq]X2 est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [xayb, xcyd]X2 pour a, b, c, d ∈ Z. Or

[xayb, xcyd]X2 = xaybxcyd − xcydya(q̂x−1y−1)b

= qbcxa+cyb+d − q̂bq
b(b−1)

2
−b(a+d)x−b+cya−b+d

= q̂2bc
(
xa+cyb+d − q̂b

2−2b(a+c+d)x−b+cya−b+d
)

On compare la somme des exposants de chacun des deux termes de la différence :

(a+ c) + (b+ d) = (−b+ c) + (a− b+ d) + 3b

Il existe donc un unique ε ∈ {−1, 0, 1} tel que

(a+ c) + (b+ d) ≡ (−b+ c) + (a− b+ d) ≡ ε[3]

Par ailleurs, l’application

(a, b, c, d) 7→ (ε, k, l, k′, l′)

= (ε, a + c− ε,
a+ b+ c+ d− ε

3
,−b+ c− ε,

a− 2b+ c+ d− ε

3
)

est une bijection de Z
4 dans {−1, 0, 1} × Z

4, d’application réciproque

(ε, k, l, k′, l′) 7→ (a, b, c, d) = ((k − l) − (k′ − l′), l − l′, l + k′ − l′ + ε, 2l − k + l′).

L’espace [Aq,Aq]X2 est donc engendré par les différences suivantes,

xε+ky−k+3l − q̂−3l2−2lε+3l′2+2l′εxε+k
′
y−k

′+3l′ ,

soit par les éléments

q̂3l
2+2lεxε+ky−k+3l − q̂3l

′2+2l′εxε+k
′
y−k

′+3l′ ,

avec (ε, k, l, k′, l′) ∈ {−1, 0, 1} × Z
4. Pour ε = −1, 0, 1 on pose

Iε = {(−ε+ k,−k + 3l)/k, l ∈ Z}.

On obtient alors une partition de Z
2 en Z

2 = I−1 ⊔ I0 ⊔ I1. D’après le lemme 5.6.1,
on a donc

Aq = [Aq,Aq]X2 ⊕ C ⊕ Cx⊕ Cx−1,

donc

HH0(Aq,AqX
−2) = C(1 + [Aq,Aq]X2)⊕C(x+ [Aq,Aq]X2)⊕C(x−1 + [Aq,Aq]X2)

avec pour ε ∈ {−1, 0, 1}, k, l ∈ Z

q̂3l
2+2lεxε+ky−k+3l + [Aq,Aq]X2 = xε + [Aq,Aq]X2 .

• Pour g = X−2 = X4 =

(
−1 1
−1 0

)
, l’action est donnée par

X−2 :

∣∣∣∣
x 7→ q̂x−1y−1

y 7→ x



104 5. Algèbres de Poisson issues du cas multiplicatif

Le sous-espace [Aq,Aq]X−2 est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [xayb, xcyd]X−2 pour a, b, c, d ∈ Z. Or

[xayb, xcyd]X−2 = xaybxcyd − xcyd(q̂x−1y−1)a(x)b

= qbcxa+cyb+d − q̂aq
a(a−1)

2
−ad+b(−a+d)x−a+b+cy−a+d

= q̂2bc
(
xa+cyb+d − q̂a

2−2ad−2ab+2bd−2bcx−a+b+cy−a+d
)

On compare la somme des exposants de chacun des deux termes de la différence :

(a+ c) + (b+ d) = (−a+ b+ c) + (−a+ d) + 3a

Il existe donc un unique ε ∈ {−1, 0, 1} tel que

(a+ c) + (b+ d) ≡ (−a+ b+ c) + (−a+ d) ≡ ε[3]

Par ailleurs, l’application

(a, b, c, d) 7→ (ε, k, l, k′, l′)

= (ε, a + c− ε,
a+ b+ c+ d− ε

3
,−a+ b+ c− ε,

−2a+ b+ c+ d− ε

3
)

est une bijection de Z
4 dans {−1, 0, 1} × Z

4, d’application réciproque

(ε, k, l, k′, l′) 7→ (a, b, c, d) = (l − l′, 2(l − l′) − (k − k′), ε+ k − (l − l′), l + 2l′ − k′).

L’espace [Aq,Aq]X−2 est donc engendré par les différences suivantes,

xε+ky−k+3l − q̂−3(l′−k′)2+k′2+2(2l′−k′)ε+3(l−k)2−k2−2(2l−k)εxε+k
′
y−k

′+3l′ ,

soit par les éléments

q̂−3(l−k)2+k2+2(2l−k)εxε+ky−k+3l − q̂−3(l′−k′)2+k′2+2(2l′−k′)εxε+k
′
y−k

′+3l′ ,

avec (ε, k, l, k′, l′) ∈ {−1, 0, 1} × Z
4. Pour ε = −1, 0, 1 on pose

Iε = {(−ε+ k,−k + 3l)/k, l ∈ Z}.

On obtient alors une partition de Z
2 en Z

2 = I−1 ⊔ I0 ⊔ I1. D’après le lemme 5.6.1,
on a donc

Aq = [Aq,Aq]X−2 ⊕ C ⊕ Cx⊕ Cx−1,

donc

HH0(Aq,AqX
−2) = C(1+[Aq,Aq]X−2)⊕C(x+[Aq,Aq]X−2)⊕C(x−1+[Aq,Aq]X−2)

avec pour ε ∈ {−1, 0, 1}, k, l ∈ Z

q̂−3(l−k)2+k2+2(2l−k)εxε+ky−k+3l + [Aq,Aq]X−2 = xε + [Aq,Aq]X−2 .

• Pour g = DS =

(
0 −1
1 0

)
, l’action est donnée par

DS :

∣∣∣∣
x 7→ y

y 7→ x−1
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Le sous-espace [Aq,Aq]DS est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [xayb, xcyd]DS pour a, b, c, d ∈ Z. Or

[xayb, xcyd]DS = xaybxcyd − xcydyax−b

= qbcxa+cyb+d − q−b(a+d)x−b+cya+d

= qbc
(
xa+cyb+d − q−b(a+d+c)x−b+cya+d

)

On compare la somme des exposants de chacun des deux termes de la différence :

(a+ c) + (b+ d) = (−b+ c) + (a+ d) + 2b

Il existe donc un unique ε ∈ {0, 1} tel que

(a+ c) + (b+ d) ≡ (−b+ c) + (a+ d) ≡ ε[2]

Par ailleurs, l’application

(a, b, c, d) 7→ (ε, k, l, k′, l′)

= (ε, a+ c− ε,
a+ b+ c+ d− ε

2
,−b+ c− ε,

a− b+ c+ d− ε

2
)

est une bijection de Z
4 dans {0, 1} × Z

4, d’application réciproque

(ε, k, l, k′, l′) 7→ (a, b, c, d) = (k − l − k′ + l′, l − l′, l − l′ + k′ + ε, l − k + l′).

L’espace [Aq,Aq](DS) est donc engendré par les différences suivantes,

xε+ky−k+2l − q−l
2−εl+l′2+εl′xε+k

′
y−k

′+2l′ ,

soit par les éléments

ql
2+εlxε+ky−k+2l − ql

′2+εl′xε+k
′
y−k

′+2l′ ,

avec (ε, k, l, k′, l′) ∈ {0, 1} × Z
4. Pour ε = 0, 1 on pose

Iε = {(−ε+ k,−k + 2l)/k, l ∈ Z}.

On obtient alors une partition de Z
2 en Z

2 = I0 ⊔ I1. D’après le lemme 5.6.1, on a
donc

Aq = [Aq,Aq]DS ⊕ C ⊕ Cx,

donc

HH0(Aq,Aq(DS)) = C(1 + [Aq,Aq]DS) ⊕ C(x+ [Aq,Aq]DS)

avec pour ε ∈ {0, 1}, k, l ∈ Z

ql
2+εlxε+ky−k+2l + [Aq,Aq]DS = xε + [Aq,Aq]DS .

• Pour g = (DS)−1 = (DS)3 =

(
0 1
−1 0

)
, l’action est donnée par

X−2 :

∣∣∣∣
x 7→ y−1

y 7→ x
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Le sous-espace [Aq,Aq](DS)−1 est engendré comme espace vectoriel sur C par tous

les crochets [xayb, xcyd](DS)−1 pour a, b, c, d ∈ Z. Or

[xayb, xcyd](DS)−1 = xaybxcyd − xcyd(y−1)axb

= qbcxa+cyb+d − qb(−a+d)xb+cy−a+d

= qbc
(
xa+cyb+d − qb(−a−c+d)xb+cy−a+d

)

On compare la somme des exposants de chacun des deux termes de la différence :

(a+ c) + (b+ d) = (b+ c) + (−a+ d) + 2a

Il existe donc un unique ε ∈ {0, 1} tel que

(a+ c) + (b+ d) ≡ (−a+ b+ c) + (−a+ d) ≡ ε[2]

Par ailleurs, l’application

(a, b, c, d) 7→ (ε, k, l, k′, l′)

= (ε, a+ c− ε,
a+ b+ c+ d− ε

2
, b+ c− ε,

−a+ b+ c+ d− ε

2
)

est une bijection de Z
4 dans {0, 1} × Z

4, d’application réciproque

(ε, k, l, k′, l′) 7→ (a, b, c, d) = (l − l′, (l − l′) − (k − k′), ε+ k − (l − l′), l + l′ − k′).

L’espace [Aq,Aq](DS)−1 est donc engendré par les différences suivantes,

xε+ky−k+2l − q(l−k)
2−(l′−k′)2−ε(l−k)+ε(l′−k′)xε+k

′
y−k

′+2l′ ,

soit par les éléments

q−(l−k)2+ε(l−k)xε+ky−k+2l − q−(l′−k′)2+ε(l′−k′)xε+k
′
y−k

′+2l′ ,

avec (ε, k, l, k′, l′) ∈ {0, 1} × Z
4. Pour ε = 0, 1 on pose

Iε = {(−ε+ k,−k + 2l)/k, l ∈ Z}.

On obtient alors une partition de Z
2 en Z

2 = I0 ⊔ I1. D’après le lemme 5.6.1, on a
donc

Aq = [Aq,Aq](DS)−1 ⊕ C ⊕ Cx,

donc

HH0(Aq,Aq(DS)−1) = C(1 + [Aq,Aq](DS)−1) ⊕ C(x+ [Aq,Aq](DS)−1)

avec pour ε ∈ {0, 1}, k, l ∈ Z

q−(l−k)2+ε(l−k)xε+ky−k+2l + [Aq,Aq](DS)−1 = xε + [Aq,Aq](DS)−1 .

On calcule alors, pour chaque groupe G et chaque élément g ∈ G le groupe d’homo-
logie H0(G/〈g〉,HH0(Aq,Aqg)).
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• Pour G = G9 = 〈X2〉, si g ∈ G \ I2, alors le groupe G/〈g〉 est le groupe tri-
vial, et si g = I2, HH0(Aq,Aqg) est le G-module trivial, donc dans tous les cas
H0(G/〈g〉,HH0(Aq,Aqg)) = HH0(Aq,Aqg), et

HH0(Aq ⋆ G) = C ⊕ C
3 ⊕ C

3 = C
7

• Pour G = G8 = 〈DS〉, si g ∈ G \ ±I2, alors le groupe G/〈g〉 est le groupe trivial,
et si g = I2, HH0(Aq,Aqg) est le G-module trivial, donc pour g 6= −I2,

H0(G/〈g〉,HH0(Aq,Aqg)) = HH0(Aq,Aqg).

Si g = −I2, le groupe G/〈g〉 est de cardinal 2, engendré par la classe de DS. On
considère alors l’action deDS sur le moduleHH0(Aq,Aq(−I2)) qui est un C-espace
vectoriel de dimension 4, engendré par les classes de 1, x, y, et xy.

(DS) · (1 + [Aq,Aq]−I2) = 1 + [Aq,Aq]−I2
(DS) · (x+ [Aq,Aq]−I2) = y + [Aq,Aq]−I2
(DS) · (y + [Aq,Aq]−I2) = x−1 + [Aq,Aq]−I2 = x+ [Aq,Aq]−I2

(DS) · (xy + [Aq,Aq]−I2) = yx−1 + [Aq,Aq]−I2 = q−1x1−2y + [Aq,Aq]−I2
= q−1q1xy + [Aq,Aq]−I2 = xy + [Aq,Aq]−I2.

Ainsi, le sous G/〈−I2〉-module gHH0(Aq,Aq(−I2)), où g est l’idéal d’augmentation
de G/〈−I2〉, est un C-espace vectoriel de dimension 1 engendré par (x − y) +
[Aq,Aq]−I2 , et donc

H0(G/〈g〉,HH0(Aq,Aqg)) = C
3.

Ainsi,
HH0(Aq ⋆ G) = C ⊕ (C2)⊕2 ⊕ C

3 = C
8

• Pour G = G7 = 〈X〉, si g = I2, X, ou X5 alors HH0(Aq,Aqg) est le G/〈g〉-module
trivial, et donc :

H0(G/〈g〉,HH0(Aq,Aqg)) = HH0(Aq,Aqg).

Si g = −I2, le groupe G/〈g〉 est de cardinal 3, engendré par la classe de X. On
considère alors l’action de X sur le module HH0(Aq,Aq(−I2)) qui est un C-espace
vectoriel de dimension 4, engendré par les classes de 1, x, y, et xy.

X · (1 + [Aq,Aq]−I2) = 1 + [Aq,Aq]−I2
X · (x+ [Aq,Aq]−I2) = q̂xy + [Aq,Aq]−I2
X · (y + [Aq,Aq]−I2) = x−1 + [Aq,Aq]−I2 = x+ [Aq,Aq]−I2
X · (xy + [Aq,Aq]−I2) = q̂xyx−1 + [Aq,Aq]−I2 = q−1y + [Aq,Aq]−I2

Ainsi, le sous G/〈−I2〉-module gHH0(Aq,Aq(−I2)), où g est l’idéal d’augmentation
de G/〈−I2〉, est un C-espace vectoriel de dimension 2 engendré par les classes de
x− y et x− q̂xy, et donc

H0(G/〈g〉,HH0(Aq,Aqg)) = C
2.

Si g = X2, le groupe G/〈g〉 est de cardinal 2, engendré par la classe de X. On
considère alors l’action de X sur le module HH0(Aq,AqX

2) qui est un C-espace
vectoriel de dimension 3, engendré par les classes de 1, x, et x−1.

X · (1 + [Aq,Aq]X2) = 1 + [Aq,Aq]X2

X · (x+ [Aq,Aq]X2) = q̂xy + [Aq,Aq]X2 = x−1 + [Aq,Aq]X2

X · (x−1 + [Aq,Aq]X2) = q̂−1y−1x−1 + [Aq,Aq]X2 = q̂x−1y−1 + [Aq,Aq]X2

= x+ [Aq,Aq]X2
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Ainsi, le sous G/〈X2〉-module gHH0(Aq,AqX
2), où g est l’idéal d’augmentation

de G/〈X2〉, est un C-espace vectoriel de dimension 1 engendré par la classe de
x− x−1, et donc

H0(G/〈g〉,HH0(Aq,Aqg)) = C
2.

Si g = X−2, le groupe G/〈g〉 est de cardinal 2, engendré par la classe de X. On
considère alors l’action de X sur le module HH0(Aq,AqX

−2) qui est un C-espace
vectoriel de dimension 3, engendré par les classes de 1, x, et x−1.

X · (1 + [Aq,Aq]X−2) = 1 + [Aq,Aq]X−2

X · (x+ [Aq,Aq]X−2) = q̂xy + [Aq,Aq]X−2 = x−1 + [Aq,Aq]X−2

X · (x−1 + [Aq,Aq]X−2) = q̂−1y−1x−1 + [Aq,Aq]X−2 = q̂x−1y−1 + [Aq,Aq]X−2

= x+ [Aq,Aq]X−2

Ainsi, le sous G/〈X−2〉-module gHH0(Aq,AqX
−2), où g est l’idéal d’augmentation

de G/〈X−2〉, est un C-espace vectoriel de dimension 1 engendré par la classe de
x− x−1, et donc

H0(G/〈g〉,HH0(Aq,Aqg)) = C
2.

Ainsi,
HH0(Aq ⋆ G) = (C)⊕3 ⊕ (C2)⊕3 = C

9

�



Chapitre 6

Conjecture de Gelfand-Kirillov

6.1 La conjecture de Gelfand-Kirillov

On souhaite étudier dans ce chapitre une version Poisson de la conjecture de Gelfand-
Kirillov. La conjecture originelle faite par I.M.Gelfand et A.A.Kirillov [GK66] stipule que
l’algèbre enveloppante d’une algèbre de Lie algébrique g sur un C est ’birationnellement’
équivalente à une algèbre de Weyl sur une extension transcendante pure de C :

Conjecture 6.1.1 (Conjecture de Gelfand-Kirillov)
Il existe des entiers n, k tels que

K(g) ≃ Dn(C(T1, ..., Tk))

où C(T1, ..., Tk) est le centre du corps gauche K(g), et où l’on note Dn(K) le corps des
fractions de l’algèbre de Weyl An(K) (avec K corps commutatif), ce qui signifie :

1. Le centre de K(g) est transcendant pur, de degré de transcendance k.

2. Au dessus de ce centre, K(g) est isomorphe au corps des fractions d’une algèbre de
Weyl.

On dira dans une telle situation que U(g) est birationnellement équivalente à une algèbre
de Weyl.

Cette conjecture a été initialement démontrée par I.M.Gelfand et A.A.Kirillov [GK66],
pour les algèbres de matrices gln and sln, ainsi que pour les algèbres de Lie nilpotentes.
En 1969, ils démontrent dans un autre article [GK69] une forme plus faible de la conjec-
ture, pour les algèbres de Lie semi-simples, en effectuant une extension du centre Z(g) de
U(g) par l’algèbre enveloppante d’une sous-algèbre de Cartan h de g. Elle a été ensuite dé-
montrée pour les algèbres de Lie résolubles par A.Joseph [Jos74], J.C.McConnell [McC74],
et W.Borho, P.Gabriel et R.Rentschler [BGR73]. X.H.Nghiem a également démontré la
conjecture pour certaines classes de produits semi-directs d’algèbres de Lie [Hai79], et
J.Alev, A.I.Ooms et M.Van den Bergh l’ont démontré pour toute algèbre de Lie de di-
mension inférieure ou égale à 8 [AOVdB00]. Cependant, des contre-exemples à la conjec-
ture ont été exhibés [AOVdB96], pour certains produits semi-directs. Des versions quan-
tiques de la conjecture de Gelfand-Kirillov ont été étudiés, par exemple par K.A.Brown et
K.R.Goodearl dans [BG02].
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6.2 Version Poisson de la conjecture de Gelfand-Kirillov

L’étude de ces exemples et contre-exemples à la conjecture de Gelfand-Kirillov nous
amène naturellement à considérer la version géométrique de ce problème. Soit g une algèbre
de Lie algébrique, et G un groupe d’algèbre de Lie g = Lie(G). L’algèbre symétrique S(g)
peut être interprétée comme l’algèbre des fonctions sur l’espace affine g∗. L’action du
groupe G sur g∗ par la représentation coadjointe induit une action de G sur l’algèbre
S(g) = O(g∗). On peut identifier l’algèbre des invariants O(g∗)G à l’algèbre des fonctions
sur les orbites fermées sous l’action de G. D’après un théorème dû à Kostant-Kirillov-
Souriau, on sait que les orbites de G dans g∗ sont munies canoniquement d’une structure
de variété symplectique, et forment donc une partition de g∗ en feuilles symplectiques.
La question qui se pose est alors de savoir si l’on peut trouver un ouvert dense de g∗,
et des fonctions p1, ..., pn, q1, ..., qn sur cet ouvert, telles que leurs restrictions à chaque
orbite définissent la structure symplectique de l’orbite grâce à la 2-forme différentielle
n∑

i=1

dpi ∧ dqi. Ces considérations géométriques se traduisent en terme de la structure du

corps des fractions L(g) de l’algèbre symétrique S(g) de l’algèbre de Lie g par la conjecture
de Gelfand-Kirillov Poisson :

Conjecture 6.2.1 (Conjecture de Gelfand-Kirillov Poisson)
Il existe des entiers n, k tels que

L(g) ≃ Fn(C(T1, ..., Tk))

où C(T1, ..., Tk) est le centre de Poisson du corps commutatif L(g) := Frac(S(g)), et où
l’on note Fn(K) le corps des fractions de l’algèbre de Poisson symplectique Bn(K) (avec K

corps commutatif), ce qui signifie :

1. Le centre de Poisson de L(g) est transcendant pur, de degré de transcendance k.

2. Au dessus de ce centre, L(g) est isomorphe au corps des fractions d’une algèbre de
Poisson symplectique.

En s’inspirant de la démonstration faite par I.M.Gelfand et A.A.Kirillov dans le cas
du corps enveloppant, M.Vergne démontre la conjecture de Gelfand-Kirillov Poisson pour
les algèbres de Lie nilpotentes [Ver72]. Dans [TY07], P.Tauvel et R.W.T.Yu démontrent
un résultat similaire pour des quotients de l’algèbre symétrique d’une algèbre de Lie réso-
luble. Dans [GL07], K.Goodearl et S.Launois étudient une version du problème de Gelfand
Kirillov adaptée au cas d’algèbres de Poisson polynômiales itérées, et qui s’inspire de ver-
sions quantiques du problème de Gelfand-Kirillov. Ils utilisent les limites semi-classiques
des espaces affines quantiques, qui sont des algèbres de Poisson polynômiales K[x1, ..., xn]
avec un crochet de Poisson défini par

{xi, xj} = λijxixj

pour tous i, j, où Λ = (λij) est une matrice anti-symétrique à coefficients dans K. En no-
tant KΛ[x1, ..., xn] une telle algèbre de Poisson, et KΛ(x1, ..., xn) son corps des fractions, la
version du problème de Gelfand Kirillov qu’ils étudient est l’existence d’un isomorphisme
de Poisson entre le corps des fractions de l’algèbre de Poisson étudiée et un corps de Poisson
de la forme K̃Λ(x1, ..., xn), où K̃ est une extension du corps de base K. Ils démontrent cette
existence pour une large classe d’algèbres de Poisson polynômiales, en particulier pour
des quotients de limites semi-classiques de groupes quantiques par des idéaux premiers de
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Poisson.

On étudie dans ce chapitre un problème de Gelfand-Kirillov adapté à la théorie des
invariants, en particulier aux différents exemples étudiés dans les chapitres précédents.
On considère une algèbre de Poisson A et G un groupe fini d’automorphismes de Poisson
de A. La version du problème de Gelfand-Kirillov que l’on étudie ici est l’existence d’un
isomorphisme de Poisson entre le corps des fractions de A et celui de AG.

Dans le cas des singularités de Klein, le résultat découle d’une version Poisson du
théorème de Miyata, dont on peut trouver l’énoncé non commutatif dans [AD97].

6.3 Théorème de Miyata : une version Poisson

Théorème 6.3.1
Soit K un corps commutatif, F = K(x), S = K[x]. On suppose de plus que S est munie
d’une structure de Poisson telle que :

• a, b ∈ K ⇒ {a, b} ∈ K.
• a ∈ K ⇒ {a, x} ∈ K.

Soit G un sous-groupe d’automorphismes de Poisson de S, tel que G(K) ⊂ K. Alors :

1. Si SG ⊂ K, alors SG = KG = FG.

2. Sinon, pour tout u ∈ SG, de degré minimal en x parmi les éléments de SG de degré
strictement positif, on a SG = KG[u] et FG = KG(u). En outre, si a, b ∈ KG, alors
{a, b} ∈ KG et {u, a} ∈ KG.

Démonstration :
• Tout élément g de G est un automorphisme de K[x] tel que g(K) ⊂ K. Pour des

raisons de degré, on en déduit que g(x) = ag.x+ bg, avec ag ∈ K∗, bg ∈ K.
• On montre maintenant que FG = Frac(SG). Tout élément de FG = K(x)G ⊂
K(x) peut s’écrire comme un quotient s/t avec s, t ∈ K[x] = S, et s ∧ t = 1. On
raisonne par récurence sur degx(s) + degx(t). Si degx(s) = 0 ou degx(t) = 0, le
résultat est évident. On suppose maintenant que degx(s), degx(t) > 0. Pour tout
g ∈ G, on a g(s/t) = s/t, donc t.g(s) = s.g(t). Comme s et t sont premiers entre
eux, on en déduit que g(s) = kg.s et g(t) = kg.t, avec kg ∈ K∗. On peut supposer
degx(s) ≥ degx(t). On effectue la division euclidienne de s par t : il existe un unique
couple (q, r), tel que

s = tq + r avec degx(r) < degx(t)

Pour g ∈ G, on obtient donc kg.s = kg.tg(q) + g(r). Comme g(r) est de même
degré que r, par unicité du couple (q, r), on a g(q) = q et g(r) = kg.r. On en déduit
que q ∈ SG et r/t ∈ FG, et par hypothèse de récurrence, r/t ∈ Frac(SG). Ainsi,
s/t = q + r/t ∈ Frac(SG).

On démontre maintenant le théorème.

1. Si SG ⊂ K, comme K ⊂ S, on a aussi KG ⊂ SG, d’où SG = KG, et FG =
Frac(SG) = Frac(KG) = KG.

2. Si SG * K, alors on peut trouver un élément u de degré minimal en x parmi les
éléments de SG de degré ≥ 1. Si p est un autre élément de SG, on montre que
p est un polynôme en u par récurrence sur le degré de p.

�
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6.4 Exemple des singularités de Klein

Soit C[x, y] l’algèbre des polynômes à deux variables, munie du crochet de Poisson
symplectique {x, y} = 1. Le groupe symplectique SL(2,C) agit par automorphismes de
Poisson, et on fixe G un sous-groupe fini de SL(2,C). L’algèbre d’invariants C[x, y]G est
l’algèbre des fonctions polynomiales sur la variété quotient C

2/G, et est munie du crochet
de Poisson induit. Donc C

2/G est une surface de Klein, munie d’une structure de variété
de Poisson, et on s’intéresse à la version de la conjecture de Gelfand-Kirillov Poisson dans
le cas de ces surfaces de Klein : le corps des fractions de l’algèbre des fonctions C[x, y]G

est-il Poisson-isomorphe au corps des fractions d’une algèbre de Poisson symplectique ? On
rappelle d’abord que le corps des fractions des invariants est le sous-corps des invariants
du corps des fractions de l’algèbre initiale.

Lemme 6.4.1
Soit G un groupe fini d’automorphismes d’une algèbre commutative A. Alors

Frac(AG) = (Frac(A))G.

Démonstration : L’inclusion Frac(AG) ⊂ (Frac(A))G est évidente. Soit donc
a

b
un élément non nul de (Frac(A))G, avec a, b ∈ A. Alors

a

b
=

∏

g∈G

g · a

b
∏

g 6=id

g · a
.

avec a′ :=
∏

g∈G

g · a ∈ AG, et b
∏

g 6=id

g · a =
b

a
× a′ ∈ Frac(A)G ∩ A = AG.

�

D’après [Spr77], l’algèbre des invariants C[x, y]G est engendrée sur C par trois poly-
nômes g1, g2, g3 vérifiant une relation F quasi-homogène. On en déduit que Frac(C[x, y]G)
est le corps C(g1, g2, g3), les gi étant algébriquement liés.

Proposition 6.4.2
Soit G un sous-groupe fini de SL(2,C). Alors il existe p, q ∈ C(x, y)G algébriquement
indépendants sur C tels que :

• C(x, y)G = C(p, q).
• {p, q} = 1.

Démonstration :

• Cas An−1 : on noteGn le groupe cyclique d’ordre n engendré par gn =

(
rn 0

0 r−1
n

)
,

où rn = e2iπ/n. Alors Gn agit sur K = C(x), donc en posant F = K(y), on peut
appliquer le théorème de Miyata avec u = xy de dégré minimal en y :

C(x, y)G = C(x)G(xy) = C(xn, xy).

Or {xn, xy} = nxn, donc en posant p = xn et q =
xy

nxn
, on a bien C(p, q) = C(x, y)G

et {p, q} = 1.
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• Cas Dn, E6, E7, E8 : on note G un groupe de ce type. Alors G2 = 〈−I2〉 est un
sous-groupe distingué de G, donc C(x, y)G = (C(x, y)G2)G

′
, où G′ = G/G2. Or

d’après le point précédent, Q2 := C(x, y)G2 = C(x2, x/y) = C(x/y, xy). On pose
v := y/x et w := xy. Ainsi :

⋆ K := C(v) est stable par l’action de G′ : pour g =

(
a b
c d

)
∈ G,

g(v) =
−bx+ ay

dx− cy
=

−b+ av

d− cv
∈ C(v).

⋆ G′ s’identifie à un groupe d’automorphismes de S := K[w] :

g(w) = (dx− cy)(−bx+ ay) =
−bd+ (ad+ bc)v − acv2

v
w.

où (−bd + (ad + bc)v − acv2) est non nul, et si g agit comme l’identité, alors
g(v) = v, donc g ∈ G2, i.e. g = id dans G′.

On peut donc appliquer le théorème de Miyata.
⋆ SG

′
* C(v), car sinon QG

′

2 ⊆ C(v) et alors Q2 est une extension transcendante

de QG
′

2 , ce qui contredit le fait que Q2 est une extension galoisienne de QG
′

2 (par
le lemme d’Artin).

⋆ Soit alors u un élément de C(v)[w], invariant par G′, de degré minimal en w parmi
les éléments de degré ≥ 1. On a QG

′

2 = KG′
(u). D’après le théorème de Luröth,

C(v)G
′
est purement transcendant sur C, et C(v)G

′
= C(q) pour toute q fraction

rationnelle en v de hauteur [C(v) : C(v)G
′
] = |G′| (la hauteur d’une fraction

écrite sous forme irréductible étant le maximum des degrés de son numérateur et
de son dénominateur). On écrit alors u sous la forme u = am(v)wm + ...+ a0(v)
avec am(v) 6= 0 et m ≥ 1. Soit g ∈ G′. On a vu que g(w) ∈ C(v)w, donc

g(u) = g(am(v))(
g(w)

wn
)mwm + ... + g(a0(v)). Comme w est transcendant sur

C(v), on en déduit que chaque ai(v)w
i est invariant, et on peut donc choisir u

sous la forme u = a1(v)w. Alors

{u, q} = a1(v)(∂vq){w, v} = 2a1(v)(∂vq)v ∈ C(v) \ {0}.

Si on pose p = {u, q}−1u, on a donc {p, q} = 1, et

C(x, y)G = C(v,w)G
′
= C(q, u) = C(q, p).

�

On souhaite maintenant donner explicitement un couple d’éléments (p, q) remplissant
les conditions du théorème, pour chaque sous-groupe fini G de SL(2,C).

On sait que C(p, q) = C(g1, g2, g3), donc on donne p et q sous la forme de fraction
rationnelle en les éléments g1, g2, g3.

• On peut choisir pour q n’importe quelle fraction irréductible en v = y/x de hauteur
|G′| = |G|/2 qui est G-invariante. Un tel élément est un quotient de deux polynômes
homogènes de degré |G′| en x et y, G-invariant. On peut par exemple choisir deux
polynômes dans C[g1, g2, g3] homogènes de degré |G′|, premiers entre eux, lorsque
c’est possible.
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• De même pour u = a1(v)w, on peut choisir un quotient de deux polynômes de
C[g1, g2, g3], homogènes en x, y tels que le degré du numérateur soit supérieur de 2
au degré du dénominateur.

On rappelle dans le tableau suivant les générateurs g1, g2, g3 de l’algèbre des invariants
pour chaque groupe G.

G Générateurs Relation

An−1 g1 = xy, g2 = xn, g3 = yn F = Xn
1 −X2X3

Dn+2 g1 = x2y2, g2 = x2n + (−1)ny2n, F = Xn+1
1 +X1X

2
2 +X2

3

g3 = x2n+1y − (−1)nxy2n+1

E6 g1 = xy5 − x5y, g2 = x8 + 14x4y4 + y8, F = X4
1 +X3

2 +X2
3

g3 = x12 − 33x8y4 − 33x4y8 + y12

E7 g1 = x8 + 14x4y4 + y8, g2 = x10y2 − 2x6y6 + x2y10, F = X3
1X2 +X3

2 +X2
3

g3 = x17y − 34x13y5 + 34x5y13 − xy17

E8 g1 = x11y + 11x6y6 − xy11, F = X5
1 +X3

2 +X2
3

g2 = x20 − 228x15y5 + 494x10y10 + 228x5y15 + y20,

g3 = y30 + 522x25y5 − 10005x20y10

−10005x10y20 − 522x5y25 + y30.

Voici dans chaque cas un exemple de choix de couple (p, q).

G q u p

Dn+2, n pair
x2n + y2n

(xy)n
=

g2

g
n/2
1

g3
g2

δn
g
n/2
1 g3

4gn1 − g2
2

Dn+2, n impair
x2n + y2n

(xy)n
=

g3

g
(n+1)/2
1

g3
g2

δn
g
(n+1)/2
1 g2

4ngn1 − (n+ 1)g2
2

E6
g3
g2
1

g2
g1

λ6
g3
1

g2
2

E7
g2
2

g3
1

g3
g2
1

λ7
g4
1

g2g3

E8
g2
3

g3
2

g1g2
g3

λ8
g1g

4
2

g3
3 − g3g3

2

où les δn, et λn sont des constantes complexes non nulles.

6.5 Exemple du cas B2

Le groupe de Weyl de rang 2 B2 agit naturellement sur V = C
2. On en déduit une action

de B2 sur S(V ⊕V ∗) = C[x1, x2, y1, y2], que l’on munit du crochet de Poisson symplectique
induit par {xi, yj} = δi,j (les autres crochets étant nuls). Alors B2 agit comme un groupe
fini d’automorphismes de Poisson, et on cherche à vérifier la conjecture de Gelfand-Kirillov
Poisson pour l’algèbre S(V ⊕ V ∗)B2 = K[x1, x2, y1, y2]

G. Plus précisément, on démontre le
résultat suivant :

Proposition 6.5.1
Il existe des éléments p1, q1, p2, q2 du corps des fractions Frac(S(V ⊕ V ∗)B2), algébrique-
ment indépendants sur C, tels que :

• Frac(S(V ⊕ V ∗)B2) = C(p1, q1, p2, q2).
• {pi, qj} = δi,j , et les autres crochets sont nuls.
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Démonstration : On sait que le corps de fractions des invariants correspond aux
invariants du corps des fractions :

Frac(S(V ⊕ V ∗)B2) = C(x1, y1, x2, y2)
B2 .

On poseH = (±1)2, sous-groupe de B2. Ainsi, C(x1, y1, x2, y2)
B2 = (C(x1, y1, x2, y2)

H)B2/H .
Par ailleurs,

C(x1, y1, x2, y2)
H = C(x2

1, x1y1, y
2
1, x

2
2, x2y2, y

2
2) = C(x2

1,
y1

2x1
, x2

2,
y2

2x2
)

avec {x2
i ,
yi
2xi

} = 1, les autres crochets étant nuls. Ainsi,

C(x1, y1, x2, y2)
B2 = C(x2

1,
y1

2x1
, x2

2,
y2

2x2
)〈σ〉,

où σ agit par permutation des indices. On pose alors p1 =
x2

1 + x2
2

2
, q1 =

y1

2x1
+

y2

2x2
,

a =
x2

1 − x2
2

2
, et b =

y1

2x1
−

y2

2x2
. De cette façon, {p1, q1} = 1, {a, b} = 1, et les autres

crochets sont nuls

C(x2
1,
y1

2x1
, x2

2,
y2

2x2
)〈σ〉 = C(p1, q1, a, b)

〈σ〉

où p1, q1 sont invariants par σ, et σ agit comme −Id ≃ A1 sur Ca⊕ Cb. D’après les

résultats sur A1, en posant p2 = a2 et q2 =
b

2a
, on a finalement,

C(x1, y1, x2, y2)
B2 = C(p1, q1, p2, q2)

avec {pi, qi} = 1 et les autres crochets sont nuls.

�

6.6 Exemple du cas multiplicatif

On considère l’exemple multiplicatif vu au chapitre 5. Soit A = C[x±1, y±1] l’algèbre
de Poisson munie du crochet défini par

{x, y} = xy.

et G = G10 le sous-groupe fini de SL(2,Z) d’ordre 2 engendré par −I2.
On démontre le résultat suivant :

Proposition 6.6.1
Le corps des fractions de l’algèbre des invariants AG est isomorphe au corps des fractions
de A.

Démonstration : On rappelle que d’après [Lor05], l’algèbre des invariants AG est
engendrée par les trois éléments suivants :

ξ1 = x+ x−1, ξ2 = y + y−1, θ = xy + x−1y−1,

soumis à la relation θξ1ξ2 − θ2 − ξ21 − ξ22 + 4 = 0. Ainsi, le corps des fractions des
invariants est K := C(ξ1, ξ2, θ), où les générateurs ξ1, ξ2, θ sont algébriquement liés.
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1. On commence par exhiber une base de transcendance de K sur C. Dans le corps
K, la relation entre les générateurs s’écrit aussi

θξ1ξ2 − θ2 − ξ21 − ξ22 + 4 = 0

⇔ (2θ − ξ1ξ2)
2 = ξ21ξ

2
2 − 4(ξ21 + ξ22 − 4)

⇔ (2θ − ξ1ξ2)
2 = (ξ21 − 4)(ξ22 − 4)

⇔

(
2θ − ξ1ξ2
ξ2 − 2

)2

= (ξ21 − 4)
ξ2 + 2

ξ2 − 2

On pose alors

η :=
2θ − ξ1ξ2
ξ2 − 2

∈ K,

et on montre que K = C(η, ξ1). D’abord,

α :=
η2

ξ21 − 4
=
ξ2 + 2

ξ2 − 2
∈ C(η, ξ1),

donc ξ2 =
2(α+ 1)

α− 1
∈ C(η, ξ1). Ensuite, la définition de η donne θ =

η(ξ2 − 2) + ξ1ξ2
2

.

Finalement, les trois générateurs ξ1, ξ2, θ de K sur C sont dans C(η, ξ1). D’où
l’égalité K = C(η, ξ1).

2. Concernant la structure de Poisson, on rappelle que

{ξ1, ξ2} = 2θ − ξ1ξ2
{ξ2, θ} = 2ξ1 − θξ2
{θ, ξ1} = 2ξ2 − θξ1

On calcule alors

{η, ξ1} = {
2θ − ξ1ξ2
ξ2 − 2

, ξ1}

=
−(2θ − ξ1ξ2)

(ξ2 − 2)2
{ξ2 − 2, ξ1} +

1

ξ2 − 2
{2θ − ξ1ξ2, ξ1}

=

(
2θ − ξ1ξ2
ξ2 − 2

)2

+
1

ξ2 − 2
(2(2ξ2 − θξ1) + ξ1(2θ − ξ1ξ2))

= η2 +
ξ2

ξ2 − 2
(4 − ξ21)

= η2 +
α+ 1

2
(4 − ξ21)

=
1

2
(η2 − ξ21 + 4)

Ainsi, on a
{η, η2 − ξ21 + 4} = −ξ1(η

2 − ξ21 + 4)

{ξ1, η
2 − ξ21 + 4} = −η(η2 − ξ21 + 4)

d’où {η + ξ1, η
2 − ξ21 + 4} = −(η + ξ1)(η

2 − ξ21 + 4), et donc

{
1

η + ξ1
, η2 − ξ21 + 4} =

1

η + ξ1
(η2 − ξ21 + 4).

Par ailleurs, le corps engendré sur C par les deux éléments X :=
1

η + ξ1
et

Y := η2 − ξ21 + 4 contient clairement η + ξ1 et η2 − ξ21 = (η − ξ1)(η + ξ1), donc
contient η et ξ1. Ainsi, K = C(X,Y ) avec {X,Y } = XY .

�
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