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Résumé de la thése

Les structures de Poisson sont apparues comme généralisation des variétés symplectiques, qui
formalisent la mécanique hamiltonienne. On étudie dans cette thése certaines propriétés d’exemples
classiques d’algébres de Poisson, et de leurs déformations naturelles : propriété de finitude de la
structure de Lie associée au crochet de Poisson, étude du groupe d’homologie en degré zéro lié a la
structure de Poisson ou a la structure non commutative de la déformation, propriété de rationalité.
Soit A une algébre de Poisson, on étudie en particulier le passage des certaines propriétés de A a
une sous-algébre d’invariants sous I’action d’un groupe fini d’automorphismes de Poisson, sur des
exemples classiques.

En dimension 2, on s’intéresse a la structure de Poisson induite par la structure symplectique
de C? sur les variétés quotient C2/G, out G est un sous-groupe fini de SL(2,C), qui sont des
surfaces plongées en dimension 3, appelées surfaces de Klein, possédant une singularité isolée a
lorigine. L’algébre de Lie associée au crochet de Poisson symplectique est de type fini, et on
étudie la propriété de finitude de I’algébre de Lie A“ munie du crochet de Poisson induit : pour
chaque sous-groupe fini GG, on exhibe un systéme générateur de cardinal minimal. L’algébre de
Weyl A;(C) est une déformation naturelle de 1’algébre de Poisson symplectique, et la propriété de
finitude de I’algébre de Lie A passe aux algébres d’invariants de la déformation par le gradué
associé. En dimension 4, on s’intéresse a ’action d’un groupe de Weyl de rang 2 sur le double de
l’algébre de Cartan associée h @ h*. On démontre alors que I’algébre des invariants de l'algébre de
Poisson symplectique C[h & h*] est de type fini pour la structure de Lie, en exhibant des systémes
générateurs explicites, dans les cas G = Bs, et G = As.

Un autre exemple en dimension 2 étudié est issu de la théorie des invariants multiplicatifs. Soit
G un sous-groupe fini de SL(2,7Z), alors G agit sur C[Z?] ~ C[z*!,y*!], que 'on munit cette
algébre de la structure de Poisson définie par {x,y} = zy. Alors Clz™!, y1] est une algébre de Lie
de type fini pour ce crochet, et le groupe G respecte le crochet de Poisson. L’algébre d’invariants
Cla™!, y*1])¢ s’avére étre 'algébre des fonctions d’une surface plongée en dimension 3 définie par
une relation (F'), qui posséde plusieurs singularités isolées. En étudiant une désingularisation par
éclatements de ces singularités, on établit une correspondance ’a la McKay’ dans le cas multiplicatif.

Par ailleurs, on détermine, comme dans le cas des sufaces de Klein, un systéme générateur de
I'algébre de Lie C[z*!, 4*!]¢ munie du crochet de Poisson induit. L’algébre de Poisson C[z*1, yT1]
posséde une déformation naturelle par le tore quantique C, [xil, yﬂL défini par la relation yr =
gzy. On peut alors définir une action de SL(2,7Z) sur le tore quantique, et 1'algébre des invariants
sous I’action d’un sous-groupe fini G' de SL(2,Z) fournit une déformation de Clz*!,y*]%. Par
des calculs similaires au cas Poisson, on montre que ces algébres d’invariants non commutatives
sont engendrées pour le crochet de commutation par un nombre fini d’éléments. En calculant
par ailleurs ’homologie de Hochschild de ces algébres d’invariants, on montre que ces systémes
générateurs trouvés sont de cardinal minimal.

Dans les deux exemples de dimension 2 précédents, on constate également que la structure
de Poisson induite sur la surface (F') provient d’une structure de Poisson jacobienne définie sur
C? par le polynome (F). Ces structures de Poisson jacobiennes apparaissent dans de nombreuses
situations, en particulier dans le cas de la structure transverse a ’orbite adjointe sous-réguliére
d’une algébre de Lie semi-simple complexe. On étudie alors des propriétés de certaines de ces
structures de Poisson jacobiennes, comme la recherche du centre de Poisson, et I’étude du groupe
d’homologie de Poisson en degré 0.

Enfin, on s’intéresse & une version Poisson d’une conjecture liée aux questions de rationalité,
la conjecture de Gelfand-Kirillov. La version Poisson étudiée est la suivante : soit une algébre de
Poisson A et G un groupe fini d’automorphismes de Poisson de A, on étudie alors I'existence d’un
isomorphisme de Poisson entre le corps des fractions de A et celui de A%. On vérifie cette propriété
pour des exemples vus précédemment : les surfaces de Klein, les invariants de 1’algébre symplectique
en dimension 4 sous l'action du groupe de Weyl Bs, et l'algébre des invariants multiplicatifs sous
Paction du groupe (—id).
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Chapitre 1

Introduction

Les crochets de Poisson sont apparus au début du 199" siécle en mécanique classique,
comme outil de description des équations Hamiltoniennes du mouvement. Un crochet de
Poisson sur une algébre commutative A est une application bilinéaire antisymétrique

() AxA— A

qui est une dérivation en chacune de ses variables et qui vérifie la propriété de Jacobi.

L’étude géométrique des crochets de Poisson a permis de définir les variétés de Poisson,
comme une généralisation des variétés symplectiques, et qui apparaissent naturellement
dans de nombreuses situations. Par exemple, si on considére une algébre de Lie g, son
dual peut étre muni d’une structure de Poisson issue du crochet de Lie, que 'on appelle
structure de Lie-Poisson, définie de la maniére suivante :

v:u € g*’Fa F' € ‘7:(9*)’ {Fa F/}(lu’) = ,U,([d“F, dHFI])

ot d,F et d,F' sont des éléments de (T,g")* ~ g.

A cette structure supplémentaire sur une algébre commutative, on associe une notion
d’homologie et de cohomologie, dites de Poisson, qui fournissent des invariants sur la struc-
ture de Poisson elle-méme, en étroite correspondance avec I’homologie et la cohomologie
de Hochschild d’une déformation non commutative, dont l'algébre initiale est la limite
semi-classique.

Dans le cas des structures de Poisson symplectiques, les propriétés homologiques sont
relativement simples, et on s’intéresse alors aux propriétés de leurs sous-algébres d’inva-
riants sous l'action de certaines symétries symplectiques. Soit V un espace symplectique
de dimension 2n, son algébre de fonctions polynoémiales C[V] est munie d’une structure de
Poisson induite par la forme symplectique sur V. Si G est un sous-groupe fini du groupe
symplectique Sp(V'), G agit sur 'algébre des fonctions C[V] et respecte la structure de
Poisson de sorte que 1’algébre d’invariants C[V]“ est une sous-algebre de Poisson de C[V].

Dans le cas de la dimension 2 apparaissent des propriétés particuliéres intéressantes.
Le groupe symplectique Sp(2,C) s’identifie au groupe spécial linéaire SL(2,C), et les al-
gébres d’invariants Clz,y]”, ott G est un sous-groupe fini de SL(2,C), ont été longuement
étudiées. L’algebre Clz, y]G est vue comme ’algébre des fonctions polyndémiales sur la va-
riété quotient X := C2 /G, qui s’avére étre une surface plongée en dimension 3, possédant
une unique singularité isolée a 'origine appelée singularité de Klein. On considére alors
une désingularisation minimale p : Xg — Xg de cette singularité; la fibre exceptionnelle
p_l(O) est une réunion de droites projectives, dont le diagramme d’intersection est appelé
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graphe de la désingularisation. Par ailleurs, & partir des représentations irréductibles du
groupe (G, on peut construire un diagramme de Dynkin associé au groupe G. Il existe alors
une correspondance entre le graphe de la désingularisation et le diagramme de Dynkin du
groupe, appelée correspondance de McKay [Rei02].

Une généralisation de cette correspondance est possible en dimension supérieure dans le
cadre des actions linéaires. Nous nous intéresserons & une correspondance de ce type dans
le cadre des actions multiplicatives en dimension 2. Une action multiplicative correspond
a laction d’un groupe sur un réseau L ; ce réseau est un Z-module libre de rang fini, et
on considére un groupe fini G agissant sur L par automorphismes. Cette action s’étend
de maniére unique en une action sur lalgébre du groupe C[L] par automorphismes de
C-algébre.

Pour un réseau L de rang 2, une Z-base (x,y) étant choisie, 'action d’un groupe G sur
L est donnée par un sous-groupe du groupe linéaire GL(2,Z). L’algébre du groupe C[L] est
alors isomorphe a l'algébre des polyndémes de Laurent C[xil, yil]
de Laurent z%y® =: T(®® Taction d’un élément g du groupe GL(2,Z) peut s’écrire

. En notant les mondmes

g . T(d,b) — Tg'(avb)‘

L’action de g se résume & une action sur les puissances des monémes. On considére alors
sur 'algébre (C[xil,yil] un crochet de Poisson qui est ’analogue du crochet de Poisson
symplectique dans le cas linéaire, défini par

{x’ y} = Ty.

Les sous-groupes de GL(2,7Z) sont classifiés a conjugaison prés [Lor05|, et dans cette clas-
sification, les sous-groupes respectant la structure de Poisson précédente sont les 4 sous-
groupes finis du groupe spécial linéaire SL(2,7Z), qui sont quatre groupes cycliques. Si G
est I'un de ces quatre groupes, l'algébre d’invariants (C[xil,yﬂ]G s'identifie a ’algébre
des fonctions polyndmiales sur une surface dans l’espace affine de dimension 3, possédant
plusieurs singularités isolées. On utilisera la numérotation de ces groupes donnée dans
[Lor05.

En déterminant une désingularisation minimale de chacune de ces singularités, on dé-
montre le résultat suivant :

ProrosIiTION 1.0.1
e Dans le cas G = Gig =~ Cy, la surface a quatre points singuliers de type A;p.
o Dans le cas G = Gg ~ (', la surface a trois points singuliers de type As.
e Dans le cas G = Gg ~ Cy, la surface a un point singulier de type Ay, et deux de type
As.
e Dans le cas G = G7 ~ Cg, la surface a un point singulier de type Ay, un de type As,
et un de type As.

Dans chaque cas, le graphe de la désingularisation d’une singularité correspond au
diagramme de Dynkin d’un sous-groupe du groupe G dont on considére I'action, et la sin-
gularité la plus complexe est de type correspondant au groupe G lui-méme.

Afin de mieux comprendre les propriétés des structures de Poisson étudiées, on consi-
dére souvent en paralléle les propriétés de leurs déformations non commutatives naturelles.
En ce qui concerne les propriétés homologiques, il existe, dans le cas des variétés de Pois-
son réguliéres, une correspondance entre ’homologie de Hochschild de la quantification et
I'homologie de Poisson de l'algébre quantifiée [Kon03], [Sho03].



La situation singuliére est moins bien connue. Dans le cas d’exemples classiques issus
du cas symplectique, on observe une telle correspondance, par exemple dans le cas des
singularités de Klein [AL98|. Une déformation algébrique naturelle des algébres de Poisson
symplectiques est donnée par les algébres de Weyl A,,(C), et leurs algébres d’invariants
donnent des déformations algébriques des invariants des algébres de Poisson sous 'action
de sous-groupes finis du groupe symplectique. Par ailleurs, ’homologie et la cohomologie
de Hochschild de ces algébres d’invariants sont complétement calculées par [AFLS00].

Soit maintenant g une algébre de Lie semi-simple complexe, h une sous-algébre d’inva-
riants de g, et W son groupe de Weyl. Le groupe W agit diagonalement sur V = b & b*,
qui est muni d’une structure symplectique naturelle. Le groupe d’homologie de Poisson en
degré zéro de C[V]W et le groupe d’homologie de Hochschild de sa déformation par les
invariants de l'algébre de Weyl correspondante sont de méme dimension dans le cas des
groupes de Weyl de rang 2 [AF09]|, et 3 [But08|. On verra qu'une telle correspondance
existe aussi dans la cas de 'action multiplicative du groupe Gyg.

Sur une algébre de Poisson A, du fait de la propriété de Jacobi, le crochet de Poisson
induit une structure d’algébre de Lie; de méme, le crochet de commutation induit une
structure d’algébre de Lie sur une algébre non commutative. Dans de nombreux cas, la
finitude de la dimension de I'espace d’homologie en degré zéro découle de la propriété
d’engendrement fini de la structure de Lie associée, dans le cas commutatif comme dans le
cas non commutatif. En effet, un systéme générateur pour la structure de Lie fournit un
systéme générateur du groupe d’homologie en degré zéro vu comme un espace vectoriel. Un
des buts de cette thése est donc d’étudier la propriété d’engendrement fini pour la structure
de Lie d’une algébre de Poisson, ainsi que pour la structure de Lie induite par le crochet
de commutation sur une déformation naturelle de l'algébre de Poisson. Ce probléme est
un analogue du théoréme de Noether, qui assure que dans le cas linéaire, ’algébre des
invariants AY posséde un systéme générateur de cardinal fini pour la structure associative.
On s’attend donc a ce qu'il existe un résultat similaire pour la structure de Lie liée au
crochet de Poisson.

Pour les algébres d’invariants de ’algébre de Poisson symplectique de dimension 2, on
exhibera des systémes générateurs minimaux de la structure de Lie, que I'on tirera d’une
propriété d’engendrement particulier.

ProprosiTION 1.0.2
1l existe un sous-espace vectoriel de dimension finie Vg de (C[x,y]G, et un sous-espace
vectoriel de dimension finie Vi de Clz,y] tels que l'action adjointe itérée de Vo sur Vi

engendre toute l’algébre de Lie Clx,y]. En d’autres termes, si on pose, pour k > 1, V41 =
+oo

{Vo,Vi}, on a ZVk = Clz, y].
k=1

A partir de cette propriété, 'opérateur de Reynolds

1
PG-—@ZQ

geG

permet d’obtenir un systéme générateur pour la structure de Lie de ’algébre d’invariants
C[:c,y]G. On souhaiterait pouvoir généraliser cette propriété d’engendrement de ’algébre
de Poisson A qui explique I’engendrement fini de ’algébre de Lie AC.

Dans les exemples issus de la dimension 2, dans le cas linéaire comme dans le cas multi-
plicatif, on a vu que 'algébre d’invariants est I'algébre des fonctions sur une surface plongée
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en dimension 3. La structure de Poisson sur cette surface permet de munir I’espace ambiant
d’une structure de Poisson trés particuliére, appelée structure de Poisson jacobienne, et
définie de la maniére suivante. Soit P un élément de Clz,y, 2], il permet de munir I’algébre
de polynémes Clz, y, z] d'une structure de Poisson par la formule

{F,G} = Jac(F,G, P),

ou Jac(F, G, P) est le déterminant de la matrice jacobienne de (F, G, P). Ce type de struc-
ture de Poisson existe en dimension supérieure : soient P, ..., P,_o une famille d’éléments
de Clz1, ..., zy], on définit le crochet de Poisson associé par

{F, G} = Jac(F, G, Pl, ...,Pn_g).

Ces structures de Poisson jacobiennes ont été étudiés dans [Prz01], et leur (co)homologie a
été déterminée en dimension 3 dans le cas d’un polynéme quasi-homogene [Mar04], [Pic05],
et dans le cas des algebres de Sklyanin de dimension 4 [Pel08]. On étudiera ici certaines
propriétés en dimension n. On vérifiera en particulier la propriété de Jacobi pour une
famille quelconque de polynomes.

Pour une famille quasi-homogéne de polynoémes (P, ..., P,,_2) définissant une intersec-
tion compléte & singularité isolée, on démontrera que le centre de Poisson est réduit a
I’algébre engendrée par P, ..., P,_o. On montrera ensuite que le groupe d’homologie en
degré 0 de Clzy, ..., z,] est un module de type fini sur le centre de Poisson, dont on peut
déterminer un systéme de générateurs de cardinal minimal, ce cardinal étant le nombre de
Tjurina de la singularité.

Ces structures de Poisson jacobiennes particuliéres apparaissent naturellement dans le
cadre de la structure de Poisson transverse & ’orbite adjointe sous-réguliére d’une algébre
de Lie semi-simple complexe [DSVO07].

Revenons maintenant au cas des invariants multiplicatifs décrits précédemment. L’al-
gébre de Poisson (C[zF!,y*1],{-,-}) ou le crochet est défini par {z,y} = zy posséde un
systéme générateur de cardinal fini pour sa structure de Lie, et on peut déterminer que son
groupe d’homologie de Poisson en degré zéro est de dimension 1. Si maintenant G est un
sous-groupe fini de SL(2,7Z), on rappelle que 1’algébre d’invariants C|z, y]G est l'algebre des
fonctions polynémiales sur une surface plongée en dimension 3 définie par un polynéme F
qui n’est pas quasi-homogéne. Les résultats obtenus sur les structures jacobiennes dans le
cas quasi-homogéne ne peuvent donc pas s’appliquer, et le groupe d’homologie de Poisson
en degré zéro de l'algébre d’invariants (C[ac,y]G semble plus difficile & obtenir. Toutefois,
par des méthodes directes, on détermine dans chaque cas un systéme générateur pour la
structure de Lie dont le cardinal est égal au nombre de Milnor du polynéme F'.

De maniére analogue au cas symplectique, on recherche une déformation naturelle de
ces algébres de Poisson. Le tore quantique (Cq[xil,yﬂ], défini par la relation yx = qxy,
fournit une déformation du crochet de Poisson défini par {z,y} = xy. Afin d’en déduire
des déformations des algébres d’invariants du cas Poisson, il faut considérer une action
‘tordue’ du groupe SL(2,7Z) sur le tore quantique. L’algébre d’invariants de Cq[:ﬂil,yﬂ]
sous 'action d’un sous-groupe fini de SL(2,7Z) est alors une déformation de 'algébre des
invariants de l'algébre de Poisson.

L’homologie de Hochschild a été calculée pour 'algébre d’invariants sous l'action du
groupe Gig ~ Co [EO06]. On effectue ici le calcul de I'homologie de Hochschild en degré zéro
pour les trois autres algébres d’invariants, en suivant la méthode employée dans l'article



[EO06| pour les invariants sous I’action du groupe Gyg, ¢’est-a-dire par 'intermédiaire d’un
produit croisé et de la formule suivante [Lor92] :

HHo(AxG)= @ Ho(C(9)/{g), HHo(A, Ag))
01T (@)

ou T(G) est 'ensemble des classes de conjugaison de G, [g] la classe d’un élément g du
groupe G, et C'(g) le centralisateur de g dans G. A mesure que l'ordre du groupe consi-
déré augmente, les calculs gagnent en complexité, car il apparait des C(g)/(g)-modules
HHy(A, Ag) non triviaux pour les groupes Gg ~ Cy et G; ~ Cs. On constate finalement
que la dimension obtenue pour 'espace d’homologie de Hochschild en degré 0 est égale au
cardinal du systéme générateur de la structure de Lie de ’algébre de Poisson correspon-
dante.

Dans le cadre du passage & la limite semi-classique, on s’intéresse & une version Poisson
d’une conjecture liée aux questions de rationalité des variétés algébriques : la conjecture
de Gelfand-Kirillov [GK66]. Cette conjecture s’intéresse au probléme suivant : 1'algébre
enveloppante d’une algébre de Lie algébrique sur un corps K algébriquement clos est-elle
'birationnellement’ équivalente & une algébre de Weyl sur une extension transcendante pure
de K. Cette conjecture ainsi qu'une version affaiblie ont été étudiées pour de nombreux
exemples (|[GK66], [GK69], [Jos74], [McCT74|, [BGR73|,[Hai79], [AOVAB00]).

On donne ici un énoncé trés général de la version Poisson de cette conjecture que 'on
étudiera sur des exemples. On considére une algébre de Poisson A et G un groupe fini
d’automorphismes de Poisson de A. La conjecture de Gelfand-Kirillov version Poisson est
I’étude de l'existence d’un isomorphisme de Poisson entre le corps des fractions de A et
celui de A%,

Lorsque A est une C-algébre de Poisson symplectique, cela revient a déterminer des
éléments p;, ¢; du corps des fractions de A%, algébriquement indépendants tels que

Frac(A%) = C(p1, 41, -, Pns Gn)

et {pi,q;} = 1, pour tout i, les autres crochets étant nuls. Un couple (p;,g;) est appelé un
couple symplectique. Dans le cas des surfaces de Klein, on utilise une version Poisson du
théoréme de Miyata pour construire un couple symplectique.

En dimension supérieure, la structure du groupe de Weyl By comme produit en cou-
ronne permet également d’utiliser cette version Poisson du théoréme de Miyata pour
construire des couples symplectiques (p1, q1, p2, q2) du corps des fractions de C[h & h*]P2.
Concernant ’exemple des invariants multiplicatifs, on vérifie que la conjecture de Gelfand-
Kirillov version Poisson est vérifiée dans le cas des invariants sous I'action du groupe
Gio =~ Co.

On décrit maintenant briévement le contenu de chacun des chapitres développés dans
la theése.

Le chapitre 2 est un chapitre général qui donne les définitions des algébres étudiées
et les différentes propriétés utiles dans la suite, concernant la théorie des invariants, les
crochets de Poisson, I’homologie et la cohomologie de Poisson. On donne également les
définitions de ce qu’on appellera déformation d’une algébre de Poisson, en particulier les
déformations algébriques pour lesquelles 'utilisation du gradué associé permet de transférer
des propriétés de 'algébre de Poisson & sa déformation.
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Le chapitre 3 est consacré aux structures de Poisson jacobiennes. On décrit en particu-
lier I’homologie de Poisson en degré 0 de la surface définie par les polynémes Py, ..., P, o
qui définissent le crochet de Poisson jacobien sur Clzy, ..., z,], puis 'homologie de Poisson
en degré 0 de tout I'espace ambiant. On redéfinit le contexte des structures transverses aux
orbites adjointes d’une algébre de Lie semi-simple complexe pour vérifier que les calculs
précédents s’appliquent dans cette situation.

Dans le chapitre 4, on fait une étude détaillée du cas des algébres de Poisson symplec-
tiques, et de leurs déformations par les algébres de Weyl. Concernant les invariants, on
commence par donner les résultats sur les surfaces de Klein : la structure de Poisson sur la
surface est induite par une structure de Poisson jacobienne sur I’espace ambiant définie par
le polynéme définissant la surface. Cette propriété permet de donner une premiére preuve
de la propriété d’engendrement fini de la structure de Lie. On donne une seconde preuve de
ce résultat en partant d’une propriété d’engendrement plus fine et en utilisant ’opérateur
de Reynolds. On transfére enfin ces propriétés aux déformations par les invariants de 1’al-
gébre de Weyl. On s’intéresse ensuite au cas de la dimension 4. Par des calculs directs, on
démontre la propriété d’engendrement fini de la structure de Lie des invariants de C[h @ h*]
sous l'action du groupe de Weyl By, puis pour le groupe de Weyl As.

Le chapitre 5 regroupe les résultats obtenus dans le cadre des invariants multiplicatifs
en dimension 2 : la correspondance de type McKay évoquée précédemment, la propriété
d’engendrement fini de la structure de Lie des invariants sous ’action des sous-groupes
finis de SL(2,Z), la définition de I’action de ces groupes sur le tore quantique qui est
une déformation non commutative de ’algébre de Poisson et le calcul de I’homologie de
Hochschild en degré zéro des invariants de la déformation.

Le chapitre 6 termine sur la conjecture de Gelfand-Kirillov Poisson, avec les exemples
des surfaces du Klein, des invariants pour le groupe de Weyl Bs, et un exemple dans le cas
des invariants multiplicatifs.



Chapitre 2

Préliminaires

2.1 Algeébres d’invariants

Soit A une C-algébre commutative, et G un groupe fini d’automorphismes de A. On
s’intéresse a la sous-algébre de A appelée algébre des invariants :

A :={acA/g-a=aVgecG}

Dans les chapitres & venir, nous étudierons en détail certains exemples issus de deux
situations différentes : celle des actions de groupe linéaires, et celle des invariants multipli-
catifs.

En géométrie algébrique, si V' est une variété algébrique affine, d’algébre de fonctions
A, et G un groupe fini d’automorphismes de V', alors GG agit par automorphismes d’algébre
sur A par

(9-Hw)=flg~" ),

pour g € G, f € Aet v € V. Lalgébre des invariants A® peut alors étre identifice a
'algebre des fonctions sur la variété quotient V/G.

Dans de nombreux exemples étudiés par la suite, la variété V est un C-espace vectoriel
de dimension finie n, et G est un groupe fini d’automorphismes de I’espace V. On note C[V]
I’algebre des fonctions polynomiales sur V'; si x1, ..., z,, est une base du dual V*, alors C[V/]
s’identifie a l'algébre des polynomes Clxy, ..., x,] en 1, ..., 2, qui posséde une graduation
naturelle par le degré total. L’action de G sur C[V] conserve le degré des polyndémes, donc
I’algébre des invariants peut étre munie de la graduation induite :

Clz1, ..., zp)% = GB Clxy, ..., a:n]JG
JEN

L’étude de ’algebre des invariants (C[V]G a débuté au 19°™ siécle et continue encore de nos
jours. Nous citons ici quelques résultats importants liés & la graduation induite sur I’algébre
des invariants, résultats que nous utiliserons dans la suite. Pour une démonstration, voir
[Ben93|.

Le théoréme de Noether :
(C[V]G est engendrée, en tant qu’algébre associative sur C, par ses éléments de degré
au plus |G|, ou |G| désigne le cardinal du groupe fini G.
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Le théoréme de Molien :

On note P(C[V]%,T) = Z T7 dimc C[V]JG la série de Hilbert-Poincaré de I'algébre

7=0
(C[V]G. La formule de Molien permet de calculer cette série par :
1
P(CVIe,T

1
)= @ geZG det(1 — g~ 1T, V))’

La seconde théorie des invariants évoquée, la théorie des invariants multiplicatifs, a été
étudiée plus récemment, et est liée aux représentations d’un groupe fini sur un réseau, et
non plus sur un espace vectoriel. On considére un Z-module libre L de rang fini, et G un
groupe fini agissant sur L par automorphismes. Cette action induit alors une action par
automorphismes de C-algebre sur I’algébre du groupe C[L]. L’algébre d’invariants étudiée
dans cette situation est algébre C[L]®. Nous verrons plus en détails 'étude du réseau de
rang 2.

2.2 Algeébres de Poisson

2.2.1 Définitions

On munit maintenant ’algébre commutative A d’une structure supplémentaire.

DEFINITION 2.2.1
Une algébre commutative A est dite de Poisson lorsqu’elle est munie d’une application
bilinéaire antisymétrique :
{,}:AxA—A
qui satisfait les conditions suivantes :
e La regle de Leibniz : {ab,c} = a{b,c} + {a,c}b, a,b,c € A;
o L’identité de Jacobi : {a,{b,c}} + {b,{c,a}} +{c,{a,b}} =0, a,b,c, € A.

L’application bilinéaire {-,-} est alors appelé crochet de Poisson : ¢’est un crochet de
Lie sur A, qui vérifie de plus la régle de Leibniz, autrement dit, qui est une dérivation en
chacune de ses variables.

REMARQUE 2.2.2
Lorsque A est une algébre commutative de type fini, engendrée par x1, ..., T, :

e un crochet de Poisson {-,-} sur A est entiérement déterminé par ses valeurs sur les
générateurs, c’est-a-dire par les valeurs {z;,x;}, avec i < j, grace a la bilinéarité, la
propriété d’antisymétrie et la régle de Leibniz,

e sim: AxA— A est une application bilinéaire, antisymétrique, bi-dérivative, alors
elle est un crochet de Poisson si et seulement si elle vérifie 'identité de Jacobi pour
les générateurs.

REMARQUE 2.2.3

Lorsqu’on localise une algebre de Poisson, le localisé est naturellement muni d’une structure
de Poisson de la maniére suivante. Soit .S une partie multiplicative de I’algébre de Poisson
A, contenant 1, il existe alors un unique crochet de Poisson sur la localisation S~ A qui
prolonge celui sur A, et qui est donné par la formule :

{as7L0t7 1} = {a,b}s 71t — {a,t}bs™ 72 — {s,b}as 2t + {5, t}abs 2t 2 (2.1)

pour tous a, b€ A, et s, t € S.
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DEFINITION 2.2.4

Soient (A1,{-,-}1) et (Ag,{-, -}2) deux algébres de Poisson et [ : Ay — Az un morphisme
d’algébres associatives. On dit que f est un morphisme de Poisson si c’est également un
morphisme d’algébres de Lie,

f{a,a’}t1) = {f(a), f(d')}2, Va,d" € Ay

Soit. A une algébre de Poisson, on considére maintenant ’action d’un groupe fini G
d’automorphismes de 'algébre A. Lorsque tous les éléments du groupe G agissent par
automorphismes de Poisson sur A, on dit que G respecte le crochet de Poisson. Dans ce
cas, pour a,a’ € A%, et g € G,

g- {a7a,} = {g *a,g- a,} = {a7 a/}7

ce qui signifie que le crochet {a,a’} de deux invariants est également invariant sous I’action
de G. Ainsi I’algebre A% est une sous-algébre de Poisson de A.

Si on note C[G] lalgébre du groupe G, alors A est un C[G]-module, et 'opérateur de
Reynolds pg défini par
1
PG == g
a1

geG

est une projection de A sur A%, et un morphisme de A%-modules. Par rapport a la structure
de Poisson, pg vérifie la propriété suivante

\V/(Z,CL/ € -’4’ PG({Q,PG(Q/)}) = {PG(a)aPG(aI)}-
En effet, sia € Aet z € A%,
1

palla.eh) = > g-{a,2}
1 geG
= o2 lg ag a}
\1\ per
= — Z{g -a,r} car x est G-invariant
G| =2
1
= vl g- a,:ﬂ}
|G| 2

geG

= {pc(a), =}

Cet opérateur sera utilisé dans la suite pour démontrer des propriétés de A% = pa(A)
a partir de propriétés de l’algébre de Lie (A, {-,-}). On s’intéressera en particulier a des
propriétés d’engendrement de Palgebre de Lie (A%, {-,-}).

2.2.2 Structure d’algébre de Lie

Soit (£,[-,-]) une algebre de Lie et V' un sous-espace vectoriel de £. La sous-algébre
de Lie £(V) engendrée par V est par définition la plus petite sous-algébre de Lie de £
contenant V. Il existe plusieurs fagons de construire la sous-algébre de Lie £(V') a partir
du sous-espace V. Considérons d’abord les sous-espaces vectoriels suivants :

Vii=V et Vpiq:= Z Vi, Vir1—k), pour n € N*.

1<k<n
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Par construction, il est clair que Z V., est une sous-algébre de Lie de £ contenant V', et

n>0
que toute sous-algébre de Lie contenant V' contient chacun des V,, par récurrence. Ainsi,

V)= Vo

n>0

On construit & partir de V' une autre suite de sous-espaces vectoriels :

(V) =V, et L1 (V) =[V,L.(V)],Vn € N*.

ProprosiTION 2.2.5
Awvec les notations précédentes, pour tout n € N*, £, (V) =V,,.

Démonstration : On proceéde par récurrence sur n € N*. Par définition, £,(V') =
V1. Soit donc n € N* tel que £4(V) = Vi, pour tout k& < n. Alors

Lnni(V) =V, £ (V)] = V1, Val C Viugr.

Pour montrer I'inclusion inverse, on utilise la définition V,, 11 = Z Vi, Vnr1—k] et

1<k<n
on procéde par récurrence sur k = 1,...,n. On sait déja que [V1,V,] = £,41(V). Soit
alors 0 < k < n tel que [V, Viip1-k] € £h41(V), et soit [vgy1,vp—k] un générateur
de [Vi+1, Vi—k] comme C-espace vectoriel. Comme k + 1 < n, Vi1 = L£541(V) par
hypothese de récurrence, et donc vy est une combinaison linéaire d’éléments de
la forme [v1,vg], avec v1 € Vi = V, et vp € Vi = £,(V). Ainsi, [vgi1,vn_k] est
combinaison linéaire d’éléments de la forme

[[v1, vk, vn—k) = [v1, [Vk, Vn—k]] + [Vk, [U1, V-],

ou (g, p—] € Vi = £,(V), donc [v1, [vg,vn—k]] € [V1,Ln(V)] = L£hp1(V), et
[v1,Vn—k] € Vi1, donc [vg, [v1,vn—k]] € [Vi, Vit1-k) C Lny1(V), ce qui termine la
démonstration.

O

COROLLAIRE 2.2.6
L’algebre de Lie engendrée par V' est égale a la somme des sous-espaces £,(V) :

V)= La(V) ot £(V) =V et Lu1(V) = [V, La (V).

n>0

2.2.3 Produit tensoriel

Soient (A, -, {-,-}4) et (A, {-,-} &) deux algébres de Poisson sur C. Alors A®c A’ est
une algébre de Poisson munie de la multiplication et du crochet définis par les formules :

(ad)(beV) = ab®db
{ad,baV} = {a,bla®dV +abx{d, b}

pour tous a,b € A, a', bt/ € A

PROPOSITION 2.2.7

Soient A, A" deux algébres de Poisson, V (resp. V') un C-sous-espace de A (resp. A') qui
engendre A (resp. A') comme algébre de Lie. Alors A® A’ est engendrée comme algébre
de Lie par (V +C) @ (V' +C).
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Démonstration : Par hypothése,

A A = > eV @D (V)] = > Ln(V)@ (V)

m>1 n>1 m,n>1

Par récurrence sur m + n > 2, on va montrer que £,,(V) ® £,(V’) est dans la sous-

algébre de Lie engendrée par (V + C) @ (V' + C).

e Sim+n=2alorsm=n=1,donc £,(V)L, (V) =VeV' c (V+C)x(V'+C).

e Soient m,n € N* tels que m +n > 2. Sans perte de généralité, on peut supposer
m > 1. Alors £,(V) @ £,(V') = {V, £,,-1(V)} @ £,(V'). Or siv € V, @1 €
Lm1(V), et zl, € £,(V'),

zm1}e@r, ={vel,z, 102}

Donc £,(V) ® £,(V') C {V & C, Lm1(V) ® L.(V)} C £((V +C) ® (V' + C))
par récurrence.

O

COROLLAIRE 2.2.8
Si A et A’ sont deuz algebres de Poisson de type fini comme algébres de Lie, alors A® A
lest ausst.

2.3 Homologie et cohomologie de Poisson

Soit A une algébre de Poisson.

2.3.1 Cohomologie

Pour k € N, on note X¥(A) le A-module des k-dérivations antisymétriques sur A, en
notant, par convention, X°(A) = A. Par exemple, 7 = {-,-} € X?(A). L'opérateur de
cobord est défini par

5F L xk(A) = XA k
Q — Q) (Fo,e Fr) = Y (), Q(Foy oy Fyy oy i)}
+ > (-O)YQUFE,F}, Fo, ... By Fy, o F)
0<i<j<k
On obtient ainsi le complexe de cohomologie de Poisson de A,

6k:+1

o xR A) T k) 2 k) 2
On définit les espaces de cohomologie :

Kerd*

k _
HP(A) = o

Par exemple, le groupe de cohomologie de Poisson en degré 0 de A est I’ensemble des élé-
ments centraux pour le crochet de Poisson, appelé aussi ensemble des Casimirs de 1'algébre
de Poisson A.

HP°(A) = Cas(A) :={ac A/ {a,-} =0}
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2.3.2 Homologie

On note Q!(A) le A-module des différentielles de Kéhler de A, et pour k& € N, on
note QF(A) = AFQL(A) le A-module des k-différentielles de Kihler, avec par convention
Q%A) = A. Comme espace vectoriel, QF(A) est engendré par des éléments de la forme
FdF; A ... AdFy,. La différentielle d : A — Q*(A) se prolonge sur les QF(A) par

d(FdF) A ... NdFg) :=dF ANdFy A ... NdF},

Le complexe résultant est appelé complexe de de Rham et sa cohomologie est la cohomologie
de de Rham. On définit maintenant un opérateur de bord 9, : Q°(A) — Q*7'(A), défini
pour k € N* par la formule :

k
Op(FodFy A ... ANdFy) := Y (=) Fy, F}dFy A .. AdF; A ... AdF
=1

+ > ()M RA{F, F} AdF A ADF A AdF A L AdF
1<i<j<k

On obtient ainsi le complexe d’homologie de Poisson de A,

R a) B k) P Rty 2

On définit les espaces d’homologie :

Ker@k
HPy(A) = e

Par exemple, le groupe d’homologie de Poisson en degré 0 de A est son quotient par son
algébre de Lie dérivée :

HPy(A) = A/{A, A}

2.3.3 Produit intérieur

Il existe une action naturelle de 1'espace des p-dérivations antisymétriques XP(A) sur
lespace des différentielles de Kahler Q°(A) := ZQK(A), donnée pour @) € XP(A) par
keN
Papplication A-linéaire graduée :
ig:Q%(A) — Q*P(A)

définie, lorsque n > p, par

iQ(dFl A...NdF,) = Z E(O')Q(Fa(l), ey Fg(p))dFa(p+1) JARAN dFa(n)

0E€Spm_p
Sin <p,ig(w)=0. La somme se fait sur 'ensemble S, ,,—, des (p,n — p)-battages :
Spn—p=10€ Sp/o(l) <..<o(p)eto(p+1) <..o(n)}.
Avec cette opération, on constate que 'opérateur de bord se note également

0=1ir0d—doi,. (2.2)
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Dans le cas d’une algébre de polynoémes A = C[xq,...,x,], on utilise la forme volume
standard sur C*, A = dz1 A ... A dz,, pour établir un isomorphisme entre les espaces
des différentielles de Kahler et les espaces de dérivations. On définit pour cela 'opérateur
*: XF(A) — Q"F(A) par xQ = igA. Alors x est un isomorphisme de X¥(A) sur Q" 7F(A).
Cet opérateur nous permet également de définir la divergence (par rapport & A) comme
Papplication linéaire Div : X°(A) — X*(A) telle que

* Div=d %

On verra dans la suite que pour certaines structures de Poisson, cet isomorphisme induit
une correspondance entre les espaces d’homologie et de cohomologie.

2.3.4 Exactitude du complexe de de Rham

Dans le cas des algébres de polynémes, le complexe de de Rham est un complexe
exact. Cette propriété résulte d’un lemme utilisant une graduation naturelle de 1’algébre
de polyndémes & n variables. Ce lemme étant utilisé dans d’autres démonstrations, on
I’exprime ici dans le cadre d’une graduation pondérée.

Soit A = C[xy, ..., z,,] 'algébre de polynomes a n variables. On fixe des poids wy, ..., wy, €
N* pour les variables x1, ..., x,, ce qui signifie que I'on considére la graduation sur A =
@renA; ot A, est Pespace vectoriel engendré par les monomes du type z{'...xo"
a1wy + ... + ap,w, = r. Un polynéme homogéne est un élément d’un A,, et pour un poly-
néme homogéne, on note w(P) son degré.

Une telle graduation sur A permet de munir 'espace Q°(A) des différentielles de Kéhler
d’une graduation supplémentaire. En effet, Q%(A) est un .A-module libre de base les dz;, A
.. Adz;, avec 1 <4y < ... < it < n. Ainsi, on peut poser, pour k,r € N,

avec

Qk(A)r = Vectc (FodFi A ... N dFy; F; homogénes tels que w(Fp) + ... + w(Fy) =)
= Vectc (Fdxzj A...Adz;1 <ip <. < <my
F homogeéne de degré r — (w;, + ... + w;, ))

On a alors la décomposition en somme directe suivante :

Q°(A) = P (@ren?(A),)

reN

Pour cette graduation, d est une application linéaire graduée de degré 0, ce qui signifie que
d(Q°(A),) C Q*T1(A),, pour tout r € N.

On définit la dérivation d’Euler associée a la précédente graduation sur A comme étant
I’élment

B 0 0 1
ey = wlxla—xl —{—---wnxna—xn € X (A

Si P est un polynéme homogéne de degré r, la formule d’Euler pour les polynémes homo-

génes implique alors :

ew(P) = w(P)P.
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LEMME 2.3.1
Pour tous k,r € N, on a

(ieu, od+do Z‘ew) ’Qk(.A)r = TId‘Qk(A)
Démonstration : Soit FydFy A ... \NdF}, € Qk(.A)r, les polynomes Fj étant homo-

génes, tels que w(Fp) + ... + w(Fy) =r.
On calcule alors

(iew0d+d0iew)(F0dF1/\ /\dFk)

k
= e (dFy AdFy A ... AdFy,) +d Z F))F;dFy, A ... AdFj A ... A dF},

— 1Y w(F})F;dFy A ... AdFj A ... AdF},

I

k
+dFy A Z F))F;dFy A ... AdF; A ... AdF

DA AdFy A /\dF A ...\ dF

||Mw

k
= w(F)RdRA A AdF +Fy [ Y w(F) | dFy A .. AdF,
j=1
= rkydf A ... AdFg,

d’ou le résultat du lemme.

O
Cette relation implique ’exactitude du complexe de de Rham.

PROPOSITION 2.3.2
Pour A = Clzy, ..., x,], le complexe de de Rham est exact :
e PourPe A, d(P)=0= P eC.
o Pourk>1, peQFA), dp)=0= 3w e Q" 1(A), p=dv).

Démonstration : Pour u € QF(A), on utilise la graduation de Q¥(A) pour écrire

= Z,ur, les p1r € QF(A), étant presque tous nuls. Si d(p) = 0, comme d est

reN
graduée, on obtient du, = 0, pour tout r € N. Il suffit donc de montrer le résultat pour

un élément u, de Qk(.A)r. Par le lemme précédent, si du, = 0, alors doi,,, (p,) = 7.
Ainsi :
e Sipu, € A, alors i, (1) =0, donc ru, =0 et u, € C.
1
o Sip, € QF(A), avec k> 1, alors r > 1 et p, =d <—iew (,ur)>.
r

O
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2.3.5 Homologie de Poisson en degré zéro

Soit (A, {-,-}) une algébre de Poisson. On rappelle que son groupe d’homologie de
Poisson en degré zéro est donné par :

A
HPy(A) = LA
On étudiera au chapitre 4 des algébres d’invariants d’algébres de Poisson symplectiques.
Soit V' un espace vectoriel symplectique complexe, et G un sous-groupe fini de Sp(V’). On
note A := C[V]¢ Plalgebre des fonctions polynomiales sur V qui sont G-invariantes. La
forme symplectique définit un crochet de Poisson sur C[V], et sur A par restriction. Dans
ce cadre, la dimension du groupe d’homologie de Poisson de A en degré 0 est toujours finie
(IBEG04]).

Dans tous les cas, la dimension du H P, d’une algébre de Poisson est inférieure au
cardinal d’un systéme de générateurs pour la structure de Lie. En effet, si (aq,...,a,) est
un systéme générateur de (A, {-,-}) comme algebre de Lie, alors les classes d’équivalence des
a; dans H Py(A) forment un systéme générateur de cet espace vectoriel. Dans les exemples
étudiés dans la suite, cette propriété est utilisée pour s’assurer qu’'un systéme de générateurs
est minimal : lorsqu’on connait la dimension du HFy, et que 'on obtient un systéme de
générateurs dont le cardinal est égal & cette dimension, le systéme de générateurs trouvé
est nécessairement de cardinal minimal.

2.4 Déformation, quantification des crochets de Poisson

2.4.1 Quantification-déformation

Nous rappelons ici le cadre général du procédé de déformation d’une algébre de Poisson.
Soit B une C-algébre non-commutative, dans laquelle le crochet [-, -] désigne le crochet de
commutation, et b un élément central de B non diviseur de zéro, et non inversible, tel que
lalgebre A := B/bB soit commutative.

Siu,v € B, alors (u+bB)(v+bB) = (v+bB)(u+bB) par commutativité de ’algébre A,
et donc [u, v] € bB. On note alors d € N* un entier tel que pour tous u,v € B, [u,v] € b?B.

L’élément b étant non diviseur de 0, il existe donc un unique élément de w de B tel
que [u, v] = b%w. On note cet élément b~ %[u, v]. On peut alors définir sur A un crochet de
Poisson {-,-} par

{u,v} = b=%u, v

pour tous w = u + bB et U = v + bB € A. En effet, 'élément b—%[u, v] ne dépend pas des
représentant choisis pour et U : si v’ = u+bw, [u',v] = [u, v]+b[w,v] car b est central dans
B. Comme [w,v] € bB, on peut écrire [w,v] = b%w' et donc b=/, v] = b~ u,v] + bu',
d’ot b=4[u/, v] = b=u,v].

Dans une telle situation, B est appelée quantification de l’algébre de Poisson A, et
toute C-algebre de la forme B/(b — A)B, ot A € C est tel que 1’élément central b — A est
non inversible dans B, est appelée déformation de ’algébre de Poisson A.

Cette quantification est utilisée dans le chapitre 5, lorsque 'on déforme l’algébre de
Poisson issue du cas multiplicatif par le tore quantique.
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2.4.2 Déformations algébriques

On définit ici un procédé de déformation algébrique d’une algébre de Poisson utilisant
une filtration et le passage au gradué associé.

DEFINITION 2.4.1

Soit (A,-,{-,-}) une algébre de Poisson. Une C-algébre non commutative (B,*,|-,]), ot
[-,:] est le crochet de commutation, est une déformation algébrique de A si :
e il existe une filtration F = (Fp)n>0 de B, avec Fy = C, (on notera également

F-1=1(0)), telle que [Fpn, Fm] € Fnym—d, pour d > 1 fizé,
e le gradué associé grr(B) = ®p>0Fn/Fn-1 est isomorphe a A en tant qu’algébre de
Poisson, la multiplication et le crochet de Poisson sur gry(B) étant définis par :

(bn + fnfl)(bm + ]:mfl) = bn * bm + ]:nerfl
{bn + ‘7:1171’ bm + fmfl} [bna bm] + ]:n-l—m—d—l

Dans ce cas, A est appelée limite semi-classique de B.

Cette définition est un cas particulier du procédé de déformation vu au paragraphe
2.4.1. En effet, considérons I'algébre de Rees de B associée & la filtration F définie par

Rr(B) := ®p>0Fnt" C B[t]

Alors t est un élément central de Rz(B), non diviseur de 0 et non inversible. On considére
I’application linéaire
¢:RF(B) — grz(B)
bpt" = by + Fuoi.

@ est clairement surjective, et d’aprés la définition du produit dans le gradué associé
grr(B), ¢ est également un morphisme d’algébres associatives. Déterminons le noyau de
cette application. D’abord, ¢(t) = 1 + Fy = 0 dans grz(B), donc l'idéal engendré par ¢
est dans le noyau de . Soient maintenant by,...,b, respectivement dans Fy,..., F,, tels que
o(bg + b1t + ... + bpt™) = 0, alors by + F—1 = 0, by + Fop = 0,..., by + Fr—1 = 0, ce qui
signifie que by = 0, by € Fy,..., by € Fn_1, et donc

bo + b1t + ... 4+ bpt™ = t(by + ... + bt™ )

avec by + ... + byt" "t € Rz (B), donc le noyau de ¢ est bien 1'idéal engendré par t. Donc ¢
induit un isomorphisme d’algébres associatives

Rr(B

[26:
Q

=
i
S

Rr(B)
(t)
[bnt", by t™] = [bn, bm]t”+m*dtd avec [by, bym| € Frim—a par hypothéses sur la filtration. Le

crochet de Poisson défini sur le quotient par le procédé de 2.4.1 est donc donné par

On en déduit que le quotient est commutatif. De plus, pour b, € F, et b, € Fpn,

{bnt™ + (£), byt™ + (£)} = [by, b Jt™ T~ + (2)

dont I'image par ¢ est [by, by] + Frnin—d—1.- L’isomorphisme précédent est donc bien un
isomorphisme d’algébres de Poisson.



2.4. Déformation, quantification des crochets de Poisson 19

On veut maintenant vérifier que B est une déformation de A au sens de 2.4.1 On
considére pour cela l'application linéaire

¥ : RF(B) B
by,

—
bt" — by,

1 est clairement un morphisme surjectif d’algébres associatives. Déterminons le noyau de
cette application. D’abord, ¢(t — 1) = 1 — 1 = 0 dans B, donc l'idéal engendré par (t — 1)
est dans le noyau de 1. Soient maintenant by,...,b, respectivement dans Fy,..., Fp, tels que
Y(bg+bit+...4+b,t™) = 0, alors bg+by +...+b, = 0, ce qui signifie que b,, = —bg—by —b,—1,
et donc

bo + b1t + ... + bpt™ = bo(1 — ") + byt(1 — ") + .+ by, 1t (1 —t) € (t— 1),

donc le noyau de 1 est bien 'idéal engendré par ¢ — 1. Donc v induit un isomorphisme
d’algébres associatives
Rx(B

t-1)

[

B.

Ce procédé de déformation par le gradué associé est moins général, mais lie de maniére
plus précise l'algébre de Poisson & sa déformation. En effet, I'isomorphisme de Poisson
entre A et le gradué associé de B permet de transférer certaines propriétés de 'algébre de
Lie (A, {-,-}) al’algebre (B, [, -]) munie du crochet de commutation. Les deux propositions
suivantes en sont des exemples.

PRrRoPOSITION 2.4.2

Lorsque (A, {-,-}) est une algebre de Lie de type fini, (B,[-,-]) lest aussi.

Plus précisément, si (a;)o<i<n est un systéme générateur d’éléments homogénes de A, ( i.e.
dn; € N, a; € Fp,/Fn,—1), alors en choisissant pour chaque a; un représentant dans Fp,,
on obtient un systéme générateur de (B, [-,]).

Démonstration : L’algébre B étant une déformation algébrique de A, on peut
écrire :

A~ grg(B) = @Fn/fnfl-
0

Soit (ai)1<i<n un systéme générateur de grz(B). Quitte & remplacer ce systéme gé-
nérateur par celui constitué des composantes homogénes des a; (toujours en nombre
fini), on peut supposer que les a; sont homogeénes : a; € Fy,, /Fp,—1. On choisit alors,
pour tout ¢, un élément b; de F,,, tel que a; = b; + F,,—1. On veut montrer que B est
engendrée comme algébre de Lie par les éléments b;. On note donc B la sous-algébre
de Lie de (B, [,:]) engendrée par les b;, et on montre que B = 8.
e On montre d’abord que le gradué associé grz(B) est engendré en tant qu’espace
vectoriel par les éléments de la forme x,, + F,,_1, avec z,, € F,, NB.
On note V' le sous-espace vectoriel de grz(B) engendré par les a;. Par hypothése,

+o00
gre(B) = La(V), ot £1(V) =V et L1V = {V, £a(V)}.
n=1

* Tout élément de £1(V) = V est une combinaison linéaire des a; = b; + Fp,_1,

b; ani N*B.
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* On suppose que pour un n fixé, £,(V) est un espace vectoriel engendré par
des éléments de la forme x,,, + Fp—1, Tm € Fmy NB. Soit alors x € £, 1V =
{(V,£,V}:

r = Z{%yz‘} avec y; € £,V

finie

= Z{b, + Frj—1:Tm + Fm—1} avec zp, € Fp, 1B
finie

= Z([buxm] + fni—l—m—d—l) ou [buxm] € fni—i—m—d ns
finie

d’ou le résultat par récurrence.
e Maintenant, on montre que chaque F,, est dans B :

* F_1 = (0) C 8.

* On suppose que le résultat est vrai pour un certain n. Soit x € F,,+1, alors d’aprés
le résultat précédent =+ F,, = xp11+ Fp, avec Tp1 € B, ainsiz € B+ F, C B
par hypothése de récurrence.

Par récurrence, on a finalement B = Z]:n C B.

O

On considére maintenant une situation dans laquelle intervient l’action d’un groupe
fini G d’automorphismes de I'algébre non commutative BB respectant la graduation :

Vg e G, Vo, € Fn, g-xn € Fo.

Dans ce cas, G agit sur le gradué associé A de maniére naturelle par automorphismes de

G
m . . 2 .z
) des invariants du gradué associé
m—1

Poisson. De plus, la composante homogéne <

est isomorphe en tant qu’espace vectoriel a }_Gm . Pour le montrer, on utilise le lemme
m—1

suivant.

LEMME 2.4.3 5

On considére une suite exacte courte de G-modules : 0 — A - B — C' — 0.

G B ga
Alors 0 — AG 125 BG 125 0G __, () est une suite exacte.

Démonstration :
Comme o et 3 sont des morphismes de G-modules, a(AY) ¢ BY et 5(BY) c CC.
aj4c est injectif comme restriction d’une application injective.
Im(appe) = Im(a) N BY :Si b= afa) et b e BY, alors pour tout g € G, afa) =
b=g-b=g aa) =a(g-a) donc a = g-a par injectivité de o, et a € A%,
Donc a(AY%) = a(4) N BY = Ker(8) N B¢ = Ker(Bpa).
Bipc est surjective : Soit ¢ € CC. Par surjectivité de 3, il existe b € B tel que
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¢ = (b). On pose alors b’ = Z g-b. Ainsi, b’ € BY et

1G]

|G|Zﬁg b)

geG

= Z g- car (3 est un morphisme de G-modules
geG

- \G\Z“

geG

= Zc car c € C¢

€] perd
= C

Donc ¢ € B(B%).
U

Considérons maintenant la suite exacte de G-modules :

m

0— Frn1 — Fpp — — 0.

m—1

Alors la suite

G
0—>fn(§_1<—>fﬁ—><]:m > —0
fm—l

est une suite exacte, et donc

F§ Fn \©
T~ n . 2.3
fnci—l (-En—l> ( )

Les hypothéses précédentes s’appliquent par exemple dans le cas des algébres de Poisson
symplectiques. On verra dans certains cas qu’il existe une situation particuliére d’engendre-
ment de A a partir d’un sous-espace vectoriel de dimension finie de ’algébre des invariants
et d’un sous-espace vectoriel de dimension finie de A. La proposition suivante montre que
cette construction se reléve a la déformation par le gradué associé.

ProposiTION 2.4.4
Lorsque l'algébre A se décompose sous la forme A = Z Vi ot Vy est un sous-espace vec-

k=1
toriel de A%, Vi un sous-espace vectoriel de A et Vi1 = {Vo, Vi }, on peut engendrer B de
o

maniére similaire : B = Z Wi, ot Wy (respectivement Wy ) est ’espace vectoriel engendré
k=1

par des représentants choisis d’un systéme de générateurs homogénes de Vi (respectivement

Vl), et W1 = [Wo, Wk]

CA~—~rr~r~>=BDW;

Vo c AC

BGDW()
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Démonstration : Soit (a;) un systéme de générateurs homogénes de V) en tant
qu’espace vectoriel : a; € .7-",?:, /.7-",?:,,1. Pour chaque a;, on choisit un représentant b;
dans .7-"nGi =Fp, N BG, et on note Wy 'espace vectoriel engendré par les b;. On choisit
ensuite un systéme de générateurs homogeénes de Vi, on choisit un représentant pour
chaque générateur, et on pose Wi 'espace vectoriel engendré par ces représentants

choisis. On pose B = Z Wi.
1

e Avec ces notations, on montre d’abord que A = grz(B) est engendré en tant qu’es-
pace vectoriel par les éléments de la forme x, + F,_1, £, € F, NB :

* V1 est engendré par des éléments de la forme xz, + Fp,_1, ©, € F, N Wy par
construction de Wj.

* On suppose que pour un k > 1 fixé, Vj, est un espace vectoriel engendré par des
éléments de la forme z,, + F,,—1, ©, € F, NB. Soit alors z € Vi1 = {Vo, Vi } -

r = Z{ai, Yit ou les y; sont des éléments de Vj,
finie
= Z{bl + Foi—1:Tm + Fm—1} avec x,, dans F,,, NB
finie
= Z([blaxm] + fni—l—m—d—l) Ofl [b“xm] € [W(]? %] - %
finie

e Maintenant, on montre que chaque F,, est dans B :

* F_1 = (0) C 8.

* On suppose que le résultat est vrai pour un certain n. Soit x € F,, 1, alors d’aprés
le résultat précédent = + F,, = xp11+ Fp, avec xp1 € B, ainsiz € B+ F, C B
par hypothése de récurrence.

Par récurrence, on a finalement B = 8.

O

Les propositions 2.4.2 et 2.4.4 seront utilisées dans le chapitre 4, lorsque ’on considérera
une déformation algébrique usuelle de ’algébre de Poisson symplectique par I'algébre de
Weyl, afin de déterminer des systémes générateurs pour la structure de Lie d’algébres
d’invariants ou de produits croisés.

REMARQUE 2.4.5

De méme que pour les algébres de Poisson, on peut effectuer le produit tensoriel d’algébres
non commutatives, et si elles sont de type fini comme algébres de Lie, le produit tensoriel
Iest aussi, la démonstration de ce résultat étant identique & celle faite pour les algébres
de Poisson. En effet, d’aprés la définition du produit associatif dans un produit tensoriel
B® B, on a, pour tous by, by € B, by,by € B’

[bl ® b/l’ by ® bé] = bbby ® bllbl2 —bob1 ® bl2bll
= [b1,bo] @ b1V, + baby ® [, b)]

2.4.3 Algébres non commutatives et équivalence de Morita

Les modules (& gauche) sur un anneau peuvent étre interprétés comme les représenta-
tions de cet anneau, et 1’étude de la catégorie des modules (& gauche) donne de précieuses
informations sur ’anneau lui-méme. De ce point de vue, I’équivalence de Morita définit
deux anneaux équivalents en termes de 1’équivalence de leurs catégories de modules (a
gauche).
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DEFINITION 2.4.6 u
Deux anneaux R et S sont dits Morita équivalents, noté R ~ S, lorsque gM ~ sM au
sens de l’équivalence des catégories de modules & gauche sur R et S.

Il existe une caractérisation de ’équivalence de Morita, qui est plus aisée a utiliser dans
les calculs que I’équivalence des catégories de modules [AF92.

PROPOSITION 2.4.7

Deux anneauxr R et S sont Morita-équivalents si et seulement si R est un coin dans une
algébre de matrices sur S, autrement dit, si et seulement si il existe un entier non nuln et
une matrice idempotente e dans M, (S) tels que

R ~eM,(S)e et M,(S)eM,(S) = M,(S).

Pour certains des exemples étudiés dans ce chapitre, les déformations non commutatives
que 'on considére et dont on cherche & savoir si elles sont de type fini pour le crochet de
commutation, sont Morita équivalentes & des algébres non commutatives dont 1’étude est
plus aisée. Il est donc pertinent de se demander si la propriété de finitude comme algébre
de Lie pour le crochet de commutation est un équivalent de Morita.

L’exemple type de Morita-équivalence est fourni par une algébre B et 1'algebre M, (B)
des matrices n x n & coeflicients dans B. Pour cet exemple, on a le résultat suivant :
PROPOSITION 2.4.8
Si (B, [,-]) est une algébre de type fini pour le crochet de commutation, alors (My,(B),[-,])
l’est ausst.

Démonstration : On note V l'espace vectoriel de dimension finie engendré par les

générateurs de (B, [-,-]). Alors B = Z Lr(V),ou £1(V) =Vet £x1(V) = [V, L (V)].
k=1

n
On pose alors W = @ VE;;, espace vectoriel de dimension finie, et on note £(W)
ij=1
lalgebre de Lie engendrée par WW. Montrons que £(W) = M, (B).

On a d’abord clairement M,,(B) = Z GB L£r(V)E;; |- On pose donc pour k € N*,
k=1 \1,j=1

n
Wi = EB £r(V)E;;, et on montre par récurrence sur k, que chaque Wy est dans
i,j=1

£W) :

n
o Pour k=1, Wy := (P VE; =W
ij=1
e On suppose le résultgit vrai au rang k > 1. Soit x € W11, « est une combinaison
linéaire d’éléments de la forme a;; E;; avec a;; € £41(V). Chaque a;; est donc une
combinaison linéaire d’éléments de la forme [v,b] avec v € V et b € £,(V).

Il suffit donc de montrer que Yv € V, Vb € £4(V), Vi,j =1,...,n, on a [v,b]E;; €

£W). Or :

* Sii=j,ona [v,bE; = [vE;y, bE;] € £(W) par hypothése de récurrence.

* Sii# j,onav,b|E;; = [vE;j,b(E;+Ejj)] € £(W) par hypothése de récurrence.
En conclusion, M, (B) est engendrée comme algébre de Lie par les aiE;j;, ot les ay,
sont les générateurs de lalgébre de Lie (B, [-,]).

O
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Dans le cadre qui nous intéresse, les algébres Morita-équivalentes étudiées seront 1’al-
gébre d’invariants BE et lalgebre produit croisé B+ G, oit G est un groupe d’automor-
phismes de B. On a en effet le résultat suivant, [Mon80]. Pour la commodité du lecteur,
on rappelle la preuve de cet énoncé.

LEMME 2.4.9

Soit B une algébre non commutative, unitaire, et simple, et G un groupe d’automorphismes
de B ne contenant pas d’automorphisme intérieur de B différent de l’identité. Alors l’algébre
produit croisé Bx G est simple.

Démonstration : Soit I un idéal bilatére non nul de B x G. Pour tout élément
T = Z byg de B+ G, on note supp(z) = {g € G/b, # 0}, et on appellera longueur

geG
de x le cardinal de son support. Soit alors z un élément non nul de I, de longueur

minimale.

On suppose que cette longueur est strictement supérieure a 1. Si gy € supp(z), alors
gy 1 est un élément de I de méme longueur que x. On peut donc supposer que
1 = 1g € supp(z). Comme B est simple, 'idéal engendré par by contient 1, qui se

n n
décompose donc sous la forme 1 = Zaiblﬁi. Alors Z a;x(; est un élément de I,
i=1 i=1

n n
> st = 143 (St
i=1 g#1 \i=1
C’est donc un élément non nul de I, dont le support est inclus dans celui de z. Par
n

et s’écrit :

minimalité de la longueur de x, Z a;zf; est de méme longueur que x. On peut donc
supposer que b; = 1. =

Soit alors h € supp(z) \ {1}. Si on suppose que pour tout a € B, bph(a) = aby,
alors bpB = Bby, = BbpB = B par simplicité de B, donc by, est inversible dans B, et
h:aw— b,;labh est un automorphisme intérieur, ce qui contredit les hypothéses.
Ainsi, il existe a € B tel que bph(a) — abp, # 0. Alors [z, o est un élément de I, et

[z,a] = (a+byh(a)h+ Z bgg(a)g) — (o + abph + Z abgg()g)
g#L,h g#L,h
= (bwh(@) —abp)h+ Y (byg(cr) — aby)g
g#L,h

Ainsi, [z, a] est un élément non nul de I, dont le support est inclus strictement dans
celui de z, ce qui contredit I’hypothése de minimalité de x.
Ainsi, I contient un élément de longueur 1, et par les mémes raisonnements que
précédemment, il contient 1, donc I = B+ G.
O
PRrRoOPOSITION 2.4.10
Soit B une algébre non commutative unitaire, et simple, et G un groupe fini d’automor-
phismes de B ne contenant pas d’automorphisme intérieur autre que l'identité. Alors B¢
et Bx G sont Morita-équivalentes.

Démonstration : On considére dans B x G 'idempotent :

1

geG



2.4. Déformation, quantification des crochets de Poisson 25

Alors tout élément de BY commute avec e. L’application :
be BY — ebe =be =eb € e(BxG)e

est donc un morphisme d’algébres. Les éléments de g € G forment une base de Bx G
sur B, donc ce morphisme est injectif. Si g € G, on a eg = e = ge, et si b € B,

ebe = (,—é,Zg)be

geG

= ﬁ > g(bge

geG

- ﬁ > glb)e

geG
= pc(b)e

ot pi(b) est un invariant sous 'action de G. Donc 'application précédente est égale-
ment surjective. Ainsi BY ~ e(Bx G)e :

B~ BxG

J

BE —— e(BxG)e

D’aprés le lemme précédent, 1’algébre produit croisé B x G est simple, donc
(B*xG)e(B*xG)=BxG.

D’aprés la caractérisation (2.4.7), les algebres B et BxG sont donc Morita-équivalentes.
O
Cette proposition s’appliquera naturellement dans le cas de I'action d’un sous-groupe
fini du groupe symplectique sur l'algébre de Weyl, ainsi que dans le cas d’un sous-groupe
fini SL(2,7Z) agissant sur le tore quantique.



Chapitre 3

Structure de Poisson jacobienne

3.1 Définition

On considére I'algébre des polynoémes a n variables A = Clzq, ..., 2], avec n > 3. Une
famille (P, ..., P,—2) de n — 2 polynomes permet de munir A d'un crochet dit jacobien,
par la formule

{F,G} := Jac(F,G, P, ..., P,_2)

oun F,G € A et Jac(F,G,Py,...,P,_3) est le déterminant de la matrice jacobienne de
(F,G, Py, ..., Py_s).

La matrice jacobienne de (P, ..., P,_2) est de taille (n —2) xn. Pour 1 <i < j <n, on
note D; ; le déterminant extrait obtenu en supprimant les i“"“ et j° colonnes de cette
matrice jacobienne. Pour simplifier les formules, on posera aussi, pour 1 < ¢ < j < n,
Dj;:=—D;;, et pour 1 <7 <n, D;;:=0. Avec cette notation, on obtient

{zi,2;} = (=1)""~1D; ; pour tous 1 < i,j <n,

et donc, en développant le jacobien par rapport aux lignes correspondant aux dérivées de

FetdeG: OF 50
o )a
{F.G} = (—1)H T o=——=Dy (3.1)
Z 8.%'1 31‘j J

1<i,j<n

Un tel crochet jacobien est toujours un crochet de Poisson. En effet, la propriété d’an-
tisymeétrie et la formule de Leibniz se déduisent directement des propriétés des dérivations
et du déterminant, cependant, la relation de Jacobi est plus délicate a établir. On en donne
ici une preuve algébrique utilisant des relations sur les déterminants extraits d’une matrice,
appelées relations de Pliicker. Pour définir ces relations, il est nécessaire d’introduire des
notations supplémentaires.

Soient m,l,k € N des entiers, avec k < m, k < [, et M une matrice dans My, ;(A),
a une suite de k indices dans {1,...,m}, [ une suite de k indices dans {1,...,1}, on note
Ma|f] la matrice carrée extraite de M obtenue en prenant les lignes d’indices «, dans
I’ordre de la suite «, et les colonnes d’indices 3, dans 'ordre de la suite .
Si maintenant « est une partie de {1,...,m} a k-éléments, 3 une partie {1,...,1} a k-
éléments, alors la notation M[a|5] désigne la matrice carrée extraite de M obtenue en
prenant les lignes d’indices «, et les colonnes d’indices (3, I'ordre d’apparition étant le

26
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méme que l'ordre d’apparition dans M. Par exemple :

. a b ¢ c b
SlM—(d . f>7 alorsM[1,2]3,2]—<f e>’

tandis que M[{1,2}{3,2}] = M[{1,2}|{2,3}] = < Z ; ) .

Pour une partie « de {1,...,m} a k éléments, on note aussi @ son complémentaire dans
{1,...,m}. Ainsi, toujours avec ’exemple précédent,

MO = a2 = (0 )

Les relations de Pliicker sont alors données par la proposition suivante ([LB09], chap.6,

§1.3) :

ProposITION 3.1.1
On suppose m < l. Pour toutes suites d’indices u = (U1, ...,Upm—1) €t V= (V1, .., Unt1),

m—+1
Z (—1))‘le det(M[1,...,m|uy, ..., tpm—1,v5]) det(M[1, ..., m|v1, ..., U7, ooy Ump1]) = O.
A=1

Grace a ces relations, on peut maintenant démontrer qu’'un crochet jacobien est effec-
tivement un crochet de Poisson.

PROPOSITION 3.1.2
Pour toute famille de polynomes (Py, ..., P,_2), le crochet jacobien associé, défini par la
formule :

{F,G} := Jac(F,G, P, ..., P,_2)

est un crochet de Poisson sur A = Clxy, ..., xy).

Démonstration : L’antisymétrie et la formule de Leibniz découlent directement
des propriétés du déterminant. Il s’agit donc de vérifier I'identité de Jacobi. D’aprés
2.2.2, il suffit de vérifier cette identité sur les générateurs de l'algébre A. Soit donc
{i,j,k} une partie de {1,...,n} & 3 éléments. On veut montrer que la somme

i,z b ot + g, o b i} + {{zn, i}, 25}

est nulle. Pour chaque couple d’entiers (a,b), on pose (4<p := 1 si a < b, 0 sinon. Soit
J € M, _3,(A) la matrice jacobienne des P;.

Soit « une partie de {1,...,n — 2}, et 3 une partie de {1,...,n}, de méme cardinal que
a. On utilise la notation décrite ci-dessus et on pose D[«a|f] := det(J[a|f]), le déter-
minant de la matrice carrée extraite de J obtenue en prenant les lignes d’indices «, et
les colonnes d’indices @, 'ordre d’apparition étant le méme que 'ordre d’apparition
dans J.

Afin de simplifier les expressions, on utilise également la convention suivante : lorsque
a et 3 ne sont pas de méme cardinal, on pose D[a|3] = 0 (par exemple, lorsque [ = 1,
’ensemble {i,1} ne contient qu’un élément et donc D[@|{i,1}] = 0).

Les notations étant posées, on peut maintenant effectuer le calcul suivant :
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Hzi zib i} + g, ok wid + {aw, wid 25}

= (=)< DIy, ak ) + (=1 RS DGR, i} + (= 1)< DG, 25}
<s+Ge ODPIET] ODPITGH]
Z+J+k l+Cz +Ci<k 1) HCi<ktC<i 7
E [ < o, DpRLRY] + (=1) s —2r 2 Doz,

0D |0|{k,i o
+( 1)l+Ck<1+Cl<J% [@{17]}]]

Du fait de la multilinéarité du déterminant, on a également :

AD[o[Gi -— dP, L
[7‘{3}] = ZJae (Pl,...,8—@,...,Pn_2)[m{i,j}]

({91'[
3103 d*P,
= Z Z(—l)r+p+Cp<i+Cj<pa 87" DT
r=1 p:l xl xp
On peut écrire de méme
oD m{J al Sibs + v o*p.
N R O Rl 5y om vy o
; ;( ) " 0z,0z, [} kp)]
oD| @i{z Y R o
= -1 r p+<P<z+<k< 7D . -
r=1 ;( ) paxlﬁxp [{r}I{ik.p}]

Ainsi {{x;,z;}, o} + {{zj, 21}, 2} + {{zk, 2:}, 25} est une somme de produits des
dérivées partielles d’ordre 2 des P, avec des mineurs de la matrice jacobienne .J.
Etudions chacun de ces termes afin de vérifier qu’il est nul. On fixe 1 <r <n—2:
32
P l ik},

est en facteur de la somme suivante

+ (_1)Cp<i+Cj<p+C¢<j+Cl<kD[mW]D[m‘i{m’p}]
_1)Cl<i+gj<l+<i<j+<p<kD[@‘m] [m‘m]
(—1)Sr<tSkept i<t D) DG (G k)]
(_1)Cz<j+Ck<z+Cj<k+Cp<i [@\{pﬂ DG

_1)\Sp<ktCi<pTCr<itCi<i DG

(-1)
+ (_1)Cl<k+<z<l+<k<z+<p<]D[m{p j}]D[{T}‘{k‘,Z,l}])

+
§
=
=
&,

S
E
=
z]

On consideére alors la matrice M € M,,_5,11(A) obtenue en rajoutant a la matrice
jacobienne J une n + 1-éme colonne contenant des 0 et un 1 sur la r-éme ligne.
La relation de Pliicker obtenue & partir de cette matrice en utilisant les familles

d’indices
u={u; <..<wup—s}:={1,..,n}\{i,71}
etv={vy <..<v,1}:={1,...,n+ 1} \ {k,p}
est la relation suivante :

n—1
> (=DM det (ML, .., n=2ua, .., un—3,v5]) det (ML, ..., n=2v1, ..., 0}, ..o, Un—1]).
A=1
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Lorsque vy est égal & 'un des w;, le déterminant det(M[1,...,n —2|uq, ..., up—3,v)])
est nul. Finalement, il ne reste dans la relation que les termes suivants, aprés avoir
réordonné les colonnes :

(_1)i+1+Ck<i+<p<i+n_i+1+Ci<j+<i<l+n+r_1D[@\m]D[mHi,k,p}]
4 (_1)j+1+<k<j+<p<j+n*j+1+4j<i+4j<l+n+7“*1D[@|W]D[mlm]
+ ()R et e s T D G 53] D[ R 4]

+ (=) DT D[Ry = 0.

On multiplie la relation précédente par le coefficient (—1)"F1Hoi<itC<itGicitCpen,
On obtient alors

(=)t ittt DATGD] D[]
+ (F)SE et G DGR DTG A

+ (St s Do ] D[ R L]

+ (_1)(l<i+§j<l+§i<]’+<p<kD[m‘{i7j,l}]D[@‘{k’p}] =0.
Et finalement :

(_1)<l<i+4j<l+<i<j+<p<kD[@\W]D[m\m]

+(_1)CP<j+<k<p+<j<k+Cl<iD[@‘W]D[m|7{j7k’p}]

(= 1)kttt DT D[ T p]

= (S s < DRG] DT R
En intervertissant les roles de [ et p dans cette relation, on a également :

(_ 1)Cp<i+Cj <pHCi<i+Ci<k [@‘m] D [m|—{i,j,p}]

+(_1)Cl<j+<k<l+<j<k+4p<iD[@‘W]D[m‘i{j,kl}]

(1)t T S Do) DI 0]
— (_1)<k<p+€l<p+§i<j+<l<kD[mm]D[m‘m]

En sommant les deux relations précédentes, on démontre finalement que le terme
2

P,
Oa:paxl

est nul.

en facteur de
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2

P,
8.%'i8.%'l

e On fixe [ # 1, j, k. Le polynéme est alors en facteur de

+ <(_1)4l<i+(j<l+§i<j+<i<kD[mm]D[m‘m]
()Tt Gt DI D[ 1G]

(-t Gttt DI DI TR

La relation de Pliicker obtenue & partir de la matrice de M précédente, en prenant
les familles d’indices v = {u; < ... < up—3} = {1,..,n} \ {i,5,l} et v = {v; <
< wvp1} = {l,..,n+ 1} \ {k,i} montre que le terme précédent est nul. On

2
obtient le méme résultat pour les expressions en facteur des dérivées 3 dans
TpOI]
les lesquelles soit p, soit [ est égal & I'un des indices 1, 7, k.
62
° " est en facteur de
8£C¢8£Cj

(_1)r+k+Cj<i+Ci<j+Ck<i <(_1)Cj<k + (_1)Ck<j> D i} D[kt = 0

d*P, %P,
De méme, les dérivées " e " ont un facteur nul.
O

Dans la suite, on note également I I'idéal engendré par tous les polynémes P, ..., P,_o
et les déterminants extraits D; j, avec 1 <1¢ < j < n.

Dans de nombreux exemples qui apparaissent dans la littérature, la famille de poly-
nomes (P, ..., P,_o) vérifie les hypothéses suivantes :

HYyPOTHESES 3.1.3

1. La variété algébrique définie par (P, ..., Ph_2) est une intersection compléte, ce qui
équivaut au fait que la suite (P, ..., P,—2) est réguliére.

2. L’idéal I engendré par les polynomes P et les déterminants extraits D; ; est un espace
de codimension finie dans A, ce qui signifie que la variété algébrique affine définie
par (Py, ..., P,_2) est a singularité(s) isolée(s).

3. (Py,..., Pp_2) est une famille quasi-homogeéne de polynomes, ce qui signifie qu’il existe
des entiers wy, ...,w, € N*, tels que les polynémes Py, ..., P,_o sont homogénes pour
la graduation définie par :

A= @Aj, ou A; = Vect(x(...xy" Jarwi + ... + apw, = j)
JEN
Pour un polynome homogéne F' € Aj, on notera w(F) = j son degre.

Comme on le voit dans la suite, ces propriétés permettent d’obtenir des résultats précis
concernant I’homologie et la cohomologie de Poisson.
Dans le cas de la dimension 2 et 3, I’étude de I’homologie et la cohomologie de Poisson dans
le cas des hypothéses 3.1.3 a été entiérement effectuée par A.Pichereau [Pic05]. Cette étude
a été prolongée dans le cas de la dimension 4 par S.Pelap [Pel08| pour le cas particulier
des algébres de Sklyanin.
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3.2 Dualité entre ’homologie et la cohomologie de Poisson

Il existe une propriété sur le crochet de Poisson permettant d’obtenir une dualité entre
I’homologie et la cohomologie de Poisson d’une algébre de Poisson. Pour plus de détails,
voir [Xu99|. On utilise dans ce paragraphe les notations de la section 2.3.3.

PropPoOSITION 3.2.1

Soit A une algébre de Poisson et m = {-,-} son crochet de Poisson. Si Div(w) =0 (on dit
alors que la structure de Poisson est unimodulaire), alors il existe un isomorphisme entre
les espaces d’homologie et de cohomologie de Poisson de [’algébre A :

HP*(A) ~ HP,_;(A)

Dans le cas de 'algébre de Poisson jacobienne précédemment définie, cette propriété
est vérifiée.
PROPOSITION 3.2.2
Le crochet de Poisson jacobien est unimodulaire.

Démonstration :
KDiv(r) = dx(7m) =d(izA)

=d Z (=) Y g 2 dey A Aday... Adzj... Aday,

1<i<j<n

=d Z DZ'J'dCCl A...Adxi...A(:ij...Adxn
1<i<j<n

= d(dPiA...AdP,—2) =0

L’opérateur * étant un isomorphisme, on obtient Div(7) = 0.
O
REMARQUE 3.2.3
En développant le calcul de d Z D; jdxi A ... A dz;... A (ij... Adz, |, la démons-
1<i<j<n
. . L AR ;0D ;
tration précédente implique que pour ¢ fixé, Z(—l) oz, = 0.

j=1

3.3 Centre de Poisson

Chacun des polynémes P; étant un élément central pour le crochet de Poisson, I'algébre
C[P, ..., Py—2] est clairement incluse dans le centre de Poisson de A.

On suppose maintenant que la famille (P, ..., P,_9) vérifie les hypothéses 3.1.3, et on
note r1, ..., 7o les degrés respectifs de Py, ..., P,_5. Par hypothése, I'intersection compléte
définie par (P, ..., P,—2) est donc une surface a singularité isolée, et d’aprés [Loo84| (p.49),
'idéal engendré par les mineurs (n —2) x (n — 2) de la matrice jacobienne de (P, ..., P,—2)
est de profondeur égale & 3. On peut donc utiliser une généralisation du lemme de de Rham,
due a K.Saito ([Sai76]), qui donne le réultat suivant dans notre situation particuliére.

ProposiTION 3.3.1 (K.SAITO)

Sous les hypothéses 3.1.3, pour p =0,1,2, siw € QP(A) telle que wAdPy A...\NdP,_5 =0,
n—2

alors w € Z dP; A QPTL(A).
i=1
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Dans ces conditions, on peut maintenant démontrer le théoréme suivant.

THEOREME 3.3.2
Sous les hypotheses 3.1.3, le centre de Poisson de A est l’algébre engendrée par la famille
de polyndomes qui définit la structure de Poisson jacobienne :

Cas(Clxy, ...zy)) = C[Py, ..., Ph_a].

Démonstration : Soit P € Cas(Clz1,...x,]). La dérivation {P,-} € X'(A) est
donc nulle, et son image par I’isomorphisme * est nulle :

dPAdPy A ... ANdP,_5 = 0.

Les polynémes Pi,..., P,,_s étant tous homogénes, on peut supposer que P est homo-

géne. D’aprés 3.3.1, on a donc dP = Q1dP; + ... + Qp_2d P9, o1l Q1,..., Qp_2 sont

des éléments de C[zy,...,z,], que 'on peut choisir homogénes de degrés respectifs

w(P) —w(Py),...,w(P) —w(P,—_2). On procéde alors par récurrence sur le degré p de

P.

e Soit p < min(r;). Pour des raisons de degré, ona Q1 = ... = Qp—2 = 0 donc dP =0
et PeC.

e Soit p > min(r;) fixé. On suppose que tout élément Poisson-central de degré stricte-
ment inférieur a p est dans C[Py, ..., P,_9]. Comme dP = Q1dP,+...4+Qy_2d P, 2,
on a

dQi AdPy +...+dQ, 2 AdF,_5=0

et donc, pour tout i =1,....,.n—2, dQ; AdP; A... AdP,_o = 0. Ainsi, (); est central
de degré p — r; < p. Par hypotheése de récurrence, Q; = Q;(Py, ..., Po_3). Mainte-
nant, (P, ..., P,—2) étant une suite réguliére, C[Py, ..., P,_] est une algébre de poly-
nomes, et le complexe de de Rham : d : Q*(C[Py, ..., P,_s]) — Q*TH(C[Py, ..., P,_2])
est exact. Comme

d(@l(Pl, ey Pn,Q) ANdP; + ...+ Qn,Q(Pl, ...,Pnfg) VAN dPn,Q) =0,
il existe Q € C[Py, ..., P,_3] tel que
Ql(P17 ceey Pn_g) ANdP; + ...+ Qn_Q(P17 ey Pn_g) ANdP,_9 = dQ

Ainsi, dP = dQ, et par exactitude du complexe de de Rham, P = Q + a avec
a € C, et donc P € C[Py,...,P,_3].
O

3.4 Homologie de Poisson en degré 0 sur la surface

L’idéal de l’algébre Clx1, ..., 2,,] engendré par les polynomes P, ..., P,_o est un idéal de
Clxy, ...xy)]

Poisson pour le crochet jacobien, donc ————————
(Pry..., Pr_2)

est une algébre de Poisson, munie du

crochet induit.
Dans le cas n = 3, pour P homogene, J.Alev et T.Lambre [AL98| ont montré que le zéro-
(C[-Tla T2, 563]

iéme groupe d’homologie de Poisson H Py < )

> s’identifie & I'espace vectoriel

C['Ily z2, 1E3]
(0P/0z1, 0P 02, 0P 03)




3.4. Homologie de Poisson en degré 0 sur la surface 33

Ce résultat se généralise a la dimension n quelconque. Pour le montrer on aura besoin
d’un résultat préliminaire.

Notation : Soit m < n. Si Pj,,....P;

Im

sont m polynémes, et i1, ..., %, sont m entiers

tels que 1 < 44, ..., 4 < n, on notera Dﬁ’

#J™ le déterminant de 1 ce (250

;" le déterminant de la matrice (OT)ISp’qu'
q

PRrRoPoOSITION 3.4.1

Soit 1 < m < n. Pour toute famille de polyndmes homogénes Py, ..., Py,, de degrés respectifs

T1y .oy T, €t pour toute liste de m—1 indices iy, ..., im-1 € {1,...,n} on a l’égalité suivante :

o 1,...,m _ 7.]7 -m
Z wll‘lDivilv“'vimfl - Z (_ ) PD 7m*1

1<i<n 1<j<m

Démonstration : On développe chaque DZ “ .im_, Dar rapport a la premiére
ligne, c’est-a-dire celle contenant les dérivées des P i par rapport a la variable z; :

D-l’-""m< _ 2 : ( 1)]+1 8P D » 7]
2,21 5--5tm—1 8.%' 11,- Zm 1
1<j<m ‘
On a donc
ey B . _1\j+1 J nl,...,7....,m
E ZUZCCZDZ il g Wi Xy E ( 1) ax‘Dil,---,imfl
1<i<n 1<i<n 1<j<m ¢
_ § : it1pl-
= (1) 21, Zm 1 Z wlxl .
1<j<m 1<i<n i
= E (— ) D zm ITJPW
1<j<m

ou I'on a utilisé 'identité d’Euler pour chaque polynome P;.
O
REMARQUE 3.4.2
Avec m = n — 2, cette relation implique, pour 1 < i1 < ... < i,_3 < n.

z : 1,....n—2
wixiDi,i1,...,in73 € (Pl, eey Pn72)

Mais dés que ¢ est égal a 'un des i1, ...,%,—3, le déterminant DZ i
trois entiers j < k <l dans {1,...,n}\ {21, vy in—3}. Donc

. nLen—2
Z w’xZDle,in—s
1<i<n
., n—2

1,...,1172 yeees Tl —2
= wjx; D PO —|—wk:ckD L. —|—wlxlDl S

Il dyeskyeslyem L35 TN OO N SO Ayeosdyekselem

Z _, est nul. Il reste

i1 1,...n—2 f—2 1,n—2 -3 1,...n—2
= (=1 wjij1,...,/%n,...,i,...,n+(_1) wkka1,...,§L,_..,i,...,n+(_1) wlxlDl,...;}.. i

= (=1) " Mwja; Dy + (1) Pwga Dy + (1) Pwizi Dy,

= (—1)j_1wjijk7l + (—1)k_1wk1'le,j + (—1)l_3wlxle,k
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Ainsi,
(—1)jwjijk,l + (—1)kwkkal,j + (—1)lwl:chj7k € (P, ..., Py_9). (3.2)

Par antisymétrie de (D;;), cette relation reste vraie pour tous 4, j,k € {1,...,n}.

On peut maintenant démontrer la proposition suivante,

PROPOSITION 3.4.3

Soit Py, ..., P,_o une famille de polynomes homogeénes de degrés (ry,...,n—2). On note {-, -}
le crochet de Poisson jacobien associé a ces n—2 polynomes. Alors il existe un isomorphisme
d’espaces vectoriels (plus précisément d’algebres de Lie abéliennes) :

Clz1, ...xn) Clz1, ..., zp]
HPO =~ .
(Pl, ...,Pn_z) (Pl, -7Pn—27Di,ja 1 S 1,7 S n)

ou D;; est le (n — 2)-mineur obtenu en supprimant les i¢ et j¢ colonnes de la matrice
jacobienne des P;.

Démonstration : Pour simplifier les notations, on note les monoémes sous la forme
z® = z'..apm, o a € N". On pose I = (P1,...,P,—2,D;;; 1 < 4,5 < n) I'idéal
engendré par les P; et les déterminants D; ;. Par définition du crochet de Poisson

induit, on a :

{ Clzi,...wn]  Clzy, ...z } _ {Clz1,...20), Clx1, ..xn]} + (Pi, ..., Pn_2)
(

Pi, .. Po2) (Pr..y Pao) (P, Pu2)
Donc
Clz1, ...Tn) ) Clz1, ...y 2]
HPy [ —=bnl ) ~
0 ((Pl, s Po3)) ~ {Clwy,..n),Clay, .wn)} + (Pr, ..., Pa_s)

11 suffit alors de montrer ’égalité :
{C[Cﬂl, ...,l’n],C[Cﬂl, ,l’n]} + (Pl, ...,Pnfg) =1.

e Comme {F,G} = Jac(F,G, Py, ..., P,_2), en développant le jacobien deux fois par
rapport a la premiére ligne, on voit que {F,G} est dans l'idéal engendré par les
(D; ;). L'inclusion {C[z1,...,zy],Clz1,...,25]} + (P, ..., Pho—2) C I est donc évi-
dente.

e Pour l'inclusion inverse, comme I = (P, ..., P,—2) + (D; j,1 < 4,5 < n), il suffit de
montrer que pour tout a € N", et tout couple (u,v), %D, , est dans le sous-espace

{C[Cﬂl, ...,l’n], (C[xl, ,xn]} + (Pl, ...,Pn,Q).

Pour k = 1,...,n, on pose e, = (0, ... 0), et on pose & = a + €, + €.

0, 1 ,0,...,
~~

ke
On considére alors l'ensemble K = {k € {1,....,n},ar > 1} D {u,v}. On a alors,
en utilisant (3.1), pour ¢ € K :

n
(B:) = (1) Hap, a7} = 3 (—1Y a9 Dy
j=1
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Dans le membre de droite n’apparaissent que les D; ; pour lesquels 7, j € K. Ainsi,
si K = {u,v}, la relation (E,) donne

(—1)“71{561“:6&76“} — (_1)vavxafeufeuDu7v — (_1)vanu,v,

et 29Dy, € {Clz1, ..., 25), Clz1, ..., 2] }.
On suppose maintenant que K n’est plus réduit a {u,v}. On utilise alors les rela-
tions suivantes, obtenues par (3.2), pour i, j,k € K,

(=V)'wiz;Dj g + (—1Ywjz; Dy + (=) wpapDij € (Pr, ..., Py_2)
En multipliant cette relation par % %~% 7 on obtient
(Eijr) = (=1)'wz® =% Dj (= 1) w;ja® 4 Dy, i+ (=1)Fwpa® 4~ D, j = Ty,
ot Tjjk est un élément de I'idéal (P, ..., P,—2). Si on note x = card(K) > 3, alors
les k relations (E;) et les <§> = k(k — 1)(k — 2)/6 relations (E;;j) différentes

font intervenir les x(x — 1)/2 termes de la forme 2%~“~% D, ;, notés dans la suite
X j. A partir de ces équations, on construit un systéme inversible de k(x — 1)/2
équations. On fixe d’abord kg € K \ {u,v}. On construit ensuite des relations ne
faisant intervenir que les inconnues dont un des indices est ky. On effectue pour cela
la combinaison linéaire d’équations (E}) : (—1)*0wy, (E;)+ Z (—=1) aj(Eijk,)

jeRK\{ko}
pour i € K \ {ko}. On a en effet 'égalité :
(1) wg, | > (=10 Xy
jeK
+ ) (D [ =D wiXjg, + (=1) w; Xpgi + (-U’“WOXM]
jeK\{ko} A '
= Wiy Xigo + > (=1 ay [(=1)'wiX; ko + (=1 w; Xy 1]
JE€K\{ko}

= (D ajwy | Xegi+ D (D) Haywi X,

jeK jeK\{ko}
= Z QW5 — OGW; Xko,i + Z (—1)i+j+1ajwiXk07j

JEK jeK\{ko,i}

Les nouvelles équations obtenues sont donc de la forme :

E) : | Y gy —amy | X+ S (D agwiXy,; = T
jeK JERK\{ko,i}

avec T; € {Clzy, ..., xn], Clz1, ..., xn|} + (P1, ..., Po—2), pour i € K \{ko}. On obtient

alors un systéme qui est triangulaire par blocs dont la matrice est telle que :

x les k — 1 premiéres lignes correspondent aux relations (E?), et les k£ — 1 premiéres
colonnes correspondent aux Xy, ; pour i € K \ {ko}.

* les (k — 1)(k — 2)/2 derniéres lignes correspondent aux relations (E;jx,) et les
(k —1)(k —2)/2 colonnes correspondent aux X; ;j pour i < j € K \ {ko}.
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: A 0 . .
Cette matrice est donc de la forme ( B C > avec, en numérotant i, ...,%.—1 les

¢éléments de K\ {ko} :

i1+i2+1 11+ie—1+1
E :ajwj — QU Wiy (_1) TR g wgy (_1) Ty, wyy
jeEK
i1+i2+1
(_1) e Qgy Wiy Z QW5 — Qi Wiy
A= JEK

i1tie—1+1 o E - ) )
(_1) " Qi Wi,y T QW5 — QG Wy,

et C = (— )kowkof(,i 1)(k—2)/2, qui est inversible. Calculons le déterminant de la
matrice A. On pose

(_1)i1+1wi1
W .= :
(_1)iﬂ_1+1win—l

et on note (V1, ..., Viy—_1) la base canonique de M,_11(C). Ainsi

det(A) = det((Y ajup)Vi + (D1 W, ., (Y ajwj)Vier + (~1)" ey, W)
JEK JEK
— (Zajwj)’“ldet(Vl,...,V,i,l)
JEK ‘
+(OO° ajwy) 2 [(—1)" 0, det (W, Va, ..., Vie1) + ..
JjeEK

+(=1)" ey, _, det(Vi, ..., Voo, W)]

par multilinéarité et antisymétrie du déterminant. Ainsi

det(A) = (D ajw) "+ (O ajwy) 7 [agwiy — o — iy wy, ]
jeK jeK
= (Z O‘jwj)ﬁ_z Z QWi — Oy Wiy — wee — Qg Wiy
jeK jeK
= akowko(z ajwj)“_z >0
jeEK

Le déterminant du systéme est donc non nul, et en inversant ce systéme, on écrit les
X;,javeci < j € K, et en particulier X, , = 2*D,, ,,, comme combinaisons linéaires
d’éléements de {C[zy,...,x,],C[z1,...,2,]} et de (Py,..., Py—2), ce qui termine la
preuve.

O

Ainsi, si on suppose que les P; forment une suite réguliére, ’ensemble algébrique

correspondant est de dimension 2 [Per95, chap.4|, et si on suppose que cette variété
est a singularité isolée en zéro (i.e. rg(Jac(Pi, ..., P,—2) = n — 2 partout sauf en zéro),
alors le quotient Clxy,...,z,]/(Pi, ..., Ph—2, D;;) est de dimension finie [CLOO05, chap.2,
section 2|, cette dimension étant celle du groupe d’homologie en degré 0 de la surface

C[ml,...

,Jﬁn]/(Pl, ...,Pn_g).
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3.5 Homologie de Poisson en degré 0 de I’espace ambiant

On a démontré 'isomorphisme d’espaces vectoriels :

HP0< Clxy,...zp] > o Clxy,...zp] .
(P1, ..., Pr2) (Pry...; Po_2, D; j)

Dans la suite, on suppose que cet espace vectoriel est de dimension finie p sur C. Si cette
dimension g n’est pas nulle, on choisit ug = 1,u1,...,u,—1 des polynéomes homogenes de
A = Clzy,...,x,] (par rapport a la graduation fixée initialement), tels que leurs images

Clxy, ...wn)
(Fﬁrn,f%_g,lhd)
possible car I'idéal I = (P, ..., P,—2, D; j) est homogéne. Si u = 0, alors au moins 1'un des
D; ; est une constante inversible, pour des raisons d’homogénéité.

dans forment une base sur C de cet espace vectoriel : un tel choix est

n—2 n—2
Pour simplifier les écritures, on note ¥ = Z w(Py) = Z Tk et Jw| = wy + ... + wy.
k=1 k=1

THEOREME 3.5.1
L’espace d’homologie de Poisson de A en degré 0 est un C[Py, ..., P,_s]-module de type fini,
engendré par les p éléments ug + O (Q(A)),...,uu—1 + 01 (2 (A)).

Démonstration : On rappelle que 8; = iy od —doi, (2.2). Or sur Q1 (A), iy =0
donc 97 = iy o d. On montre que A se décompose en la somme de C[P, ..., P,_2]-
modules suivante :

pn—1
A=01(Q(A) + D C[Py, ..., Pyt

m=0

en procédant par récurrence sur le degré d’un polyndéme homogéne F € A.
e Pour F=a € Ay =C, onaa=0:(0)+aug lorsque p > 0. Si x = 0, on note (i, j)
un couple tel que D; ; € C*, et alors

a o
= () = (Frmn; )
pn—1
e Soit r € N*. On suppose que A, C 9;(Q'(A)) + Z C[Py, ..., Pa—2]um, et on fixe
m=0

un polynéme F' de degré r.
Par définition des u;, il existe des scalaires «; et des éléments Q;, R; ; de A tels
que

p—1 n—2
F=Y aju+) QP+ Y (-1)"'R;Dy;.
§=0 j=1

1<i<j<n

pn—1
La premiére des trois sommes est clairement dans le module Z ClPyy ..., Py—o]tm.
m=0
Les polynomes F, u;, Pj, et D; ; étant homogeénes de degrés respectifs r, w(u;), 75,
et ¥ — |w|+w; +wj, on peut supposer que (); est homogéne de poids r —r;, et que
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R; ; est homogeéne de poids 7 — ¥ + |w| — w; — w;. On applique alors I'hypothése
de récurrence aux polynémes @);,

pn—1

Qj = 81(Mj) + Z Sj(Pl, --'aPn72)uma

m=0

ou S;(P, ..., Pp_2) est un élément C[P, ..., P,_2].
Donc un terme de la deuxiéme somme s’écrit :

pn—1
PQ; = P 0i(u)+ Y PiSi(Pr, ..o, Pooa)um
€Cas(A) m=0
pn—1
= 81(Pjuj) + Z Pij(Pl, ...,Pn_g)um
m=0

pn—1
La deuxiéme somme est donc dans 91 (Q'(A)) + Z C[Pr, ..., Pa_a)um.
m=0

Considérons maintenant la derniére somme. Sir < ¥ — |w|, alors tous les R; ; sont
nuls et cette derniére somme est nulle. Si r > ¥ — |w|, on écrit

Z (—1)i+j71Ri7]‘Di7j = Z {mi,mj}Rm = ZW(Z R; jdx; A d.%'j).

1<i<j<n 1<i<j<n i<j

On pose donc R := Z R; jdx; ANdz; € QQ(.A)T_EHM. Ainsi,
1<J

dR € Ker(d) NQ*(A),_s i ),
et d’aprés le lemme 2.3.1, on a

doie, (dR) = (r— X+ |w|)dR.
N——

>0

Donc d | —=——1%,,(dR) — R| = 0 et par exactitude du complexe de de
r—%+4 |w "
1

Rham, on a l'existence de u € Q'(A), tel que R = miew(dfi) + dp.
Ainsi

H(B) = il (AR) + ir(dp)

Zﬂ' - 7’._2_’_’1’0’27!' Zew 271' lu

1

T TS +u| ey nn(AR) + 01 (1)
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Mais e, A 7 s’écrit aussi

0 0 0
i;p(w,xl{xj,xp} wizi{x;, xp} + wpxp{z, xj})&ri oz; "\ 0s
= > (w17 Dy, 4wz (-1 ID,,
e o o0 0
-1 l'Jrj*lD‘ . A — A —
Fwpzp(—1) Z’J)&ri Oxj Oz,
= > ()TN wiai Dy + (— 1) wim; Dy
e o 9 0
—1 p D, — AN — N —
=D wpy Z’J)axi Oxj Oz,
" 7 0 0 0
— -1 i+j+p—1 1 k?“ P Dl""’,lf’"'lzn ~ A2 v
z<z_7;p( ) lgg:m( ) kk 17---717---7]7--7177---7”8.%'Z' 8.%'] Bmp

d’aprés la proposition (3.4.1). Ainsi

OR;
feyre(dR) = de,nr [ D > 5-day A dai A du; (3.3)

— Tp
1<i<j<n \1<p<n

est une combinaison linéaire d’éléments de la forme Pj,—=L Leoym , oll
ax 17"'717"'7]7"7177"'7”

P
ORij 1, foosm : aooliquer I \
——= Doy est de degré r—r; < r. Donc on peut lui appliquer I'hypothése

8.%'17 17"'7i7"'7j7"7p7"'7n
de récurrence, ainsi,

~ p—1
Pk%i;jl?i::::&iiz;’;?@..m = Pilpii) + D, Sijp(Pts s Poa) Pt

p—1
= O1(Prpijp) + > Sijp(P1, ooy Pao2) Prttn (3.4)

m=0

pn—1
Donc ie,nr(dR) est bien dans 91 (Q*(A)) + Z C[P1, ..., Ph—2]um, ce qui achéve la
démonstration. ’
U

PROPOSITION 3.5.2
Un systéme générateur de H Py(A) comme C[Py, ..., P,_s]-module est de cardinal supérieur
ou égal a p.

Démonstration : Siuy +{A, A}, ...,up, + {A, A} sont des générateurs de HPy(A)
p

comme C[Py, ..., P,_s]-module, alors A = Z(C[Pl, vy Pr—olu + {A, A}, et en pas-
k=1
sant au quotient par I'idéal I engendré par les P; et les D; ;, on voit que uq+1,...,up+1

forment un systéme générateur de A/I comme C-espace vectoriel, qui est de dimen-
sion p et donc p > pu.
O
COROLLAIRE 3.5.3
Le systéme générateur de HPy(A) comme C[P, ..., P,_2]-module déterminé dans le théo-
reme 3.5.1 est de cardinal minimal.
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3.6 Application : Structures transverses

3.6.1 Orbites adjointes et coadjointes

On donne d’abord des rappels concernant les orbites adjointes d’une algébre de Lie
semi-simple complexe. Pour plus de détails, voir par exemple [TY05], [CM93].

Soit g une algébre de Lie semi-simple complexe, de rang [, et de groupe de Lie adjoint
G. Pour g € G, on note Ad : g € G — Ad, € Aut(g) l'action de G' dans g, et pour un
élément x de g, on note O, son orbite sous 'action du groupe G. On dit que l'orbite O, est
nilpotente (respectivement semi-simple), si x est nilpotent (respectivement semi-simple),
et on note A/ 'ensemble de tous les éléments nilpotents de g. Une orbite O, est une variété
différentielle complexe, de dimension

dim(0,) = dim(g) — dim(g®)

ot g est le centraliseur de x dans g. Cette dimension est toujours paire, et I'espace tangent
a O, en x est [z, g]. On s’intéresse dans la suite aux orbites nilpotentes. On fixe  une sous-
algébre de Cartan de g, R C h* le systéme de racines associ¢, B une base du systéme de
racines. Un S-triplet standard dans g est un triplet (e, f, h) tel que

[eaf]:h7 [hve] = 2e, [haf]:_2f7

avec h € h et B(h) € {0,1,2} pour tout § € B. Pour tout x nilpotent non nul, il existe un
unique S-triplet standard (e, f, h) tel que e appartient a l’orbite de z, c’est-a-dire O, = O..
Ainsi, on peut associer a 'orbite O, un diagramme de Dynkin pondéré, dans lequel chaque
sommet a € B du diagramme est pondéré par a(h). Un théoréme de Kostant assure que
ce diagramme pondéré caractérise 'orbite nilpotente. On en déduit qu’il existe au plus 3!
orbites nilpotentes dans g. Il existe trois orbites nilpotentes spéciales :

e l'orbite principale (ou réguliére) : c’est l'unique orbite nilpotente de dimension maxi-

male dim(g) — [, elle est ouverte et dense dans le cone nilpotent N ;
e l'orbite sous-réguliére : c’est 'unique orbite nilpotente de dimension dim(g) — 1 — 2;
e l'orbite minimale : c¢’est I'unique orbite nilpotente de dimension minimale.

On s’intéresse maintenant au dual g* de I'algébre de Lie g, sur lequel G agit naturelle-
ment par g - pu(z) = p(g~ - z), pour g € G, p € g*, et z € g.

La structure de Lie sur g permet de munir g* d’une structure de variété de Poisson,
appelée structure de Lie-Poisson, définie par :

v:u € g*’Fa F' € ‘7:(9*)’ {Fa F/}(lu’) = ,U,([d“F, dHFI])

ou d,F et duF' sont des éléments de 7,g" ~ g. La forme de Killing L de g permet
d’identifier g et g*, et est G-équivariante, ce qui permet d’identifier les orbites adjointes
aux orbites co-adjointes. L’identification entre g et g* permet également de transporter
la structure de Poisson de g* a ’algébre de Lie g, qu’on appelle encore structure de Lie-
Poisson.

3.6.2 Structure de Poisson transverse

La structure de Poisson transverse a été introduite par A.Weinstein [Wei83]. Soit M
une variété de Poisson, et m un point de M. Localement, M se décompose en un produit
Sm X N, ou Sy, est la feuille symplectique passant par m, et N, est une sous-variété de
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M, munie d’une structure de Poisson. La sous-variété NN,, est appelée un slice transverse
en m a la feuille symplectique, et la structure de Poisson sur IV, est appelée structure
de Poisson transverse. A isomorphisme de variété de Poisson prés, la structure de Poisson
transverse a la feuille symplectique en m est unique. Par ailleurs, si m’ est un autre point
de la feuille symplectique passant par m, la structure de Poisson transverse a la feuille
symplectique en m est isomorphe a la structure de Poisson transverse en m’. On peut donc
parler simplement de structure transverse a une feuille symplectique.

On considére maintenant le cas particulier de la variété de Poisson g* définie précé-
demment. D’aprés un théoréme de Kostant-Kirillov-Souriau, pour tout p € g*, la feuille
symplectique passant par u est 'orbite co-adjointe G - u. Dans cette situation, on connait
une méthode pour réaliser la structure de Poisson transverse a l'orbite G - p. Soit n un
complémentaire quelconque du centralisateur g(u) de p dans g, on pose N = p + nt, nt
étant 'orthogonal de n pour la forme de Killing L. L’espace affine N obtenu est un slice
transverse a G - u en p [CR02).

En choisissant un systéme de coordonnées linéaires (qi, ..., qx) sur nL, il est possible
d’obtenir des formules explicites pour la matrice de Poisson Ay := ({gi,q;}),<; j<;, de la
structure de Poisson transverse, qui montrent que cette structure est rationnelle.

Dans [Dam96], P.A. Damianou a explicité ces formules dans le cas des orbites nil-
potentes de gl,, pour n < 7, pour un complémentaire n particulier tel que la structure
transverse est polyndémiale. Pour cela, on identifie via la forme de Killing les orbites co-
adjointes nilpotentes de g* aux orbites adjointes nilpotentes de g. Avec les notations du
paragraphe précédent, on considére un S-triplet standard (e, f, h) avec e nilpotent, et on
s’'intéresse & la structure transverse a la feuille symplectique G - e passant par e. Le slice
transverse spécial étudié par Damianou correspond & N = e + Ker(adf). Ce résultat a
été généralisé par R.Cushman et M.Roberts [CR02| au cas de toutes les algebres de Lie
semi-simples complexes. P.A.Damianou, H.Sabourin et P.Vanhaecke [DSV07] ont ensuite
déterminé une classe de slices transverses pour laquelle la structure de Poisson est po-
lynomiale : il suffit de choisir un complémentaire n du centralisateur g de e dans g qui
est invariant sous l'action adjointe de la caractéristique h du S-triplet. Dans ce cas, la
structure de Poisson transverse est polyndmiale et quasi-homogéne, notée structure ATP
(Adjoint Transverse Poisson structure). Dans le cas de l'orbite réguliére, la structure ATP
est triviale. Dans le cas de 'orbite nilpotente sous-réguliére, il est démontré que la struc-
ture ATP est jacobienne, définie par les restrictions x;, pour 1 < ¢ <[, des [ Casimirs de
I’algébre de Lie g au slice transverse N.

D’aprés [DSV07, Lemme 5.1 et Proposition 5.2], dans le cas d’une algébre de Lie simple
g, les polynoémes y; vérifient les hypotheéses 3.1.3, on peut donc appliquer le théoréme 3.5.1
qui assure que le groupe d’homologie de Poisson en degré 0 de la structure transverse
est un module de type fini sur l'algébre des Casimirs. Le cardinal minimal d’un systéme
générateur de ce module est égal a la dimension p de 1'algébre des fonctions polynoémiales
sur le lieu singulier de la surface définie par les polyndémes ;. Dans le cas simplement lacé,
d’aprés [DSVO07, Proposition 5.2|, cette surface a une singularité simple homogéne de type
correspondant au diagramme de Dynkin de I'algébre de Lie simple g. On en déduit que
est le rang de ’algébre de Lie.



Chapitre 4

Algebres de Poisson symplectiques

4.1 Crochet de Poisson symplectique

On considére un C-espace vectoriel V' muni d’une forme symplectique (-,-); ainsi
dim(V') = 2n, et il existe une base (1, ..., Zn, Y1, ..., Yn) telle que (x;,y;) = 6;; et (x;, x;) =
(yi,y;) = 0. Par abus de notation, on note encore (21, ..., Zn, Y1, ..., Yn) la base duale, et on
munit C[V] d’un crochet de Poisson, dit symplectique, en posant :

{@i,y;} = 0ij et {xi, 25} = {vi,y;} =0

étendu par bilinéarité, bidérivation, et antisymétrie du crochet de Poisson. On va voir
maintenant que l'algebre de Lie (C[V],{-,-}) est de type fini, en explicitant un systéme de
générateurs.

Rappels
e Dans une algebre de Lie (g, [, -]), on définit 'action adjointe d’un élément x € g par

ad x = [z, . ] € End(g)

e Les représentations irréductibles de I'algébre de Lie sl sont connues. On note V = C?
la représentation standard de slo. Les représentations irréductibles de sly sont alors
les espaces S™ (V') qui s’identifie & I’espace de dimension n+1, C[z, y],, des polynomes
homogénes en z, y de degré total n, sur lesquels l'action de sly = {e, f, h} peut étre
représentée de la maniére suivante,

h h h h
) ‘@) (N ()
xn_e>.xn—1y_e>... ..._e>xyn—1_e>yn,
N - N~ ~_
f f ! f

e agissant par y2 f par xi et h par —xi + y2
ox’ oy’ Ox oy’

e En utilisant ces représentations irréductibles de sly, on montre que I'espace Clz, y]<2
des polynomes de degré total inférieur ou égal & 2, est une sous-algébre de Lie maxi-
male de Clz,y] munie du crochet de Poisson symplectique précédent [Ber(O1].

* En effet, Clz,y]o muni du crochet de Poisson symplectique est une copie de sly,

42
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agissant sur Clz, y| par :

{_gya} - ya_x7
{ix’} - xa_y,
0 0
{zy,} = o TV,

Ainsi, pour n € N, C[z,y], est une représentation irréductible de Clz,y]s pour
I’action adjointe.
* On a de plus les actions suivantes,

(@)= g et (ud =5
Soit maintenant a une sous-algebre de Lie de C[z, y] contenant strictement C[z, y]<s.
Alors a contient un polynéme f de degré supérieur ou égal & 3. En appliquant suc-
cessivement {z,-} et {y,-} & f, on obtient un polynéome de degré 3 dans a, et
comme C[z,y]<2 C a, on obtient un élément non nul de Cz,y|3 qui est dans a.
Par I'action de la copie de sly, on obtient donc Clz, y]s C a.
* a étant une sous-algébre de Lie, {z3, 53} = 92%y* € a, donc Clz, y]4 C a.
* Supposons que C[z,y], C a, pour n > 3. Alors {z*,5"} = 3n2?y""! € a, donc
Clz,y]n+1 C a. Par récurrence, on a ainsi Clz, y] = &,>0Clx,yl, C aet a = Clx, y].
Ainsi, (Clz,y], {-,-}) est une algébre de Lie de type fini : par exemple, les éléments de
C[z, y]<2 auxquels on ajoute n'importe quel polynéme de degré strictement supérieur
a 2, en forment un systéme générateur.

Ainsi, par la proposition 2.2.7, C[x1, ..., Tn, Y1, --.Yn] = Clz1,11] @ ... ® Cl2p, Y| €5t une
algébre de Poisson qui est de type fini comme algébre de Lie, engendrée par exemple par
ses éléments de degré au plus 3n. Cependant, il existe dans cette situation un résultat plus
précis, qui donne un systéme générateur minimal.

PRrRoOPOSITION 4.1.1
L’algebre de Lie (Clx1, ..., Ty Y1, Ynl, {5 }), ot {-,-} est le crochet de Poisson symplec-
tique, admet un systéme générateur de cardinal 2.

Démonstration : Nous allons utiliser les propriétés suivantes :

o ad z; = {x;,.} = 0/0y;, noté 0y, ; et ad (—y;) = {—ws,.} = 0/0x;, noté 0y,

o Clzy,...,;Tpn,Y1, ..., Yn]2 est une sous-algébre de Lie, qui est une copie de sp(2n,C),
et chaque composante homogéne C[z1, ..., Y1, Tp, ..., Yn|r €st une représentation irré-
ductible de C[x1, ..., Zpn, Y1, ..., Yn]2 pour Paction adjointe (voir [FH9I1| prop.24.22).

On pose alors

n
H=- Z TiYi,
=1

n n

n
T = z1y172Y2- - TnYn + (Z x;) + (Z yi) + Z(x?L2 +yit2).
i—1 =1 ,
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L’action adjointe de H sur Clx1, ..., Zn, Y1, ..., Yn] est donnée par

{H,} = Z — 4iy,)

On note 2 la sous-algébre de Lie de (Clx1,...,%n, Y1, .-, Yn], {-,-}) engendrée par H
et T, et on va montrer que A = C[z1, ..., Tn, Y1, -, Yn]-

D’abord, T est une somme de vecteurs propres pour ’action adjointe de H associés
& des valeurs propres distinctes donnés par le tableau suivant :

Vecteur X=1Y=|X1=\Y1=|.. X, = Y, = J =
n n n
propre Z X5 Z Yi 3 vi a2 Y2 H T3
1= i=1 i=1
Valeur propre | +1 -1 +3 -3 | ... | +n+2)| —(n+2) 0

L’action répétée de H sur T permet donc de former un systéme de taille 2n + 3

r=X +Y + En: Xi + En: Yi+Z

{H, T} =X +(-1)Y +Zn:(z‘+2)xi +Zn:(—(i+2))yi +0
i =1

{HAHT} =X  +(-1°Y  +> (i+2°X; 4+ (-(i+2)*Y+0
; =1

(adH)2n+2(T) - X _|_(_1)2n+2Y +Z(Z + 2)2n+2Xi + Z(_(Z + 2))2n+2yvi +0
=1 i=1

dont les inconnues sont les vecteurs propres précédents, et dont le déterminant est un
déterminant de Vandermonde. Ainsi, le systéme est inversible, et chacun des vecteurs
du tableau est combinaison linéaire des (adH)*(T)), pour 0 < i < 2n + 2 qui sont des
éléments de 2. L’algébre de Lie 2 engendrée par H et T' contient donc chacun de ces

vecteurs.
e On a ensuite adX = ad(x1+...4+2y,) = Oy, +...+0y, et —adY = —ad(y1+...4+yn) =
Oz, + ...+ 0y, , donc par l'action adjointe de ces éléments sur x‘i’, yi{’, o n+2, yﬁ“,

on obtient tous les x;, y; et x?, y22

e Par l'action adjointe répétée des x; et y; sur x1y172Y2...TnYpn, on obtient finale-
ment tous les autres mondémes de degré < 2, et 2 contient a fortiori une copie de
sp(2n,C).

e Maintenant, 2 contient un monéme de degré 3, et la composante homogéne de
degré 3 est une représentation irréductible pour sp(2n,C), donc 2 contient toute
la composante homogéne de degré 3.

° {561, yl} = 6x1y1, donc 2 contient la composante homogéne de degré 4.

° {xl,yl} = 3]x1y1 , donc par récurrence, 2 contient la composante de degré j,
pour tout j.

En conclusion, 2 = C[z1, ..., Zn, Y1, ..., Yn] est bien engendrée comme algébre de Lie

par les 2 éléments H et T'.

O
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Les algebres de Poisson symplectiques étant des algébres de Lie de type fini, on s’in-
téresse maintenant a leurs algébres d’invariants sous ’action de groupes finis d’automor-
phismes de Poisson. Soit G un sous-groupe fini de GL(V'). Il est clair que G respecte le
crochet de Poisson symplectique si et seulement si G est un sous-groupe du groupe sym-
plectique Sp(V).

4.2 Déformation par les algébres de Weyl

On étudiera dans ce chapitre une déformation naturelle des algébres de Poisson symplec-
tiques, qui est celle fournie par les algébres de Weyl. On considére 'algebre Cx1, ..., Ty, Y1, vy Yn ]
munie du crochet de Poisson symplectique défini précédemment, donné par

{mi, 5} = dij
Considérons 'algebre de Weyl A, (C). On peut voir cette algébre non commutative

comme le quotient de I'algébre tensorielle de Iespace C2" défini par

QY — Y Qx; — 1
$i®$j—$j®$i
T QYj —Yj QT
YiQY; —Yj QUi

An(C) = , oul= JiF g

On notera respectivement 0, et z; les classes de z; et y; dans ce quotient. Les mondmes
ordonnés en z;, 0,, forment alors une base de Poincaré-Birkhoff-Witt de 1’algébre de Weyl.
On définit sur A, (C) la filtration dite de Bernstein :

Fm = Vectc(zil...zf{iagi...822/1’1 + .o tin+J1+Jn <m)

Par récurrence, il est clair que :

FunFp C Frntp
[fnwfp] C fm—f—p—l

Alors grz(A,(C)) est muni d'une structure de Poisson par les formules de la définition
2.4.1, et 'application :

)iyt Ly zilzf{’@;i@;’; + Fir oo tintjitin—1
est un isomorphisme de Poisson entre Clz1, ..., Zpn, Y1, ..., Yn] €t gr#(A,(C)). Ainsi, Palgébre
de Weyl est une déformation algébrique non commutative de I’algébre symplectique.

Soit maintenant G' un sous-groupe fini du groupe symplectique Sp(n,C). G agit sur
I’algébre tensorielle T((CQ") par automorphismes d’algébre non commutative, et 1’idéal I
est stable par l'action de G. G agit donc sur A,(C) par automorphismes d’algébre non
commutative, et chaque sous-espace F,, est stable sous I'action de GG, ce qui implique que
G agit sur chacun des espaces Fp, /Fp—1-

L’isomorphisme de Poisson entre C[z1, ..., Zn, Y1, ..., Yn] €t grr(A,(C)) est finalement aussi
un morphisme de G-modules. On en déduit un isomorphisme entre les algébres d’invariants

(C[xla vy Ty YLy oeey yn]G = (gT']:(An((C)))G ’
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c’est-a-dire :

C ¢~ Fm ~ Fu \" 7 1 2.4.3
(1, ooy Ty YLy ovey Y]~ @fm—l _@ 7 EB]:G (lemme 2.4.3).

m>0 m>0 m>0 " m—1

Ainsi, les espaces FC = Fp,NA,(C)C forment une filtration F de A,(C)%, pour laquelle
on a:

(C[I'l, ey Ty Y1y eeey yn]G = g?”]:-(An((C)G)

en tant qu’algébres de Poisson, ce qui signifie que 'algébre d’invariants de ’algébre de Weyl
est une déformation algébrique non commutative de 'algébre d’invariants de 1’algébre de
Poisson symplectique. On a alors le diagramme suivant :

de form.

V = O(V) L2 4 ()

V/G ~s O(V/GY L2 4, (0)C

Il est alors possible de calculer la dimension des espaces d’homologie de Hochschild de
I’algébre des invariants .An((C)G grace & un résultat da a J.Alev, M.A.Farinati, T.Lambre,
et A.L.Solotar (JAFLS00])

THEOREME 4.2.1
Pour j € N, on désigne par a;j(G) le nombre de classes de conjugaison d’éléments de G
ayant la valeur propre 1 avec la multiplicité j. Alors pour tout j € N, on a

dime HH;(AS) = a;(G)

Ce résultat nous permet dans la suite de faire une comparaison entre la dimension du
groupe d’homologie de Poisson en degré 0 d’une sous-algébre d’invariants d’une algébre de
Poisson symplectique et la dimension du zéro-iéme groupe d’homologie de Hochschild de
sa déformation par I’algébre d’invariants correspondante de 1'algébre de Weyl.

4.3 Surfaces de Klein

4.3.1 Construction

Un exemple classique a étudier est celui des singularités de Klein C2 /G associées aux
sous-groupes finis G C SL(2,C). Ces variétés sont d’'une grande importance en géomé-
trie algébrique, théorie des singularités et autres branches des mathématiques. Une des
grandes découvertes concernant ces singularités est la correspondance de McKay, qui per-
met d’associer a chacune de ces surfaces, ainsi qu’a chaque sous-groupe fini de SL(2,C),
un diagramme de Dynkin simplement lacé, c’est-a-dire un diagramme de type 4,, (n > 1),
Dn (’I’L > 4), E6, E7, ou Eg.
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La classification des sous-groupes finis de SL(2,C), a isomorphisme prés, est donnée
par :

A,_1 : Le sous-groupe cyclique d’ordre n, engendré par :

(a0
pn L O 7,,;1

oll 7, est une racine primitive n-éme de 'unité.

D,, : Le groupe dihédral binaire : c’est le sous-groupe d’ordre 4n, engendré par ps, et :

(0 4
=i o)
FEg : Le groupe tétraédral binaire : c’est le sous-groupe d’ordre 24, engendré par py, p et :
_ L ( rg 1§ >
"8 : V2 \rs s )
FE; ¢ Le groupe octaédral binaire : c¢’est le sous-groupe d’ordre 48, engendré par ps, i et

UEE

FEg : Le groupe icosaédral binaire : c¢’est le sous-groupe d’ordre 120, engendré par :

3
- -y 0 - 0 1
w7 D) o= (o)

e 1 <7°5+7°5_1 1 >
Py 1 =gt )

G
U

et

L’algébre des fonctions sur C2/G peut étre identifice a C[z,y]”, ’algébre des fonctions
sur C2, invariantes sous I’action de G.

Pour chaque sous-groupe fini G de SL(2,C), C[x,y]G est une algébre associative de type
fini, engendrée par trois éléments homogénes g1, g2, g3, qui vérifient une relation. Dans
le tableau suivant, on donne ces générateurs homogénes, et les coefficients de la relation
donnée ont été simplifiés, ce qui revient & multiplier les générateurs par des scalaires non

nuls (voir [Spr77]) :

G Générateurs Relation
An—1 G =y, gp=2a",95=y" F=X"— X2X;3
Dyi2 g1 = 2°y°, go = 27" + (= 1)"y*", F=X{""+X1X5+ X3
g3 = w2n+1y _ (_1)nxy2n+1
Es g1 = xy5 — m5y, g = 25+ 14x4y4 + yS, F = Xf + Xg 4 X§
g3 = 12 — 33x8y4 — 33x4y8 + y12

Er | g1 =%+ 1oy +48, go = 2% — 2255 + 2% | F=X7Xo 4+ X35 + X§
g3 = 2Ty — 342135 4 342513 — g7
Eg g1 = xy 4+ 112%° — a9, F=X)+X;+ X3
gy = 5620 _ 228$15y5 + 4945610y10 + 228$5y15 + yZO’
g3 = 20 + 5222255 — 1000522y 1°
—100052109%° — 5222°9% + 3.
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Le morphisme d’algébres surjectif

C[X1, X2, X3] — Clz,y°
X1 = 0
X9 — g
X3 — g3
C[X1, Xo, X3]

sur C[z,y]®. Dans chaque cas, F étant un

(C[Xla XQ, X3]
(F)

de Krull 2. L’algebre Clz, y]G étant de dimension de Krull 2, le morphisme précédent s’avére

étre un isomorphisme :

induit un morphisme surjectif de

(F)

polynome irréductible dans C[ X7, X5, X3], on en déduit que est de dimension

C[X1, Xa, X3]
(F)

C’est de plus un isomorphisme d’algebres graduées. En effet, C[x,y] étant une algébre
graduée, la sous-algébre C[x,y]G est graduée, et les g; sont des polynémes homogénes,
donc si 'on pondére les indéterminées X; par les poids w; = deg(g;), le morphisme d’al-
gebres C[X1, X, X3] — Clz,y]® est un morphisme d’algébres graduées. Le polynome F
étant homogeéne par rapport a cette graduation, la graduation sur C[ X7, X2, X3] induit une

~ Clz,y]¢

ClXy, X9, X
graduation sur M, définie par :
(F)
ClX1, X9, X
ClX, X5 Xy = GB{P + (F'); P est homogene de poids j},
Cl[Xy, X9, X
pour laquelle I'isomorphisme % = C[x,y]G est un isomorphisme d’algébres

graduées.

4.3.2 Structure de Poisson jacobienne

D’une part, la structure symplectique de C? permet de munir naturellement Clz, y]
d’un crochet de Poisson :

{Cﬂ,y} =1

Le groupe special linéaire SL(2, C) correspondant au groupe symplectique Sp(2, C), Paction
du groupe fini G C SL(2,C) respecte le crochet de Poisson. Ainsi, I’algébre des invariants
Clz,y]¥ est munie d’une structure de Poisson induite.

D’autre part, le polynéme F' permet de munir C[X;, X3, X3] d’un crochet de Poisson
déterminantiel, ou jacobien

{P,Q} = det(VP,VQ,VF)

(F') étant un idéal de Poisson, ce crochet induit une structure d’algébre de Poisson sur le

quotient C[X7, Xo, X5]/(F). A une constante multplicative prés, on constate que I'isomor-

C[X1, X2, X3]
(F)

phisme =~ Clex, y]G est en fait un isomorphisme d’algébres de Poisson.
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En utilisant la structure de Poisson déterminantielle sur C[X1, X2, X3]/(F), et le fait
que F est un polynéme quasi-homogene, J.Alev et T.Lambre [AL98| ont démontré l'iso-
morphisme d’espaces vectoriels suivant :

HE, <<C[X1,X2,X3]> - C[X1, X2, X3]

(F) (K, F3, F)

Ce résultat nous permet de calculer la dimension du groupe d’homologie de Poisson en degré
0 pour chaque singularité en calculant la dimension de 'espace C[X1, X2, X3]/(FY, Fy, F}),
appelée nombre de Milnor de la singularité.

G F dime (H Py(C[z, y]“))
An—l X{L - X2X3 n—1
Dpyo | X0+ X X3 + X2 n+ 2

Eg Xi+ X5+ X3 6

Er | X{Xo+ X3+ X3 7

Es X7+ X5+ X3 8

Chacune de ces dimensions correspond & la dimension du groupe d’homologie de Hoch-
schild en degré 0 de la déformation Ay ((C)G correspondante, ainsi qu’au rang du diagramme
de Dynkin associé & G dans la correspondance de McKay, qui est le nombre de Milnor de
la singularité de la surface définie par le polynéme F.

4.3.3 Finitude de la structure de Lie

Pour tout sous-groupe fini de SL(2,C), I’algébre de Poisson C[z, y]“ s’identifie d’aprés
C[Xy, X2, X3
, (F)

de poids homogéne p & singularité isolée & l'origine, H étant munie du crochet de Poisson
déterminantiel associé a F' :

le paragraphe précédent & une algébre du type H := , ol F' est un polynome

dP A dQ A dF
dX1 NdXo ANdX3

{P,Q} =
= (PQ5 — PiQY)F + (P3Q) — PIQ3)Fy + (P{Q) — PQY) F.

On rappelle que wy,ws, w3 sont les poids respectifs de X1, Xo, et X3. Alors dans tous les
cas, on constate les propriétés suivantes :

e p =2maz(w;),
C[XlaXQ,X«?)]
(FY, Fy, F3)

au plus égal a p — 4.

e le quotient posséde une base (P, ..., Py,) ol chaque P; est de poids
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ProPOSITION 4.3.1

: C[X1, Xo, X3]
G F Poids base de m
A1 X{L — X9 X3 w; =2, wy="n,w3="n (17X17X127 "'7X{L72)
n>2 p=2n
D, | XPT' 4+ X1 X2+ X3 | wi =4, wog=2n, w3 =2n+2 | (Xo, 1, X1, X7, ..., XT)
n>2 p=4n+4
EG Xil ‘|'AXV2d +X§ w1 = 6, wo = 8, w3 = 12 (1,X2,X1,X1X2,
p=24 Xt X7 Xs)
E; XP X0+ X5 + X3 w; =8, wy = 12, wy = 18 (1, X2, X1 Xo,
p =36 X1, X7, X7, X7)
Eg Xitj + XS + X?? w1 = 12, wo = 20, w3 = 30 (1,X2,X1,X1X2,
p =60 X12’X12X2aX§’X§X2)

C[le X2a X3]
()
ses €léments de degré inférieur ou égal a p.

L’algebre quotient H = est une algébre de Lie de type fini, engendrée par

Démonstration : On note w(P) le poids d'un polynéme P € C[X;, X2, X3].
Soit A la sous-algébre de Lie de H engendrée par les éléments de la forme P + (F),
avec w(P) < p. On montre que pour tout P € C[X1, X2, X3], P+ (F) est dans A en
procédant par récurrence sur le poids de P.
Si P est de poids inférieur a p, le résultat est évident.
Soit donc D > p. On suppose que pour tout P € C[X7, Xy, X3] tel que w(P) < D,
P + (F) € A. Soit maintenant P de poids D. On peut écrire P sous la forme :

P=o1P,+..+a,P,+ QlFll + Q2F2/ + QgFé,

avec aq,...,am € C et Q1,Q2,Q3 € C[X1, X9, X3]. F étant de poids homogeéne p,
F|, Fj, et F} sont de poids homogénes respectifs p — w1, p — wa, p — ws. De plus,
a1 Py + ... + a;, Py, est de poids inférieur ou égal a p — 4. On peut donc choisir @1,
Q2, et Q3 tels que w(Q;F!) < D. En effet, si on note Q! la composante homogene de
poids j du polynoéme Q);, alors

maz(w(Q; FY))
k—p+ k—p+ k—p+
de poids D de poids<p—4<D k=0

et pour k > D, on a donc (Q]f_p+w1F1' + Q’Q‘““’QFQ’ + ngf—p+w3Fé) =0.
Ainsi,

D
k— k— k—
PP+t Pt S QT 4 Q5P 1 @l )
de poids D de poids<p—4<D k=0

D-1
Maintenant, comme a1 P + ... + @y P + (F) + Z(Qlf_pJ“wlFl’ + Qv 4
k=0

ngp +w3F§) € A par hypothése de récurrence, il suffit de montrer que chaque Q; F} +
(F) est dans A, lorsque @; est homogéne de poids D — p + w;. Pour des raisons de
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symeétrie et de linéarité, il suffit de le montrer pour 7 = 1, et pour (; mondéme, donc
pour tout élément de la forme X¢X5XSE] avec aw; + bws + cwz = D — p + wy.
L’identité d’Euler appliquée au polynéme F' de poids homogéne p donne :

’U)leFl/ + w2X2F2' + ’U)3X3F3: =pF
e Siab,c>0:
X2 XabelXc+1 —9 1 XaXchF/ _9 Xalech+1Fl
{X5, XT Xy X5} = 2(c+ )XT X5 X5F) — 2aX] 283 I3
{(XPXITIXET X2) = 2(b + D) XEXEXSF] — 2a X0 XS XS )
Et avec I'identité d’Euler :
pX{TI XIXSF = wi X{PXSXSF] + wo X' XS XSFy + ws X' XSX§H Py

Les trois égalités qui précedent forment un systéme linéaire en les inconnues X X5 X$Fy,
X0 XEXSF, et X0 XEXST R, de déterminant

w1 w9 ws
2(c+1) 0 —2a |=—4alaw; + (b+ Dwa+ (c+ 1)wsz) <0
2b+1) —2a 0

Donc X{ X3 X$F] est une combinaison linéaire de X¢ ' XS XSF, { X3, X{ X571 XS,
et {X{XLTIXS, X3,
Comme w(X3) = 2wy < p, on a X3 + (F) € A. De plus,

w(XfX§_1X§+1) = aw; + bws + cws + w3 — wo
< awy +bwy +cws +p—w; = wX{XSXSF]) =D

Dong, par hypothése de récurrence, X¢ X5 1 XST + (F) € A.
Ainsi, { X3, X7 X5 XS 4(F) € A, et de la méme maniére, { XP XS XS X314
(F) € A et finalement, X¢X5XSF] + (F) € A.

e Sia>0etc=0: (on traite de maniére similaire le cas a > 0 et b = 0)

{XPIXH X1 Xp) = (0+ D) XTXF — (a— X[ XS F — (b+ 1) X XD X Fy
{(X0XE XoX3} = bXOXSF] — aX0 ' XSV 4+ a X0 XOXS

Et avec I'identité d’Euler :
pXOIXSF = wy XPXOF] + wo X0 X0 Ry 4 ws XL XS X5 F)

Les trois égalités qui précédent forment un systéme linéaire en les inconnues X X5 Fy,
XXM R et X0 X5 X3F; de déterminant

w1 w9 w3
b+1 —(a—1) —(b+1) |=—(a+b)(aws + (b+ 1wy +w3) <0
b —a +a

Donc X{ X5 F] est une combinaison linéaire de X¢ 1 X5F { X071 X5 X X3}, et
{X?X35 X,X3}. Comme dans le cas précédent, on en conclut que X¢X5F] + (F) €
A.



52 4. Algébres de Poisson symplectiques

e Si a = 0, alors F] est de poids inférieur a p et F| + (F) € A. Donc on suppose
b > 0 (le cas ¢ > 0 se traite de maniére similaire).

1
2(c+1)
Et donc par hypothése de récurrence, X3X5F] + (F) € A.

Donc par récurrence, pour tout P € C[X1, Xo, X3|, P+ (F) est dans A, d'ou H = A.
(]

XXSF] = (X3, X571 X5

4.3.4 Engendrement particulier

Dans cette partie, on démontre d’une autre maniére la propriété de finitude de ’algébre
de Lie (Cl[z, y]G, {-,-}) en démontrant une propriété plus forte. La preuve de cette propriété
utilise des idées du théoréme de Noether en théorie des invariants des algébres associatives,
que 'on adapte au cas des algébres de Lie.

PROPOSITION 4.3.2
Il existe un sous-espace vectoriel de dimension finie de Vi de Clx,y|™~, et un sous-espace
vectoriel de dimension finie Vi de Clz,y| tels que laction adjointe itérée de Vi sur Vi

engendre toute 'algébre de Lie Clx,y]. En d’autres termes, si on pose, pour k > 1, V11 =
“+o0o

{Vo, Vic}, alors ZVk = Clz,y].
k=1

]G’

Ici, G est toujours un sous-groupe fini de SL(2,C). La démonstration de ce résultat se
fait au cas par cas, par des calculs explicites : dans la plupart des cas, Vj est engendré par
des générateurs g; de C[z, y]G comme algébre associative, et V) est le sous-espace vectoriel
de Clz,y] engendré par ses éléments de degré < N, ou N est un entier fixé choisi dans
chaque cas.

(0.0]
Démonstration : On note donc A = Z Vi, avec Vi1 = {Vo, Vi }, ainsi {Vp, A} C
1

A. 1l reste donc a exhiber Vj et N tels que I'égalité C[z,y] = A soit vérifiée.

Cas A, (n>1) : On a les formules suivantes :

{z%y?, 2?1y} = 2(q—p)aPy? Vp,q>1 (4.1)
{22y, z?" "y} = [(n+2)g—p+n+1afy? Vpxn+1 (42)
{ay" 22yt ) = [g—n—1—(n+2plaPy’ ¥Yg>n+1 (4.3)

On choisit alors Vy = Vect(z?y?; 2" 2y; 29" %) et N = 2n.
Par récurrence sur le degré total d = p 4+ ¢, on montre facilement que tous les
monomes xPy? sont dans A :
e Sid < 2n,alors 2Py? € V; C A.
e Supposons que d > 2n et que tout mondme de degré < d est dans A, alors :
* Sip=0,alors ¢ =d > 2n > n+1, donc le coefficient g—n—1—(n+2)p =
q¢—n —1 est non nul et par (4.3), y? € A. Si ¢ = 0, on utilise (4.2) de
maniére similaire.
* Sip#qavecp>1etq>1,on utilise égalité (4.1).
* Sip = q,alors p = g > n+1, et le coefficient (n+2)g—p+n+1= (n+1)(p+1)
est non nul, donc on utilise (4.2).
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Cas

Cas

D,, (n >4) : On a les formules suivantes :
{x2n74 + (_1)ny2n74’ xp+1yq72n+5} — (277, o 4)((] — o+ 5)1.p+2n74yq72n+4
—(=1)"(2n —4)(p + 1)aPy? (4.4)

{2y 2Py} = 2(q — p)aPy? (4.5)

On choisit Vo = Vect(xy?; 2*"* + (—=1)"y*" ™) et N = 4n — 8.
Par récurrence sur le degré total d = p+¢, on montre alors que tous les monémes
2Py? sont dans A :
e Sid< N, alors 2y? € V; C A.
e Supposons que d > N et que tout mondéme de degré < d est dans A, alors :
*x Sip#qavecp>1etqg>1,onlaformule (4.5) prouve que 2Py? € A.
*x Sip=gq, avec p+q > N, alors p = q > 2n — 4, donc zPT2n=4yp=2nt+4 ¢ 4
par le cas précédent, donc (4.4) montre que zPy? € A également.
* Sip=0alors g =d > 4n — 8, donc
p+2n—4=2n—-4<1, et ¢q—2n+4 > 2n — 4,
donc 22"~ 4y9=2n+4 ¢ A par le premier cas, et (4.4) montre que y¢ est dans
A également. Le cas ¢ = 0 se traite de maniére similaire.

Eg : On choisit Vy = Vect(g1, g2), avec g1 = z° — 2y et go = 2+ 14xty? +95.
On a les égalités suivantes, pour p > 0et ¢ > 8 :

{91,279 = (5q—p —44)aP T3y 1™%  —(q— Bp — 28)aP Ty

{g1,a"y" "} = (5¢ —p—20)a"y"™" —(q - 5p — 4)a"y’
{gosar 1y = 8(g = M"Y " 456(g —p—8)a" Ty Tt —8(p+ 1)a”y”
Pour p € {0;...; 3} fixé, les égalités précédentes forment un systéme en 2789978,

Pt a—4

y?*, 2Py?, dont le déterminant D (g) est un polynéme en ¢ non nul, donc
il existe un entier naturel N, tel que pour tout ¢ > N, D,(q) # 0 et le systéme
est inversible. On pose alors N = max(10; Ny; 1+ Ny; 2+ Na; 3+ N3). On montre
par récurrence sur le degré total p+ g = d que tous les monoémes zPy? sont dans
A.

e Sid< N, alors zPy? € V1 C A.

e Supposons que d > N et que tout monrhe de degré < d est dans A, on procéde

alors par récurrence sur p.

* Sipe{0;..;3}, p+q=d> N > p+ N, par définition de N, donc g > N,
et le systéme précédent est inversible, done zP8yd78, zPT4yd=4 2Pyl e A.
En conclusion, y?, zy?!, ..., 2 y% " sont dans A.

* Maintenant, pour p > 0, et ¢ > 8, la derniére ligne du systéme précédent
montre que zPT8y978 est une combinaison linéaire des éléments aPTyd—4,
2Py, et {go, 2PTy?7 T}, car le coefficient 8(¢—7) est non nul. Par récurrence
sur p, tous les zPy? P sont donc dans A.

Explicitement, on a les résultats suivants :

Do(q) = 288(q—4)(q—38)
Di(q) = 288(¢—T7)(q—9)
Dy(q) = 288(q—8)(q — 10
Ds(q) = 288(q—11)

Donc N = max(10;10; 14; 20; 14) = 20.
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Cas E7 On choisit Vo = Vect(g1,g2), avec g, = x° + 14z*y* + 1% et go = 21%% —
2595 + 2%y'°. On a les égalités suivantes, pour p > 1 et ¢ > 13 :
Coefficient en | {g1, 2" %" "'} | {g1,a" 'y" "} | {g2,a"PyT" %} | {go, 2" 'y""°}
pFIZ a-12 8(q — 11) 0 2(5qg — p — 68) 0
aPFoy1® +56(q—p—16) | +8(q—7) | —12(¢—p—16) | +2(5q¢ — p — 44)
Pyt —8(p+5) +56(q —p—8) | +2(¢ —5p—28) | —12(¢ —p —8)
Py +0 —8(p+1) +0 +2(q — 5p — 4)

On proceéde alors comme pour Eg, en posant N = maz(16;1 + N1;2 + No;3 +
N3;4 + N4). On montre par récurrence sur le degré total p + ¢ = d que tous les
monomes xPy? sont dans A.
e Sid< N, alors zPy? € V1 C A.
e Supposons que d > N et que tout monome de degré < d est dans A, on procéde
alors par récurrence sur p, mais l'initialisation se fait pour p € {1,...,16}.
* Sipe{l;..;4}, p+q=d> N > p+ N, par définition de N, donc g > N,
et le systéme précédent est inversible, donc poqu*w, aPT8ya=8 gptiya—4

2Pyl e A. En conclusion, zy?™, de 2 164,4=16 gont dans A.

*x p=0:{g,aty? 7} = 8(d 7z yd 8+56(d 8)ztyd* —8y?, donc y? € A.
* Maintenant, pour p>1 et g > 9, la deuxiéme et la derniére équation
du systéme précédent montrent que zP8y?~8 est une combinaison linéaire

des éléments xPTy?™4 2Pyl {g), 2PT1yT7 7} et {go, 2P 1y?7}, car 'un au
moins des coefficients 8(¢ — 7) et 2(5¢ — p — 44) est non nul. Par récurrence
sur p < d, tous les zPy? P sont donc dans A.

*x Pour p=d : {g1, 2 Ty'} = 8x% 4+ 56(—d + 8)x? 4yt —
2l e A

Explicitement, on a les résultats suivants :

8(d—T7)z%8y®, donc

Di(q) = 73728(q —9)(¢ — 11)(q¢ — 13)(¢q — 17)

Dy(q) = 73728(q —10)(q — 14)(q — 16)(¢q — 18)
Ds(q) = 73728(q — 11)(q — 19)(¢* — 36¢ + 307)
Da(q) 73728(q — 12)(q — 14)(q — 20)(q — 28)

Donc N = max(16; 18;20; 22; 32) = 32 convient.

Eg : On choisit Vy = Vect(g1,g2), avec gy = z'ly + 112545
20 _ 99821545 4+ 494210410 4 29845415 4 20,

Dans le tableau suivant, pour p > 0 et ¢ > 25, la deuxiéme ligne donne le

coefficient en xp+258/q 25’ du crochet de Poisson de la premiére ligne, la troisiéme

celui en 2P2049720 la quatrieme celui en 2P19y97 1% la cinquiéme celui en
2PT1044=10 14 sixieme celui en 2P5y972, la derniére Celul en zPy? :

Cas 2yl et go

{g1’$p+l5yq725} {g17:1/‘p+10yq720} {g17zp+5yq715} {gl,mpyqflo} {yg,zpzzyq—m} {yz,mpztyq—w}
(11g—p—290) 0 0 0 (g—24) 0
66(qg—p—40) 11g—p—230 0 0 —57(3¢q—p—78) (g—19)
—q+11p+190 66(q—p—30) 11g—p—170 0 247(q—p—30) —57(3¢q—p—58)

0 —q+11p+130 66(q—p—20) 11g—p—110 57(q—3p—42) 247(q—p—20)
0 0 —q+11p+70 66(q—p—10) —(p+6) 57(q—3p—22)
0 0 0 —g+11p+10 0 —(p+1)
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On procéde alors comme pour Eg, en posant N = maxz(28; No; 14+ N1; 2+ Na; 3+
N3;4 + Ny). Explicitement, on a les résultats suivants :

Do(q) = 6328125.10%(¢ — 10)(q — 20)(q — 24)(q — 26)(q — 28)(q — 30)
Di(q) = 6328125.10%(¢ — 19)(q — 21)(q — 25)(q — 27)(q — 31)(q — 33)
Dy(q) = 6328125.10%(q — 22)(q — 24)(q — 26)(q — 28)(q — 32)(q — 42)
Ds(q) = 6328125.10%(¢ — 23)(q — 25)(q — 27)(q — 31)(q — 33)(q —53)
Dy(q) = 6328125.10%(q — 24)(q — 34)(¢* — 152¢° + 8164¢> — 186768¢ + 1551360)

ot le polynome ¢* — 152¢% + 8164¢> — 186768¢ + 1551360 ne s’annule pas sur
7. En effet, sa réduction modulo 7 est le polynome ¢* + 2¢* + 2¢* + 6g + 6, qui
ne posséde pas de racine dans Z/77Z. Donc N = max(28; 30; 34; 44; 56; 38) = 56
convient.

O

En conclusion, on a un sous-espace vectoriel de dimension finie Vg de (C[x,y]G, et un
sous-espace vectoriel de dimension finie V; de C[z,y] tels que

+00
ZVk = Clz,y], avec Vi1 = {Vo, Vi }.
=1

On utilise alors 'opérateur de Reynolds pg := Z g qui est une projection de Clz, y]

1

G| 4=
sur Clz, y]%. Comme pg (V1) = {Vo, pc(Vi)}, en appliquant pg a égalité précédente, on
conclut que Clz, y]G est engendrée comme algébre de Lie par les éléments de Vy + pa (V7).
Excepté pour les cas des groupes A; et Ag, Vo C pa(V1), done Clz,y]“ est engendré par
pc(V1), qui est le sous-espace des invariants de degré < N, N étant 'entier déterminé dans
la démonstration précédente.

Au cas par cas, on réduit maintenant le nombre des générateurs, afin de déterminer un
systéme générateur de cardinal égal & la dimension du groupe d’homologie de Poisson de
degré zéro. On aura ainsi obtenu un systéme générateur de cardinal minimal.

Cas A, : Le cas du groupe A; est différent des autres cas, car alors le groupe d’homo-
logie de Poisson en degré zéro de l'algébre des invariants est de dimension 1, tandis
qu’il faut au moins deux éléments pour engendrer une algébre de Lie de dimension
supérieure a 1.

e Clz, y]A1 est engendrée comme algébre de Lie par ses éléments de degré inférieur
ou égal a 4, donc par 1+ zy, 22 + > + (zy)?
On note £ l'algebre de Lie que 1+ zy et 2® + y? + (my)2 engendrent. Les termes
z2, y2, et (uvy)2 sont des vecteurs propres pour 'action adjointe de 1+ xy associés
a des valeurs propres distinctes, donc sont dans £. Ensuite, {:U2, y2} = 4y, donc
£ contient xy et 1. Il reste & montrer qu’elle contient tous les invariants de degré
4. Or C[x,y]fl = Clz, y]4 est une représentation irréductible de la copie de s[(2)
formée par les éléments 22, 42, et zy, d’ou le résultat.

e Par un raisonnement analogue, on montre que pour n > 2, C|z, y]A" est engendrée
comme algébre de Lie par les n éléments 1 + z" 1 + "L 2y, (zy)?,..., (zy)" L.
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Cas D, (n>4) : C[z,y]”" est engendrée par ses éléments de degré inférieur ou égal a
n — 8, qui sont les combinaisons linéaires des éléments suivants :

g1 =297 gis. g |
n_y

o = 2 ()P gigni g g
2

92 L
gs = 223y — (1) 2?3, gigs s gigh 7 |

On a de plus les relations suivantes :

{g7" " 92} = —(4n—8)(m+ 1)gi"gs, Ym >0
{¢7",93} = —(4n—8)mgi"g2, Ym >0 ;
{92,983} = (2n—4)g5 +2(=1)"""(2n — 4)(2n — 2)g7~

Finalement, on constate que Cl[z, y]D " est engendrée par les n éléments 1; g1 ...; 91"72; go.

Cas Fj : (C[x,y]EG est engendrée en tant qu’algébre de Lie par ses éléments de degré
inférieur ou égal a 20, que 'on détermine grace aux générateurs gi, gs, g3 en tant
qu’algébre associative :

1

g1 = x5y - acy5

g2 = xS —|— 1zty* + 48

g3 = 2% — 332%y* — 332%y° + y'2
g = x10y2 2.%' y —|—x2y10

9192 = 23y +132%° — 132°9° — ay'®

g2 = % 4 2822y +1982%y° + 28x4y12 Lyl

9193 = 21Ty — 3423y° + 342°y"3 — zy!”
g = ﬂfmy?’ 33;1161y7 + 327y 1121 : 23yl - .

9293 = 192y 484x —484x°y“ — 192y + y
9%92 = x18y2 + 123514 6 263510 10 12m6y14 + x2y18

On a de plus les relations suivantes :

{91,92} = =8935 ; {91.93} = —1293 ; {91, 9192} = —8g193;

{91,953} = —16g293 ; {g2,93} = —173843.

Finalement, les 6 éléments suivants : 1;g1;gg;g%;glgg;g%gg suffisent & engendrer
Clz,y]®¢ comme algébre de Lie.

Cas E7 : Clzx, y]E7 est engendrée en tant qu’algébre de Lie par ses éléments de degré in-
férieur ou égal & 32, qui sont donnés par la liste suivante :
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1
g1 = 28 + 14aty? + o8
gy = 21092 — 22595 4 210

g% — 1‘16 + 28x12y4 + 1981‘8y8 + 281_42112 + y16
g3 = m”y _ 34x13y5 + 34m5y13 _ xy17
G192 = .%'182/2 4 121‘142/6 _ 261‘102110 4 12.%'63/14 4 x2y18
gi = 2* +420°0y" 4 5912'y® + 28282 '%y'? + 5912y "0 + 4221y> + 4
g% — x20y4 _ 4x16y8 + 6x12y12 _ 4£C8y16 +x4y20
g193 = 5y — 2022Yy° — 47521 7y0 + 47520917 + 2025y — 2y?®
9%92 — x26y2 + 26x22y6 + 143x18y10 _ 340xl4yl4 + 143x10y18 + 26x6y22 + $2y26
G203 = x27y3 _ 36x23y7 + 69x19y11 _ 69z11y19 + 36x7y23 _ x3y27
9195 — x28y4 + 10$24y8 _ 49x20y12 + 76$16y16 _ 49x12y20 + 10x8y24 + x4y28
g1 = 2% +562°%y" 4+ 11802>!y® + 111442*y"? + 40773040
+111442 "%y + 11802°y*! 4 562"y*® + y*°

On a de plus les relations suivantes :
{91,92} = 16g3; {91, 93} = 893 — 259293; {91, 192} = 16193
{91.93} = 329295{91. 9193} = 891 — 25929193; {92, 93} = —2497 92

Finalement, les 7 éléments suivants : 1;¢g1; g%; 925 g192; g% ;g1 g% suffisent & engendrer
Clx, y]E7 comme algebre de Lie.

Cas Fjg : (C[ac,y]ES est engendrée en tant qu’algébre de Lie par ses éléments de degré
inférieur ou égal & 56, qui sont :

élément ‘ 1| g1 ‘ g
degré |0 ]12]2

élément | g1gs | gige | g
degré | 42 | 44 [4

On a de plus les relations suivantes :

1] 9205 | 9195 | 9393 | digo |
8] 50 | 52 | 54 | 56 |

{g1,92} = —20g5 ; {91,935} = —3093 ; {g1,9192} = 209193 ; {91,095} = —20g293
{91,9193} = —309195 ; {g1,9192} = —209ig5 ; {go.93} = 86400g]

Finalement, les 8 éléments suivants : 1; g; g%; g‘;’; g2; g192; 9%92; g%gg suffisent a engen-
drer C[z,y]®* comme algébre de Lie.
Excepté dans le cas du groupe Ajp, le systéme générateur obtenu est effectivement de
cardinal égal & la dimension du groupe d’homologie de Poisson en degré zéro, donc le
systéme générateur trouvé est de cardinal minimal.

4.3.5 Deéformation des invariants, produits croisés

La premiére algébre de Weyl A;(C) = C(p,q)/(pg — qp = 1) est une déformation
algébrique de Clz,y], et G C SL(2,C) agit par automorphismes d’algébre sur A;(C)
de telle sorte que A;(C)“ est une déformation de C[z,y]”. On peut donc appliquer la
proposition 2.4.2 pour trouver un systéme générateur de l'algébre de Lie Ay (C)G pour le
crochet de commutation.
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ProprPoSITION 4.3.3

Il existe un systéme de représentants du systéme générateur minimal de Clz,y

19 choisi

dans le paragraphe précédent, qui engendre Ualgebre de Lie (A1(C)%,[-,]).

Démonstration : Pour G = D,, avec n > 4, ou Eg, Er, Eg, le systéme générateur
minimal de C[z,y]“ obtenu est constitué d’éléments homogénes, donc le résultat
découle directement de la proposition 2.4.2.

Pour G = Ay, Clz, y]G est engendrée comme algebre de Lie par 14 zy, 22 +y* + (zy)?
donc a fortiori par les éléments homogenes 1, zy, 2 + 2, 2%y%. Donc Al(C)G est
engendrée comme algébre de Lie par 1, pq, p° + ¢°, p>¢®. Mais

1+ pg,p* + ¢° Jgquz] = —22192 - 22q2
1+pg,—p"+q¢7] = 2p°+2q
[p°,q*] = 4pq—2

Ainsi, 'algebre de Lie engendrée par 1 + pq, et p* + ¢* + p?¢® contient p?, ¢°, 1, pq,
p?¢?, qui engendrent Al((C)G, donc Ay ((C)G est engendrée par 1+pg, et p>+¢>+p°¢>.
Pour G = A, avec n > 2, C[z,y]® est engendrée par 1+ 2" + 4" zy: (2y)?:..
(xy)"_l, donc a fortiori par les éléments homogenes 1, 2" + "1 2y, (ucy)2 e
(zy)" L. Donc A;(C)% est engendrée comme algébre de Lie par 1, p" ™! + ¢"*1: pq;

(pa)*5...; (pg)"~". De plus,

[pg, 1+ p"*i + qn*i] = (n+ 1)(—29"1+1 + q"1+1)
pg,—p" '+ " = (n+DE" + ")

Donc I’algébre de Lie engendrée par 14+ p" 1 +¢""1: pg: (pg)?;...; (pg)™ ! contient 1
et p" T 4¢" L donc A ((C)G est engendrée comme algébre de Lie par 1+p" Tt 4¢"F!;

pq; (pg)* 55 (pg)" .

O

REMARQUE 4.3.4
Ainsi, (41(C)%, [-,-]) admet un systéme générateur de cardinal la dimension de H Ho(A;(C)),
excepté dans le cas G = Aj.

On considére maintenant I’algébre produit croisé A; (C) x G.

PROPOSITION 4.3.5
A1(C) * G munie du crochet de commutation est une algébre de Lie de type fini.

[e o]
Démonstration : D’aprés la proposition 2.4.4, A;(C) = ZWk‘ ou : Wy est un
k=1
sous-espace vectoriel de dimension finie de Al((C)G, W1 est un sous-espace vectoriel
de A;1(C), et Wiy = [Wo, Wy]. Alors :

A (C)xG =P Wi)g=>_ W,
k=1

geG k=1

ou Wk = @ Wyig.
geG
Nous allons montrer que (Wy+ W7)* G engendre A; (C) xG pour la structure de Lie.
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On note donc 20 la sous-algébre de Lie engendrée par (W + W1) x G. Clairement,
W1 C 0. Supposons Wk C 27, soient wy € Wy, wy, € Wi et g € G, alors :

[w07 wk]g = WoWEYg — WpWpg = WoWEg — Wpgwo = [w07 wkg]

or wo = woidg € WoxG C W et wyg € W par hypothese de récurrence. Ainsi,
Wii11 C 20.
O

REMARQUE 4.3.6
e La propriété de lalgébre de Weyl A;(C) utilisée dans cette démonstration est une

G en tant

propriété plus forte que la simple finitude de Ialgébre des invariants A, (C)
qu’algébre de Lie, et permet de construire une démonstration par une récurrence
facile.

e Les deux algébres non-commutatives A; (C)¢ et A;(C) + G sont Morita équivalentes
par (2.4.10), et on constate qu’elles sont toutes deux des algébres de Lie de type fini
pour le crochet de commutation. On est donc amené & se demander si la propriété

de finitude de l'algébre de Lie est un invariant de Morita.

4.4 Exemples en dimension 4

4.4.1 Exemple du groupe de Weyl B,

On peut décrire Bs sous la forme du produit en couronne : By = (:I:l)2 x So. Le groupe
By agit sur A = Clz1, y1] ® Clxa,y2] = Clz1,y1, %2, y2] de la maniére suivante :

((91,92),0) - (P1 ® ) = g1 - Poe1(1)(%1,51) ® g2 - Pr1(2) (22, 92)
On pose H = (:I:l)2 sous-groupe de Bs. L’algébre des invariants sous ’action de H,
B = A" = Clz,21y1,57) ® Cla3, z2y2, 3],
est engendrée comme algébre associative par ses éléments de degré 2. D’aprés le théoréme
de Noether, AP? = BB/ egt donce engendrée en tant qu’algébre associative par ses élé-

ments de degré au plus 2 x [By : H] = 4. On détermine la série de Hilbert de AP? grace a
la formule de Molien ; on note 7 la transposition 7 = (1 2).

g ((171)>id) ((171)7 T) (('171)7id) ((_171)77—)

det(l—gT) | 1-T)* | (1 -T%%| 1-T%% | 147T?)?

g ((17_1)7id) ((17_1)77—) ((_17_1)7id) (('17'1)77—)

det(1—gT) | 1 =T22 | A+T*»*| (1+T)* | (1-T?%?
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1+ TP AT+ T+ T
Donc P(AP?) =
one P(A Z det(1 —gT (1—T2)2(1 — T4

= 14372 +11T* + ...

Ainsi .Af a pour base xl —|— xz, y1 + yz, et x1y1 + xays; et .AfQ a pour base la famille de
11 éléments suivante :

Y1+ s yivs
21y} + T2y T1Y1Y5 + Tayayi
2Ty} +whys  TiYs + a5y et zy1zays
fz)yl + $§y2 xﬂ/ﬂ% + xzyzﬂﬁ

af + 75 xias

L’action de By conserve le degré, donc AP? est graduée : AP2 = EBA% ou :
n>0

‘Afrf = @ ((C2p[x%’ L1Y1, y%] ® C2(nfp) [33%, T2Y2, y%]
p=0
BCo—p (2], 2131, y7] ® Cop[3, 9622/2,25/3])
& (Culz?, 191, y7] ® Cy[23, w2y2,15]) 7 dans le cas n pair

Sa

Pour p < — V2n : (CZP[x%axlylay%] ® CZ(n—p) [9557962?/2#%] D CZ(n—p) [x%ﬁﬂlyl’y%] ®
Coplz3, 22y, yz]) 2 est de dimension (2p + 1)(2(n — p) + 1) et a pour base

{hylahyb + hylabydii +§ = 2pk +1=2(n — p)}.
(n+2)(n+1)

Lorsque n est pair, Vs, := (Cp[af, 2191, 47 ]®Cn 23, 2212, y5])™* est de dimension 5

et a pour base ' '
{wiylalys + alyiabydsi+j =k +1=n,i < k).

Chaque sous-espace V_ est stable sous 'action adjointe de Af 2 = sl(2). De plus, Vzon est
une représentation irréductible de si(2) : il est de dimension 2n + 1 et le vecteur ya" + 33"
est un vecteur propre pour h = zoyo + x1y1 associé a la valeur propre 2n.

Le crochet de Poisson sur Clz1,y1, z2,y2] donné par {z;,y;} = 1 induit une structure
de Poisson sur A2
Soit A la sous-algebre de Lie de AP? engendrée par ses éléments de degré < 4.
Par récurrence sur n, on montre que A c 2.

e Pour n =0,1,2, le résultat tient & la construction de 2.
e Supposons le résultat vrai pour n > 2, et montrons-le pour n + 1 :

{23+ 21, 95" +yi"} = 8n(xiys" ' + a3ys" )

€A EVaio

Ainsi, 2 contient un élément de VQ% 1o, et par l'action adjointe de .Af 2 C 2 ona

finalement Vi), o C 2.
n+1

2
| — 1, et montrons-le pour p + 1.

Par récurrence sur p, on montre maintenant que Vp = 0, ..., [——], V2n 1o C 2L On

n-+1

suppose le résultat vrai pour 0 < p <|
Soient 4, j, k, [ tels que i + j —2p+2 k+l—2(n p) Alors k+1>3dou:k>2
ou! > 2. Il suffit de montrer que x1y1x2y2 + ¥ y1x2y2 est dans 2. On distingue alors
plusieurs cas :
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1. Sik>2eti>2:

eAB2

61

2 k=1 1+1
{9519527 91352 Y U

. —1
:(2])( yl ﬂcngl l+1+xk+1 l+1 z 1

+xkll+122]

Yo

vy )+ 20+ 1) (@ yleSyh + 2yl ahy))
——

g

VP
2. 8i1>2etj>2:

eABQ

N

£0

2 k41 1-1 k41 1-1
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7.81i=0,j=2et1>1:

{yiy3, abThyh iy = (=2(k + 1)) (i ahyh + 2fylys)
~———
eAP2cal #0

8. S1j=0,i=2etk>1:

{zf23, b Tt + 2T = 2004 1) (af2byh + 2fyiad)
——
A2 #0

9. Sii=j=1letl=k=n:

{xlwoy + ziynas, af Tyt 2T = 2(afal s 4 x?_ly{‘“:v%z
EA%CQ( €2l par le cas 8
+ 2(n+ 1) (z1y125y5 + 27y T2y2)
——
#0
10. Sii=j=1etl#k:
{ziyrwaya, by + 2i9i} = 200 — k) (zanabys + 2iyiways)
—_—— ——

cAZ2ca #0

11. Sii=0,j7=2,et 1 =0 (ainsi k > 2) :
{zays + z1y1ys, ab + 2f} = (=2k)(m1yiah ys + 2 yiaay0)
——
E.Af;? U €2 par le cas 10
+ (—k)(yiah + 2713)
~——
#0
12. Sij=0,i=2,et k=0 (ainsi [ > 2) :
{5'3%5'322/2 + x1y1$%, yé + yl1 = 2l($1y1$2yl{1 + £U1ylfll“2y2)l
E.AQBQ A €2l par le cas 10
+ () (zTh + yia3)
~~
#0

Ainsi, on obtient un systéme générateur de cardinal 2 de AP? en tant qualgebre de Lie
en considérant les vecteurs : H := 1+ (z1y1 + z2y2) et T := z1y122y2 + (w% + x%) + (y% +
y3) + (z1 + 23) + (y3y3) qui permettent d’engendrer AZ%.

4.4.2 Engendrement particulier

Cette propriété de finitude peut se démontrer par une autre méthode. La composante
homogéne Ag 2 de degré 2 de l'algébre des invariants s’identifie a I’algébre de Lie sly en
posant :

2 2 2,2
i+ x yi +y
E = 12 2, F=— 12 2, H = —(z1y1 + w2y2)- (4.6)
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Le crochet étant de degré —2, chaque composante homogéne A,, = C[x1,x2,y1,y2], de A
est stable sous l'action adjointe de de Vect(E, F, H), donc est une représentation de slo.

Chaque composante homogéne se décompose donc en somme de sous-espaces propres de
4

H: A, = @An(z) On considére alors V = @An le sous-espace de A constitué des
1€Z n=0

polynomes de degré inférieur ou égal a 4. Le groupe By agit sur V, et V2 est le sous-espace

de AP2 engendré linéairement par 1, E, F, H et les 11 éléments de la base de .AfQ

Y1 + v yivs
xéyg<+-x§y§ ) £r1y1g§é+:nzy2y%
1Yl + x3Yy5 | T1Y2 + T3Y1 et T1y1T2y2
T3y1 + 2y T1Y1T5 + Toyox]

lel + x% x%x%

On veut montrer que l'on obtient toute 1'algébre A par Paction répétée de V52 sur une
oo

copie de V' : on pose A" = Z(ad VB2 ®) (V). Ainsi ad VP2(A’) € A’. Par hypothése, on
k=0
aAcy =V C A" Soit n > 4 fixé, tel que A<, C A". Montrons qu’alors A,, C A'.

Cas n pair : On pose n = 2p, p > 3. On a alors A, = @An(i), et toute sous-
€27

slo—représentation irréductible de A, posséde un vecteur propre de H associé a

la valeur propre 0. Montrons donc que A, (0) C A". L’espace vectoriel A,(0) a pour

base les éléments R; j = i a7 avec (i, ) € {0, ..., p}>.
e Pouri=0,...,p—1,5=1,...p 2, on considere le systéme d’inconnues R; ; et
Rit1 41
{Eﬁé oy T T Y = <230+ DRy — 2(p — D) Rig g
evhB2 eA
{aiyi + o3ys, wiylah b ) = 2(i = j)(Rij — Rivrn1)
eVB2 eA

Son déterminant vaut 4(i — 7)(p + 1), qui s’annule uniquement pour i = j. En
inversant le systéme, on obtient que les R; ;, pour i =0,...,p, 7 =1,...,p — 1 avec
i # j sont dans A’

e Symétriquement, on considére le systéme pouri=1,...p—2,5=0,....,p—1

1 p— —j ,
{x%x% i ly{Jr 5 yg ]} = 2(] + 1)R1] "’2( )Rz+1,j+1
{aty? + oys, wiylah T Y = 200 = §)(Rig — Rivige1)

cV B2 eA’

qui permet de voir que les R; ;, avec i =1,....,p—1, 7 =0,..,p, © # j sont dans A
En résumé, on a maintenant R; ; € A’, sauf pour les R; ;, Ry, et Ryp.

e Ensuite, on a {xly‘;’ + xgyg’,xlylnglyg%s} = —2Ry 3 —2pRy ;. Comme Ry 3 € A,
ona Ry eA.
En utilisant la relation {y?y3, ZJrlyl lzcg yh T2 = —2(i+1)R; j—2(p—i) Rit1,j+1,
on a par récurrence, Ry € A\ R, 1,1 € A'.
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Finalement, {y{ + v5, 2 p“ pf?’} = —4(p + 1)(zhyh). Ainsi, Ry € A’

{yi + vz, 2 e vl 3} = —4(P +1)(2hy}) donc Ry, € A’

{xly‘;’+x2y2, y? %28} = (p—2)Rop—3pRop_2. Comme Ry, o € A’ ona Ry, € A
Par symétrie, {x3y, + 23y2, 28 %48} = —(p — 2)Rp0 + 3pR,_2,0 montre que R, €
A

Ainsi A, (0) € A, et par I'action de la copie de slo € VP2 on a A, c A’
Cas n impair : On pose n = 2p+ 1, p > 2. On a alors A, = @ A, (i), et toute

1€27+1

sous-sly —représentation irréductible de A4, posséde un vecteur propre de H associé a
la valeur propre 1. Montrons donc que A, (1) c A". L’espace vectoriel A, (1) a pour
base les éléments R; ; = xlyl 2Bt Zyg 7 avec (i,5) € {0,...,p+ 1} x {0, ..., p}.

Pour i = 0,...,p, j = 1,...7 — 2, on considére le systéme d’inconnues R;; et
Rit1 41
{yts, eyl el T T = <23+ DRy — 20+ 1 — D) Rivi g
v o
{wlyt + 235, 2iylah "y 7Y = 2(i—j = DRij +2(j — ) Rip10
e\732 eA

Son déterminant vaut 4[(i —j — 1)(p+2) + i+ 1], qui ne s’annule pas. En inversant
le systeme, on obtient que les R; ;, pour i =0,...,p+1, 7 =1,...,p — 1 sont dans
A

Symétriquement, on considére le systéme suivant, pour¢ =1,...,p—1, 5 =0, ...,p—1

1 p— —j . .
{2323, a7y T STy = 2+ D Riy +2(p — §) Ris1jm
cVv B2 o ef}’ ) L
{alyl +adys, 2iyial vy} = 20—~ DRij +2(j — i) Riv1 g
cv B2 6:1’

Son déterminant vaut 4[(j —i+1)(p+1) — j — 1], qui ne s’annule pas. En inversant
le systeme, on obtient que les R; ;, pour ¢ =1,...,p, j =0, ..., p sont dans A

En résumé, 051 a maintenant R; ; € A’, sauf pour Rg o, Rop, Rp+1,0, Rpt+1,p-

{y} +y3, 25" }——4(p+2)( PP, Ainsi, Ry € A’

Ayt s, 2t p+2 = —4(p+2)(a? ] yy). Ainsi, Ry, € A’

{z1y} +x2y2,y1 2::32 +1}=(p— 2)R0,p —3(p+1)Rp p—2. Comme Ry 2 € A, on
a R07p cA.

Par symétrie, {z3y; + 23y2, 2" '48} = —(p — 1)Rp10 + 3pR,_1,0 montre que
Ryi10 € A

Ainsi A, (1) C A’, et par l'action de la copie de sly dans VB2 ona A, cA.

oo

En conclusion, on a A" = Z(ad VvE2)®) (V). En utilisant Popérateur de Reynolds,

k=0

comme dans le cas des singularités de Klein, on en déduit que AP? est engendrée comme
algebre de Lie par les éléments de VP2 = A<4, donc par les deux éléments 1 + H et
T := zy1xays + (@3 + 23) + (V2 +93) + (27 + 23) + (y393). En effet, T est la somme de 5
vecteurs propres pour l'action adjointe de H associés a des valeurs propres distinctes, donc
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l'action répétée de H sur T' permet d’engendrer chacun de ces vecteurs : E, F' (voir (4.6)),
et trois éléments de degré 4. Af 2 est la somme de trois représentations irréductibles pour
l’algebre de Lie (E, F, H), que I'on obtient par 'action de (E, F, H) sur les trois vecteurs
de degé 4 précédents.

4.4.3 Exemple du groupe de Weyl A,

Soit S’ = C|x1, 2, 3, Y1, Y2, y3], munie du crochet de Poisson symplectique donné par :
{zi,y:;} =1 (les autres crochets valent 0).

G = Ay = S5 agit par permutation des indices sur S’. On note A est la sous-algébre
de S’ engendrée par x1 — 2, 1 — o3, Y1 — y2 et y1 — y3. C’est une sous-algébre de Poisson
graduée et un sous As-module; en fait : S’ = Clzy + 22 + 23,51 + v2 + y3] ® A.

Comme 1 + z9 + x3 et y1 + y2 + y3 sont As-invariants : (S')A2 =Clz1+z2+ 23,91 +y2+
y3] ® A%2_ De plus, A est I’algébre des polyndmes en les éléments :

ap = 2x1 — T2 — T3,
ay = —x1+2x9 — X3,
by = 2y1—y2—ys,
by = —y1+2y2—ys.
On pose également : az3 = —x1 — x2 + 223, b3 = —y1 — yo + 2y3, de sorte que :

1. A, agit sur ay, as et ag par permutation des indices.
2. Ag agit sur by, by et bg par permutation des indices.
3. a1 +as+az3=0et by +by + b3 =0.
4

. Le crochet de Poisson sur A est donné par le tableau suivant :

{-, } al bl a9 bg
ay 0|61 0]-3
b1 610] 3]0
as 0|-3]01]6
bo 31011610

Déterminons la série de Hilbert de 442 grace a la formule de Molien.
On note 7 la transposition 7 = (1 2) et o le cycle o = (1 2 3).

det(l—gT) | (1=T)* | A =T%2 | 1 +T+7T?)?

Donc
1 1
P(A%2) = =
6g€A2det(1—gT)
1 1 N 3 N
6 \(1-T)4  (1-T2)2 1+T+T22
= 1+3T2—|—4T3+6T4—|—10T5+17T6+oT
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On met en évidence la copie de s[(2) de A“2 : on considére les éléments de A suivants,
qui forment une base de A;‘Q :

B - a%—i—a%—l—a% . a%—{—a%%—alag
- - ’

18 9
DI D3+ b+ D5+ Dby

18 9 ’
_aibi +agby +azbs  2a1b1 + a1bs + biag + 2agb;
9 B 9 ’

Alors (E, F, H) forme une copie de sl[(2) dans A2 B F et H agissent par dérivation sur
A. L’action de E, F' et H est donnée par :

{E, } = alabl + a26b2,
{F,-} 0104, + 0204,
{H, } alaal + a26a2 — blabl — b26b2.

D’autre part, on a donc A;(+1) = Vect(ay,az) et A;(—1) = Vect(by, be).

Soit V = Ag®d A1 B Ay & As. Lespace VA2 est un C-sous-espace vectoriel de dimension
8 de AAQ, dont une base est donnée par : 1, F, F, H, et les quatre éléments de degré 3 :

a%ag + alag a%bg + 2@1@2(1)1 + bg) + a%bl

A= , A= ,
3 3
b2 + 2b1b b2 b2by + by b3
B":a12+ 1b2(a1 + az) + agbg B.— 102 + 0105
: 3 , Bi=
L’action de A et A" est donnée par :
{4,} = (—a% + 2a1a9 + 2a§)3b1 + (2a% + 2a1a9 — a%)@b27
{A')} (a% — 2a1a9 — 2a%)6a1 + (—2(1% — 2a1a9 + a%)@m2

+(—2a1b1 + 2a1bs + 2a9b; + 40@[)2)8{,1 + (4a1b1 + 2a1by + 2a9b1 — 2a262)8b2.

On veut montrer que 1'on obtient toute I’algébre A par I’action répétée de A et A" sur
o
une copie de V' : on pose A = Z(ad VER(V). Ainsi (ad V) (A) € A. Par hypothése, on
k=0
a A<z =V C 2 Soit n > 3 fixé, tel que A, C A. Montrons qu’alors A,, C 2.

Cas n =4 : A4(0) a pour base les éléments R;; = atbla27y 7, (i,5) € {0,...,2}%. Le
calcul des crochets {A, alt? a9y 7} avec 0 < j < 3 et {A',aiblal ™57} avec 0 <i <
Let 0 <j <3 forme un systéme de 10 équations en les neuf R; j, (4, 5) € {0, ..., 2}>.
En ne conservant que les 9 premiéres équations, on obtient un systéme de déterminant
non nul, donc inversible, donc les R; ;, (i,7) € {0,...,2}* sont dans 2A.

Cas n =5 : On procéde de la méme maniére : As(1) a pour base les éléments R; ; =
aib{ag_ibg_j, (1,7) € {0,...,3} x {0, ...,2}. Le calcul des crochets {A,aib{a%_ibg_j}
avec 0 <1 <1,0<j<3et {A',ailb{a%*ibgfj} avec 0 < i< 2et0<j <2 forme
un systéme de 17 équations en les 12 R; ;. En ne conservant que les 12 premieres

équations, on obtient un systéme de déterminant non nul, donc inversible, donc les
Ri;, (i,7) € {0,...,2}? sont dans 2A.
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Cas n =6 : Ag(0) a pour base les éléments R;; = albla27 37, (i,7) € {0,...,”"}%. Le
calcul des crochets {A,a%b]adbs 7} avec 0 < i< 1,0 < j < 3 et {4, a\blal™b5 7}
avec 0 < i < 2et 0 < j < 2 forme un systeme de 17 équations en les 16 R; j,
(i,7) € {0,...,3}>. En ne conservant que les 16 premiéres équations, on obtient un
systéme de déterminant non nul, donc inversible, donc les R; j, (i) € {0, ..., 3}? sont

dans 2.

Cas n impair > 5 : On pose n = 2p + 1, avec p > 2. Alors Ag,y1(1) a pour base les
éléments . o
Ri ;= aiblah™ I, (i,5) € {0, ...,p + 1} x {0, ..., p}.

Le calcul des crochets

{A,ajblab™ T} avec 0< i <2,0<j <2
et {4 aibiaf W7}, avec 0 i< 2.0 <5 <1

permet de former un systeme de 15 équations en les 15 R; j avec 0 <7 < 4,0 < j < 2,

dont le déterminant vaut 5971968p™ (p+ 3)(p +1)*(p — 1)° # 0. Le systeme est donc

inversible, donc les R; j, (i,7) € {0,...,4} x {0, ...,2} sont dans .

On procéde alors par récurrence sur j € {0, ...,p}.

e Pour j = 0, d’aprés ce qui précéde, les R; o pour ¢ de 0 & 4, sont dans A. L’égalité
suivante

(A, a0 Y = (p+ 1)(=Rio + 2Ris10 + 2Rit20)

montre alors par récurrence sur ¢ que tous les R; g avec 0 < ¢ < p+ 1 sont dans 2.

e Soit j > 0. On suppose que tous les R; ;» sont dans 2 pour j<jet0<i<p+1.
* On considére alors les égalités suivantes

{A’ a?b{ag_lbg+1_j} = (p +1- j)(_ROJ + 2R1J + 2R27j)
+j(2Ro j—1 4+ 2R1j—1 — Raj—1)

(A 6] bt Y = 2(p+1—j)(Roy + 2R1)
+2(j — 1)(2Ro,j—2 + R1,j—2)
+(4j —4—p)Roj—1+ (—4j + 4Ry ;-1 + (—2p)R2j1

{A b e Y = 2(p 41— 5)(Ray + 2Ra )
2(j =1)(2R1—2 + Raj-2)
—2Rpj-1+(-3+4j—4—p)R1
+(3—4j+4)Ra 1+ (2—2p)R3 ;1

Elles permettent de former un systéme d’inconnues R j, R ; et Ro; de déter-
minant —24(p+ 1 — j)3 # 0, donc en inversant le systéme Ry ;, R ; et Ry ; sont
dans 2.

* Ensuite, ’égalité

{A,aiblab™ T} = (2Rt 4+ 2Ri1j1 — Risaj1)
+(p+1—=J)(=Rij +2Rit1; + 2Rit2,5)

montre, par récurrence sur ¢, que tous les R; ; avec 0 <7 < p+ 1 sont dans 2.
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Cas n pair > 6 : On pose n = 2p. Alors Ajy,(0) a pour base les éléments

R;; = ailbjllagfibgfj, (1,7) € {0, ...,p}2.
Le calcul des crochets
{A,aiblah 2B 7Y avec 0 < i < 2,0 < j <2

et {A"aiblab B}, avec 0 i< 2,0 < <1

forme un systéme de 15 équations en les 15 R; ; avec 0 < ¢ <4, 0 < 57 < 2, dont le
déterminant vaut 5971968p* (p+3)(p+1)3(p—1)° # 0. Le systéme est donc inversible,
donc les R; ;, (4,7) € {0,...,4} x {0,...,2} sont dans 2.

En procédant comme dans le cas impair, on montre que tous les R; ; sont dans .

En conclusion, on a A = Z(ad VG)(k)(V). En utilisant l'opérateur de Reynolds,

k=0

comme précédemment, on en déduit que A est engendrée comme algébre de Lie par les
éléments de V& = Agg, et donc finalement par les deux éléments 1 + H et E + F + A.

Dans ce cas, on trouve un systéme générateur minimal, mais dont le cardinal est stric-

tement supérieur & la dimension du H Py, qui vaut 1 (cf [AF09]). Ceci est dt au fait qu’un
seul élément ne peut engendrer qu'une algébre de Lie abélienne de dimension 1.



Chapitre 5

Algebres de Poisson issues du cas
multiplicatif

5.1 Invariants multiplicatifs

On considére un Z-module libre L de rang fini, et G un groupe fini agissant sur L par
automorphismes. Cette action induit alors une action par automorphismes de C-algébre sur
l'algebre du groupe C[L]. L’algébre d’invariants étudiée dans cette situation est 1’algébre
C[L]®. Nous étudions ici le cas du réseau L de rang 2. En choisissant une Z-base (z,y)
de L, on peut identifier L au réseau Z2, et I'action d’un groupe G sur L est alors donnée
par un sous-groupe de GL(2,7Z). L’algébre du groupe C[L] est I'algébre des polynémes de
Laurent (C[xil, yil]. On utilisera la notation suivante pour les monoémes de Laurent :

T@b) .= g%t v (a,b) € Z2.
De cette fagon, 'action d’un élément g du groupe GL(2,7) sur un mondme peut s’écrire :
g-T@) =790 v (qp) € 72

0 1 est déterminée par

1 :I:l]

Par exemple, si g est la matrice < ) , son action sur (C[uvi Y

I'image des générateurs = ety :

g(z) =2~ et g(y) = ay.
La théorie des invariants multiplicatifs concerne ’étude de la sous-algébre C[:Uil,yil]G
pour un sous-groupe donné G de GL(2,7Z).

)

5.1.1 Structure de Poisson

On munit l'algébre commutative Clz,y| d'un crochet de Poisson qui est un analogue
du crochet de Poisson symplectique, défini par

{z,y} = zy.
On obtient alors pour les monoémes :

{xayb,xcyd} — (ad _ bc):ﬂa+cyb+d.

69
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PROPOSITION 5.1.1
Pour ce crochet de Poisson, le groupe d’homologie de Poisson en degré zéro de [’algébre
(Clz,y], {,-}) n’est pas de dimension finie.

Démonstration : Lorsqu’on effectue le crochet de deux polynoémes, on obtient une
combinaison linéaire de monomes de la forme x“+cyb+d aveca+c>letb+d> 1.
En effet, si a+c =0, avec a,c € N, alors a = ¢ = 0, et le coefficient (ad — be) est nul.
De plus, tout mondéme de la forme z%” avec a > 1 et b > 1 peut étre obtenu comme
un crochet :

{x’xa—lyb} _ bxayb

Ainsi, I’algébre se décompose en une somme directe :

Clz,y] = CEP Ca" P Cy" P{Cl, ), Clz, y]}.

n>1 n>1

O

COROLLAIRE 5.1.2
L’algébre de Lie (Clx,y], {-,-}) n’est pas de type fini.

On étend maintenant la structure de Poisson définie précédemment sur l’algébre de
polynomes C[z,y] & sa localisation A := Clz*!,y*!]. L’ensemble S = {z™y";m,n € N}
est une partie multiplicative de Clz,y], telle que A = (C[xil,yil] = S7[z,y]; on étend
le crochet de Poisson défini précédemment a A = Clz*t, ™! par la formule (2.1) de la
section 2.2.1. On obtient alors pour les monoémes de Laurent :

{xayb’xcyd} — (ad _ bc)xa—l—cyb-i-d’ Va, b, C,d c 7.

PROPOSITION 5.1.3
Soit A lalgébre de Poisson défini précédemment. Alors son groupe d’homologie de Poisson
en degré zéro HPy(A) est de dimension 1.

Démonstration : D’aprés la formule précédente, pour tous a,b,c,d € Z,
{anrbyb*“’x*bya} _ (a2 + b2)$ayb

Donc pour (a,b) # (0,0), 2%° € {A, A}. Par ailleurs, si a + ¢ = b+ d = 0, alors le
coefficient (ad — be) est nul. Ainsi, le crochet de deux éléments de A a nécessairement
un terme constant nul. On a donc montré que

A=Ca{A A}

O

Le groupe d’homologie de Poisson en degré zéro étant de dimension finie, on peut
maintenant s’intéresser & la propriété de 'engendrement par un nombre fini d’éléments de

I'algebre de Lie (A, {-,-}).

PROPOSITION 5.1.4
L’algebre de Lie (A,{-,-}) est de type fini.
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Démonstration : On consideére la famille (1, z,y, z b y_l) et on note A la sous-
algebre de Lie qu’elle engendre. Par récurrence sur |a| + |b|, avec a, b € Z*, on montre
d’abord que les monomes 2%y° sont dans 2. Les cas de 2%, y® sont traités ultérieure-
ment.

e Silal +1b] =2 : alors (a,b) = (1,1) ou (—1,—1) ou (—1,1) ou (1,-1).

vy ={z,y}, 2yt ={a Ly}, a7 ly=~{a 7y}, ay = ~{z,y '}

Donc les éléments zy, 2 'yt 27 ly, zy~! sont dans 2.

e Si |a|+ |b] > 2, alors |a] > 2 ou [b| > 2. Sans perte de généralité, on peut supposer
que |a] > 2.
* Sia>2: Comme x et x“_lyb sont dans 2 par hypothése de récurrence,

-1
x%y’ = T{xaflyb,x} e A

1 et anrl b

* Sia < —2: Comme z~ y” sont dans 2 par hypothése de récurrence,

1
zhyb = E{x““yb,x_l} S8

-1 1
Maintenant 2% = —{z%,y '} pour a # 0, et 3° = E{xyb,mfl} pour b # 0.
a

Ainsi, 2 contient tous les monémes de Laurent (z%°), d'on 2 = Clz*!, y*].

O

REMARQUE 5.1.5

Ainsi, (1,2z,y,27 1,y 1) est un systéme générateur de I'algebre de Lie A = Clz
On peut en tirer un systéme générateur de cardinal plus petit. En effet, la famille de trois
éléments (1+x,y, x_ly_l) engendre une algébre de Lie qui contient la famille précédente,
donc engendre toute l'algébre de polynémes de Laurent. La question de savoir si ’on peut
trouver un systéme générateur de cardinal 2 reste posée.

:|:17y:|:1]-

Comme conséquence de cet engendrement fini par les éléments 1, z,y, 2™, y~!, on

peut déterminer les idéaux de Lie de A. On notera A™ l'espace vectoriel engendré par les
mondémes de Laurent non constants, et on appellera longueur d’un polynéme de Laurent
le nombre de monodmes distincts qui le composent.

PROPOSITION 5.1.6
Les seuls idéaur de Lie de (A, {-,-}) sont C, A" et A.

Démonstration : Soit I un idéal de Lie de A non restreint a C, et
u= a1z Yy + .+ aga¥y’

un élément de longueur minimale s parmi les éléments non constants de I. On va
montrer que cette longueur est nécessairement s = 1. Pour cela supposons s > 2.
Pour tout (i,7) € Z?, comme I est un idéal de Lie, I'élément

S
{a'y/ uy =) ap(iay, — jBi)a" Ty 0k
k=1

est aussi un élément de I, et il est de longueur inférieure ou égale a celle de u. Deux
situations sont alors possibles.
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e S'il existe un couple (i,5) € Z2\ 0 tel que tous les (ay, 3) sont colinéaires a (i, ),
alors il existe des nombres rationnels A; deux & deux distincts tels que (ay, B;) =
M. (i, 7), pour tout k =1,...,s. Ainsi

S
{aly ™ u} = 2appijagad Ty
k=1

est un élément non constant de I, de méme longueur que u, et dans lequel les couples
d’exposants des monomes (j + A\gi, —i + A\pj) sont deux a deux non colinéaires.

e On peut donc supposer qu’il existe au moins deux couples d’exposants, par exemple
(a1, 1) et (ag, f2), qui ne soient pas colinéaires dans R2. Alors {1y, u} est un
élément de I non constant, de longueur strictement inférieure a celle de .

En conclusion, u est nécessairement de longueur 1, ce qui signifie que I contient un

monoéme u = z%y” # 1, avec (a, 3) # 0. Sans perte de généralité, on peut supposer

a # 0. Alors I contient

{xiayliﬁ’u} = —ay,

donc I contient y, ainsi que {xy_l,y} = 2. De méme, I contient 7! et y !, donc T

contient les générateurs de A comme algébre de Lie, sauf éventuellement la constante

1. On en conclut que I contient A", et donc I = AT ou I = A.

O

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5.1.7
Le quotient A/C est une algébre de Lie simple.

5.1.2 Calculs d’invariants

-1 0 01 1 -1
OnposeDz( 0 1>,S:<1 O)’X:<1 0 >

D’apres [Lor05], les sous-groupes finis de GL(2,7Z) sont, a conjugaison prés, ceux de la
classification :

groupe | générateurs | ordre groupe | générateurs | ordre
G1 X, S 12 Gr X 6
Go D,S 8 Os DS 4
Gs X? -5 6 Go X* 3
G X8 6 Gio X3 =—-Id 2
Us D,—-D 4 G11 D 2
Ge S, =S 4 Gi2 S 2

Soit g = < ch 2 ) € GL(2,Z), alors :
{g-2,9-y} = {2, 2""} = (ad = be)2** Py = (ad — be)(g - (2y))

Ainsi, g est un isomorphisme de Poisson si et seulement si g est dans SL(2,7Z). Parmi les
groupes précédents, ceux qui agissent par automorphismes de Poisson sur C[z*!, y*!] sont
donc les sous-groupes finis de SL(2,Z) :

ar=((1 0 o= {03 )= ((V 2)) o= (0 5))
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On constate que pour chacun de ces groupes, le générateur g choisi a ses coefficients anti-
diagonaux opposés, donc vérifie la relation suivante :

01\ "' /0 1\
10 9\ 1 0)79

Ainsi, lorsque G est 'un des quatre groupes précédents, on a finalement

-1
0 1 0 1
(1) o(io)=c
Afin d’étudier la structure de Poisson des algébres d’invariants de Clz*!,y*!] sous
laction d’un sous-groupe fini G de SL(2,Z), il suffit d’étudier le cas des quatre sous-
groupes précédents. En effet, si H est un sous-groupe fini de SL(2,Z), il est conjugué dans

GL(2,7Z) a un groupe G choisi dans la liste G7, Gg, Gy, G19, donc il existe un élément g de
GL(2,Z) tel que G = g~ Hg. Si det(g) = —1, d’aprés ce qui précéde, on a également

-1 -1
0 1 0 1 01 0 1
(o) (v a)=((V0)) m(is)
ou g < (1) (1) ) est de déterminant 1. Finalement, H et G sont conjugués dans SL(2,7) :

il existe un élément g de SL(2,7Z) tel que G = g 'Hyg. Le morphisme de C-algébres
Pe C[xil,yil]G —g-Pe C[xil,yil]H

est alors un isomorphisme d’algébres de Poisson.

Pour chaque algébre d’invariants C[z*!, 4+

table précédente, on a

Cla™,y™% =pa( P Ca™)= D Cpol™y’

, ol G est 'un des quatre groupes de la

(a,b)ez? (a,b)ez?
ol pg est Popérateur de Reynolds : P e Clz*!, 5T \G\ Z g-PeClz*!, 9.
geG

Pour (a,b) € Z?%, on définit les éléments

Rap = pa(T) ‘G‘ZT"(‘”’ W St
geG (1,5)€G-(a,b)

Ils engendrent 1’espace vectoriel (C[xil, yil]G. Le réseau Z? est la réunion disjointe de ses
orbites sous l'action de G, et pour chaque orbite O, on choisit un représentant (ap,bo).
Du fait que les T9) sont linéairement indépendants sur C, les R, b,
de Clz +l il]G en tant qu’espace vectoriel. Pour chacun des groupes étudiés, on choisira
exphcltement les représentants (ap,bp) des orbites de Z? sous Paction de G de maniére a
ce qu’ils permettent d’effectuer assez simplement des raisonnements récursifs.

forment une base
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5.2 Correspondance a la McKay

Pour chaque sous-groupe fini G de GL(2, Z), la sous-algebre des invariants C[z*!, 41
a fait 'objet d’une étude dans [Lor05]. Lorsque G est un sous-groupe du groupe spécial
linéaire SL(2,7), la structure de cette algebre est la suivante : C[z!, 5] est engendrée
par trois générateurs, qui vérifient une relation, explicitée dans le tableau suivant :

G Générateurs et relations
Sl=ax+a !
Go~Co | &=y+y "
0=uzxy+ xilyfl

relation : 0&1& = 0% + €2 + &2 — 4
ne=rtytay

Go~Cs | n-=a ' +y ' +ay

o=z +a 2y + oy 46

relation : pnyn_ = 77?’F + 77?1 + 302 —9p + 27

o1 =8 +&

Gs ~Cy | 02 =518

p=ap?+2 ly?+ 22y + 22y + 30,

relation : p? = poi(oo +4) + 4020y — of — 090y + 4)?
L=+ -

Gr ~Cg | T2 =n47-

c=nro+n_p_ oty =z lyt4aty+aly+6
relation : 0% = 11 (19 4+ 9)o — 7o(mo + 9)% + (17 — 412) (31170 — T3 — 27)

Gréace a cette description, on peut considérer (C[xil,yﬂ]c comme [’algébre des fonc-
tions sur une surface définie par la relation, dans ’espace affine de dimension 3. Ces surfaces
possédent des singularités isolées, et pour chacune de ces singularités, on peut construire
une désingularisation et obtenir ainsi le type de la singularité. On effectue pour cela des
éclatements successifs de la singularité [Die74]. Les résultats obtenus sont résumés dans la

proposition suivante.

PROPOSITION 5.2.1
e Dans le cas G = G, la surface a quatre points singuliers de type A;.
e Dans le cas G = Gy, la surface a trois points singuliers de type As.
e Dans le cas G = Gg, la surface a un point singulier de type A1, et deux de type As.
e Dans le cas G = Gz, la surface a un point singulier de type A1, un de type As, et un
de type As.

Démonstration : La preuve se fait par une analyse des singularités au cas par
cas. A titre d’exemple, on donne les détails des calculs pour une des singularités de
chacune des surfaces, choisie parmi celles de plus grande multiplicité.

e Pour le groupe G = Gyg, on étudie une singularité de type A;. On pose d’abord

F=XXoX3—X? — X3 —X2+4.
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Le systéme d’équations (0F/0X; = 0,0F/0Xs = 00F/0X3 = 0) est explicite-
ment :

XoX5—2X; = 0

X1 X3-2Xy = 0

X, Xy—2X5 = 0

La troisitme équation permet d’écrire X5 = X7X5/2. Aprés avoir remplacé X3
dans les deux autres équations, le systéme se réduit a

X1X3—4X; = 0
XXy —4Xy = 0,

Si X7 = 0, on obtient la solution (0,0,0). Sinon, X, est également non nul et on
peut simplifier le systéme
X34 =0
{ Xi—-4 = 0,

Les solutions sont donc (2,2,2), (-2,2,-2), (2,—2,—2), (=2, —2,2) qui sont sur la
surface définie par F, et (0,0,0) qui est sur la surface définie par F' —4. Nous allons
voir que le point singulier de (F') de coordonnées (2,2, 2) est de type A;. On effectue
d’abord un changement de coordonnées : X| = X1 — 2, X5 = Xo — 2, X§ = X3 — 2
afin de ramener la singularité a ’origine. Pour des raisons de commodité, on appelle
encore X1, Xo, X3 les nouvelles variables. Ainsi F' devient

Fo(X1, X, X3) = F(X1+2, X0 +2, X5+ 2).

Maintenant, on effectue un éclatement de ’origine. Pour simplifier les notations,
on écrit X := (X1, X9, X3) un élément de C® et  := (21,29, 23) un élément de
P?(C). Considérons la variété

I:={(X,z) € C* xP*C)/3N € C, X = \z}.

La projection sur la premiére coordonnée p : (X,z) € I' — X € C? est un mor-
phisme de variétés tel que p~1(0) = {0} x P?(C), et induit un isomorphisme de
U:=T\p(0) sur C*\ {0}. La surface S := {X € C*/Fy(X) = 0} posséde une
singularité isolée a I'origine. On pose alors

Sy = p (S\{0}) = {(X,) € U; Fo(X) = 0}.
Pour (X,z) € U, X = Az, la relation F(X) = 0 est équivalente &

2x1Ty + 22123 + 2T0x3 — T3 — T3 — 25 + ANQ (21, 2, 3) = 0,
ou Q € Z[N[X1, X2, X3]. On en déduit que 'adhérence St de Sy dans T est Sp =
Sy U E, ou
E :={(0,2) € T/(z1 — w3 — x3)* — dwpz3 = 0},

ott q(z) = (x1 — oy — x3)* — 4x923 est une forme quadratique non dégénérée,
donc E est une conique projective D, isomorphe & la droite projective. L’étude des
cartes de S montre que cette modification n’a aucun point singulier sur sa fibre
exceptionnelle. La désingularisation obtenue pour la singularité est donc une droite
projective, et correspond donc & une singularité de type Aj.
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e Pour le groupe G = Gy, on étudie une singularité de type As. On pose d’abord

F=-X1XoX3+ X} + X5 + X2 —9X3 +27.

Le systéme d’équations (0F/0X; = 0,0F/0Xs = 0,0F/0X3 = 0) est explicite-
ment :
3X2 - XoX3 = 0
3X2 - X1 X3 = 0
2X5 - X1Xo—-9 = 0

La troisiéme équation permet d’écrire X3 = (X1 X2 +9)/2. Aprés avoir remplacé
X3 dans les deux autres équations, le systéme se réduit a

(L1)

{6X12—X2(X1X2+9) =0
0 (L2)’

6X3 — X1(X1Xo+9) =
que 'on peut réécrire sous la forme :

{ 6(XT + X3) — (X1 + Xo) (X1 X2 +9) = 0 ((L1)+(L2)>
(Xl—XQ)(G(X1+X2)+X1X2—|—9) = 0

Si X; = Xo, la premiére equation donne X (X; — 3)2 = 0, qui fournit les solutions
(0,0,9/2) et (3,3,9). Sinon, le systéme équivaut a

{ 6(X1 + X2)2 —12X7Xo — (Xl + X2)(X1X2 + 9) = 0

X1 Xy = —6(X1 + XQ) -9
c’est-a-dire X1 + X9 = —3 et X1 X5 =9, amenant aux solutions :
-3  3iv3 =3 3iv3 -3 3iv3 =3 3iv3
=3, 3iV8 =3 3iv3 ) (=3 3iV3 =3 3iv3 o)
2 2 2 2 2 2 2 2

En conclusion, le systéme posséde quatre solutions :

(3.3,9), (ﬁw 3 3iv3 9>7 (_3@ __3+3N;9>7

2 2 72 2 7 2 2 72 2

qui sont sur la surface définie par F', et (0,0,9/2) qui est sur la surface définie par
F —27/4. Nous allons voir que le point singulier de (F') de coordonnées (3,3,9) est
de type As. On effectue d’abord un changement de coordonnées : X| = X1 —3, X}, =
X5 — 3, X}, = X3 —9 afin de ramener la singularité a lorigine. Pour des raisons de
commodité, on appelle encore X1, X5, X3 les nouvelles variables. Ainsi F' devient

Fo(X1,Xs, X3) = F(X1 +3,X24+3,X3+9).

Maintenant, on effectue un éclatement de ’origine. Pour simplifier les notations,
on écrit X := (X1, X9, X3) un élément de C* et  := (21,29, 23) un élément de
P?(C). Considérons la variété

I:={(X,z) e C3xP*C)/3\ € C, X = \z}.

La projection sur la premiére coordonnée p : (X,z) € I' —» X € C? est un mor-
phisme de variétés tel que p~(0) = {0} x P?(C), et induit un isomorphisme de



5.2. Correspondance a la McKay 7

U:=T\p 10) sur C*\ {0}. La surface S := {X € C3/Fy(X) = 0} posséde une
singularité isolée a I'origine. On pose alors

Sy = p S\ {0}) = {(X,) € U; Fo(X) = 0}.
Pour (X,z) € U, X = Az, la relation F(X) = 0 est équivalente &

9x% + 9x% — 92129 — 3T123 — dT2T3 + x% + AQ(z1,x9,23) =0,

ot @ € Z[N[X1, X2, X3]. On en déduit que 'adhérence St de Sy dans I" est St =
Sy U E, ou

E:={(0,z) € T'/92% 4+ 923 — 92129 — 3x123 — 32023 + 23 = 0}.

Alors pg,. : St — S est une modification de S & I'origine, dont la fibre exceptionnelle
FE est la réunion de deux droites projectives Dy et Do, d’équations respectives :

Dy :2x3+ (=3 +3V3)z1 4+ (=3 —3V3)ay =0
Dy : 2x3+ (=3 — 3V3)z1 4+ (=3 +3V3)zy = 0

et dont le point d’intersection a pour coordonnées (1,1,3). En conclusion, pg,. est
birationnelle, et induit un isomorphisme de Sr \ E sur S\ {0}.

On recherche maintenant les points singuliers de Sp qui se trouvent sur £. On
utilise les cartes usuelles sur P?(C), afin de construire des cartes sur Sr. Soit
Ua% ::x{(X,x) € I'/x3 # 0} et application @3 : Us — C? définie par @3((X,z)) =
( 1 T2

oo X3). 3 est un isomorphisme de variétés de Sp N Us sur la surface
3 3

{(a,b,X3) € C¥/F®(a,b, X3) = 0},

ou
FO(X), Xo,X3) = X$X3+ X3X3+9X7 +9X7 - 9X1 X
—3X7] —3X9 — X7 XoX3+1

Le but est maintenant de trouver les points singuliers de cette surface qui sont sur
¢3(E). Pour cela, il suffit de résoudre le systéme suivant (X3 = 0, F® (X1, X5, X3) =
0,0x, F@ (X1, Xy, X3) = 0,0x,F? (X1, Xy, X3) = 0,0x, F® (X1, Xy, X3) = 0),
qui n’a aucune solution. On peut également définir les autres cartes usuelles (Uy, ¢1)
et (Us, p2), pour constater qu’elles ne font apparaitre aucun point singulier de Sp
contenu dans F. Ainsi, la modification obtenue n’a aucun point singulier sur sa
fibre exceptionnelle. La désingularisation obtenue pour la singularité est donc la
réunion de deux droites projectives dont le diagramme d’intersection est de type
As.
e Pour le groupe G = Gg, on étudie une singularité de type As. On pose d’abord

F=X3—X3X1(Xo+4) —4X3Xo + X{ + Xo( Xy +4)2

Le systéme d’équations (0F/0X; = 0,0F/0Xs = 00F/0X3 = 0) est explicite-
ment :
—X3(Xy +4) —8X1Xo +4X7 = 0
—X3X; —4XP + (X0 +4)(3Xy+4) = 0
2X3 — Xl(XQ + 4) = 0
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La troisiéme équation permet d’écrire X3 = X7(X2 + 4)/2. Aprés avoir remplacé
X3 dans les deux autres équations, le systéme se réduit a

X1((Xa +4)2 +16X, —8X7) = 0
—XZ(Xo+4) —8X? +2(Xo+4)(3Xa4+4) = 0

Si X7 = 0, les solutions sont (0, —4,0) et (0,—4/3,0). Sinon, le systéme se réduit a

(L1)

{ (Xo+4)2 +16X, —8X7 = 0
0 (L2)

XX +12) +2(Xo +4)(3X2 +4) =
que 'on peut réécrire sous la forme :

{ (Xo +4)> + 16Xy —8X7? = 0 ( (Ly) >
(Xa—4) = 0 (X2 +12)(L1) — 8(L2)

On obtient donc deux nouvelles solutions (4,4, 16) et (—4,4, —16). En conclusion,
le systéme posséde quatre solutions : (0, —4,0), (4,4,16), (—4,4,—16) qui sont sur
la surface définie par F', et (0,—4/3,0) qui est sur la surface définie par F'+ 32/27.
Nous allons voir que le point singulier de (F') de coordonnées (4, 4,16) est de type
As. On effectue d’abord un changement de coordonnées : X| = X; — 4, X) =
X5 —4, X, = X3 — 16 afin de ramener la singularité a lorigine. Pour des raisons de
commodité, on appelle encore X1, X5, X3 les nouvelles variables. Ainsi F' devient

FO(Xl,X27X3) = F(X1 +4, X0+ 4, X3+ 16)

Maintenant, on effectue un éclatement de 'origine. Pour simplifier les notations,
on écrit X := (X1, Xy, X3) un élément de C? et z := (21,29, 23) un élément de
P?(C). Considérons la variété

I:={(X,z) e C* xP*C)/3\ € C, X = \z}.

La projection sur la premiére coordonnée p : (X,z) € I' — X € C? est un mor-
phisme de variétés tel que p~1(0) = {0} x P?(C), et induit un isomorphisme de
U :=T\p 1(0) sur C*\ {0}. La surface S := {X € C*/Fy(X) = 0} posséde une

singularité isolée & l'origine. On pose alors
Sy = p H(S\{0}) = {(X,2) € U; Fy(X) = 0}.
Pour (X,z) € U, X = Az, la relation Fy(X) = 0 est équivalente a
x% — 48x 119 — 8w1x3 — 4073 + SOx% + 2030% + AQ(x1,x9,23) =0,

ot @ € Z[N[X1, X2, X3]. On en déduit que 'adhérence St de Sy dans I" est St =
Sy U E, ou

E:={(0,2) € /a3 — 48z 129 — 82123 — 4913 + 8027 4 2023 = 0}.

Alors pg,. : Sr — S est une modification de S & I'origine, dont la fibre exceptionnelle
FE est la réunion de deux droites projectives Dy et Do, d’équations respectives :

Dy :x3— 2(1 + 2’L')$2 — 4(1 — 2i)x1 =0
Dy x5 — 2(1 — 21)1‘2 — 4(1 + 21)1’1 =0
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et dont le point d’intersection a pour coordonnées (1,2,8). En conclusion, pg,. est
birationnelle, et induit un isomorphisme de Sp \ E sur S\ {0}.

On recherche maintenant les points singuliers de St qui se trouvent sur E. On
utilise les cartes usuelles sur P?(C), afin de construire des cartes sur Sr. Soit
Uy = {(X,z) € T/xy # 0} et Papplication ¢, : U; — C* définie par ¢ ((X,z)) =

2 T3 . . s
(X1, —,—). 1 est un isomorphisme de variétés de St N Uj sur la surface
T1 21

{(X1,b,¢) € CP/FP(Xy,b,¢) =0}

ou
FA (X, Xy, X3) = X1 X3 4+ 20X2 — X1 X5 X3 — 4X, X3 — 48X,
+X2 - 8X3+ X7+ 16X, + 80

Le but est maintenant de trouver les points singuliers de cette surface qui sont sur
¢1(E). Pour cela, il suffit de résoudre le systéme suivant (X7 = 0, F® (X1, X5, X3) =
0,9x, F@ (X1, Xy, X3) = 0,0x,F? (X1, Xo, X3) = 0,0x,F?® (X1, X5, X3) = 0),
qui a une unique solution (X7, X9, X3) = (0,2, 8), correspondant au point d’inter-
section de

e1(D1NU) = {(0,b,¢)lc —2(1+2i)b—4(1 —2i) =0}
et v1(DaNUy) = {(0,b,¢)lc —2(1 — 2i)b — 4(1 + 2i) = 0}.

On peut également définir les autres cartes usuelles (Us, p2) et (Us, ¢3), pour voir
qu’elles n’apportent aucun nouveau point singulier de Sr contenu dans E.

On étudie maintenant la surface S dans C? définie par F' (2), qui posséde un point
singulier en (0, 3,18). On effectue a nouveau un changement de coordonnées pour
m(et)tre la singularité & ’origine. La nouvelle équation définissant la surface étudiée
Fo2 est

FP = X2+ X1 X3 + 6X1 X2 — X1 X5 X5 — 2X1 X5 + 20X2 — 4X, X5 + X2 .

Les images par des droites originelles D; et Dy dans ce changement de coordonnées
sont

D} :={(0, X2, X3)/X3 — 2(1 + 2i) X5 = 0}

et
Dé = {(0,X2,X3)/X3 - 2(1 - QZ)XQ = 0}

De la méme maniére que précédemment, on effectue un éclatement de I'origine. On
obtient une modification de S® dont la fibre exceptionnelle E® est donnée par

E® = {(0,z) € F/x% — 22123 + 2025 — dwaws + x% = 0}

ot q(z) = x% — 2z 23+ 2023 — daoxs + 23 est une forme quadratique non dégénérée,
donc E® est une conique projective Ds, isomorphe & la droite projective. Dans
cette modification, les images des droites originelles Dy et Do sont :

D {((0, X5, X3),2) € U|X3 — 2(1 + 2i) X5 = 0}
u{(0,0,0), (0,1,2(1 + 24))}

D {((0, Xy, X3),2) € UIX3 — 2(1 — 2i) X, = 0}
u{(0,0,0),(0,1,2(1 — 24))}
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L’étude des cartes de S® montre que cette derniére modification n’a aucun point
singulier sur sa fibre exceptionnelle. La désingularisation obtenue pour la singula-
rité de départ est donc la réunion de trois droites projectives dont le diagramme
d’intersection est de type As.

Pour le groupe G = G7, on étudie la singularité de type As. On pose d’abord

F=X?-X1(Xo49)X3+ Xa(Xo +9)? — (X7 —4X5)(3X1 Xy — X3 —27).

Le systéme d’équations (0F/0X; = 0,0F/0Xs = 00F/0X3 = 0) est explicite-
ment :

—(Xo 4+ 9)X3 — 2X1(3X1 Xy — X} —27) — 3(X? — 4X0) (X, — X?)
—X1 X3+ (X2 +9)” + 2X2(X2 +9) + 4(3X1 Xo — X7 — 27) — 3X, (X7 — 4X7)
2X3 — Xl(XQ + 9)

La troisiéme équation permet d’écrire X3 = X;(X2 4+ 9)/2. Aprés avoir remplacé
X3 dans les deux autres équations, le systéme se réduit a

—X1(X2 +9)2 —4X1(3X1 Xy — X3 —27) — 6(X? —4X)(Xo — X2) = 0

2(Xo 492 +8(3X1 Xy — X3 —27) — (Xo +9+6X)(X] —4Xs) = 0

Par ailleurs, si X7 = 0, (L1) montre que X5 = 0 et contredit (Ls), donc X7 # 0.
On peut donc réécrire le systéme sous la forme :

(X7 —4Xo)[12(X2 — X7) + X1 (X2 + 9+ 6X1)]
2(X2 +9)° 4+ 8(3X1 X2 — X7 —27) — (X2 + 9 + 6X1)(X] — 4X2)

(L2)

qui se décompose en deux systémes :

(X7 —4X5) = 0
2(Xo + 9% +8(3X1Xo — X7 —27) = 0
[12(X2 — X2) + X1 (Xa +9+6X1)] = 0
2(Xo+9)2 + 83X 1 Xy — X3P —27) — (Xp + 9+ 6X1) (X2 —4X,) = 0

Dans chacun de ces systémes, la premiére équation donne permet d’obtenir Xo
comme une fraction rationnelle en X;. En remplacant Xy dans la seconde équation
et en factorisant, on obtient finalement :

3X1(2X; — 3)
X3 X ol
! 2 X, +12

0 Ou{ (X1 +3)%(X1 —6)%(5X1 +6) = 0

{ 4X,
(X1 —6)*(X1 +2)

En conclusion, on constate que le systéme posséde quatre solutions : (—2,1, —10),
(—3,9,—-27), (6,9,54), qui sont sur la surface définie par F', et (—6/5,9/5, —162/25)
qui est sur la surface définie par F' + 46656/3125. Nous allons voir que le point
singulier de (F') de coordonnées (6,9,54) est de type As. On effectue d’abord un
changement de coordonnées : X| = X1 — 6, X5, = Xy — 9, X, = X3 — 54 afin
de ramener la singularité a l'origine. Pour des rainsons de commodité, on appelle
encore X1, Xo, X3 les nouvelles variables. Ainsi F' devient

Fo(X1,X2,X3) = F(X1 +6,X2+9, X3+ 54).

Maintenant, on effectue un éclatement de ’origine. Pour simplifier les notations,
on écrit X := (X1, Xo, X3) un élément de C® et  := (21,29, 23) un élément de
P?(C). Considérons la variété

I:={(X,z) e C3xP*C)/3\ € C, X = \z}.

0 < —2(L1) — X1(L2)

)

)
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La projection sur la premiére coordonnée p : (X,z) € I' — X € C? est un mor-
phisme de variétés tel que p~(0) = {0} x P?(C), et induit un isomorphisme de
U:=T\p 0) sur C*\ {0}. La surface S := {X € C3/Fy(X) = 0} posséde une
singularité isolée a I'origine. On pose alors

Sy = p 1 (S\{0}) = {(X,2) € Us Fy(X) = 0}
Pour (X,z) € U, X = Az, la relation F(X) = 0 est équivalente &
105327 — 594x 20 — 18z 23 + 11725 — 62923 + 23 + NQ (21, 0, 23) = 0,

ot @ € Z[N[X1, X2, X3]. On en déduit que 'adhérence St de Sy dans I" est St =
Sy UE, ou

E :={(0,z) € T'/10532% — 5942129 — 182123 + 11723 — 6x923 + 23 = 0}.

Alors pg,. : Sp — S est une modification de S a I'origine, dont la fibre exceptionnelle
FE est la réunion de deux droites projectives D et Do, d’équations respectives :

Dy : 117z + (=33 — 12V3i)z0 + (=1 + 2V/3i)2z3 =0
Dy : 117z + (=33 + 12V/3i) 0 + (=1 — 2V/3i)z3 = 0

et dont le point d’intersection a pour coordonnées (1, 3,18). En conclusion, pg,. est

birationnelle, et induit un isomorphisme de Sp \ E sur S\ {0}.

On recherche maintenant les points singuliers de Sp qui se trouvent sur £. On

utilise les cartes usuelles sur P?(C), afin de construire des cartes sur Sr. Soit

Uy :={(X,z) € I'/z; # 0} et application ¢, : U; — C? définie par ¢ ((X,z)) =

(X1, x—i, x—i’) 1 est un isomorphisme de variétés de Sp N Uy sur la surface
{(X1,b,¢c) e CP/FP(Xy,b,¢) =0}

ou

FO (X, Xo, X3) = X3 —7TX2X5 + 30X7 + X1 X35 + 12X X2 — X1 X0 X3
—126X1 Xo + 297X + 117X3 — 6Xo X3 — 594 X5 + X3 — 18X3 + 1053

Le but est maintenant de trouver les points singuliers de cette surface qui sont sur
¢1(E). Pour cela, il suffit de résoudre le systéme suivant (X1 = 0, F® (X1, X5, X3) =
0,0x, F@ (X1, Xy, X3) = 0,0x,F? (X1, Xy, X3) = 0,0x, F® (X1, Xy, X3) = 0),
qui a une unique solution (X7, X3, X3) = (0,3, 18), correspondant au point d’in-
tersection de

e1(D1NU) = {(0,b,¢)|117 + (=33 — 12V/3i)b + (=1 + 2V/3i)c = 0}
et o1(DaNUY) = {(0,b,¢)[117 4+ (=33 +12V/3i)b + (—1 — 2v/3i)c = 0}.

On peut également définir les autres cartes usuelles (Us, ¢2) et (Us, ps), pour voir
qu’elles n’apportent aucun nouveau point singulier de Sy contenu dans FE.

On étudie maintenant la surface S dans C? définie par F' @), qui posséde un point
singulier en (0, 3,18). On effectue & nouveau un changement de coordonnées pour
m(et)tre la singularité & ’origine. La nouvelle équation définissant la surface étudiée
FO2 est

FP = X} = TX7 X5 + 9X7 + X1 X3 + 21X, X3 — X1 X X5
—45X1 Xy — 3X1 X3+ 117X3 — 6Xo X3 + X2
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Les images par des droites originelles D et Dy dans ce changement de coordonnées
sont

D} = {(0, X2, X3)/(—33 — 12V/31) X5 4 (=1 + 2V/3i) X3 = 0}

et
Db = {(0, X2, X3)/(—33 + 12V/31) X2 + (=1 — 2v/3i) X3 = 0}

De la méme maniére que précédemment, on effectue un éclatement de I'origine. On
obtient une modification de S® dont la fibre exceptionnelle E®) est donnée par

E® = {(0,z) € /922 — 45z 29 — 3x123 + 11723 — 62913 + 22 = 0}

qui se trouve étre la réunion des deux droites projectives Ds : 6z + (—15—9v/3i)y +
(=1+V3i)2 =0, et Dy : 624 (—15+9V3i)y + (=1 —V/3i)z = 0, qui s’intersectent
au point de coordonnées (4,1,9). Dans cette modification, les images des droites
D1 et Dy sont respectivement

D . {((0, X2, X3),2) € U|(—33 — 12v/3i) Xy + (=1 + 2v/3i) X3 = 0}
U{(0,0,0), (0, (—1 4 2v/3i), —(—33 — 12/3))}
et
DP . {((0, X2, X3),2) € U|(=33 + 12v/3i) X + (—1 — 2v/3i) X3 = 0}
U{(0,0,0), (0, (—1 — 2v/3i), —(—33 + 12V/3i))}

Le point de D§2) qui est dans la fibre exceptionnelle se trouve sur D3, et le point de
D§2) qui est dans la fibre exceptionnelle se trouve sur D4. Comme précédemment,
on recherche les points singuliers de Sl(?) qui sont sur E®. (1 est un isomorphisme

de variétés de 51(12) N U; sur la surface
{(X1,b,¢) € C*/FP(X1,b,¢) = 0}

ou
FO (X1, Xy, X3) = X2X35 + 21X, X2 — X1 X0 X3 — 7X1 X5 + X,
+117X3 — 6Xo X3 — 45Xy + X5 — 3X3 + 9,

a un point singulier en (0,1/4,9/4), qui correspond au point d’intersection de
©1(D3UU) == {(0,b,¢)|[(=1 4+ V3i)c + (=15 — 9v/3i)b + 6 = 0} et @1 (D4 UT;) :=
{(0,b,¢)|(=1 = V3i)e + (=15 + 9v/3i)b + 6 = 0}. De méme que précédemment,
les autres cartes ne donnent aucun autre point singulier situé dans la fibre excep-
tionnelle. On étudie maintenant la singularité en (0,1/4,9/4), de la surface définie
par F ), On effectue un changement de coordonnées pour remettre la singularité
a lorigine, et on obtient la nouvelle équation :

F (X1, X2, X3) = XPX3 + 3/4X2X3 + 3/16X7 X, + 1/64X7 + 21X, X3
—X1XoX3 +5/4X1 Xy — 1/4X1 X3 + 117X3 — 6X2 X3 + X2.

Les images des droites originelles D3 et D4 dans ce changement de coordonnées
sont :

Dh = {(0,b,¢)/(=1 4+ V3i)c + (—15 — 9v/3i)b = 0}
D} :={(0,b,¢) /(=1 — V3i)c + (=15 + 9v/3i)b = 0}
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On effectue a nouveau un éclatement de l'origine : on obtient une modification de
SG) dont la fibre exceptionnelle E®) est donnée par

E®) = {(0,2) € D/11722 + 5/4x 29 — 63123 + 1/6422 — 1 /4z023 + 22 = 0}

ot ¢(x) = 117x% + 5/4x 29 — 62123 + 1/6425 — 1/4x923 4+ 5 est une forme qua-
dratique non dégénérée, donc E®) est une conique projective Dy, isomorphe & la

droite projective. Dans cette modification, les images des droites originelles D3 et
D4 .

DY o {((0, X5, X3),2) € U|(—1 + V3i) X3 + (—15 — 9V/3i) X, = 0}
U{(0,0,0), (0, (=1 + V/34), — (=15 — 9v/3i))}

DY {((0, X2, X3),2) € U|(—1 — V3i) X3 + (=15 + 9v/3i) X = 0}
U{(0,0,0), (0, (=1 — V/34), — (=15 + 9v/3i))}

L’étude des cartes de S® montre que cette derniére modification n’a aucun point
singulier sur sa fibre exceptionnelle. La désingularisation obtenue pour la singula-
rité de départ est donc la réunion de cing droites projectives dont le diagramme
d’intersection est de type As.

D,
D,
Dy . Ds
° —_— —_— D3% Ds
D, * Dy
Dy
Do

F1G. 5.1 — Eclatements successifs

O
Dans chaque cas, on observe que le graphe de la désingularisation d’une singularité
correspond au diagramme de Dynkin d’un sous-groupe du groupe G dont on considére

I’action, et que la singularité la plus complexe est de type correspondant au groupe G
lui-méme [GSV83|.

De plus, si on note F' la relation satisfaite par les générateurs, la famille de surfaces
Sy = (F — A) est une famille de surfaces lisses, sauf pour A\ = 0 et une autre valeur
particuliére A\, pour laquelle la surface posséde exactement un point singulier de type Aj.

5.3 Propriété d’engendrement fini de ’algébre de Lie

Pour chaque algebre de Lie (Clz*!, 5 1% {-,-}), avec G = Gr, Gs, Gy, ou Gig, on
détermine explicitement un systéme générateur de cardinal fini.
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5.3.1 Le cas du groupe G;
L’orbite de (a,b) € Z? sous P'action de Gy est
G7 - (a,b) = {(a,b), (a — b,a),(=b,a — b), (—a,—b),(—a + b,—a), (b,—a +b)},

F1G. 5.2 — Orbite sous ’action de G7

On rappelle la notation
1 -
I S )
(4,§)€G-(a,b)

On a alors les égalités

Rop=R 4 b= Roba=R arp—a=PR bab=Ro_arp- (5.1)
On choisit comme systéme de représentants des orbites : {(a,b) € N* x Z7;(0,0)}, ainsi,
les éléments Ro, et Ry _p, (a,b) € N* x N forment une base de C[zt?, y*1]97.
Avec les notations précédentes, pour tous entiers a, b, ¢, d, on a
|G7{Ra,—v, Re,—a} = (ad —bc)(Ra—c,—b+d — Rate,—b—d)
+(bd + (a + b)c)(Ratetd,—btec — Ra—c—d—b—c)
+(ac+ (a + b)d)(Rotd,~bt+ct+d — Ra—d,~b—c—d) (5.2)

PropPoOSITION 5.3.1
L’algebre des invariants (C[:Uﬂ,yil]%, {,-}) est engendrée par les neuf éléments :

Roo =1, Rip, Roo, R30, Rapo, Rs50, R1,—1, Ri,—2,R1 3.

Démonstration : On note A’ la sous-algébre de Lie engendrée par les éléments
cités dans la proposition, et pour n € N*, on note

E, = {Ra,—baaz 1L,b> 1,a+b:n}U{Ra,o,a:n—1}.

En utilisant la formule (5.2) pour des entiers particuliers et en faisant apparaitre
principalement les représentants des orbites choisis dans les indices grace a (5.1), on
obtient les relations suivantes :
6{Ra—p,R10} = —b(Re—1-b— Rat1,-p)
+(a+b)(Rot1,—(p-1) — Ra—1,—(b+1)) (5.3)
+a(Ra,—(—1) — Ra,—(b+1)) pour tousa>1,b>1
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6{Ra,—p: R1,—1} = (a—b)(Ro—1,-p-1) — Ray1,—b+1))
+(CL + 2b)(Ra+2,—(b—1) - Ra—Q,—(b-}—l)) (54)
+(2a +b)(Rot1,—(b—2) — Ra—1,—(b42)) pour tousa >1,b6>1
On procéde par récurrence sur n € N*.
e Pour n =1,2: By, By C A, par construction de A’.

e Pour n =3 : E3 = {Ry _2,R2 _1,Ra0}. Par construction, R _5 et Ry sont dans
A’ et d’apres 1'égalité (5.3),

6{R1,—1,Ri10} = Ro,—1 — Ry 2,

donc Ry 1 € A'.
e Pourn=4:E;={R_3,Rs_2,R3_1,R30}. Par construction, R; _3 et Rz sont
dans A’, et d’aprés (5.3)

6{R1,—2,Ri0} = —2(Ro0 — Ro,—2) + 3(R2—1 — R3) + (R1,—1 — R1,—3),
ainsi Ry o € A’. Ensuite, d’apres (5.3)
6{R2,_1,R10} = —(R2,—1 — R3,—1) + 3(R30 — R1,—2) + 2(R2,0 — Rz, —2),

donc R3_1 € A', et By C A'.
e Pour n =5 et n = 6, la méthode est la méme : on suppose que tous les Ey, k < n
sont dans A’. Par hypothése, on a aussi R,,—19 € A’. Alors d’aprés (5.4)

6{Rn-3-1,R1-1} = (n—4)(Rn-s40—Rn-2-2)+n—1)(Ro-10— Rn-s5-2 )
———r —— —— —— ———
€En_2 #0 €FEn_3 cA’ €En_3UE,_2

+(2n = 5)(R1,—(n-3) — Rn-4,-3)
—— N\ —
by o2 €Fn—1

et donc R,_o_o € A'. Ensuite, pour k = 1,....,n — 2, d’apres (5.3)

6{Rk,—(n-1-k) P10} = —(n—1=k)(Be—1,—(n-1-k) —Rrt1,-(n-1-1))
— —
EEn—l EEn—QUEn—l

+(n = D) (Rit1,—(n—2-k) — Br—1,—(n—#) )

€En_1U{Rn-10} €En_1U{Rn-1,0}
+E(Ry,—(n—2—k) —Bi,—(n—k))
————

eEn72UEn71

De proche en proche, a partir de R,,_2 2, on obtient dans A’ les éléments Ry _(n1)ss
Ry 1,1
e Pour n > 6 fixé, on suppose que U E, C A’, et on montre que E, ;1 C A’
k=1,...n
1. En utilisant la relation suivante, obtenue par (5.4),

6{32,7(1@73)731,—1} = (65— n)(Rl,—(n—4) _R3,7(n72))
N——_—— S—— ——
eb,_1 #0 ek, 3

+(2n — 4)(R47_(n_4) - Rn72,0)
\ ) N —

ek, ceb,_1
+(n+1)(Rs —(n—s) — R1,—(n-1));
—_—— ——

S D) ceEn



86

5. Algébres de Poisson issues du cas multiplicatif

on obtient B3 _(,_9) € A'. La figure 5.3 schématise cette situation ; lorsqu’on
calcule le crochet de I’élément encerclé avec 21 _1, on obtient une combinaison
linéaire des éléments fléchés : un élément dans F, 1, et les autres sont dans

U E}.

k<n

F1c. 5.3 — Premiére étape de la récurrence

2. En utilisant la relation (5.3) pour k =2,....,.n — 2 :

6{Rk,—(n—k)> 10} = —(n—k)(Rp_1,—(n—t) —Rit1,—(n—r))
E FE,
S ELlin—1

+1(Rit1,—(n—k—1) — Br—1,—(n—k+1))

b cFn
+k(Ri,—(n—k—1) =R, —(n+1-k))
—_— —
eEnfl

A partir de R3 _(,_9), de proche en proche, on obtient le fait que tous les
Ry (nt1-k) sont dans A pourk=2,..,n—1.

3. Ensuite, toujours par (5.4)

6{Ry—2-1.R1,—1} = (n—=3)(Ry—30—Rn_1,-2) + (n)(Rno — Rn—s,—2)
——— —_——  —— ———
ceb,_1 ceb,_o cA ck,_o

+(2n — 3)(Ry —(n—2) — Rn-3,-3)
—_— T/

€En—1 €En

Ainsi, Ry, o € A
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s
34 °
24 °
1+ °
—

Fi1c. 5.4 — Deuxiéme étape de la récurrence

4. En reprenant I'idée de 'avant-dernier point, d’aprés (5.3) :

6{Rn—1,-1,R10} = —(Rp—2-1—Rpn_1)+n(Rno—Rn_2-2)
—_—— —— ~—  N———
eEn EEn—l GA/ eEn

+(n - 1)(Rn—1,0 - Rn—17—2)
—— N —

€En cA’

Ainsi, R, 1 € A'.

5. Enfin, on obtient Ry _, grace a la relation

6{R1_(n-1), 1ot = —(n—1)(Rn-10— Ry _(n-1)) +n(Ro,_(n—2) — Bnyp))
N — S N—— N — N~
€En €En cA’ €En cA’

+(Ro,—(n—2) —R1,-n)
——

c€En

O

5.3.2 Le cas du groupe Gg

0

On rappelle que Gg = (DS) = (( 1

sous l'action de Gg est

_01 >> L’orbite d’un élément (a,b) du réseau Z>

s - (a7 b) = {(a7 b)’ (_b’ a)’ (_a> _b)’ (b’ _a)},
ce qui signifie qu’on a les égalités suivantes

Ra,b = Rfa,fb = be,a =Ry _q-

)
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On choisit comme systéme de représentants des orbites : {(a,b) € N* x N,(0,0)}, ainsi,
les éléments Rop, et Rap, (a,b) € N* x N forment une base de Clzt!, y*1)%. Avec les
notations précédentes, on a

IQS‘{RUL,M Rc,d} - (ad - bC) (RaJrc,ber - Rafc,bfd)
+(ac + bd)(Ra,d,bJrc — Ra+d,b7c) (5.5)

PROPOSITION 5.3.2
L’algebre des invariants (Cla™t, yT1)98 {.,-}) est engendrée par les huit éléments

Roo=1,Ry0, R0, R3,0, R0, R11, R12, R1 3.

Démonstration : On note A’ la sous-algébre de Lie engendrée par les éléments
cités dans la proposition, et pour n > 2, on note

En = {Ra,lna > 1, b > 1, a+b= Tl} U {Rn—Z,O}-

On utilisera les relations suivantes, obtenues a partir de 'égalité (5.5), avec des entiers
a, b bien choisis :

HRap,Ript = —b(Rat1p— Ra—1p)
+a(Ra’b+1 — Ra,bfl) (a >1,b> 1) (5.6)

HRop,Ri1} = (a—b)(Ratripr1 — Ra—1p-1)
+(a+b)(Ra—15+1 — Ra1p-1) (a=>1,b2>1) (5.7)
On proceéde alors par récurrence sur n > 2.
e Pour n=2: On a déja Fy = {R171,R070} c A
e Pour n = 3 : B35 = {R12,Ro1,R10}. 1l faut montrer que Ry est bien dans A’
D’apres (5.6), 4{R1,1,R1,0} = —Rg,l + RLQ. Donc R271 c A
e Pour n =4 : Ey = {R13,R22,R31,Ro0}. Il faut montrer que Ry 9, et R3; sont
dans A’. Or d’aprés (5.6)

4{R12,Ri10} = —2(Ra2 — Rap) + (Ri1,3— Ri,1),
ainsi Ry 9 € A’. De méme,

HRo1, Rip} = —(R31— Ri1) + 2(Ra2 — Rap),
donc R3q € A

e Pour n =5 et n = 6, la méthode est la méme : on suppose que tous les Ey, k <n
sont dans A’. Par hypothése, on a aussi R, 20 € A’ Alors d’aprés (5.7)

HRy—31,Ri1} = (n—4)(Ry—22 — Rn—a0) + (a+ 1)(Rp—s2 — Rn—20)-

Donc R, 22 € A’. Ensuite, pour k = 1,...,n — 2, d’aprés (5.6) :

HRy—1-kpr, Rio} = —_k (Ru—kk— Ro—o-ki )
—— Y ——
€En_1 #0 €En_2U{Rpn—2,0}
+n—=1-k)(Rp—1-kpy1 — Ro—1-kp—1 )
——— ——
#0 €En_2U{Rpn—2,0}

A partir de R, 22, de proche en proche, on constate que les éléments Rj,_1,
Ry p—2, ..Rp_22, Ry_1,1 sont aussi dans A
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e Pour n > 6 fixé, on suppose que U E, C A, et on montre que E, 1 C A’
k=1,....n
1. En utilisant la relation suivante

HRop-3,Ri1}=—(n—5)(R3n-2—Rin-a)+(n—1)(Rip-2—R3n_a)
S #0 €En_3 €En_1 €En_1

on obtient Rz, € A’

2. En utilisant la relation pour k = 2,...,n — 2 :

HRy— ks Rt =—_k (Ros1-kp—Rn—1-kk)+(n — k) (Rp—g k+1—Rn—k k—1)
€E, #0 €Fp1 #0 €En_1

A partir de R3,_2, de proche en proche, on obtient que les Ry ,,—1, R3pn—2, ...
R, 23, R,_12 sont dans A

3. Ensuite, R,_10€ A" :

)

)

HRipn—2,Ri1}=—(n—3)(Ropn-1—Rn-20)+(n—1)(Ry—10— Ro2n—3)
SN—— N—— = SN——

E€EFn_1 eA’ (S €En—1
4. Puis Ry, € A :

HRip-1,R10} = —(n—1)(Ron—1 — Rn—10) + (Ri,n — Rijn—2)
SN—— N—— = SN——

)

eEn EA/ EA/ eEnfl
5. Enfin, R,; € A":

HRy-11, R0} =—(Rp1— Rp—21)+ (n—1)(Rn—12— Rn-1)0)
S—— ~—— S—— =

ceEn €En_1 cA’ cA

O

5.3.3 Le cas du groupe G

0 -1

On rappelle que Gy = (X?) = << 1 -1

>> L’orbite de (a,b) € Z* sous I'action de Gy
est

Go - (a7 b) = {(a7 b)? (_b7 a— b)? (_a +0, _a)}a

ce qui signifie que R, = R_pq—p = R_q1p—q- On choisit comme systéme de représentants
des orbites : {(a,b) € N* x N,(0,0)}, ainsi, les éléments Ry, et Ryp, (a,b) € N* x N
forment une base de (C[xil, yil]gg. Avec les notations précédentes, on a

‘ggl{Ra,ba Rc,d} = (ad — bc)Ra+c,b+d
_(bd + (a - b)C)Rachrd,bfc (5.8)
+(ac+ (b —a)d)Ro—gptc—d

PROPOSITION 5.3.3
L’algebre des invariants (C[:Uﬂ,yil]gg, {,-}) est engendrée par les sept éléments

Roo=1, Rip, Ri1, Ri12, R13, Rap, R3p.
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Démonstration : On note A’ la sous-algébre de Lie engendrée par les éléments
cités dans la proposition. On note aussi EFy = {R1 1}, et pour n > 2,

E, = {Rmb,a >1,b>1l,a+b= n} U {Rn_gp}.
On utilisera les relations suivantes, avec des a,b > 1 bien choisis :

3{Ra,b7 RLO} = _bRa+1,b — (a — b)Rafl,bfl + G/Ra,bJrl (5.9)
H{Rop, Ri1} = (a—b)Raoyipt1 —aRep—1 +bRa—1p (5.10)

On procéde par récurrence sur n > 2.

e Porn=2:Ey={Ry } CA.

e Pour n =3 : E3 = {Ry2,Ro1,Ro0}. Les éléments Ry 2 et Ry sont déja dans A’
par construction, et d’aprés 5.9,

3{Ri1,R10} =—R21+ Ri2,

donc Ry 1 € A
e Pour n =4: FE, = {R173,R272,R371,R170}. Il faut montrer que Ryo et Rz sont
dans A’. Or d’aprés 5.9,

3{Ri2,Ri10} = —2R22 + R1o + R1 3,
donc Ry € A'. Ensuite,
3{R21,Ri10} =—R31— Rio+2R2>,

donc R3q € A'..
e Pour n =5: E5 = {R14,R23, R32,R41,Ra0}. Or d’aprés 5.10

3{Ro1,Ri11} = R32 — 2R + Ri 1,
donc R3o € A'. Puis par 5.9, pour k = 2,3,
H{Rpa—r, R0} =—(4 —k)Rpy14-1 — 2k —4)Ri—13-k + kRp 5.

Donc de proche en proche, & partir de R32, on voit que les éléments Ry 1 et R 3
sont aussi dans A’. Enfin

3{R173, RLO} = —3R2,3 + 2R270 + /{?R174.

Comme Ry est dans A’ par construction, on a également Ry 4 € A'.
e Pour n = 6 : E6 = {R175,R274,R373,R472,R571,R370}, et R370 est dans A, par
construction. Par ailleurs, d’aprés 5.10,

3{R371, R171} = 2R472 — 3R370 + R271,
donc Ry est dans A’ et par 5.9, pour k = 2, ..., 4,
3H{Rrs—k, Rio} =—(5—k)Rpy15-k — (2k = 5)Rp—1.4—k + kRi 1

Donc de proche en proche, a partir de R4, on voit que les éléments Rs5q, 33 et
R34 sont aussi dans A’. Enfin

3{R1,4, RLO} = —4R274 + 3R370 + R1,5-

Comme R3 est dans A’ par construction, on a également Ri5 € A
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e Soit maintenant n > 6 fixé, on suppose que U E, C A, et on montre que
k=1,....,n
E, 1 est inclus dans A'.

1. En utilisant la relation suivante
3H{Rn-32,Ri1}=(n—5)Ry23— (n—3)Ry_31+2Rp_a2
—— ——— —— ——
€En_1 #0 €En_2 €En_2

on obtient R, _o3 € A’
2. Puis pour k=2,....n —2:

H{Rin—tsRio}=—(n—Fk)Ryp1n—t— 2k —n) Rk p—k—1+_k Rin—kt1
—— —— —_—— VT
cE, #0 €En_2 70

A partir de R, 3, de proche en proche, on voit ainsi que les éléments Ry ,,_1,
R3 -2, ..., Ry_23, Ry—12 sont dans A’

3. Ensuite, R,_29 € A" :

H{Rin—2,Ri1}=B—-—n)Ryp1—Ripn-3+(n—2)R,_29
SN—— S—— =

€En—1 cA! €En_2
4. Puis Ry, € A
H{Rin-1, R0} =—(n—1)Rop1+(n—2)Ry20+R1n
S~—— S~—— S~——
(S eA’ eA’
5. Enfin, R,; € A":
H{Ro—11, R0} = —Ry1—(n—=2)Ry20+(n—1)Ry_12
S—— S—— S——
SO cA’ cA’

O

5.3.4 Le cas du groupe G
L’orbite de (a,b) € Z* sous I'action de G := Gyg est

G- (a7 b) = {(a7 b)’ (_a7 _b)}’

ce qui signifie que R, = R_, . On choisit comme systéme de représentants des orbites :
{(a,b) € N* x Z;(0,b),b € N}, ainsi, les éléments Ry, b € N et Rqyp, (a,b) € N* x Z
forment une base de C[z*!, 31910,

Avec les notations précédentes, on a

’glol{Ra,ba Rc,d} = (ad - bc)(RaJrc,ber - Rafc,bfd)

PROPOSITION 5.3.4
L’algebre des invariants (Cla™t, y1)910 {..-}) est engendrée par les cing éléments

r+az ! R Cy+yt Cay+aly
R 2 ’ 2

Roo=1, Rio=
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Démonstration : On note A’ la sous-algébre de Lie engendrée par ces cinq élé-
ments. On utilisera les relations suivantes :

2{Rap, Rio} = —b(Rat1p — Ra-1p) (5.11)
2{Rap, Ro1} = a(Rapr1 — Rap-1) (5.12)

En procédant par récurrence sur a, on montre que tous les R, ; sont dant A

e Pour a=1: d’aprés 5.11, 2{R17n7R0’1} = R17n+1 — Rl,n—l- Comme RLO et R171
sont dans A’, de proche en proche, on voit que tous les Ry, b € Z sont dans A

e Pour a = 2 : on a d’abord 2{R171,R170} = R071 — R271. Ainsi, R271 < A Puis
2{Ron, Ro1} = 2(Ran+1— Ropn-1), comme Ra et Ry sont dans A’, de proche en
proche, on voit que tous les Ry, b € Z sont dans A

e Pour a =0: 2{R; 3, Rio} = —b(Rap — Rop) pour tout b > 0, donc les Ry p, b > 0
sont dans A’.

e Poura>2:

o 2{R, 14, Ri0} = —b(Rap— Ra—24), donc pour b # 0, par récurrence, tous les R,
b # 0 sont dans A’. Enfin, 2{R, 1, Ro1} = a(Ra2 — Rap) donc R est dans A’

O

REMARQUE 5.3.5

Pour chaque sous-groupe fini G de SL(2,7Z), nous avons exhibé un systéme générateur de
Palgebre de Lie (Clzt!, %1%, {-,-}). On peut remarquer que le cardinal de ce systéme
générateur est égal au nombre de Milnor associé au polynéme F définissant la surface
donnée par I'algebre des invariants.

5.4 Déformation

5.4.1 Le tore quantique

On considére maintenant une quantification des algébres de Poisson précédentes au
sens donné au paragraphe 2.4.1.

Soit ¢ un complexe non nul, et non racine de 'unité. On définit le tore quantique par
I’algébre
Clx,y,z,t)

ColpE! 1] .= .
q[x Y (xz =1,zx = 1,yt = 1,ty = 1,yx = quy)

On peut également voir cette algébre comme le localisé du plan quantique

+1 417 _ o—1 C(z,y)
Col™ 7] =5 <(yx=qmy)>

ou S = {Az™y"; A € C*;m,n € N}, qui est un systéme multiplicatif d’éléments réguliers
normaux. Le tore quantique (Cq[xﬂ,yﬂ] est clairement une déformation de l'algébre de
Poisson C[CU:H, yil] étudiée précédemment, au sens du paragraphe 2.4.1.

Cette algébre posséde une base de Poincaré-Birkhoff-Witt sur C : la famille des mo-
noémes (z™y") avec (m,n) dans Z2. on considére la structure de Lie induite par le crochet
de commutation. Pour tous a, b, c,d € Z,

[xayb7 xcyd] _ (qbc - qad)xa—i—cyb—l—d.



5.4. Déformation 93

La structure de Lie obtenue est donc trés ressemblante & celle du cas commutatif. On
rappelle que dans le cas Poisson, le crochet de deux mondémes est donné par

{x y T yd} _ (ad be ) a+cyb+d.

En particulier, le coefficient (qbc — q“d) s’annule si et seulement si (ad — be) s’annule. Par

une preuve analogue & celle du cas Poisson, on obtient donc le résultat suivant :

PROPOSITION 5.4.1
Le tore quantique Cq[:vil,yil] est engendré comme algébre de Lie pour le crochet de com-

mutation par les éléments l,x,x_l,y,y_l.

De méme que l'algébre de Weyl qui déforme le plan symplectique, 1’algébre Cq[:vil, yil]
posséde la propriété d’étre une algébre non commutative simple.

Ce résultat est une conséquence d’une propriété plus forte, concernant la structure
de Lie de Cq[xil,yﬂ] pour le crochet de commutation, énoncée ci-dessous. On note
Cylx )T le sous-espace de Cq[:vil,yil] engendré par les mondémes ordonnés non
constants.

PROPOSITION 5.4.2
Munie du crochet de commutation, l’algébre (Cylz®, v, [, ]) est une algebre de Lie dont
les seuls idéauz sont C, Cylz™, v T, et C, [zT!, ¢

Démonstration : La démonstration est analogue a celle faite dans le cas Poisson.
On l'adapte ici en détails. Soit I un idéal de Lie de Cq[:vil, yil] non restreint a C, et
U= alxo‘lyﬁ 1y ...—i—asxo‘syﬁs un élément non constant et de longueur minimale s dans
I. On va montrer que cette longueur est nécessairement s = 1. Pour cela supposons
s > 2. Pour tout (i,7) € Z%, comme I est un idéal de Lie, 1’élément

x y u Zak Jjak _ qiﬁk)mi—l—akyj-i—ﬁk

est aussi un élément de I, et il est de longueur inférieure ou égale a celle de u. Deux

situations sont alors possibles.

e S'il existe un couple (7, j) € Z*\ 0 tel que tous les (ay, Bx) sont colinéaires a (i, ),
alors il existe des nombres rationnels A; deux & deux distincts tels que (ay, O;) =
A (3,7), pour tout k =1,...,s. Ainsi

Z ax(q —i2 A 2)\k)x]+1>\ky_1+]>\k

est un élément non constant de I. Si 'un des A est nul, il est de longueur stric-
tement plus petite que u, et on aboutit & une contradiction. Si tous les A sont
non nuls, il est de méme longueur que u, les couples d’exposants de ses mondémes
(4 + i, —i + Agj) sont deux a deux non colinéaires.

e On suppose maintenant qu’il existe au moins deux couples d’exposants, par exemple
(a1, B1) et (g, B2), qui ne soient pas colinéaires dans R2. Alors [z1y%, u] est un
élément de I non constant, de longueur strictement inférieure a celle de wu.

En conclusion, u est nécessairement de longueur 1, ce qui signifie que I contient un

mondme u = z%y” # 1, avec (o, ) # 0. Sans perte de généralité, on peut supposer

a # 0. Alors I contient

[y P u] = ¢ (¢* — 1)y,
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donc I contient y, ainsi que [zy~',y] = (1 — ¢)z, donc z. De méme, I contient z~*

et y~1, donc I contient les générateurs de (Cq[xﬂ,yﬂ] comme algébre de Lie, sauf
éventuellement la constante 1. On en conclut que I contient Cq[ﬂ:il,yil]+, et donc
I =Cyz*! y*!" ou I = C, 2™,y

O

On peut maintenant démontrer la proposition suivante :

PRroPOSITION 5.4.3

+1 :I:l]

Le tore quantique Cylz™",y est une algébre associative simple.

Démonstration : Soit I un idéal bilatére non nul de (Cq[ﬂ:il,yil]. A fortiori, I
est un idéal de Lie pour le crochet de commutation, donc I est I'un des trois espaces
vectoriels C, (Cq[xil,yil] ou C, [z, y*1). Si I contient C, alors I contient I'unité,
et si I contient (Cq[ulcjE ,yﬂ] , il contlent x, et comme c’est un idéal, il contient
zz~! = 1. Finalement, I est nécessairement égal a toute 1’algébre Cq [xﬂ, yil].

O

5.4.2 Invariants de la déformation

On définit dans cette partie 'action d’un sous-groupe G de SL(2,7Z) sur le tore quan-
tique. Pour cela, on associe a un élément g de SL(2,Z) un automorphisme ¢(g) de l'algébre
Cylx L yE ] que 'on construit par étapes en partant de lalgébre libre & deux variables
L =C < z,y >. Pour que I'application ¢ : G — Autc(Cqylx oy E 1) soit effectivement une
action de groupe, il est nécessaire d’introduire une racine carrée ¢ = /g de ¢ dans C. Soit

gz(i Z)EGL(Q,Z)

un élément de GL(2,Z). On définit un morphisme d’algébres associatives par

C<az,y> — Cylz®y*™]

S0(9) . T = §%ayC
y - qbd,l?byd
Alors
w(g)(yx - qu) ac—l—bd(xbydxayc qxaycxbyd) ac—l—bd(qad - qcb+1)xa+byc+d.

Pour que ¢(g) induise un morphisme du quotient L/(yz — qzy) sur (Cq[xil,yﬂ], étant
donné que ¢ est non racine de 'unité, il faut et il suffit que ad = be + 1, ce qui équivaut a
g € SL(2,7Z). A partir de maintenant, on considére donc que g est un élément de SL(2,7Z),
et on s'intéresse au morphisme d’algébres associatives : @(g) : L/(yz —qzy) — Cyla™!, ¢!
induit. On considére alors la partie multiplicative S d’éléments réguliers normaux de
L/(yx — qxy) définie par

S ={Az™y" /X € C*;m,n € N},

et permettant de construire le localise S™'(L/(yx — qry)) =~ Cy[z™", y*']. De plus, si s est

un élément de la partie multiplicative, alors ¢(g)(s ) est de la forme A\x™y", avec A € C*,

donc est inversible dans le tore quantique C, [xil, Y ] Ainsi, par la propriété universelle
du localisé, ¢(g) induit un endomorphisme de C-algébre du tore quantique

W = Gty

¢(g) . T — Aacxayc

y —

Abdbd
ry

[:I:l
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Exprimons 'image d’'un monéme. Pour m,n € Z,

$(g)(a™y") = (@ aty)" (@ ay)"
quac+nbdqacm(m 1)/24+cmbn+dbn(n—1)/2 xaerbnychrdn

A~ 2 2
_ qacm +2bcmn—+bdn xaerbnychrdn (5_13)

qAach +(ad+bc)ymn+bdn? —mnxam-l—bnycm-l—dn

— qA(am—l—Im) (cm-l—dn)—mnxam-l—bnycm-l—dn (514)

De méme que dans le cas commutatif, on note les monémes ordonnés sous la forme
Tmn) .= 2™y pour tout (m,n) € Z2.

On introduit également une opération « : (m,n) — mn de Z* dans Z. Avec ces notations,
on a

¢(g) (T(mm) ) = (ja(g'(m,n))—a(mm) Tg-(mm) )

Cette relation implique que ¢(g) induit un automorphisme de C, [xil,yil]. On a ainsi
défini une application

¢ : SL(2,Z) — Autc(C, [zt y*)).

. L . . b
Il reste a vérifier que cette application est un morphisme de groupes. Soient g = < CCZ d >

!/ /
et ¢ = < Z, Z, > dans SL(2,7Z). Il s’agit de montrer que les automorphismes ¢(g’) o ¢(g)
et ¢(g'g) sont égaux. Il suffit de le vérifier sur les générateurs x et y. D’aprés 1'égalité 5.13,

o(g) o d(g)(z) = ¢(g')(@*="y°)
o qacha ca?42b ¢ ac+b' d' ¢ xa’aer/cyc/aer/c

)

tandis que

qb(g/g) (CC) _ A(a/a—l—b’c)(c/a—i—d’c):Ca’a-‘,-b/cyc/a-l—d/c

Par ailleurs
(da+bVe)da+dc) = dda®+ddac+bcac+bdc?

= dda®+(1+V)ac+bdac+Vd

d’ou Végalité ¢(g'g")(x) = ¢(¢') 0 (g)(x). La vérification ¢(g'q')(y) = ¢(9') 0 d(g)(y) se
fait de méme, en remplacant dans les égalités qui précédent a et ¢ par respectivement b et
d.

Finalement, ¢ définit une action du groupe SL(2,Z) sur le tore quantique. Pour tout
sous- groupe fini G de SL(2,Z), on peut donc maintenant considérer 1’algébre des invariants
Cylzt,y*1%.

5.4.3 Deéformation des invariants

Soit G un sous—groupe fini de SL(2,7Z). On souhaite s’assurer que I’algébre des invariants

Cylzt, 4™ est une déformation de I'algébre des invariants commutative Clz*!, y*1]¢
au sens de 2.4.1. On introduit pour cela l'algébre non commutative intégre
-1 1A AH-1
+1 :I:l] e C<xax U, Y 7Q Q >
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L’élément 2(1 — Q) est central, non inversible, et le quotient

. C

o0 [z, yF1]

est une algébre commutative isomophe a (C[xil, yil]. Dans le quotient A, on a de plus :
{z,7} (2(1 = Q)Y y]
= (20 -Q)'1 - Q*)xy
= 2711+ Qay

L’isomorphisme entre A et (C[xil,yil] est donc également un morphisme d’algébres de

Poisson, donc C 5, [z, yT1] est une quantification de I’algebre de Poisson Clz*!,y*1]. On
définit une action du groupe SL(2,Z) sur I'algébre non commutative C. [z, F1] de la
méme maniére qu’au paragraphe précédent par

(CQ2 [wi17yi1] - (;Q[xilayil]
T — Qacxayc
g: <
y de byt
Q ~ Q
pour un élément g = < Z 2 > de SL(2,Z). On fixe un sous-groupe fini G de SL(2,7Z), et
on vérifie que l'algébre d’invariants (CQQ [xil, yﬂ]G est une quantification de 'algébre des

invariants de I’algebre de Poisson C[z*!, y*!].

L’idéal (1—Q) étant stable par G, Paction de G sur la déformation Co2 [z, 4 induit

. CQ2 [szl, yil]
une action sur le quotient A = —————— et par le lemme 2.4.3, on a 'isomorphisme
(20- )
d’algébres associatives :
(CAg[xil,yil]G .
G L A N <)
(20 - @)
L’isomorphisme de Poisson entre A et C[:cil,yil] étant clairement G-équivariant, on

a A® ~ Clz*!, y*)%, donc

De méme, il est clair que

C AQ[xztl’yjzl]G’
(1-0)

en tant qu’algébres associatives. En conclusion, les invariants de la quantification de 1'al-
gébre de Poisson forment une quantification des invariants.

~ (Cq[le:l’y:tl]G,
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5.4.4 Finitude de la structure de Lie

N’ayant pas & disposition un procédé de relévement de la propriété de finitude de la
structure de Lie du cas Poisson au cas non commutatif, on utilise une preuve directe
s’inspirant du cas Poisson.

Les monomes ordonnés forment un base de Poincaré-Birkhoff-Witt du tore quantique
Cqylz +1 y*]. Pour chaque algébre d’invariants Cq[xﬂ,yﬂ]G, ol G est 'un des quatre
groupes précédents, on a donc

Cola™ ™% =pa( @ Ca™y") = > Cpaa™y")

(m,n)€Z? (m,n)€Z?

01‘1 pg est lopérateur de Reynolds : C,[z*!, y*] — C,lz®!, y*C défini par pg(P) =

P.
G| Z g
geG
Pour (m,n) € Z?, on définit les éléments

R = pa(T0)) = LS galartna)=a(mn) g (mam)

geG

[

Ils engendrent C,[z*!, ¥ vu comme espace vectoriel. Le réseau Z? est la réunion dis-
jointe de ses orbites sous l'action de G. Pour chaque orbite O, on choisit un représentant
(ap,bo). Ainsi, les Rq, b, forment une base de (Cq[xil,yil]G en tant qu’espace vectoriel.
Pour chacun des groupes étudiés, on choisit les mémes représentants (ap,bo) des orbites
de Z? sous l'action de G que dans le cas de étude de la limite semi-classique.

ProposiTION 5.4.4
Pour chaque sous-groupe fini G de SL(2,Z), l’algébre des invariants C, [xil,yﬂ]G est de
type fini pour la structure de Lie associée au crochet de commutation.
o Pour G = Gz, on trouve un systeme générateur a 9 éléments : Roo = 1, R1, Rap,
R30, Rao, Rs0, R1,—1, R1,—2, R1 3.
e Pour G = Gg, on trouve un systeme générateur a 8 éléments : Roo = 1, R0, Ra2p,
Rz, Ryp, R11, Ri2, Ry3.
o Pour G = Gy, on trouve un systeme générateur a 7 éléments : Roo = 1, R10, R11,
Ryo, Ri3, Rop, R3p-
o Pour G = Gio, on trouve un systéme générateur a 5 éléments : Roog = 1, Rip,

Ro1=, Ri1, Rap.

Démonstration : A titre d’exemple, on étudie la cas du groupe G7. Les autres cas
se traitent de maniére similaire.
L’orbite du point (a,b) du réseau Z? sous P’action du groupe G est

G7 - (a,b) ={(a,b),(a — b,a),(=b,a —b),(—a,=b),(—a +b,—a),(b,—a+b)},
ce qui signifie que
Rap = "R 4 =R oy

(j(a—b)a—abRaibﬂ _ (j(a—Zb)aR

q(a_Zb)aR—a+b,—a
(j(b72a)beb,a7b

U2 Ry iy

a—b,a
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On choisit comme systéme de représentants des orbites : {(a,b) € N* x Z7; (0 ,0) ,
ainsi, les éléments Ry, et Ry _p, (a,b) € N* x N forment une base de (C[xﬂ, 97,
Avec les notations précédentes, on a

1 —be —a c a
[Ra,fba Rc,fd] = = |:(q be q d)RaJrc —b—dt+ (qb —q d)Ra c,—b+d
_|_qc(c+2d)( b(c+d) qaC)Ra—f—c—f—d Cbre+ qc(c+2d)( b(c+d) q_ac)Ra—c—d,—b—c

+ 4 d(d+2c) (q o qa(c+d))R d(d+2c) (qbd - q—a(c+d))R

atd,—btetd T4 afd,fbfcfd}

En comparant cette expression & celle obtenue dans le cas commutatif, on constate
que le coefficient apparaissant devant chaque élément de la base s’annule dans le cas
non commutatif si et seulement le coefficient correspondant dans le cas commutatif
s’annule. La démonstration par récurrence utilisée dans le cas commutatif s’adapte
donc complétement au cas non commutatif.
O
REMARQUE 5.4.5
Pour chaque sous-groupe G de SL(2,7Z), le systéme générateur de l'algébre de Lie
(Cylz®, ¥, [,-]) exhibé est de méme cardinal que celui engendrant 1'algébre de Lie
sous-jacente & la limite semi-classique.

5.5 Homologie de Poisson et homologie de Hochschild

Dans le cas Poisson comme dans le cas de sa déformation, l'existence d’un systéme
générateur de cardinal fini pour la structure de Lie assure la finitude de la dimension du
quotient de l'algébre de Lie par son algébre de Lie dérivée. Plus précisément, le cardinal
du systéme générateur considéré fournit une borne supérieure pour la dimension de ce
quotient, qui correspond, dans le cas Poisson, au groupe d’homologie de Poisson en degré
0, et dans le cas non commutatif, au groupe d’homologie de Hochschild en degré 0.

Dans un papier de P.Etingof et A.Oblomkov [EO06], 'homologie de Hochschild en
degré 0 de 'algebre des invariants C, [mil, yil]glo a été calculée. C’est un espace vectoriel
de dimension 5.

Par ailleurs, on démontre que

ProPOSITION 5.5.1

Le groupe d’homologie de Poisson en degré 0 de (C[a:j[l,yil

1910 est de dimension 5.

Démonstration : A9 = Clz*!

,yil]glo est engendré en tant qu’espace vectoriel

1
par les R, := 2(:6 yb + 7%, (a,b) € Z2, et pour tous (a,b), (¢,d), on a :

{Ra,ba Rc,d} = (ad - bc) [Ra—l—c,b—I—d - Ra—c,b—d] (5'15)

On rappelle que les cing éléments Roo =1, R1 g = (= + z1)/2, Ro1=(y+ y1)/2,
Ri1 = (zy+2 'y 1)/2, et Ryg = (2> + 272)/2 forment un systéme générateur de
I’algebre de Lie (A9 {. -}). Leurs classes d’équivalence dans le quotient

Ao
{ _Agm’ _Agm}
forment donc un systéme générateur pour la structure d’espace vectoriel. Il reste a

montrer qu’elles forment une famille libre. On suppose pour cela qu’il existe a, a1,
a1, ao,1, az2p € C, tels que

HPy(A90) =

a+ay Ry +aigRio+ag1Roy + azgRog € {A90, A9},
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On décompose alors A9 de la maniére suivante :
A0 =C o Voo ® Vio® Vo1 @ Vi

ou V;; = Vecte(Ryj | (i',5") # (0,0),4' =i mod 2Z,j = j mod 2Z), la somme
étant directe par la définition des Ry jr. D’aprés (5.15), il est clair que {V; ;, Vi } C
Vitk,j+1, ol la somme sur les indices est prise modulo 2. De plus, R11 € Vi1, Ripg €
Vio, Ro1 € Vo1, et Rag € Vpo. L'espace vectoriel {AglO,Ag“’} se décompose alors
de la maniére suivante :

(A9 A9y = ({Voo, Voot + {Vio, Vio} + {Vou, Vout + Vi1, Via})
®({Vo,0,Vio} + {Vo1,V11})
&({V0,0, Vot +{Vi0,Vi1})
S({Vo,0, Vit +{Vo,1,Vip})

avec
o ({Vo,0, Voot +{Vio,Vio}+ {Vo,1, Vot +{Vi1,Vi1}) C Vo,
e ({Voo,Vio} +{Vo1,Vi1}) C Vi,
e ({Vo0,Vo1}+{Vi0,V11}) C Vo,
o ({Voo,Viat+{Vo1,Vip}) C Via.
On en déduit que a = 0, et chacun des termes asoR20, 1,010, a0,1R0,1, a1,1R11
est dans {49, A9}. Or d’aprés (5.15), {AY,.A9} est engendré comme espace vectoriel
par des éléments de la forme R, — Rg, ol les (Ra)qez2/g forment une base de A9,
Donc {Ag,Ag} ne contient aucun des R,. Ainsi, as o = a0 =ap1 = a1, = 0.

U

En conclusion, la dimension du groupe d’homologie de Poisson pour ’algébre des in-
variants sous ’action du groupe Gig est égale & la dimension du groupe d’homologie de
Hochschild de sa déformation, dimension qui correspond également au cardinal d’un sys-
téme générateur trouvé dans chacun des deux cas pour la structure de Lie. Les systémes
générateurs trouvés sont donc de cardinal minimal. Dans [Jor07], D.Jordan donne un autre
type de correspondance pour le groupe Gig entre l'algébre des invariants coté Poisson et
sa déformation non commutative, en termes de modules simples.

5.6 Calcul de ’homologie de Hochschild en degré zéro

On dispose d’une formule qui donne ’homologie de Hochschild d’un produit croisé
[Lor92| qu’on va utiliser dans ce paragraphe pour calculer I’homologie de Hochschild en
degré 0 pour les algébres d’invariants du tore quantique sous ’action de I'un des groupes G,
Gs, ou Gg. On utilisera a plusieurs reprises le lemme technique d’algébre linéaire suivant :

LEMME 5.6.1

Soit V' un C-espace vectoriel de base (X;)ier ot I est un ensemble dénombrable. Soient
I =1 U..Ulj une partition de I, et pour tout j =1,...,k une fonction ¢; : I; — C*. On
considere le sous-espace vectoriel W engendré par les éléments

R;(ij,i5) = ¢j(ij) Xi; — ¢;(i5)X;

1y avee 1<j5<k, ij,i;» € 1,
0 0
et (17, ...,75) € Iy X ... X Ij,. Alors

V=WeoCXye..6CXy.
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Démonstration : Tout d’abord, pour j =1,..., k, zj,z €lj,ona

Ry(i;, i) = —R; (1%, ;) + R; (1%, 7))

donc I'ensemble {R; (i?,ij)/j =1,k ij€l;\ {29}} forme un systéme générateur

de W. Par ailleurs, pour tout i € I, 31 < j <k, i € I;, et X; = ¢;(i;) " (R;(i;,1)) +

¢; (i?)Xl-q) € W+CXjo. Donc tous les éléments de la base de V' sont dans W +CX;o+
J J

.+ (CXig . Il reste & montrer que la somme est directe. Soient az, ..., ag, B;; € C tels

que

k
> X Z S= 0 Bi(es (i) Xio — (i) Xs,)
j=1

i=1i;er;\{i%}

Pour i; € I; \ {i?}, I'élément X;, de la base n’apparait qu'une fois dans la somme.

Or (X;)ier est une base de V. On a donc §;; = 0, pour tout i; # 2 , et finalement
a; = 0 pour tout 1 < j < k.

U
PROPOSITION 5. 6 2
Soit A, = Cyla™, ] le tore quantique. On a alors :
° HH()(.Ag7) _
° HHO(AgS) —

° HHQ(.Agg) = (C7

Démonstration : Soit G 1'un des trois groupes étudiés dans cette partie. L’algébre
A, étant simple, et G ne contenant pas d’automorphisme intérieur de 'algébre A,
autre que l'identité, ’algébre produit croisé

AgxG =" Ag,

geG

dans laquelle le produit est défini par le redressement ga = g(a)g, est également une
algébre simple d’aprés (2.4.9). En effet, si g agit par automorphisme intérieur sur Ay,
alors g.a = b~ 'ab, ou b est un inversible de Ag, donc un monéme b = az'y’. Laction
de g est alors donnée sur z par g(z) = ¢z, et sur y par g(y) = ¢'y. En comparant
cette action a la définition de celle d’un élément du groupe SL(2,Z) (section 5.4.2),
on obtient g = id. L’algebre des invariants A(? est donc équivalente au sens de Morita
au produit croisé A, x G d’aprés (2.4.10). Le groupe d’homologie de Hochschild en
degré 0 étant un invariant de Morita, il suffit donc de le calculer pour le produit croisé
Ay *G.

On utilise d’abord la relation générale suivante [Lor92]| :

HHy(A;xG) = @ Ho(C(9)/(9), HHo(Ag, Agg))
lWleT(C)

ot T'(G) est 'ensemble des classes de conjugaison de G, [g] la classe d'un élément g
du groupe G, et C(g) le centralisateur de g dans G.
HHy(Aq, Agg) est 'homologie de Hochschild en degré zéro,

HHO(Aq,Aqg) - Aqg/[Aquqg]a
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sur lequel le groupe C(g)/(g) agit par I'action induite par la conjugaison :
h-(ag + [Aq, Aggl) = h~'agh+ [Ag, Aqgl = h(a)g + [Ag, Aggl.

Hy(C(9)/{g), HHy(Ay, Aqg)) est alors le 0-éme groupe d’homologie du groupe C(g)/(g)
a valeurs dans HHy( Ay, Agg). D’aprés [Rot79, chap. 10|, on rappelle que pour un
groupe G et un G-module M,

HO(G7M) = M/QM,

ou g est 'idéal d’augmentation de G défini comme l'idéal de I’algébre Z[G] du groupe
engendré par {(1 —g)/g € G}.

Dans la situation étudiée, chaque groupe G est cyclique, donc la formule se simplifie
de la maniére suivante :

HHo(Ay * G) = @) Ho(G/{g), HHo(Ag, Agg))

geG

On rappelle la définition des groupes étudiés. On pose

o (3 0)s= (1 )=(1 7))

Les sous-groupes finis de SL(2,7Z) que 'on considére sont les suivants :

groupe ‘ générateur ‘ ordre

Gr X 6
gs DS 4
Gy X2 3

Guo | X*=-Id| 2
On commence donc par calculer les groupes d’homologie HH(Ay, Aqg) pour g I'un
des éléments suivants

L, X = ( 1 _01 > ,XQ’X?’ = _125X4’X5’DS: < (1) _01 > ’(DS)Q = _-[2’(DS)3'
Pour simplifier les notations, on définit pour g € SL(2,Z) un crochet tordu [-, -], sur

A, défini par
la,bly = ab—bg(a), pour a,b € A,.

Ainsi HHy(Ag, Aqg) = Ag/[Aqg, Agly-

e Pour g = £, d’aprés [Obl04], HHy( Ay, Ag) = C(14+[Ay, Ayl), et HHo( Ay, Ag(—12))
est de dimension 4, engendré par les classes de 1, z,y, xy, avec pour tous ¢,) € Z,
£1,e2=0,1,

q72ij7€1j+€2i33€1+2iy€2+2j + [-Aq, Aq]flz =2y + [-Aq, Aq]flz-

1 -1
e Pour g=X = < 10 >, I’action est donnée par

r — qxy

X: 1

y — x
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Le sous-espace [Ay, Ag]x est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [z%°, z°y%]x pour a,b,c,d € Z. Or

b d b d di s —1yb
[2%° 2% |x = ayz%y" — 2%y (Gey)(zT)
_ qbcanrcberd - qAaqa(a;l)7ab+ad7bdxafb+cya+d

A s —9bd— _

— q2bc <xa+cyb+d _ qa 2ab+2ad—2bd 2bcxa b+cya+d)

Par ailleurs, 'application (a,b,c,d) — (k,I,k',l') = (a +c¢,b+d,a — b+ c,a +d)
est une bijection de Z*, d’application réciproque

(k, LK I') v (a,b,c,d) = (K —=1) — (K =), k=K, 1+ (K =),k - (k-1)).
L’espace [A,, Ayl x est donc engendré par les différences suivantes,

A2 12_1.2_ g2 1ol

kgl — Rk

soit par les (jk2+l2xkyl — cijH/ka/yll, avec k,l,k',I' € Z. D’aprés le lemme 5.6.1,
on a donc A, = [Ay, Aqlx & C, donc HHy( Ay, A X) = C(1 + [Ay, Aglx), et pour
tous k,l € Z,

k) 4 Ay Al = 1+ (g, Allx

1
e Pour g = X 1= ( _01 1 >, I’action est donnée par
1 xr yil
X A
y = qry

Le sous-espace [Ag, A4] x—1 est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [2%°, 2¢y%] x—1 pour a,b,c,d € Z. Or

2990, 2% x—1 = a%yPacyt — xcyd(?/l;)j(émy)b
_ qbcanrcberd _ équer(faer)berc —a+b+d

— e <xa+cyb+d _ qb2+2b(fa+dfc) xb+cyfa+b+d)
Par ailleurs, I'application (a,b,c,d) — (k,l,k",I') = (a+c,b+d,b+c,—a+b+d)
est une bijection de Z?, d’application réciproque (k,I,k",I') — (a,b,c,d) = (I —
U,—k+1+K -1 k—1—K+1'k—k +1). L’espace [A,, Ay x-1 est donc engendré
par les différences suivantes,

oyl — G2 1

soit par les cjf(kfl)Qazkyl—(jf(k/fl/)ka/yl/, avec k, 1, k',I' € Z. D’aprés le lemme 5.6.1,

on a donc A, = [Ay, Aglx-1 @ C, donc HHy(Ay, A, X 1) = C(1+ Ay Aglx-1), et
pour tous k,l € Z,
qi(kil)%’?kyl + [Ags Aglx—1 = 1+ [Ag, A x—1
0 —
— Y2 _
e Pour g = X* = < 1 1

>, I’action est donnée par

X2
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Le sous-espace [Ag, Aq]x2 est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [2%°, 2¢y?] x2 pour a,b,¢,d € Z. Or

2" 2y e = a%y'atyt =2ty Y (galy )
—1
— gegateytrd _ gby S )fb(aer)xbercyaberd
a—b+d>

~2bc <xa+cyb+d _ qb2—2b(a+c+d) gty

b

= 9
On compare la somme des exposants de chacun des deux termes de la différence :
(a+c)+(b+d)=(-b+c)+(a—b+d)+3b
Il existe donc un unique ¢ € {—1,0,1} tel que
(a+c)+(b+d)=(-b+c)+(a—b+d) =¢[3]
Par ailleurs, 'application

a,b,c,d) +— (e, k,LEU
(

b d— —2b d—
:(6,a+c—s,a+ +§+ 6,—b+c—6,a +3C+ =

)
est une bijection de Z* dans {—1,0,1} x Z* d’application réciproque

(e, k, 1K I')— (a,b,e,d) = (k—=1)— (K =), 1 =V, 1+ K —=1"+¢,2l —k+1).
L’espace [Ag, Aq]x2 est donc engendré par les différences suivantes,

— A2 _ 2 / N /
errk k43l _ 31°—2le+3l""+21 serrk y k'+3l ,

Y q

soit par les éléments

~2]2 _ 272 / It !
q3l +2lexe+k k+3l _ q3l +21 exa—i—k k'+31 ’

Yy Yy
avec (g,k,1,k',I') € {—1,0,1} x Z*. Pour ¢ = —1,0, 1 on pose
I.={(—e+k,—k+3)/k, €Z}.

On obtient alors une partition de Z2 en Z2 = I_; UIyU I;. D’aprés le lemme 5.6.1,
on a donc

Ay =[Ag Agdlx2 ®Ca Cz & Cz ™,
donc
HHy(Aqg, A X 7?) = C(1+ [Ag, Al x2) @ Cz + [Ag, Aglx2) @ Clz ™" + [Ag, Aglx2)
avec pour € € {—1,0,1}, k,l € Z
q312+215xe+ky—k+3l +[Ag, Aglxz = 2° + [Ag, Al xe.

-1 1

. Pourg:X2:X4:<_1 0

), I’action est donnée par

T cjmflyfl

y — w

X2
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° Pourg:DS:<
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Le sous-espace [Ag, Aq4] x—2 est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [2%°, 2¢y%] y—2 pour a,b,c,d € Z. Or

a,b _.c d a, b c, d c,dra —1 —1\a b
(2%, 2 x-—= = a%yayY" — Y (GrTy ) (z)
o bc .a+c, b+d ~a a(a_l)fader —a+d) . —a+btc —a+d
= qgx Yy —qq 2 ( Jx Yy
— qAch (xa—l—cyb—l—d _ (jaQ—2ad—2ab+2bd—2bcx—a+b+cy—a+d)

On compare la somme des exposants de chacun des deux termes de la différence :
(a+c)+(b+d)=(—a+b+c)+ (—a+d)+3a

Il existe donc un unique ¢ € {—1,0,1} tel que
(a+c)+(b+d)=(-a+b+c)+ (—a+d) =e3]

Par ailleurs, ’application

a,b,c,d) — (e, k, LKl
(

b d— —2a+0b d—
a+ +§+ 6,—(1—{—1)—{—6—6, a+ %:—))c+ €

=(g,a+c—e¢, )
est une bijection de Z* dans {-1,0,1} x Z*, d’application réciproque

(e ke, LK U) = (aybeyd) = (L= 1,20 —1) = (k—K),e+k—(1=1),1+ 20 — k).

L’espace [Ag, Aq]x-2 est donc engendré par les différences suivantes,

_ (1] 12 2 g N2 1.2 _ r_ ’
otk Rl =3k PR 422 K el 22 ke etk —k/3l
soit par les éléments
~—3(1—k)2+k2+2(2l—k)e .e+k, —k+3l _ ~—3(I'—k')2+k"2+2(2U' —k")e .e+k', —k'+3'
G—3U=k) (2l=k)e gethy, — g 3=k ( Jegetkly ’

avec (g,k,1,k',I') € {—1,0,1} x Z*. Pour e = —1,0, 1 on pose
I.={(—e+k,—k+3)/k, € Z}.

On obtient alors une partition de Z2 en Z2 = I_; UIyU I;. D’aprés le lemme 5.6.1,
on a donc

donc
HHy(Ag, AgX?) = C(1+[Ag, Ag)x—2)BC(a+[Ag, Agl x—2) DC(z ™ +[Ag, Ag] x—2)
avec pour € € {—1,0,1}, k,l € Z

d—3(l—k)2+k2+2(21—k)awe+ky—k+3l + [Aq,Aq]X—2 — 2 4+ [Aq,Aq]X—z.

0

-1
10 >, I’action est donnée par

DSI 1

—
=

x Yy
Yy x
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Le sous-espace [Ay, Aq]ps est engendré comme espace vectoriel sur C par tous les
crochets [z%°, 2°y%| ps pour a,b, ¢,d € Z. Or

[xayb,xcyd]DS — xaybxcyd _ xcydyaxfb
_ qbcanrcberd _ qu(a+d)x7b+cya+d

qbc (xa+cyb+d _ qu(a+d+c)xfb+cya+d>

On compare la somme des exposants de chacun des deux termes de la différence :
(a+c)+(b+d) =(-b+c)+(a+d)+2b

Il existe donc un unique ¢ € {0,1} tel que
(a+c)+ (b+d)=(=b+c)+ (a+d) =<2

Par ailleurs, 'application

a,b,c,d) — (e, kKU
(

a+b+c+d—c¢ a—b+c+d—c¢
5 ,—b+c—e, 5

)

=(e,a+c—e¢,

est une bijection de Z* dans {0,1} x Z*, d’application réciproque
(e, k, LK I')— (a,b,c,d) = (k—1—K + U, 1=V 1-U+k +e1l—-k+1).
L’espace [Ag, Aq]( ps) est donc engendré par les différences suivantes,

— _72_ 12 / 1t /
$€+k k+20 q 1= —el+1"=+el errk y k'+21

Y

)

soit par les éléments

12+el e+k, —k+21 12 4el!  e+k! —k'+2U
z —q x Yy )

q Y

avec (e,k,1,k',1') € {0,1} x Z*. Pour £ = 0,1 on pose
I ={(—e+k,—k+2)/k,l € Z}.

On obtient alors une partition de Z? en Z? = Iy U I;. D’aprés le lemme 5.6.1, on a
donc

donc

HHy(Ag, Ag(DS)) = C(1 4 [Ag, Aglps) ® C(z + [Ag, Ag]Ds)
avec pour € € {0,1}, k,l € Z

2 —
ql +€l;p€+ky k21 + [Aq, Aq]DS = xE + [AQ? Aq]DS'

0 1

e Pour g = (DS)™' = (DS)? = ( 1 0

>, I’action est donnée par

1
X2

— Yy
= X

z
Y
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Le sous-espace [Ay, .Aq]( ps)-1 est engendré comme espace vectoriel sur C par tous

les crochets [xayb,xcyd](DS)_l pour a,b,c,d € Z. Or

b d b d d(, — b
(2%, 2%y (pg)-1 = fv:y ¢y b—dfccy b(y 12lawb )
= gq canrcy +d q (—a+ )x +cy7a+

— qbc <xa+cyb+d _ qb(—a—c—f—d)xb—f—cy—a-l—d)

On compare la somme des exposants de chacun des deux termes de la différence :
(a4+c)+(b+d)=((b+c)+(—a+d)+2a
Il existe donc un unique ¢ € {0,1} tel que
(a+c)+(b+d)=(-a+b+c)+ (—a+d) =¢e2]
Par ailleurs, ’application

a,b,c,d) — (kLK
(

a+b+;+d—€,b+6_6’ —a—i—b—i—zc—i-d—a)

=(e,a+c—e¢,

est une bijection de Z* dans {0,1} x Z*, d’application réciproque
(e, k, LK U')— (a,b,e,d) = (1 =1, (1 =)= (k—=K)e+k—(1=1),1+1' =K.

L’espace [Ag, Aq]( ps)-1 est donc engendré par les différences suivantes,

_ N2 (] __1.\2 _ 1Lt !t ’
gty k2 q(l k)2— (=K' )2 —e(l—k)+e(l'=K') Le+k y A
soit par les éléments
—(1=k)2+e(l—k) et+k, —k+21 —(V =K 4+e(l!'—K') e+k' —Kk' 2
q (k) et=k) g Y -4 ( el )z Y )

avec (e,k,1,k",1') € {0,1} x Z* Pour £ = 0,1 on pose
I.={(—e+k,—k+20)/k, € Z}.

On obtient alors une partition de Z? en Z? = Iy U I;. D’aprés le lemme 5.6.1, on a
donc

Aqg = [Ag, A (ps)-1 ® C & Ca,

donc
HHy(Ag, Ay(DS)™") = C(1 + [Ay, Ag(ps)-1) @ Clz + [Ag, Agl(ps)-1)
avec pour € € {0,1}, k,l € Z
g kP Fel=k) gethy =kt 2l (AL A pgy-1 = 2° + [Ag, Ag) (ps)-1-

On calcule alors, pour chaque groupe G et chaque élément g € G le groupe d’homo-

logie Ho(G/(g), HHo(Ag, Aq9))-
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e Pour G = Gy = (X?),si g € G\ I, alors le groupe G/(g) est le groupe tri-
vial, et si g = Iy, HHy( Ay, Aqg) est le G-module trivial, donc dans tous les cas
Ho(G/(g9), HHo(Aq, Aqg)) = HHo(Ag, Agg), et

HHy(A,xG)=CaoC*awC®=C"

e Pour G = Gg = (DS), si g € G\ +1s, alors le groupe G/{g) est le groupe trivial,

et si g = Io, HHo(Aq, Aqg) est le G-module trivial, donc pour g # —1Is,
Ho(G/(g), HHo(Aq, Aqg)) = HHo(Aq, Aqg)-

Si g = —1Is, le groupe G/(g) est de cardinal 2, engendré par la classe de DS. On
considére alors l'action de DS sur le module HHO(Aq, Aq(—13)) qui est un C-espace
vectoriel de dimension 4, engendré par les classes de 1, z, y, et xy.

( ) ( [-Aq’-Aq]fIz) = 1+ [Aquq]flz
(DS) - (z +[Ag, Ad-) = y+I[Ap A1
(DS) - (y+ [Ag, Agl-1,) = z [Ag, Agl-1, = 2 + [Ag, A1,
(DS) (my + [Aq’Aq]*IQ) = yxil + [Aq’A ] I = ¢ !t 2y + [AQ’A(]]*IQ

= ¢ lqlwy + [Agp Al = zy + [Ag, Ag) 1
Ainsi, le sous G/(—1I5)-module gH Hy( Ay, Aq(—12)), out g est I'idéal d’augmentation

de G/(—1I3), est un C-espace vectoriel de dimension 1 engendré par (z — y) +
[Ag, Agl—1,, et donc
Ho(G/{9), HHo(Aq, Aqg)) = C?.
Ainsi,
HHy(A,xG) =Ca (CH)** o C?® =8
e Pour G =Gy = (X), sig= I, X, ou X° alors HHy(A,, Aug) est le G/(g)-module
trivial, et donc :

HO(G/<9>7HHO(Aqqug)) = HHy(Aq, Ag9)-

Si g = —1Is, le groupe G/(g) est de cardinal 3, engendré par la classe de X. On
considére alors I'action de X sur le module H Hy(Ag, Ag(—12)) qui est un C-espace
vectoriel de dimension 4, engendré par les classes de 1, z, y, et zy.

( [Aqa-A ] 12) = 1+ [Aq7~’4q]—f

X (z+[A qa-Aq]fIz) = qry+ [-Aq’-Aq]fIz

X (y+[Ag A1) = z !+ [Ags Agl—1, = = + [Ag, Ag] -1

X - (my + [-’4 ’Aq]*fz) = (jxyx_l + [Aq’A(I]*Iz = q_ly + [ACI"AQ]*IQ

Ainsi, le sous G/(—1I2)-module gH Hy( Ay, Aq(—12)), ot g est I'idéal d’augmentation
de G/(—1I3), est un C-espace vectoriel de dimension 2 engendré par les classes de
r —y et x — gxy, et donc

HO(G/<9>,HHO(Aqa“4q9)) =C>

Si g = X?, le groupe G/(g) est de cardinal 2, engendré par la classe de X. On
considére alors I'action de X sur le module H Hy(Ay, A,X?) qui est un C-espace
vectoriel de dimension 3, engendré par les classes de 1, z, et z ™

X - (1 + [-Aq7~’4q]X2) = 1+ [Aqv'Aq]X2
X (z+[Ay Adx2) = Guy+ [Ag, Aglxe = 271 + [Ag, Agx2
X - (xil + [Aq’Aq]XQ) = (jilyilxil + [-Aq,-Aq]X2 = qxilyil + [-’élqa-Aq]X2
= z+ [Ag Aglx2



108

5. Algébres de Poisson issues du cas multiplicatif

Ainsi, le sous G/(X?)-module gH Ho(A,, A,X?), ot g est I'idéal d’augmentation
de G/(X?), est un C-espace vectoriel de dimension 1 engendré par la classe de
z— 2%, et donc

HO(G/<9>7HHO(Aq7-Aqg)) =C2

Si g = X2, le groupe G/(g) est de cardinal 2, engendré par la classe de X. On
considére alors I'action de X sur le module HHy(Ay, Ag X _2) qui est un C-espace
vectoriel de dimension 3, engendré par les classes de 1, z, et z 1.

X - (1 + [Aqa-Aq]X—Q) = 1+ [Aquq]X—Q
X (z+ [Aqa-Aq]X—Q) qry + [-Aqa-Aq]X—2 =27+ [-Aq’-Aq]X—Q
X - (5'3_1 + [Aqa-Aq]X—Q) = ¢y et [A(I’A(I]X—Q = (ﬁ_ly_l + [-"ltJa-’étq]X—2
= x4+ [Aq,Aq]X72

|
<
<

8

Ainsi, le sous G/(X ~2)-module gH Ho(A,, A, X ?), ot g est I'idéal d’augmentation
de G/(X72), est un C-espace vectoriel de dimension 1 engendré par la classe de
z—2' et donc
Ho(G/{9), HHo(Aq, Aqg)) = c.
Ainsi,
HHy(A,* G) = (C)%* @ (C*)®? = C?
O



Chapitre 6

Conjecture de Gelfand-Kirillov

6.1 La conjecture de Gelfand-Kirillov

On souhaite étudier dans ce chapitre une version Poisson de la conjecture de Gelfand-
Kirillov. La conjecture originelle faite par I.M.Gelfand et A.A Kirillov [GK66] stipule que
I’algébre enveloppante d’une algébre de Lie algébrique g sur un C est ’'birationnellement’
équivalente & une algébre de Weyl sur une extension transcendante pure de C :

CONJECTURE 6.1.1 (CONJECTURE DE GELFAND-KIRILLOV)
1l existe des entiers n, k tels que

ot C(Th,...,T}) est le centre du corps gauche K(g), et o l’on note D,(K) le corps des
fractions de 'algébre de Weyl A, (K) (avec K corps commutatif), ce qui signifie :

1. Le centre de K(g) est transcendant pur, de degré de transcendance k.

2. Au dessus de ce centre, K(g) est isomorphe au corps des fractions d’une algébre de
Weyl.

On dira dans une telle situation que U(g) est birationnellement équivalente a une algébre

de Weyl.

Cette conjecture a été initialement démontrée par I.M.Gelfand et A.A .Kirillov [GK66],
pour les algébres de matrices gl,, and sl,, ainsi que pour les algébres de Lie nilpotentes.
En 1969, ils démontrent dans un autre article [GK69] une forme plus faible de la conjec-
ture, pour les algébres de Lie semi-simples, en effectuant une extension du centre Z(g) de
U(g) par l'algébre enveloppante d’une sous-algébre de Cartan h de g. Elle a été ensuite dé-
montrée pour les algébres de Lie résolubles par A.Joseph [Jos74], J.C.McConnell [McCT74],
et W.Borho, P.Gabriel et R.Rentschler [BGR73]. X.H.Nghiem a également démontré la
conjecture pour certaines classes de produits semi-directs d’algébres de Lie [Hai79]|, et
J.Alev, A.I.Ooms et M.Van den Bergh I'ont démontré pour toute algébre de Lie de di-
mension inférieure ou égale & 8 [AOVdB00]. Cependant, des contre-exemples & la conjec-
ture ont été exhibés [AOVAB96]|, pour certains produits semi-directs. Des versions quan-
tiques de la conjecture de Gelfand-Kirillov ont été étudiés, par exemple par K.A.Brown et

K.R.Goodearl dans [BG02].

109
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6.2 Version Poisson de la conjecture de Gelfand-Kirillov

L’étude de ces exemples et contre-exemples & la conjecture de Gelfand-Kirillov nous
ameéne naturellement & considérer la version géométrique de ce probléme. Soit g une algébre
de Lie algébrique, et G un groupe d’algébre de Lie g = Lie(G). L’algébre symétrique S(g)
peut étre interprétée comme l’algébre des fonctions sur l'espace affine g*. L’action du
groupe G sur g* par la représentation coadjointe induit une action de G sur l’algébre
S(g) = O(g"). On peut identifier ’algebre des invariants O(g*)¢ a I’algebre des fonctions
sur les orbites fermées sous l'action de G. D’aprés un théoréme dii & Kostant-Kirillov-
Souriau, on sait que les orbites de G dans g* sont munies canoniquement d’une structure
de variété symplectique, et forment donc une partition de g* en feuilles symplectiques.
La question qui se pose est alors de savoir si 'on peut trouver un ouvert dense de g*,
et des fonctions p1, ..., Pn,q1, ..., qn sur cet ouvert, telles que leurs restrictions & chaque

orbite définissent la structure symplectique de l'orbite grace a la 2-forme différentielle
n

Z dp; A dg;. Ces considérations géométriques se traduisent en terme de la structure du
i=1

corps des fractions L(g) de I’algébre symétrique S(g) de I’algébre de Lie g par la conjecture
de Gelfand-Kirillov Poisson :

CONJECTURE 6.2.1 (CONJECTURE DE GELFAND-KIRILLOV POISSON)
1l existe des entiers n, k tels que

ot C(Ty,...,Ty) est le centre de Poisson du corps commutatif L(g) := Frac(S(g)), et ou
l’on note F,(K) le corps des fractions de l’algébre de Poisson symplectique B, (K) (avec K
corps commutatif ), ce qui signifie :

1. Le centre de Poisson de L(g) est transcendant pur, de degré de transcendance k.

2. Au dessus de ce centre, L(g) est isomorphe au corps des fractions d’une algébre de
Poisson symplectique.

En s’inspirant de la démonstration faite par I.M.Gelfand et A.A .Kirillov dans le cas
du corps enveloppant, M.Vergne démontre la conjecture de Gelfand-Kirillov Poisson pour
les algebres de Lie nilpotentes [Ver72]. Dans [TY07], P.Tauvel et R.W.T.Yu démontrent
un résultat similaire pour des quotients de 'algébre symétrique d’une algébre de Lie réso-
luble. Dans [GL07], K.Goodearl et S.Launois étudient une version du probléme de Gelfand
Kirillov adaptée au cas d’algébres de Poisson polyndmiales itérées, et qui s’inspire de ver-
sions quantiques du probléme de Gelfand-Kirillov. Ils utilisent les limites semi-classiques
des espaces affines quantiques, qui sont des algébres de Poisson polynémiales K[z, ..., z,]
avec un crochet de Poisson défini par

{zi, 25} = Aijaiz;

pour tous 4, j, oit A = (\;;) est une matrice anti-symétrique a coefficients dans K. En no-
tant Kp[z1, ..., z,,] une telle algébre de Poisson, et Kp(x1, ..., x,) son corps des fractions, la
version du probléme de Gelfand Kirillov qu’ils étudient est 1’existence d’un isomorphisme
de Poisson entre le corps des fractions de ’algébre de Poisson étudiée et un corps de Poisson
de la forme K Az, .y xy,), ou K est une extension du corps de base K. Ils démontrent cette
existence pour une large classe d’algébres de Poisson polyndmiales, en particulier pour
des quotients de limites semi-classiques de groupes quantiques par des idéaux premiers de
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Poisson.

On étudie dans ce chapitre un probléme de Gelfand-Kirillov adapté a la théorie des
invariants, en particulier aux différents exemples étudiés dans les chapitres précédents.
On considére une algébre de Poisson A et G un groupe fini d’automorphismes de Poisson
de A. La version du probléme de Gelfand-Kirillov que 'on étudie ici est 'existence d’un
isomorphisme de Poisson entre le corps des fractions de A et celui de A%.

Dans le cas des singularités de Klein, le résultat découle d’une version Poisson du
théoréme de Miyata, dont on peut trouver I’énoncé non commutatif dans [AD97].

6.3 Théoréme de Miyata : une version Poisson

THEOREME 6.3.1
Soit K un corps commutatif, F = K(z), S = K[z]. On suppose de plus que S est munie
d’une structure de Poisson telle que :
e a,be K= {a,b} € K.
e ae K={az}eK.
Soit G un sous-groupe d’automorphismes de Poisson de S, tel que G(K) C K. Alors :

1. 8i 8¢ Cc K, alors S = K¢ = FC©.

2. Sinon, pour tout u € SY, de degré minimal en x parmi les éléments de S€ de degré
strictement positif, on a S¢ = K€u] et F¢ = K%(u). En outre, si a,b € K%, alors
{a,b} € K9 et {u,a} € K.

Démonstration :

e Tout élément g de G est un automorphisme de K [x] tel que g(K) C K. Pour des
raisons de degré, on en déduit que g(x) = ay.x + by, avec ag € K*, b, € K.

e On montre maintenant que F¢ = Frac(SY). Tout élément de F¢ = K(z)¢ c
K (x) peut s’écrire comme un quotient s/t avec s,t € K[z] =S, et sAt=1. On
raisonne par récurence sur deg,(s) + deg,(t). Si deg,(s) = 0 ou deg,(t) = 0, le
résultat est évident. On suppose maintenant que deg,(s),deg,(t) > 0. Pour tout
g € G, on a g(s/t) = s/t, donc t.g(s) = s.g(t). Comme s et ¢ sont premiers entre
eux, on en déduit que g(s) = kg.s et g(t) = ky.t, avec kg € K*. On peut supposer
deg.(s) > deg,(t). On effectue la division euclidienne de s par ¢ : il existe un unique
couple (q,r), tel que

s=tq+r avec degy(r) < degz(t)

Pour g € G, on obtient donc kg.s = kg.tg(q) + g(r). Comme g(r) est de méme

degré que r, par unicité du couple (¢,7), on a g(q) = g et g(r) = kg.r. On en déduit

que ¢ € SY et 1/t € FY, et par hypothése de récurrence, r/t € Frac(S®). Ainsi,

s/t =q+r/t € Frac(SY).

On démontre maintenant le théoréme.

1. Si 8¢ C K, comme K C S, on a aussi K¢ ¢ 8% dou S¢ = K¢, et FC =
Frac(8%) = Frac(K%) = K.

2. Si 8¢ ¢ K, alors on peut trouver un élément u de degré minimal en z parmi les
éléements de S de degré > 1. Si p est un autre élément de S% on montre que
p est un polynéme en u par récurrence sur le degré de p.

O
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6.4 Exemple des singularités de Klein

Soit C[z,y] l'algébre des polynémes a deux variables, munie du crochet de Poisson
symplectique {z,y} = 1. Le groupe symplectique SL(2,C) agit par automorphismes de
Poisson, et on fixe G un sous-groupe fini de SL(2,C). L’algébre d’invariants Clz,y]” est
I’algebre des fonctions polynomiales sur la variété quotient C? /G, et est munie du crochet
de Poisson induit. Donc C?/G est une surface de Klein, munie d'une structure de variété
de Poisson, et on s’intéresse a la version de la conjecture de Gelfand-Kirillov Poisson dans
le cas de ces surfaces de Klein : le corps des fractions de I'algébre des fonctions Clz,y]¢
est-il Poisson-isomorphe au corps des fractions d’une algébre de Poisson symplectique ? On
rappelle d’abord que le corps des fractions des invariants est le sous-corps des invariants
du corps des fractions de ’algébre initiale.

LEMME 6.4.1
Soit G un groupe fini d’automorphismes d’une algébre commutative A. Alors

Frac(A%) = (Frac(A))°.

Démonstration : Linclusion Frac(A%) C (Frac(A))¢ est évidente. Soit donc %

un élément non nul de (Frac(A))¢, avec a,b € A. Alors

E_ geG
b ng-a
g#id

avec a’ 1= Hg-aeAG, et bH g-a= b x a' € Frac(A)nA= A%
geG gFid a
O
D’aprés [Spr77|, I'algébre des invariants (C[ac,y]G est engendrée sur C par trois poly-
nomes g1, g2, g3 vérifiant une relation F quasi-homogene. On en déduit que Frac(Clz,y]®)
est le corps C(g1, g2, g3), les g; étant algébriquement liés.

ProPoOsSITION 6.4.2
Soit G un sous-groupe fini de SL(2,C). Alors il existe p,q € C(x,y
indépendants sur C tels que :

o C(z,9) = C(p,q).

o {p,g}=1

)¢ algébriquement

Démonstration :

-1
0 r,

. 0
e Cas A,,_1:on note G, le groupe cyclique d’ordre n engendré par g, = ( " ) ,

ot r, = e¥™/" Alors G, agit sur K = C(z), donc en posant F = K (y), on peut
appliquer le théoréme de Miyata avec u = xy de dégré minimal en y :

C(z,y) = C(z)%(zy) = C(z", zy).

Or {z",xzy} = nz", donc en posant p = z" et ¢ = x_yn’ on a bien C(p, q) = C(z,y)%
nT
et {p,q} = 1.
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e Cas D,, Eg, E7, Es : on note G un groupe de ce type. Alors Gy = (—1I5) est un
sous-groupe distingué de @, donc C(z, )% = (C(z,1)%?)%, ou @' = G/Gy. Or
d’apres le point précédent, Qo = C(z,4)%? = C(22,2/y) = C(z/y,zy). On pose
v:i=y/x et w:= zy. Ainsi :

x K := C(v) est stable par I'action de G’ : pour g = < Z Zl ) €G

—brx+ay —b+av
der —cy  d—cv

g(v) = € C(v).

x G’ s’identifie & un groupe d’automorphismes de S := Kw] :

—bd + (ad + be)v — achw

v

g(w) = (dz — cy)(—bx + ay) =

ol (=bd + (ad + bc)v — acv?) est non nul, et si g agit comme lidentité, alors
g(v) = v, donc g € G, ie. g =id dans G’.

On peut donc appliquer le théoréme de Miyata.

* §¢ ¢ C(v), car sinon Q5" C C(v) et alors Qy est une extension transcendante
de le, ce qui contredit le fait que Q5 est une extension galoisienne de le (par
le lemme d’Artin).

* Soit alors v un élément de C(v)[w], invariant par G’, de degré minimal en w parmi
les éléments de degré > 1. On a Q5 = K G/(u). D’aprés le théoréme de Luroth,
C(v)“" est purement transcendant sur C, et C(v)® = C(q) pour toute ¢ fraction
rationnelle en v de hauteur [C(v) : C(v)%] = |G’| (la hauteur dune fraction
écrite sous forme irréductible étant le maximum des degrés de son numérateur et
de son dénominateur). On écrit alors u sous la forme u = a,, (v)w™ + ... + ap(v)
avec an,(v) # 0 et m > 1. Soit ¢ € G'. On a vu que g(w) € C(v)w, donc

g(u) = g(am(v))(%)mwm + ... + g(ap(v)). Comme w est transcendant sur
C(v), on en déduit que chaque a;(v)w® est invariant, et on peut donc choisir u

sous la forme u = a1 (v)w. Alors

{u, 4} = a1 (v)(Bog){w, v} = 2a1(v)(Ipq)v € C(v) \ {0}

Si on pose p = {u, ¢} tu, on a donc {p,q} =1, et
C(z, ) = C(v,w)¥ = C(g,u) = C(q,p)-

O

On souhaite maintenant donner explicitement un couple d’éléments (p, q) remplissant
les conditions du théoréme, pour chaque sous-groupe fini G de SL(2,C).

On sait que C(p,q) = C(g1,92,93), donc on donne p et g sous la forme de fraction

rationnelle en les éléments g1, g2, g3.

e On peut choisir pour ¢ n'importe quelle fraction irréductible en v = y/x de hauteur
|G'| = |G|/2 qui est G-invariante. Un tel élément est un quotient de deux polynomes
homogenes de degré |G’| en z et y, G-invariant. On peut par exemple choisir deux
polynémes dans C[gi, g2, g3] homogénes de degré |G’|, premiers entre eux, lorsque
c’est possible.
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e De méme pour u = aq(v)w, on peut choisir un quotient de deux polynémes de
Clg1, 92, 93], homogenes en z, y tels que le degré du numérateur soit supérieur de 2
au degré du dénominateur.

On rappelle dans le tableau suivant les générateurs g1, g2, g3 de I'algébre des invariants

pour chaque groupe G.

G Générateurs Relation
An1 G=zy,g2=2",93=y" F=X'-X2X;3
Dyia g1 =2y, go = 27" + (—1)"y”", F =X+ X0 X5 + X3
g3 = x2n+1y _ (_1)nxy2n+1
Eg g1 = zy° — 2y, go = x° + ldaty? 4+ 48, F:Xf—l—XS—ng

g3 = x1% — 3328yt — 33:U4y8 +y*?
Er | g =2+ 142y + o8, go = 2197 — 2250 12710 | F=X?Xo + X3 + X3
g3 = xwy — 3421345 1 3445913 — xyw
Es g1 = 2Ty +11a%° —ay™ F=X]+ X5+ X3
go = 1_20 . 228m15y5 + 494x10y10 + 228x5y15 + y207
g3 = y>0 4 52222°y° — 1000522 y1°
— 1000520920 — 52225925 4 430,

Voici dans chaque cas un exemple de choix de couple (p, q).

2n 2n n/2
(zy) 91 92 497 — 95
2n 2n (nT1)/2
D, 12, n impair YT 931 . 93 on g1 i
(xy)" g§n+ )/ g2 dngt — (n+ 1)g2
3
E6 2 - )‘6_5
912 g1 9421
92 93 91
Ex 3 - Ap———
95 91 9293
93 9192 9195
s g3 A —:t
92 93 93 — 9395

ou les 9, et A\, sont des constantes complexes non nulles.

6.5 Exemple du cas B;

Le groupe de Weyl de rang 2 B; agit naturellement sur V = C2. On en déduit une action
de By sur S(V @ V™) = Clx1,x2,y1,y2], que 'on munit du crochet de Poisson symplectique
induit par {z;,y;} = ¢;; (les autres crochets étant nuls). Alors By agit comme un groupe
fini d’automorphismes de Poisson, et on cherche a vérifier la conjecture de Gelfand-Kirillov
Poisson pour Palgebre S(V & V*)P2 = K[z1, x2,y1,y2]¢. Plus précisément, on démontre le
résultat suivant :

PROPOSITION 6.5.1
Il existe des éléments py,q1,pa,qo du corps des fractions Frac(S(V & V*)P?), algébrique-
ment indépendants sur C, tels que :

o Frac(S(V e V*)P2) = C(p1,q1,p2, ).

o {pi,qj} = 6;j, et les autres crochets sont nuls.
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Démonstration : On sait que le corps de fractions des invariants correspond aux
invariants du corps des fractions :

Frac(S(V & V*)P?) = C(z1,y1, 22, y2) 2.

On pose H = (£1)2, sous-groupe de By. Ainsi, C(z1,y1, z2,y2)5? = (C(ml,yl,xg,yg)H)BQ/H.

Par ailleurs,

H Y1 Y2
C(xl,yl,xQ,y2) = C($%,$1y1,y%,$§,$2y2,yg) = C(x%’ ,x%, )
2$1 25[72

2 Y

avec {x7, =} =1, les autres crochets étant nuls. Ainsi,

i

C(x1,y1, 72, y2)P? = C(a] I 232 ﬂ)(a)’

’ 21‘1’ 2 2.%'2
2 2
i+
oll o agit par permutation des indices. On pose alors p; = — + 2 g = 2 )
2 21‘1 21‘2
2 2
i —
a=2 2 ot b= Y Y2 Do cette fagon, {p1,q1} =1, {a,b} =1, et les autres
2 2z 2

crochets sont nuls

Y1 Y2 \(o o
(C(l“%, 2—$1,x%,2—$2)< ) = (C(pl,(h’aa b)< >

ol pi1, q1 sont invariants par o, et o agit comme —Id ~ Ay sur Ca & Cb. D’aprés les

résultats sur Ap, en posant py = a? et qo = 5 on a finalement,
a

C(z1,y1, 72, y2)* = C(p1,q1,p2, ¢2)

avec {pi,q;} =1 et les autres crochets sont nuls.

O

6.6 Exemple du cas multiplicatif

On considére 'exemple multiplicatif vu au chapitre 5. Soit A = (C[xil,yil] I’algébre
de Poisson munie du crochet défini par

{.%', y} =Y.

et G = Gyg le sous-groupe fini de SL(2,7) d’ordre 2 engendré par —Is.
On démontre le résultat suivant :
PROPOSITION 6.6.1
Le corps des fractions de l’algébre des invariants AY est isomorphe au corps des fractions

de A.

Démonstration : On rappelle que d’aprés [Lor05], 'algébre des invariants A est
engendrée par les trois éléments suivants :

G=z+z7 !, &L=y+y !, O=ay+alyl,

soumis & la relation 0&& — 0% — f% — 5% + 4 = 0. Ainsi, le corps des fractions des
invariants est K := C(&1,&2,6), o les générateurs &1, 2, 0 sont algébriquement liés.
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1. On commence par exhiber une base de transcendance de K sur C. Dans le corps
K, la relation entre les générateurs s’écrit aussi

0616 — 02— - +4=0
& (20-6&) =66 -AE+E —4)
S (20 - G6)7 = (§ - 4)(& - 4)

20 — 16 §o +2
( §a—2 ) =& - )52 2

On pose alors

20 — 162
= TN
7 §2—2

et on montre que K = C(n,&;). D’abord,

et
g4 &-2

C(’I’], 51),

1 —2
L%_l) € C(n,&1). Ensuite, la définition de  donne 6 = (&2 2) + 5152.
Finalement, les trois générateurs &1, &2, # de K sur C sont dans C(n,&;). D’ou

légalite K = C(n,&1).

2. Concernant la structure de Poisson, on rappelle que

{&,6}) = 20-4&
{€2,0} = 26 —0&
{0,641} = 2& —0&

donc & =

On calcule alors
20 — 5152

e = (Cmha)
260 1
- %{@ 26} + (20— 6a.61)
0 —
- (%% _512§2> + 5226 —06) + 6 (2 - 6162)
= P48
&2 —12
= 772+O[_2F (4-¢)
1
= 5(772 — & +4)
Ainsi, on a
{n’ - +4} = ~an’-&+4)
{G? =& +4 = - +4)
dou {n+&,7° — & +4} = —(n+ &) (1" — & +4), et donc
- 2 — 2 — —
{77+§1,?7 §+4t = +§(?7 € +4).
Par ailleurs, le corps engendré sur C par les deux éléments X := L et
n+&

Y :=n? — €2 4 4 contient clairement i + & et 7° — &2 = (7 — &) (n + &), donc
contient n et &;. Ainsi, K = C(X,Y) avec {X,Y} = XY.

O
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