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Introduction

Soit ® un systéme de racines irréductible de rang n > 1 dans un espace vectoriel euclidien F (de dimension
n), vérifiant ||3||> = 2 pour toutes les racines courtes 3 de ®.
Choisissons une base IT = (€1, ..., €,) de @, notons & (resp. &) I'ensemble des racines positives (resp. négatives)
et posons N = |®1| (1 <n < N).
Notons W le groupe de Weyl de @ et, pour tout 3 € ®, notons sg la reflexion par rapport & I’hyperplan normal
a 3. On rappelle que W est engendré par les reflexions simples s, (a € II) et qu’il contient toutes les reflexions
sg (B € ®@). Soit g une algebre de Lie simple complexe correspondant au systéme de racines ®.
Soit K un corps (commutatif) de caractéristique différente de 2 (et différente de 3 si @ est de type G2), et ¢ un
élément de K\ {0} qui n’est pas une racine de 'unité. Sauf mention contraire, toutes les algébres considérées
dans cette thése sont des K-algébres.
L’algébre U, (g) et ses générateurs canoniques E,, F,, KX! sont définis comme dans le livre de Jantzen ([Jan96])
et on note U (g) la sous-algébre engendrée par les E, (o € II). Si w € W, on lui associe comme dans [Jan96]
une sous algebre Ulw] de Uf(g). A chaque décomposition réduite

W = 84, O...08q, (a; €II) (%)

correspond une famille de générateurs "canoniques" Xy, ..., X; de Ulw].

Si ZII = Zey @ ...® Ze,, désigne le groupe additif engendré par II, et si p = a1€1 + ... + anen, € ZI (a; € Z), on
note K, = KZ'...K¢" et h, : Uy(g)— U,(g) 'automorphisme intérieur u — h,(u) = K, 'uk,.

H = {h,|p € ZII} est un groupe abélien d’automorphismes de U,(g) et, pour chaque p € ZII, on a h,(Uw]) =
Ulw], de sorte que H opére naturellement sur l'algébre Ulw].

L’un des objectifs de ce travail est 'étude de la H-stratification (au sens de K. Brown et K.Goodearl [BG02|)
du spectre premier Spec (Ulw]) de 'algébre Ulw].

Dans [Cau03a], G. Cauchon a introduit la notion de diagrammes admissibles (encore appelés diagrammes de
Cauchon). Ce sont des sous-ensembles particuliers de ’ensemble {1, ...,¢} qui "contrdlent" parfaitement la H-
stratification de Spec(U[w]). La construction de ces diagrammes est en général un probléme difficile, dont le
résultat dépend de la décomposition réduite (x) choisie pour w, et qui n’est entiérement résolu que dans des
cas trés particuliers. Ainsi, on sait que les algébres de matrices quantiques Og(Mp . (K)) sont des algébres
Ulw] particuliéres et, pour ces algébres, G. Cauchon a construit la liste des diagrammes admissibles ([Cau03b]).
Ce sont les J-diagrammes qui ont permis a A. Postnikov ([Pos06]) de classer les cellules positives des grass-
manniennes totalement non négatives de types A, et de construire une bijection entre les I-diagrammes et
lintervalle W=% = {w’ € Ww' < w}, ot < désigne l'ordre de Bruhat sur W.

Dans ce travail, nous commengons par mettre au point une méthode algorithmique qui permet de construire
tous les diagrammes de Cauchon lorsque w = wy, ’élément de plus grande longueur de W (i.e. U[w]| = U(;r (9)),
et lorsque la décomposition réduite de wg définit un ordre de Lusztig sur ®T. Cela signifie que l'ordre induit
sur II est un bon ordre et que chaque colonne est ordonnée dans ’ordre décroissant des hauteurs de Lusztig de
ses éléements ([Lus90b]).

Cette méthode est basée sur la géométrie des plans admissibles de Lusztig ([Lus90b]). Elle permet de décrire
complétement les diagrammes de Cauchon (premier théoréme fondamental (théoréme 4.1.13)) et, en particulier,
de vérifier que leur nombre est égal au cardinal |W| du groupe de Weyl (théoréme 4.3.1). Cette égalité peut
facilement se déduire des résultats de M. Gorelik ([Gor00], [ADO08]), sous réserve de supposer que K est de
caractéristique nulle et que ¢ est transcendant.

Ces résultats ont été déposés sur ArXiv ([Mér08]) et soumis a publication en février 2009.



Introduction

Dans un second temps, nous généralisons les résultats cités ci-dessus de A. Postnikov du cas Uw] = Oy (M, m (K)),
au cas général. En effet, sans hypothése particuliére sur w ni sur sa décomposition réduite (x), nous démontrons
que les diagrammes de Cauchon coincident avec les diagrammes positifs de R. Marsh et K. Rietsch ([MRO04]),
c’est & dire les diagrammes distingués sans défaut de V. Deodhar ([Deo90] et [Deo77]). Par les résultats de R.
Marsh et K. Rietsch sur les variétés de drapeaux totalement non négatives ([MRO04]) et les résultats classiques
de V. Deodhar sur la combinatoire des groupes de Weyl (|De0o90] et [Deo77]), les diagrammes de Cauchon
classent les cellules positives des variétés de drapeaux totalement non négatives dans le cas général, et sont en
correspondance biunivoque naturelle avec I'intervalle W<,

Ces résultats ont été déposés sur ArXiv ([CMO08]) et soumis & publication en juillet 2008.

Comme les diagrammes de Cauchon sont aussi en bijection naturelle avec les idéaux premiers H-invariants
de Ulw] ([Cau03al), on en déduit une bijection entre I'ensemble H- Spec (U[w]) de ces idéaux et I’ensemble
W=v. Lorsque K est de caractéristique nulle et que g est transcendant, M. Yakimov (preprint avril 2009) a
récemment construit un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre H- Spec (Ulw]) et W<=¥ par une méthode
différente basée sur les résultats de M. Gorelik ([Gor00]).

On décrit a présent de facon succinte le contenu de chaque chapitre.

Le premier chapitre traite exclusivement des systémes de racines et des groupes de Weyl associés. La section 1.1
est entierement dédiée a décrire le cadre d’application de la théorie des plans admissibles de Lusztig (définition
1.1.20), a savoir Pordre de Lusztig sur ensemble des racines positives (définition 1.1.7). La section 1.2 introduit
quant a elle la notion de diagramme positif (définition 1.2.6) et permet de démontrer la proposition 1.2.16 qui
sera cruciale dans le chapitre 4.

Le deuxiéme chapitre est en majeure partie composé de résultats connus sur les algébres enveloppantes quanti-
fiées. La section 2.1 rappelle les différentes constructions des bases de PBW par Jantzen et Lusztig ainsi que le
lien entre ces deux constructions, il s’agit essentiellement de pouvoir appliquer la théorie des plans admissibles
a la construction de Jantzen. La section 2.2 revient sur les sous-algébres Ulw] et décrit en détail 'exemple
important de l'algébre des matrices quantiques.

Le troisiéme chapitre contient les notations et rappels nécessaires & I'application de 'effacement des dérivations
aux algebres enveloppantes quantifiées. La section 3.1 décrit en détail les notations et le cadre d’application
de l'algorithme. La section 3.2 contient la démonstration de deux nouveaux résultats, la proposition 3.1.4 qui
servira a démontrer le premier théoréme fondamental et la proposition 3.2.20 qui est centrale dans la démons-
tration du second théoréme fondamental car elle permet de relier 'effacement des dérivations aux diagrammes
positifs.

Le quatriéme chapitre contient la description d’un algorithme qui permet de calculer explicitement la forme
des diagrammes de Cauchon. La définition 4.1.10 introduit la notion de contraintes provenant d’un plan ad-
missible et le premier théoréme fondamental (théoréme 4.1.13) établit que les diagrammes de Cauchon sont les
diagrammes qui vérifient les contraintes provenant des plans admissibles. On calcule ensuite explicitement la
forme des diagrammes pour chaque type d’algébre de Lie simple dans la section 4.2 et on en déduit qu’il y a
autant de diagrammes de Cauchon que d’éléments du groupe de Weyl dans la section 4.3.

Le cinquiéme et dernier chapitre explicite le lien entre les diagrammes de Cauchon et la combinatoire du groupe
de Weyl. Le second théoréme fondamental (théoréme 5.3.1) établit que les diagrammes de Cauchon coincident
avec les diagrammes positifs. On en déduit une série de corollaires, dont le fait qu’il existe une bijection naturelle
entre les diagrammes de Cauchon de Ulw] et 'ensemble W=% = {u € W|u < w} (corollaire 5.3.3).

Enfin, Pannexe présente, dans le cas des familles infinies, une description de la bijection précédente en utilisant
un outil combinatoire appelé "pipe dreams", qui permet de faire le lien entre un diagramme de Cauchon et une
permutation (signée ou non) grace a une tresse plane.
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Chapitre 1

Combinatoire dans les groupes de Weyl

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons a la combinatoire du groupe de Weyl W associé a une
algébre de Lie simple complexe g.

Dans la premiére partie, nous rappelons les notations ainsi que quelques propriétés élémentaires des systémes de
racines et de I’action du groupe de Weyl sur ceux-ci. De plus, nous expliquons la notion de bonne numérotations
de la base II d’un systéme de racines ® puis celle d’ordre de Lusztig sur la partie positive ® de ®. Ces deux
notions ont été introduites par Lusztig ([Lus90b]) dans le cadre de la théorie des plans admissibles ; celle-ci sera
utilsée dans le chapitre 2 pour obtenir des relations de commutations dans U, (g).

La seconde partie de ce chapitre est destinée & introduire la notion de sous-expression positive d’une décomposi-
tion réduite d’un élément de W. Cette notion, introduite par V. V. Deodhar ([Deo90]), est utilisée par R.J. Marsh
et K. Rietsch ([MRO04]) pour décrire la stratification de la partie totalement positive de la variété de drapeaux
%. Chaque sous-expression peut étre décrite au moyen d’un diagramme ([Deo90] et section 1.2). Nous démon-
trons dans cette seconde partie quelques propriétés élémentaires des diagrammes associés aux sous-expressions
positives (diagrammes positifs).

1.1 Systéme de racines

1.1.1 Reésultats classiques sur les systémes de racines

Les notations suivantes sont celles de [Jan96, chap4].

Notations.

e On note ® un systéme de racines et E = Vect(®) (dim E = n). Quand on fize une base Il := {ey, ..., €5}
de ®, il existe une décomposition ® = ®T D™, ot T (resp. ) désigne, comme d’habitude, I’'ensemble
des racines positives (resp. négatives).

e On note W le groupe de Weyl associé au systéeme de racines P, il est engendré par les réflexions simples
8; 1= 8¢;, 1 <1 < m. Lélément de plus grande longueur de W est noté wy.

Définition 1.1.1.
Un systeme de racines ® est réductible si ® = @119, ou P et Py sont deux systémes de racines orthogonauz.
Sinon O est dit irréductible.

Rappelons qu’il y a une correspondance bijective entre les systémes de racines irréductibles et les algébres de
Lie simples complexes de dimension finie. On dira que g, algébre de Lie simple complexe de dimension finie,
est d'un type donné si le systéme de racines associé a g est de ce type. Les définitions et résultats qui suivent
proviennent de [Lus90b)].

Définition 1.1.2.
Soient II = {e1, €9, ..., €, } une base de © et j un entier de [1,n].

11



Chapitre 1. Combinatoire dans les groupes de Weyl

1. La colonne j est l'ensemble C; := {8 € ®T|3 = kyex + ...+ kjej, ki € N, k; #0};

2. On dit qu’une racine B = kiey + ...+ kje; € C; est ordinaire si k; = 1; elle est dite exceptionnelle si
kj =2 5

3. Une colonne C; est appelée ordinaire si toute racine 3 de C; est ordinaire ; cette colonne est dite excep-
tionnelle si toute racine 3 de C; est ordinaire sauf une seule racine note Be, qui est exceptionnelle.

Définition 1.1.3.
Le numérotation II = {e1, €2, ..., €, } est bonne si toute colonne C; est ordinaire ou exceptionnelle.

Exzemple 1.1.4 (Le cas Gz2). Le systéme de racines de type Go est de rang 2, il a 2 racines simples €, et €3
avec ||lez|| = V3|le1]|. TT = {e1, €2} est une base de ce systéeme de racine. La numérotation T = {ey, €2} est bonne
car C1 = {e1} est ordinaire et Co = {€a, €1 + €2,2€1 + €2,3€1 + €2, 3€1 + 2€2} est exceptionnelle.

Par contre, la numérotation I = {ea,e1} n’'est pas bonne. En effet, pour cette numérotation, C; = {ea} est
ordinaire mais Cz = {€1, €2 + €1, €2 + 2¢1, €2 + 3€1, 265 + €1} n'est ni ordinaire ni exceptionnelle.

Proposition 1.1.5.
Soit g une algébre de Lie simple de dimension finie. Les numérotations ci-dessous du systéme des racines simples
II sont des exemples de bonnes numérotations.

e Sig est de type Ay, de diagramme de Dynkin : € —€g — -+ — €p_1 — €p,
IT = {61; €2, ,€n—1, en}-
o Si g est de type B, de diagramme de Dynkin : €1 <= €2 — -+ — €1 — €p,
IT={e, €2, ,€n_1,€n}.
o Sig est de type Cy,, de diagramme de Dynkin : €1 = €3 — -+ — €p_1 — €n,
IT={e1, €2, ,€n_1,€nt.
e Sig est de type Dy, de diagramme de Dynkin :
€1
AN
€3 €4 — — €n—1 €n
/
€2
IT={e1,€e2, - ,€n—1,€n}

Si g est de type Ga, de diagramme de Dynkin : €1 € €9,

II = {61, 62}.

Si g est de type Fy, de diagramme de Dynkin : €1 — €3 = €3 — €4,

II= {647 €3, €2, 61}-

Si g est de type Fg, de diagramme de Dynkin :
€2

)

€1 — €3 — €4 - €5 — €6
H - {623 €5, €4, €3, €1, 66}'
o Si g est de type Er, de diagramme de Dynkin :
€2

| ;
€1 — €3 €4 — € €6 €7

II= {627 €5, €4, €3, €1, €6, 67}'

12



1.1. Systéme de racines

e Sig est de type Eg, de diagramme de Dynkin :
€2

| ,
€1 — €3 - €4 €5 — €6 - (&g - €8

IT = {e2, €5, €4, €3, €1, €6, €7, €3}

Démonstration : Les colonnes correspondant & ces numérotations seront données explicitement dans la
section 4.2 et on constatera que chaque colonne est bien, soit ordinaire soit exceptionnelle, ce qui démontrera
la proposition.

O
Il existe a priori bien d’autres bonnes numérotations de I’ensemble des racines simples II. Dans tout ce qui
suit, on supposera que 1’on a choisi une bonne numeérotation de II.

1.1.2 Ordre de Lusztig

Notations.
o Pour B =kier + ...+ kje; € Cj, on appelle hauteur de § Uentier h(5) := ki +--- + k; et on appellera
hauteur de Lusztig de (3, le nombre rationnel h'() := kijh(ﬂ). [Lus90b, section 4.3/

e Sit e h'(C;), Uensemble BI'' := {3 € C;j|W/(B) =t} est appelé la boite de hauteur t dans la colonne
Cj.

Remarque 1.1.6.

Cj = |_| Bj’t.

teN*

Définition 1.1.7 (Ordre de Lusztig sur ®7).
On définit un ordre partiel sur ®T comme suit :
Soient 31 et B2 deuz racines de &,

o Si € Cj, et Bz €Cy, avec ji < ja, alors B1 < Ba.

o Si B et By sont dans la méme colonne Cj et si h'(B2) < W'(B1), alors B1 < Ba.
On peut raffiner l'ordre partiel précédent en un ordre total en choisissant un ordre arbitraire & lintérieur des
boites. Comme il y a plusieurs fagons d’ordonner chaque boite on dira que l’ordre obtenu est "un" ordre de
Lusztig.

Remarque 1.1.8.
L’ordre ci-dessus est l’ordre inverse de celui utilisé par G. Lusztig ([Lus90b, section 4.3]).

Observation 1.1.9. o ¢; est la plus grande racine de C; pour l'ordre ci-dessus.
e Les racines positives d’une méme boite sont consécutives pour un tel ordre : B3 = {8y, Bpt1, .., Bp+i}-

Proposition 1.1.10.
Soient C; une colonne exceptionnelle et 8., sa racine exceptionnelle.

1. Bex L(C1U...LUCj21)

2. 51 D =< fe; > et si sp est la symétrie orthogonale par rapport D, on a :

e sp(Cj) =Cj et VB € Cj\ {fBea} on a B+ sp(B) = fea- ‘ ‘

e Pour toute boite B?t différente de la boite contenant Bey, sp transforme Bt en BihBea)=t,
Démonstration :

1. Soit f € C1 U...UCj_1. Si B n’est pas orthogonale Bey, alors sg(fex) = Bex + kB (k € Z\ {0}) est une
racine de C; dont le coefficient en €; est égal & 2. Ceci contredit 'unicité de la racine exceptionnelle.

2. Observons que sp = —$g,,,, de sorte que sp(P) = ®.
e Soit 3 une racine non exceptionnelle de C;. On peut écrire

1
8 =aier + ...+ aj—1€;-1 + iﬁez (ai S Q)

13



Chapitre 1. Combinatoire dans les groupes de Weyl

Il résulte de 1. que sp(B) = —ar€1... — aj_1€j-1 + %ﬁem = [z — B. Ceci est une racine d’aprés 1’obser-
vation ci-dessus. Elle est dans C; puisque 5 est dans C; \ {Bea }-

e Par le point précédent, sp transforme deux éléments de B en deux racines de méme hauteur. On en
déduit (au moyen de l'involutivité de sp) que sp(B?*') est une boite B?*. La formule t + s = h(8e)
résulte immédiatement du premier point.

O

Définition 1.1.11.
Le support d’une racine § = a1€1 + ... + aje; € C; est Uensemble Supp (5) := {e; € Ula; # 0}. En particulier,
pour B € Cj, on a Supp(B) C {1,...,5}.

On va a présent démontrer la

Proposition 1.1.12.
Supposons qu’il existe une colonne exceptionnelle C; (1 < j < n) et notons Be, sa racine exceptionnelle. Alors
1 (Bex) ¢ N de sorte que Be, est seule dans sa boite.

Démonstration : On note II; = {e1,...,¢;} et &; = & N Vect(II;). On vérifie facilement que ®; est un
systéme de racines de base 1I; et que <I);r = & N Vect(II;).

Considérons d’abord le cas ot ®; est irréductible. On a alors

Observation 1. Si § est une racine de CID;F de hauteur maximale alors 8 € Cj.

On suppose 8 € C; avec ¢ < j. Dans le diagramme de Dynkin de ®; qui est connexe (®; est irréductible), on
peut construire un chemin de ¢; & €;. On note ce chemin P = (¢;,,...,€;,), ot 91 = i et 4, = j. On sait que
€; € Supp(B) et que €; ¢ Supp(3). Ainsi il existe un plus petit indice [ tel que ¢;, € Supp(B) et €;,,, ¢ Supp(B).
Ainsi, pour tout € € Supp(f) on a (€,€;,,,) < 0 et, puisque €, et ¢;,,, sont deux éléments consécutifs de P,
(€, €i,) <0.Del, (B,€;,,,) <0donc f+¢,,, € <I>;-" ce qui contredit la maximalité de la hauteur .

Observation 2. 3., est la racine de hauteur maximale dans ®;.

Soit 3 une racine de hauteur maximale dans ®;. Supposons 3 # [3.,. Par I'observation précédente, 5 € C; et,
par la proposition 1.1.10, 8., = 8+ sp () est une somme de deux racines positives donc de hauteur plus grande
que (. Donc ( est nécessairement égale (e, .

L’existence d’une racine exceptionnelle entraine que ®; n’est pas de type A;. Par suite ®; est de type B;, C},
D;, Eg, Eq, Eg, Fy ou G et, en se référant aux planches de [Bou68], on voit que la hauteur de la racine de plus
grande hauteur est toujours impair. Par 'observation 2. (., est de hauteur impair, et donc h'(8.,) ¢ N.

Supposons & présent ®; réductible. Notons I'; le diagramme dont les sommets sont €, ..., €;, et dont les arétes
sont celles qui proviennent du diagramme de Dynkin de ® et notons I la composante connexe de €; dans I'; ;

II' := {¢; € I1;] il existe un chemin dans I'; reliant ¢; et €;}.
Notons & = ® N Vect(IT'). C’est un systéme de racines de base II" et T = &+ N Vect(IT').

Observation 3. C; C @'*.

Sinon, il existe des racines dans C; \ ®'*. Si  est une telle racine, son support contient des racines simples qui

sont dans II; \ II'. Comme le support de 3 contient aussi €; € II’, on peut écrire 8 = u+v avec u = €;, + ... +¢;,

support dans IL; \ I et v = €;,,, + ... + ¢;, support dans II'. Choisissons 3 de maniére que I'entier [ ainsi défini

soit minimal.

e Sil=1,8=¢, +v. Comme ¢;, ¢ II', il n’existe aucune liaison entre ¢;, et les éléments du support de v.
Donc s;,(8) = —€;, +v € @, ce qui est impossible puisque les coordonnées dans II de cette racine ne sont pas
toutes de méme signe.
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1.1. Systéme de racines

e Donc | > 2. Comme (u,u) > 0, il existe une racine simple du support de w, par exemple ¢;,, vérifiant
(u,€;,) > 0. Comme ci dessus, on a :

<’U,€il>:0$ <67€il> >O$ﬂ/:6*€il EC]'\(I)/JF,

ce qui contredit la minimalité de .
On a donc bien C; C @'*F.

Ainsi C; est une colonne exceptionnelle de ®' qui est irréductible par construction. L’étude ci-dessus montre
que sa racine exceptionnelle (., vérifie h/(8.;) ¢ N.

O

On peut maintenant montrer la

Proposition 1.1.13.
"<" est un ordre conveze sur ®T

Démonstration : Soient 3; < (82 deux racines positives telles que 81 + 32 € ®T.
e Si les deux racines (3; et 5 ne sont pas dans la méme colonne, alors 31 + 32 est dans la méme colonne que
(2. Dans ce cas, ni 32, ni 31 + (B2 ne sont exceptionnelle et on a :

B'(B1 + B2) = h(B1 + B2) = h(B1) + W' (B2) > W (B2).

On en déduit que (1 < B1 + P2 < [a.

e Siles deux racines sont dans la méme colonne, alors 1+ 2 est une racine exceptionnelle. D’aprés la proposition
1.1.10, on a R'(B1 + B2) = M La proposition 1.1.12 exclus le cas h/(81 + B2) = h'(81) = W/ (52)
car la racine exceptionnelle est seule dans sa boite. On a donc h'(51) > h' (81 + B2) > h'(52) ce qui implique
p1 < P+ P2 < Po.

[l

Si on considére une décomposition réduite de wy = Su; © Say © ... 0 Sqpy avec ag,...any € II (’élément de plus
grande longueur du groupe de Weyl), on sait (cf, par exemple, [BG02, 1.5.1]) que 3} := 84, ©5a, ©...05q4;_, (a;)
décrit @ lorsque j décrit [1, N]. Pour chaque entier j € [1, N], on dit que a; est la racine simple associée
a la racine positive ;.

On ordonne alors T en posant §; < (3; lorsque i < j. On dit que "<" est I’ordre associé la décomposition
réduite de wy = sS4, 054, 0 ... 0 Sqp-

Dans [Pap94, Théoréme et remarque page 662], il est démontré que cet ordre est convexe et que l'on définit,
de cette maniére, une correspondance biunivoque entre les décompositions réduites de wyg et les ordres convexes
sur d+.

Ainsi, ’ordre "<"de Lusztig étant convexe, il existe une unique décomposition réduite de

W = Su) 0Sg O ... 08y dont I'ordre associé est "<". Dans ce texte, on choisira systématiquement
cette décomposition pour wyg.

La prochaine proposition provient de [Lus90b, section 4.3] et précise comment sont disposées les racines
Iintérieur des boites.

Proposition 1.1.14.
A Uintérieur de chaque boite ne contenant pas la racine exceptionnelle, les racines sont orthogonales 2 a 2. De
plus, les racines simples associées aux racines d’une boite donnée sont orthogonales 2 a 2.

Démonstration : Le cas d’un systéme de type G5 se déduit simplement de I’étude de ’exemple 1.1.4. On
suppose donc que g est une algébre de Lie simple de dimension finie et de type différent de G5. Soient (31 et (2
deux racines consécutives d'une boite B de la colonne C;. On note o et as les racines simples respectivement
associes (31 et (s.

Supposons que a; n’est pas orthogonale a as, de sorte que A = — < af,as >=1 ou 2.

On peut done écrire S = w 0 84, (2) = w(Aay + az) = A\B1 + w(az). Comme w(as) € @, on a nécessairement
A = 2, sinon h(w(ag)) = h(B2) — h(H1) = 0, ce qui est absurde.

Mais alors v = —w(an) = 201 — B2 € Cj et h(y) = 2h(81) — h(B2) = h(B1). P1 et (2 sont deux racines positives
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Chapitre 1. Combinatoire dans les groupes de Weyl

distinctes donc non colinéaires. La trace & de ® sur le plan Vect(01, 82) est donc un systéme de racines de rang
2 contenant (31, B2, v et leurs opposées. L’égalité 231 = v+ 2 permet d’affirmer que @’ est de type B> et qu’on
est dans la situation ci-dessous :

B2 b1 0l

N

Il en résulte que v — 51 € @, avec h(y — (1) = h(y) — h(B1) = 0. Ce qui est impossible. On a donc a; L ao.
On en déduit que < f1, B2 > = < w(ay), w(sq, (@2)) >=< a1, So, (@2) > = < a1,a5 > = 0.

Convention.
Pour j € [1,n], on note §; la premiere racine de C;j. On rappelle que €; est la derniére racine de Cj.

Proposition 1.1.15.
d; et €j sont seules dans leur boites.

Démonstration : La racine ¢; est seule dans sa boite car c’est la seule racine de C; de hauteur égale & 1.

Pour démontrer que J; est seule dans sa boite, on va se servir du

Lemme 1.1.16.
Soit 1 <I< N etl<m<mn. On poselly, = {e1,...,em}. Si Bi = Say---Sa,_, (1) est dans la colonne Cy,, alors
a; € I, pour j € [1,1].

Démonstration : On raisonne par récurrence sur [.
Sil=1 251:()41:6161_[1.
Sil > 2, Bj—1 est dans la colonne C,, ou C),_;. Par 'hypothése de récurrence, on en déduit que ay € II,,, (ou
a € I,,—1 C II,) pour t € [1,1 — 1]. On observe que f5; = Sq,..-8ay_, (1) = oy + Nj—104-1 + ... + N1y ol
chaque n; est dans Z. Comme 3; € C,,, nécessairement oy € I1,,.

O
Retour a la démonstration de la proposition :
Il existe un entier 1 <1 < N tel que ; = [3; = Say 0 Say © ... 0 Sq,_, (0q). comme ci-dessus, §; = o +nj—10q—1 +
..+niay (ny € Z) avec, puisque fi—1 € Cj_1, a1, ..., q—1 dans IT;_;. Comme §; € C;, on en déduit que a; = ¢;.
Sid;(= B;) nest pas seule dans sa boite, alors 5,41 est aussi dans cette boite et on a (proposition 1.1.14) ay Lay4+1.
Par le lemme précédent, on en déduit que ayy1 € I \ {€;} =111 et Biy1 = Say ©Say © ... 0 Say_, © Soy(t1) =
Sa; 0 8ay 0...08q, (0qq1) = agp1 +1)_jou—1 + ... +nfar (n; € Z), ce qui contredit 'hypothése 841 € Cj.

O

Rappelons le résultat classique suivant (cf par exemple, [Hum78, lemme 9.4]).

Lemme 1.1.17.

Soient (3 et § deuz racines distinctes de ®+ telles que (3,6) # 0
e 5i{B3,8) >0, alors f—0 € D.
e 5i{B,0) <0, alors B+ 0 € .

Proposition 1.1.18.

Soit 3 une racine ordinaire de la colonne C;. Notons (comme dans la démonstration de la proposition 1.1.12)
T'; le diagramme dont les sommets sont €1, ...,€;, et dont les arétes sont celles qui proviennent du diagramme
de Dynkin de ®. On note §; la composante connexe de €; dans T'; .

1. Si B # €, alors il existe € € {e1,...,€;_1} telle que B —e€ € Cj.
2. Supp B C ;.
3. Si B # 6;, alors il existe € € {e1,...,€j_1} telle que B+ € € C}.
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1.1. Systéme de racines

Démonstration : On vérifie que cette proposition est vraie dans le cas G5 a 'aide de la description des
colonnes donnée dans 'exemple 1.1.4. On suppose maintenant que le systéme de racines considéré n’est pas de
type Gs.

Dans cette démonstration, on note IT; = {e1,...,€;}.

1. S’il existe € € II; \ {e¢;} tel que (B,¢) > 0, on conclut avec le lemme 1.1.17. On suppose donc que
VeeTl; \ {e}, (5re) < 0.
Comme (8,0) > 0 alors, (B,¢;) > 0et 8 —¢; =31 € ®T avec ¢; ¢ Supp(y1). On peut donc écrire
B = P1+7 avec 01 =¢; € C; et, puisque [ est ordinaire, e; ¢ Supp(vy1). Puisque 5 # €;, on a h(8) > 2 et
on se propose de montrer par récurrence que, pour chaque entier ¢ € [1,h(8) — 1], on a 8 = 8; + v; avec
Bi € Cy, v € OF et h(B;) = i.

e Comme h(51) = h(e;) =1, on a le résultat au rang ¢ = 1.

e Supposons le résultat démontré au rang i avec 1 < i < h(S)—1 et observons que, puisque 3 est ordinaire,
vi ¢ C; de sorte que Supp(y;) C IIj_;. Comme (v;,7;) > 0, il existe ¢ € II,_; telle que (v;,¢€) > 0.
Comme i < h(B) —1,ona h(y) > 1= # €= Y41 :=v — € € P+ (lemme 1.1.17).

Alors (8,€) = (0B, €) + (7i,€) et, puisque (5,¢) < 0, on a (B;,¢) < 0. Ceci entraine que (lemme 1.1.17)
Bit1:= Bi +e€ Cj. Ainsi, = Bi11 + vit1 avec iy € Cj et h(Bir1) = h(B;) + 1.

On a donc bien le résultat annoncé et, pour ¢ = h(f8) — 1, on a h(y;) = 1. Donc, puisque f est ordinaire,
€= €Il etﬁ—e:ﬁiGCj.

2. On raisonne par récurrence sur h(53).
Sih(f)=1,onaf=¢; €Q,.
Si h(B) > 1, il résulte de 1. qu’il existe € € II;_; telle que 5’ := § — e € C;. ' est alors ordinaire et de
hauteur h(3") = h(3) —1 de sorte que, par I’hypothése de récurrence, Supp 5 C ;. Il reste donc & montrer
que € € §);.
Sie ¢ Qy, alors € L € pour tout € € Supp 4. Il en résulte que ¢ L . Considérons le plan P =< f§,¢ >
et observons que ®p = ® N P est un systéme de racines de rang 2. Comme ® # G5, on a p # Gy et,
nécessairement, ®p est de type Bz. On a donc la configuration suivante :

I8 g

.

€

Il en résulte que 3 — € est une racine. Comme Supp 5’ C ;, on a € ¢ Supp (' ce qui est contradictoire
avec le fait que ' — € soit une racine. On a donc bien € € Q; et par suite, Supp 5 C ;.

3. Soit 8 une racine de C; différente de ¢;. S’il existe € € II;_; telle que (3,€e) < 0 alors on conclut par le
lemme 1.1.17.
Supposons que (3,¢€) > 0 pour tout € € IT;_1. Si (8,¢;) < 0, alors C; est exceptionnelle et  + ¢; = Be,.
Il résulte de la proposition 1.1.10 que sp échange €; et §;, de sorte que, fep = €; + ;. On en déduit que
B =0, ce qui est contraire & ’hypothése. On a donc (3, €;) > 0 et, par suite, (3, €) > 0 pour tout € € II;.

Observation 1. Supp(d;) = Q;.

preuve :
Par 2. on a Supp (d;) C ;. Supposons cette inclusion stricte et considérons € € ©; \ Supp(d;). Comme
Q, est connexe, il existe €, €h, ....€, dans Q;, avec s > 2, €] = €,¢, € Supp(d;) et, pour 1 < i < s,
(€ir€i1) <0

Soit k le plus grand entier tel que € ¢ Supp (J;). On a k < s et €, € Supp (J;). Comme §; est alors une
combinaison linéaire & coefficients entiers positifs de racines simples différentes de €}, et, comme le produit
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scalaire de deux racines simples distinctes est négatif ou nul, on a :
!/ / /
(€r05) < (€ €xqr) <O

On en déduit par le lemme 1.1.17 que §; + €}, € C; \ {Bez}, ce qui contredit le fait que §; est la premiére
racine de Cj.

Observation 2. (3,0;) >0

preuve :

Comme (3,8) > 0, il existe e € Supp(8) telle que (5,e) > 0. Par le point 2. et l'observation 1, on a
€ € Supp ¢;. Comme (voir ci-dessus) (3,€) > 0 pour tout € € II;, on a (§,¢) > 0 pour tout ¢ € Supp
6; =Q; C 1l = (8,6;) > (B,¢) > 0.

Par l'observation 2 et le lemme 1.1.17 71 := §; — 3 € @ et, puisque § et d; sont des racines ordinaires de
Cj, Supp(y1) C IL—1.

On se propose de démontrer, par récurrence descendante, que, pour chaque entier i € [1,h(d; — §)], il
existe p; € @1 avec Supp (p;) C IL;_1, h(p;) =i et B+ p; € C;.

e Pour i = h(d; — [3), on a le résultat avec p; =y .

e Supposons démontrée 'existence de p; avec 2 < i < h(§; — ), de sorte n; = B+ p; € C;. Comme
(pi, pi) > 0, il existe € € Supp (p;) C II;_1 telle que (p;, €) > 0. Comme on a (voir ci-dessus), (3,€) > 0,
on en déduit que (n;,€) > 0. Donc (lemme 1.1.17) n;_1 :=n; —e € Cj et pi—1 := p; — € € ®T. On a alors
clairement Supp (pi—1) C IL_1, h(pi—1) =i —1et B+ pi—1 =ni—1 € Cj.

On a donc bien le résultat annoncé et, pour i =1, e := py € II;_; et §+€ € Cj.

Proposition 1.1.19.
Soit un entier j € [1,n].

1. Si C; est ordinaire, alors h'(C;) est un intervalle de N* de la forme [1,t] ;

2. 81 C; est exceptionnelle, alors h'(C; \ {Bez}) est un intervalle de la forme [1,2t] (¢ € N).
On ah/(Bex) =t+ 1.

Démonstration : Le fait que 2'(C}) dans le cas ordinaire (resp. h'(C; \ {f8ez}) dans le cas exceptionnel)
soit un intervalle de N résulte de la proposition 1.1.18. Il contient 1 = h(e;), ce qui démontre le premier point.
Supposons C; exceptionnelle. On note Bi, ..., B; les boites contenants les racines inférieurs & 3., dans 'ordre
de Lusztig. Pour toutes ces boites, on a h'(B;) > h'(Bez). Mais la relation h(B;) + h(B.) = h(Bes), pour I'image
B! de B; par sp, implique h'(B;) > h'(Bey:) > h'(B}). On a donc exactement t boites apparaissant aprés (e, et
I'intervalle h/(C; \ {fez}) est bien de la forme [1,2t] (¢ € N).

De plus h(Bez) = h(en + sp(en)) = 1+ 2t et finalement h'(Be,) =t + %
([l
On définit ci-dessous les plans admissibles introduit par G. Lusztig dans [Lus90b, section 6.1].

Définition 1.1.20.
On appelle plan admissible P :=< (3,3’ > tout plan engendré par deuzx racines positives 3 et 3 telles que :

ou bien § appartient ¢ une colonne exceptionnelle C; et ' = sp(B) est telle que h'(8') = h'(8) + 1 (dans ce
cas on a 3>, B4 = Pea €t B (Bex) = W (3) + 5).
ou bien § appartient & une colonne C; (exceptionnelle ou non) et 5/ = ¢; avec i < j.

On note ®p := PN P etil); =0T NP.

Remarque 1.1.21.
Si ®p = G2 alors ® = G2 (a cause de la longueur des racines).

Si ® #£ G2 alors la premiére condition donne lieu & deuz types de plans admissibles pour lesquels @; est donné
par :
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1.1. Systéme de racines

La seconde condition donne lieu & quatre types de plans admissibles pour lesquels @; est donné par :

Type (1.1) Type (1.2)
€i G’ Bex
g’ Bex LN I j
B /8
A2 BQ
B> Bex > B> Bex > > €

Type (2.1) Type (2.2) Type (2.3) Type (2.4)
B
€ B2 Bex B B2 B3
€; B2 L I : L I :
\Lgl 51 €; €
Ay Bs avec ¢; longue By avec €; courte A; x A
Pr>P2>¢€ | f1>Pex>0B2>€ | fr>P2>P3>¢ B>¢

On remarque que les types (1.2) et (2.2) sont les mémes.

On prendra garde que la notation §; (1 <i < 3) ne désigne pas, dans cette remarque, la i
de & muni de 'ordre de Lusztig associé.

réme

racine

Observation 1.1.22. Si P est de type (1.1) ou (1.2) et si 3, ' sont comme dans la remarque ci-dessus, alors

B appartient & la boite B qui suit la boite {SBes}.

Démonstration :
a la boite B qui suit la boite {f..}.

Exemple 1.1.23. Considérons une algébre de Lie g de type Dy, de diagramme de Dynkin :
€1

N

€3 — €&
/
€2
L’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl admet la décomposition réduite suivante :
Wo — 5§1852545354595153545251S53
et lordre convexe sur ®1 induit par cette décomposition est :
B = €1 < P2 =s1(€2) = €2 < I3 = s182(€4) = €4 < B4 = s18284(€3) = €1+ €2+ €3+ €4 <
f5 = s1525453(€4) = €1 + €2 + €3 < g = 5152545354(€2) = €1 +e3+ea < fPr=ex+e3+e4 <

Bs=€e1+e+23+eaa<fy=e+ea<Pro=er+e3<fii =€ +e3<Pi2a=¢€3

Les colonnes correpondant a la numérotation ci-dessus des racines simples sont alors :

19

On sait (voir définition 1.1.20) que A/ (Be.) = h'(B) + % Ceci entraine que 3 appartient
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Cy Cy Cs Cy
Bi=€ |Po=€ | fs=€1 | Ba=€e+e+es+e3
Bs = €1+ € +e3
Ps =€1+ €1+ €3
PBr=e+este3
B = €1+ €2 + €4 + 2e3

Bo = €4+ €3

B1o = €2 + €3

P11 = €1 + €3
P12 = €3

Les colonnes C1,Cy,Cs sont ordinaires tandis que la colonne Cy est exceptionnelle & cause de la racine Bg =
€1 + €2 + €4 + 2¢3, de sorte que la numérotation choisie sur Il est bonne. On constate que la hauteur de Lusztig
k' est bien décroissante sur chaque colonne, de sorte que ordre induit sur ®% est un bon ordre. Le premier et
le dernier élément de la colonne Cy sont seuls dans leur boite, ainsi que la racine exceptionnelle. On a deux
boites qui contiennent trois éléments, {Bs, Bs, Br} et {Po, B0, S11}, dont on vérifie facilement que les racines sont
orthogonales deux & deuz. Les racines simples correspondantes ({€1,¢€2,€4} dans les deux cas) sont également
orthogonales deux & deuz.

1.2 Sous-expressions positives

1.2.1 Diagrammes

Soit w € W. On pose t = [(w) et on considére une décomposition réduite

W=S80, 0 ... 0Sq, (a; €Il pour 1<i<t) (1.1)
11 est bien connu que
B =01, f2=5a,(2), ..., Bt = 5a; - Sa,_, ()
sont des racines positives distinctes et que Pensemble {1, ..., 5} ne dépend pas de la décomposition réduite
(1.1) de w.
On pose
v = wl = 84,0 ... 084, (1.2)

Définition 1.2.1.
Un diagramme pour (1.1) est un sous-ensemble quelconque A de [1,t]. (S’il n’y a pas d’ambiguité possible, on
omettra de préciser "pour (1.1)".)

Dans la suite, on omettra parfois aussi le symbole o dans la composition des applications.

On considére un diagramme A. Pour tout ¢ € [1, ... , t], on pose

A Sa; sii € A
S T\ Id sii ¢ A

et on note

A _ A A
o Wt = 55 .55,

A Ay=1 A A
o V2 = (W2)Th = 85 .85
e Pouri€ [1,t+1], wh = s§ .. s5 (wf =w®, wh, =1Id),

: A A -1 _ A A A A A -1 A A

e Pouri € [0, 1, ..., 1], vi = (Wi, 11)7 = 85, - Say S Wb = (W)™ = Id, v = 0v2).

On note < lordre de Bruhat ([Deo77]) sur le groupe de Weyl W. Puisque (1.1) est une décomposition
réduite de w, on en déduit que (1.2) est une décomposition réduite de v. Rappelons ([Deo77|, Theorem 1.1)
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qu'un élément u de W vérifie u < w (resp. u < v) si et seulement si il peut étre écrit comme un produit de
reflexions simples obtenues en enlevant certaines des s, dans la décomposition réduite (1.1) (resp. (1.2)). On a
donc immédiatement :

Lemme 1.2.2.
1. L’application : A +— u = w (resp. u = v=) est surjective de l'ensemble des diagrammes dans
UVensemble {u e W | u < w} (resp. {fueW |u < v}).

2. L’application u +— u~! est une bijection de {u € W |u < w} sur{ueW |u < v}.

A A)

Définition 1.2.3 ([Deo90], Definition 2.1).
Une suite (00, ...,01) € W' est une sous-expression de (1.1) si :

1. gy — ’id,
2. U;jlaj € {id, 54, } pour tout j € [1,t].

Lemme 1.2.4.
vA = (Wh, vR, ..., vP)  est une sous-expression de (1.2) au sens de Deodhar .
Démonstration : C’est parce que v2, = s4 ... sﬁtﬂ_ﬁ = v} = vﬁlsﬁtﬂ_ﬂ avec
A _J Sapin sit—i+1l € A
ain =\ Id  sit—itld A [
(I

Lemme 1.2.5.
Si u = (ug, uy, ... , us) est une sous-expression de (1.2), il existe un unique diagramme A tel que v>

= u . Donc, Uapplication A +— v&

sous-expressions de v.

est une bijection de l’ensemble des diagrammes dans [’ensemble des

Démonstration : Comme u est une sous-expression de v, on a ug = Id et

(Vie Hl,...,tﬂ) (ui_l)_lui S {St—i+1; Id}

Pour tout diagramme A, on a v® = (’UOA, le, . vtA). Puisque ’UOA =ug=1Id,ona v

S1

A — u siet seulement

(Vi€ [1,nt])  (uim1) 'ug = (02,) "0f = s

1 Qp—i41"°

Or il existe un unique diagramme A qui vérifie ces conditions. Il est défini par
(Vie[l,.nt]) (t—i+1eA) & (1) ui = st_is1.
O
Définition 1.2.6.

On dit qu’un diagramme A est positif pour la décomposition réduite (1.1) (ou que A est positif s’il n’y a pas

d’ambiguité ) si v& = (v5, v, ..., vP) est une sous-expression positive de (1.2) au sens de Marsh et Rietsch

[MRO04, Definition 3.4], c’est a dire si :

UiA—l < ’UiA—lsOttle (V’L € [[Ltﬂ)

Remarque 1.2.7.
La notion de sous-expression positive de (1.2) au sens de Marsh et Rietsch [MRO04, Definition 3.4] coincide avec
la notion de sous-expression de défaut 0 au sens de Deodhar [Deo90, Definition2.2/

Observation 1.2.8. Le diagramme complet (A = [1,t]) et le diagramme vide sont tous les deuz positifs.

Démonstration :
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e Si A = [1,¢] est le diagramme complet, on a v, = Sa, ... Sa,_,,, pour tout i € [1,t] (v§ = Id).
Comme (1.2) est une décomposition réduite de v, sq, ... Sa,_; 25a; ;.. est une décomposition réduite de
V2 S, ;... Ainsi, on a clairement v2 | < v218q, ;.-

e Si A=10, ona v2, = Id, et donc v2; < V2 Sa, ;-

O

Considérons un entier ¢ € [1, ¢], posons j =t —i+1 et {j1 <..<js} =AN [[j+1L,t = AN
[t —i+2,t], desorte que v, = s5 ... sﬁtﬂ” = Saj, - Sa;, €t V2 Sariin = Say, - Saj, Sa;-

Si w; et wy sont dans W, il résulte de ([Deo77], Theorem 1.1) que
(w1 < wg) << (w; # we et wy est obtenu en enlevant certaines reflexions
simples d’une décomposition réduite de ws)
s (wi' <wyl).
Ainsi, avec w; = v2, et wy = UiA_1Sat,i+1, on obtient :
(W21 < V2180 101) & (Say, -+ Say, < Sa;Sa;, - Sa;,)
Posons u = 84, - Sa;, et rappellons que [(sq,u) = [(u) £+ 1. On sait ([Deo77|, Theorem 1.1) que
(u < saju) & ( l(u) < l(saju)) et, par suite,
(W21 < V21800 101) & U(Sa;8a;, - Sa;,) = 1 + USay, - Sa,,)-
Puisque l'application ¢ — j = t—4+1 est une bijection de [1,¢], on conclut :
Lemme 1.2.9.
Le diagramme A est positif si et seulement si, pour tout j € [1,t],
AN [F+Lt]={j<..<js} = USa;5a;, - Sa;,) =1 + USay, - Sa;,)-
Maintenant, on peut prouver la caractérisation suivante des diagrammes positifs.
Proposition 1.2.10.
Le diagramme A est positif si et seulement si , pour tout j € [1,¢],
AN [+Lt]={j<..<Jjs} = Usa;50;, - Sa;,) =1 + s.

Démonstration : Supposons que A est positif, prenons j, j1, ..., js comme ci-dessus, et considérons
un entier [ avec 1 < I < s.Ona A N [+ 1,t] = {jix1 < ... < Js} et, par le lemme 1.2.9,
l(sajl Saj,, Sa;,) = 1+ l(sa].l+1 ... 8a;.). On en déduit que l(sa].1 ... 8a;,) = & et, encore par le lemme
1.2.9, I(sa;8a;, - Sa;,) = 1+ s
Réciproquement, supposons que cette égalité est toujours vérifiée et choisissons j, j1, ... , js comme ci-dessus.

Ona AN [ji+1,t] = {jo < .. < js} et, par hypothése, I(sa; Sa;, - Sa;,) = 1 + (s = 1) = s.
Donc, l(so‘jsale o Sq; ) = 1+ l(sa].1 . 8a;.) et A est positif par le lemme 1.2.9.

O

Exemple 1.2.11. Supposons g de type As, posons Il = {e1,€e2} et cherchons les diagrammes positifs pour la
décomposition réduite suivante :

Wo = Say © 8ay O Say (1 = €1, a2 = €2, a3 = €1).
SiA={3}ou{l,3}etsij=1,onalA N [j+1,t] = {j1} avec j1 =3, de sorte que 54,054; = Sa, ©Sas = Id.
Donc I(sq; 0 8a;,) = 0 et, par la proposition 1.2.10, A n’est pas positif.

On peut vérifier, toujours au moyen de la proposition 1.2.10, que les autres diagrammes, & savoir
0, {1}, {1,2}, {1,2,3}, {2}, {2,3}, sont tous positifs.
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1.2.2 Quelques propriétés des diagrammes positifs

Dans cette partie, on utilise les méme conventions que dans la partie 1.2.1.

Proposition 1.2.12.
1. L’application : A — u =v® est une bijection de ensemble des diagrammes positifs dans l’ensemble
{ueW|u < v}
2. L’application : A — u =w
{ueW|u < w}.

A est une bijection de ensemble des diagrammes positifs dans l’ensemble

Démonstration :

1. Par le lemme 1.2.2, f : A — u = v® est une application de ’ensemble des diagrammes positifs dans
Iensemble {u € W | v < wv}. Considérons u € W tel que u < v. Par ([MR04], Lemme 3.5.), il existe une

unique sous-expression positive u™ = (ug, u1, ... , u¢) de (1.2) avec u; = . Par le lemme 1.2.5, il existe un
unique diagramme A qui vérifie v& = (v, v2, ..., v®) = ut . Donc, A est positif (définition 1.2.6)
et v = vtA = u; = u. Ceci démontre que f est surjective.

Si A’ est un diagramme positif tel que v = u, alors v& = (UOA,,/le,, s vA/) est une sous-expression

positive de (1.2) avec UtA/ =02 = 4. Onadone v& =ut = v& = vA et, par le lemme 1.2.5, A’ =

A. Ceci démontre que f est bijective.

2. Notons g la bijection u +— u 'de{u€eW |u < w} dans {u € W |u < v} (lemme 1.2.2).
Alors gt o f: A — u = (v)"! = w? est une bijection de I’ensemble des diagrammes positifs dans
lensemble {u e W | u < w}.

O

On considére un entier p € [1,¢], p # 1, ¢, et on pose
W1 = Sq; - Sa, (1.3)
Wo = Sap,yy - Say (1.4)

On a w = wiwy et, puisque (1.1) est une décomposition réduite de w, (1.3) et (1.4) sont respectivement
des décompositions réduites de wy et ws.
Notons A un sous ensemble de [1,p], de sorte que A est un diagramme pour (1.3) et aussi pour (1.1).

Proposition 1.2.13.
(A est positif pour (1.3)) < (A est positif pour (1.1))

Démonstration : Supposons que A est positif pour (1.1) et considérons un entier j € [1,p]. Ona A N
[7+1,p] = A N[j+1,t] et, en utilisant la caractérisation des diagrammes positifs de la proposition 1.2.10,
on en déduit que A est positif pour (1.3).

Supposons que A est positif pour (1.3) et considérons un entier j € [1, ... , t]. Sij < p,ona AN[j+1, ..,
t] = AN[j+1,..,p], de sorte que la caractérisation donnée dans la proposition 1.2.10 est satisfaite. Si j
>p,onaAN[j+1,..,t] = 0, desorte que la caractérisation donnée dans la proposition 1.2.10 est encore
satisfaite.

O

Considérons a présent un diagramme A positif (pour (1.1)) et deux entiers j, m dans [1, ... , t] avec j <
m et m € A. Rappellons que (81, ... , 5¢) est la suite des racines positives associées a la décomposition réduite
(1.1) de w (section 1.2.1) et notons :

o A =11, .., \ A,
e AN[i+1,..,m—1] = {j1 <..<jr} (lorsque cet ensemble est non vide),
e AN[j+1,...,m—1] ={l < ... <Ip} (lorsque cet ensemble est non vide),
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® (71, -, Tp» Yp+1) la suite des racines (non nécessairement positive) definies par récurrence par y,+1 =
Bm et, pour i € [1,p], v = Sﬁzi(7i+1)a
e a; = (B),vit1) pour i € [1,p].
Jusqu’a la fin de cette partie, on suppose que A N [7+1, .., m—1] est non vide, de sorte que p et les
racines 7; (1 <4 <p+1) sont bien définies.

Lemme 1.2.14.

Y1 = 6m - apﬂlp — e alﬂll
Démonstration : Pour 1 < i < p,ona v = v11 — af,. En ajoutant ces égalités, on obtient
T = Ypi1 — Apfi, — ... —a1B, et, par définition, Yp11 = Om.
O
Posons
W' = Say - San,_y (1.5)

et observons que, puisque (1.1) est une décomposition réduite de w, (1.5) est une décomposition réduite de w’'.

Lemme 1.2.15.
Soit i € [1, ..., p]. Notons wj U'élément de W obtenu en enlevant sq, ., ..., Sa,, dans (1.5).
On a alors v; = wi(ay,).

Démonstration : Supposons que ¢ = p et posons u, = Sq; ... Say,—15 de sorte que :

/o -1,/ _
W= UpSay Saj,iq o Sam—1 T Up W = Say Soypq o Samoy

-1,/ _ _ /
:upsalpup w = ’upSquJrl e Sap_1 = wp.

Comme up(y,) = 3, on a UpSay, Uy

— /o /
= sg,,, de sorte que w), = sg, w’. Donc

/

wylam) = sp,w'(am) = s, (Bn) = -

- _ / _ / _ /I
Supposons @ < p, Yit1 = wiH(am), et posons u; = Sa; ... Say, —1- Onaw;,, = UiSa,, 0 Avec 0 € W et w; =
u;0. De 14, on déduit (comme dans le cas i = p) que u;sq, u; 'w, ; = w]. Donc
i

wilom) = s, wipi(om) = sp, (vi+1) = %
O
A présent on peut démontrer :
Proposition 1.2.16.
Supposons que
ﬂj + Om = apﬂlp + ...+ alﬂll.

Alors A n’est pas positif (pour (1.1)).

Démonstration : Par le lemme 1.2.14, on a 3; = — v et, par le lemme 1.2.15, on peut écrire 3; = —
w} (o). Rappellons que w) est obtenu en enlevant sq, , .., Saq, dans la décomposition réduite (1.5) de w’

et que {l; < .. <L} = An[i+1,m-1].

e Supposons que AN[j+1,m—1] = {j1 < ... <j,} est non vide. On aalors {l1 < ... <l,} = [j+1,m—1]\{/

< e < Jr}oet
W) = Say - Sa;_15a;5a;, - Sa;, = NSa;Sa;, - Saj,

avec 1 = Sa, - Sa,_,-
Puisque ; = n(a;), ona B; = —wi(am) = @ = — Sa;8a,, - Sa;, (@m) = Sa;8a;, - Say, (m) = —a;
est une racine négative. Par ([Hum?78|, Lemme 10.2.C), ceci implique que [(sa,Sa;, - Sa;, San,) < T+ 2.
Comme m € A, ona AN[j+1, .., 1] = {j1 <..<js} avecs >ret jr.y1 = m. Ainsi, [(54,8a;, - Sa;,)
< U(Sa,;8a;, - Saj Sam) + 85— (r+1) <r+2+s—(r+1)=s+1et, par la proposition 1.2.10, A n’est pas
positif.

J

24
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e SiAN[F+1lm—1]=0,ona{ <..<l}=[j+1,m—1]et
W) = Say - Say_1Sa; = NSa,-

avec 7 = Say - Sa,_;-
Comme ci-dessus, on en déduit que sq,(am) = —a; de sorte que aj = oy et AN[5+1,2] = {j1 < ... < js}
avec j; = m. Par suite l(sa,5q;, - Sa;,) = (Sa,,Sam, -+ Sa;,) < s— 1 et, par la proposition 1.2.10, A n’est
pas positif.
O
On verra dans la suite que la condition nécessaire énoncée dans la proposition précédente est centrale dans la
démonstration de la bijection entre les diagrammes de Cauchon de Ulw] et les sous-expressions positives de
w pour une décomposition donnée de w. Voyons tout de méme une application de cette proposition sur un
exemple.

Ezxzemple 1.2.17. Considérons une algébre de Lie g de type As. Pour le diagramme de Dynkin ci-dessous, on
utilise la décomposition de wy suivante :

€1 — €3 — €3 Wy = 8152518359281
L’ordre convexe sur ®T induit par cette décomposition réduite de wq est :
Pr=e <Pr=s1(e2) =1 +e2<fz3=s152a)=c<fi=a+eate

O5 = s1528183(€2) = €2 + €3 < B = $152518352(€1) = €3

L’ordre choisi sur les racines simples est donc {€1,€2,€e3} et les colonnes correspondantes sont alors :

4 Cs C3
Br=¢€ | fo=e1+e | Ba=ci+ete
B3 = €2 Bs = €2+ €3
B = +e€3

Soit A un diagramme positif pour la décomposition wg = s18281835251. On va chercher quelles sont les conditions
que doit vérifier A.
Si A est un diagramme tel que 6 € A et 5 ¢ A. Appliquons les résultats de cette partie avec j = 3 et m = 6.
o Considérons dans un premier temps le cas 4 € A. On a alors AN {4,5} =4, AN{4,5} =5, v = S
(et v1 = 06— (8Y,86)35 = €3 — (€2 + €3) = —e2). On peut alors calculer a; = (8Y,06) = 1 et comme
B¢ + 083 = a105 = B5 on déduit de la proposition 1.2.16 que A n’est pas positif ce qui contredit I’hypothése.

e Onadoncd ¢ A. On a alors AN{4,5} =0, AN{4,5} = {4,5}, 73 = B et 72 = Bs — (B8Y,056)85 =
€3 — (2 +e3) = —e2 (et 1 = 2 — (BY,72)B4 = —€2). On peut alors caleuler a1 = (8Y,72) = 0 et
as = (BY,v3) = 1. Comme B¢ + B3 = a104 + a2 = Bs, on déduit comme précédemment de la proposition
1.2.16 que A n’est pas positif ce qui contredit I’hypothése.

On en déduit que (B € A = (5 € A).

De méme, comme 5+ (1 = B4, on démontre par une méthode similaire que (85 € A = 4 € A). Enfin, comme
B3 + B1 = P2, on démontre, encore par la méme méthode, que (3 € A = 5 € A).

Pour résumer, si A est positifs, il doit vérifier (Bs € A= s € A= € A) et (f3€ A= [P € A).

Ces conditions permettent d’affirmer que dans ce cas, les diagrammes positifs sont des réunions de co-
lonnes tronquées.

Comme il existe 4 X 3 X 2 diagrammes composés de réunions de colomnes tronquées, que l’ensemble des

diagrammes positifs est en bijection avec {w € Wlw < wo} =W (proposition 1.2.12), et que |[W| = 4l. On peut
conclure que dans ce cas, les diagrammes positifs sont exactement les réunions de colonnes tronquées.
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Chapitre 2

Les algébres enveloppantes quantifiées

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et 3, et ¢ un élément de K* qui n’est pas une racine de
'unité. Ce chapitre est destiné a définir les algébres U, (g) puis les sous algébres U, (g) et Ulw]. On donnera
ensuite des résultats d’engendrement et un moyen d’obtenir des relations de commutations dans U;‘ (9).

Dans une premiére partie, on rappelle les définitions de Uy(g) et Uqu (g) en utilisant les notations de [Jan96,
chap4]. On rappelle également la construction des bases de Poincaré-Birkhoff-Witt de U,(g) au moyen des au-
tomorphismes de Lusztig. Nous présentons ici la construction de G. Lusztig ([Lus90b, section 3]), puis celle J.
Jantzen ([Jan96, section 8.14]), qui est la méme que celle de De Concini, Kac et Procesi ([DCKP95, section 2.1]).
Nous faisons ensuite le lien entre ces deux constructions, ce qui nous permet de transférer au cas des bases intro-
duites par J. Jantzen, les relations de commutations obtenues par G. Lusztig en liaison avec les plans admissibles.

La seconde partie est consacrée aux sous-algébres Ulw] . Aprés avoir rappelé leur construction et quelques
propriétés fondamentales, on démontrera que 'on peut réaliser 'algébre des matrices quantiques Oy (M, (K))
comme une algébre Ulw] avec g de type A, et w bien choisi. Dans ce cas particulier, on fera le lien entre les
diagrammes de U[w] = O4(M,,m(K)) et les pipe dreams au sens de A. Postnikov ([Pos06]).

2.1 L’algébre enveloppante quantique U,(g)

2.1.1 Rappels sur U,(g)

Notations.
Considérons r € K*, r non racine de l'unité. Pour tous entiers naturels a et m avec a > m > 0, on note :

e ‘ o
r= T 1 r = r _17“---27‘17"7 = T .
ml, = S ol = b= U2t | | =
Pour tout o € II, on note rq = r% qvec dy = (@)

2

Définition 2.1.1 (Uq(g) et Ut (g))-

o Lalgebre enveloppante quantique Uy(g) est la K-algebre engendrée par les générateurs Eqo, Fp, Ko et Kt
pour tout « dans I, soumis auzx relations swivantes : (Vo 5 € I1)

K K ;' =1=K,'K, K.Kz = KgK, (2.1)
KoEsK;' = ¢ P Ejg (2.2)
KoFsK; = ¢ (P Fy (2.3)

K, —K;!

EoFp — F3Eo = ag——2
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et, pour a # (3 : )
—Gag
> (-1 [ b s } Ea " B =0 (25)
s=0 qo
l—aap
> -y [ b e } Fa """ FFL =0 (2.6)
s=0 qo

ol ang = 2(a, B)/(a, @) pour toutes racines simples o, 3 € II.
B

e On note Uf(g) la sous-algebre de Uy(g) engendrée par les seuls E, avec o € T1.

Pour tout vecteur p = Z maa (Mg, € Z) dans le réseau des racines ZII, on pose K, = H K'~. Le groupe
multiplicatif T' = {K, TpegZH} s’appelle le Tore (de Uy(g)). 11 agit sur I'algébre Uqy(g) Sai !
Kyu = K,'uK, (Yue Uy(g)),
de sorte que pour tout p € ZII, 'application
hp:ur Kyu
est un automorphisme de Uqy(g).

Rappelons deux résultats important démontrés par exemple dans [BG02, section 1.6].

Théoréme 2.1.2.
1. U} (g) est noethérien.

. _ _ 1y _
2. U (g) est gradué par ZIL. (wt(Ey) = a,wt(Fy,) = —a et wt(K; ') = 0)

On en déduit que, pour tout élément homogéne u de Uy(g) de degré deg(u) = v € ZII, on a K,.u = g~ (P,

2.1.2 La construction de Jantzen sur K

Par [Jan96, section 8.14], on sait qu’il existe, pour chaque a € II, un unique automorphisme T, appelé
automorphisme de tresse ou de Lusztig, de 1'algébre U, (g) qui vérifie :

TuEo = —F.K,, ToFy = —K,'E,, T.Ks = KzK,"" (8 € )

et pour B # « :
—Gag
ToBp =Y (-1)°q°ES “* "V EE)
s=0
—aap )
TuFy= Y (—1) g F FyFa ™
s=0
E™ Fm
o B .= o ot pm) .— —a
[ml., [l

Définition 2.1.3 (Automorphismes de Lusztig).
Les automorphisme T, (1 <i <mn) s’appellent les automorphismes de Lusztig de l’algébre Uy(g).

Rappelons (cf section 1.1.2) que pour une décomposition réduite donnée wy = Sq,...Say , Uapplication j — §; =
Say--Sa; (@) (B1 = a1 par convention) est une bijection de [1, N] sur ®*. Cette décomposition induit un
ordre "<" sur ®* en posant 3; < (3; si et seulement si i < j. On utilisera cet ordre jusqu’a la fin de la section
2.1.2 (Dans cette section, on ne suppose pas que cet ordre est un ordre de Lusztig).

Définition 2.1.4 ([Jan96, Remarks section 8.24]).

On pose Xpg, = Ep,, Yp, := Fp, (B1 = a1) et pour tout j € [2,N], Xp, := To,..Ta, ,(Ea,;), Y, =
To,..Ta, (Fa)).
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En utilisant les résultats [Jan96, théoréme 4.21] et [Jan96, théoréme section 8.24], il vient :

Théoréme 2.1.5.

e SiecIl, on a X, = E. ([Jan96, Proposition 8.20]).

e Les monodmes Xglngﬁ (resp. ngXgll) (ki € N) forment une base de PBW de U (g).

o Les monomes Xt XENK™ KM YL YN (resp. KM KM Y5 YN XEL XEN,

resp. YéiYéZKQIK?Z"XEng), (ks,l; € Nym; € Z) forment une base de Ugy(g).

La proposition ci-dessous a été démontrée par Levendorskil et Soibelman [LS91, Proposition 5.5.2] dans un
cadre légérement différent. On trouve d’autres formulations dans la littérature dont certaines comportent des
inexactitudes. Pour cette raison, nous allons la redémontrer dans le cadre de ce travail. Les idées utilisées dans
cette démonstration proviennent essentiellement de [LS91, Proposition 5.5.2].

Théoréme 2.1.6 (de Levendorskii et Soibelman).
Avec les notations précédentes, sii et j sont deux entiers tels que 1 <i < j < N

i85 _ - k1 kp
X5, X, — ¢ PP X5 X5, = > O X0 Xk

Bi<y1<...<7p<Bj,
p>1, k; N

avec e = € K et o = # 0= wt(X,’;ll...X%’) =kixyi+ .tk Xy=0+0

Avant de démontrer ce théoréme, rappelons quelques résultats classiques sur les automorphismes de Lusztig et
les racines positives.

Lemme 2.1.7 ([Jan96] section 4.6).
1. Il existe une unique automorphisme w de U,(g) tel que w(E.) = F,, w(F.) = E et w(K.) = K-'. On a
w? =1.

2. Il existe une unique anti-automorphisme 7 de Uy(g) tel que 7(E.) = E, 7(F.) = F. et 7(K.) = K. On
at?=1.

Pour w € W, on choisit une décomposition réduite w = $q,...Sq, de cet élément. On démontre [Jan96, section
8.18] que Ty := T4, ... T, ne dépends pas de la décomposition réduite de w choisie.

Proposition 2.1.8 ([Jan96] section 8.20).
Soient w € W et e € T1. Siw(e) > 0, alors Tyy(Ec) € U (g), Tw(Fe) € Uy () et, de plus, T (Ec) (resp. Ty (Fe))
est homogéne de poids w(e) (resp. —w(e)).

Comme (toujours d’aprés [Jan96, section 8.18]) on a T,;! = 7 0 T,,-1 o 7 et comme 7 laisse stable U, (g) et

Z/l,;r (g), la proposition précédente peut se ré-écrire :

Proposition 2.1.9.
Soient w € W et e € I. Siw™'(e) > 0, alors T, ' (Fe) € Uy (g) et T, ' (Ee) € U (g).

Lemme 2.1.10.
Soient 3 et 3, deuz racines positives telles que B; < 3, dans T (ou < désigne l’ordre induit par la décomposition
de wy sur ®4). On note w'ﬂl lélément de W tel que w'ﬂl (aq) = fr.

1. TN (Xga,) est dans U, (g) et homogene de poids w’ﬁjl(ﬁp).
B

2. Tujzj (Xp,) est dans Uy(b7).

Démonstration :

L. Par la proposition 2.1.8, T} (Xg,) = T ! .1, 'Te,, l
ﬁl i 71

e (Ee,) =Te, - Te, | (Ee,,) est un élément de
U, (g), homogene de poids s;, 0... 054, ,(€p) = w%‘l(ﬂp).

1
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2.
-1 _ -1 —1p—1 -1
T%p (Xg,) = Teip ...Teil TEiH ...Tei1 T, .. Te, | (Eeil)

=T 1. T-YE.,)
p 1 i

=T 1.1 (K F)

=T 1. T (-K-YHYr2t. 12t (F.,)
ip ip_1 iy ip i1 *

-1 -1 -1\ — -1
TOLTS (RS = -k
- p -1

Comme s;,...5;,_, (€;,) est une racine positive, on sait (cf proposition 2.1.9) que Tgl...T;ll ) (Fe,,
i iy
Uy (9)-

(c,) ©st dans Uy (g) car c’est un produit de K '

) est dans

O

Lemme 2.1.11.

On note ici < l'ordre sur les racines positives associée a la décomposition de wq choisie ci-dessus.

Soient B; < fit1 < ... < Bitp, P racines positives non nécessairement distinctes (p > 1). Si B := B + ... + Biyp
est une racine positive, alors f; < B < Biyp.

Démonstration : On démontre ce résultat par récurrence sur p :

Initialisation : Rappelons que 'ordre sur les racines positives induit par une décomposition de wy est toujours
convexe (voir par exemple [Pap94]). Ceci donne le résultat pour p = 1.

Recursivité : On suppose que 3 := 3;+...4 (i1, € T, il existe k € [1, p] tel que (B 4k, 3) > 0 (car (3, 3) > 0).
D’aprés le lemme 1.1.17, on a v := 3 — B4 € © et, puisque v = i + ... + Bitk + ... + Bitp,7 € ®T. Par le
casp=1,ona:

B=7+Bitk = v <P <Bitroufipr <B <7y
Par I’hypothése de récurrence, on a 3; < v < B;4p et, dans les deux cas, on en déduit que 3; < 8 < Biyp-
O

Démonstration du théoréme 2.1.6 : Soient ¢ et 7 deux entiers tels que 1 < ¢ < 7 < N. Comme les
monoémes ordonnés en les X, 3 € @, forment une base de U;"(g) (Théoréme 2.1.5), on a :

Xp Xp, = Y g XBL XE (%)

YT
Y1 <. <Yp,
p>1, ki€N

Rappelons que U;‘(g) est graduée par Z® et que wt(Xz) = (3 pour tout § € *. On a donc g5 # 0=
wt(X,’fllX%’) =ki1 Xy + ... +kp Xy = 0 + G;. Il reste donc & démontrer que :

Cem =0 sim < Bi; (1)
Cﬂﬁ =0 si ﬁj < Vp; (2)
=10 siy = 0 et yp < By (3)
gy =0 siy1 > B et v, = By; (4)
cem=q PP sip =2y =fi et v2 = Bj; (5)

Dans la suite, pour k € [1, N], on note wy := s;,...8;,. Soit t le plus petit entier tel qu’il existe un mondéme du
second membre de 1'égalité () ( coefficient non nul) commencant par X,, avec y1 = ;. De méme, soit u le
plus grand entier tel qu'il existe un monéme du second membre de 1'égalité (x) finissant par X, avec v, = fy.
Comme dans [Jan96]|, on note Uy (b™) (resp U, (b7)) la sous algebre de U,(g) engendrée par les éléments E.
(resp. F.) et K+ (e € T0).

e Sit < i, en appliquant Tujtl aux deux membres de (x), on obtient :

-1 —1(yk k —1(yk k
T, Xp,Xp,) = > erTol (XEL XEy 4 N T (XL XEr) (o)
Br=71<72<...<7p Be<y1<...<Vp
Observons que si | > ¢, on a T;'(Xp,) = T’l;tlTwl—l(ECil) =T, T,
est réduite, on a s;,,,...5;,_,(€;,) € ®F. On en déduit, par la proposition 2.1.9, que T, '(Xp,) € U/ (g).
Puisque i > t, il en résulte que le premier membre ainsi que la deuxiéme somme T du second membre de (*)

9 Ayt
(Ee,, ). Comme l'écriture s;,,,...s;,
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sont dans U,f(g). Comme ci-dessus, on a T,;'(X3,) = T;:(eq) = 70T, o7(E,) (|[Jan96, section 8.18])
= —KQ:F% = —-K_ 1Y€Zt La premiére somme S du second membre de (xx) est donc une somme finie de
produits YE’fthEitlekl avec Sy, € U, (g) et k1 € N*. D’autre part, on a S = T,1(Xp, Xp,) — T € Ut (g). Par
le théoréme 2.1.5, on a donc S=0, ce qui contredit la définition de ¢. De 1, on a ¢ > 4, ce qui démontre (1).
Sij < u, on applique alors T, L aux deux membres de (x) :

T XpXe)= Y. e Ta (XELXE) 4 S e Tt (X5 XEr)

Y1 <y2 < <Yp <P V1< <Y 1<B5 <Yr<...<7p

On déduit du lemme 2.1.10 que le premier membre et la premiére somme du second membre de 'égalité
précédente sont dans U, (b~ ). La seconde somme de cette méme égalité n’est pas un élément de U, (b~) car la
proposition 2.1.9 implique (par un raisonnement analogue a celui du premier point) que T, ! (Xﬁ:...X.]f; ) €

U;‘ (g) pour B; < Yp... < 7p. Cette troisiéme somme est donc nulle par le théoréme 2.1.5. En composant par

T, , on en déduit que :
k1 kp _
E Cic ,YX X3P =0.
V1< <Yr—1<B5 <Yr<...<Vp

Du théoréme 2.1.5 on déduit & nouveau que chacun des mondmes de cette somme est nul, ce qui contredit la
définition de u et démontre le point (2).

Pour le point (3), on raisonne par l’absurde. Si un tel C~ €st non nul, un mondéme de la forme Xgl X.]Yi’j
avec B; < 7p < (; apparat dans la relation. Par suite (k1 — 1) x §8; + ... + kp, X 8, = [3;, ce qui contredit le
lemme 2.1.11.

e Le point (4) se démontre comme le point (3).

e A ce stade, on a donc démontre qu’il existe a € K tel que

k k
Xp, Xp, —aXp, X, = > Cen X XK
Bi<y1< .. <7p< By

Il reste a calculer la valeur de a. On compose chaque membre par TJil :

T (X)) Ty (Xg,) = aTy [ (Xp) T, (Xp,) = > Lo (X51). T, H(XA7) (2.7)

(5 Tp
Bi<y1<...<7p<Bj

et on note X := T, 1(Xp,). C'est un élément de U,f (g) par la proposition 2.1.9. De méme, le second membre
X' est un élément de U (g) et puisque T, ' (Xp,) := T, ' (E.,) = —K_'F;,on a:

~ XK 'F., 4+ aK'F.,. X = X'

Par le lemme 2.1.10, X est homogéne de poids w;l(ﬁj), de sorte que
~XK_'F., = _q(ﬁiaWZl(Bj))Ke—ilXFﬂ
Compte tenu des relations de commutation entre les Fe et les F. (cf définition 2.1.1), on a :
XF., =Fo, X + K1 X1+ X, avec K1 €U (g), X1 et X5 € U, (g)
Comme Fy, =Y, I'égalité (2.7) s’écrit :
—q(ei’le(ﬁj))KgilYeiX + ,q(fi»wfl(ﬁj))K;ilKle + ,q(fivwfl(ﬁj))K;lXQ +aK 'Y, X = X',
de sorte que
—gleiwi (ﬁj))K lY X +aK_ 1Y51X = glews (ﬁj))K 1K1X1 + gleowi (ﬁj))K 1X2 + X'

Comme X, X', X1 et X5 sont dans U"’( ), il résulte du théoréme 2.1.5 que les deux membres de cette égalité
sont nuls, de sorte que a = ¢(¢%i 18 = q — (w7 B (6)) = q~#:Pi) | Ceci démontre le point (5).
O
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2.1.3 La construction de Lusztig sur Q(v)

Dans [Lus90b], G. Lusztig travaille avec le corps de base Q(v) des fractions rationnelles en I'indéterminée
v & coefficients dans Q. Il définit la Q(v)-algebre U = Q(v) <Ei, 131-, IA(Z-, IA(;1> engendrée par les indéterminées

EZ—, ﬁ-, IAQ et IA(i_l (1 <i < n) soumises aux relations :

K; ;1:1: z'_lKi K,K; = K;K; (2.8)
I?iEjf?fl = ’U(ei’ej)Ej (29)
I?Zﬁjf?fl = Ui(ei’ej)ﬁj (210)
AU o
il = Fj By = 0 ———y~ (2.11)
Uy — Uy
et, pour i #£ j :
1—a¢j
PRGN { L } Bl™" BB =0 (2.12)
s=0 Vi
1—(11']' 1
> (=1 [ _sau ] F/ "R E =0 (2.13)
s=0 Ui
avec v; = v ol d; = ”2”2 et ai; = 2(€;,€5)/ (€5 €).
Notations.

On note Ut (resp. U~ ) la sous-Q(v)-algébre de U engendrée par les E; (resp. F;) avec 1 < i < n.

Par [Lus90b, Theorem 3.1], on sait qu’il existe, pour chaque i € [1,n], un unique automorphisme T, de I’algébre
U qui vérifie :

T.E; = -FK;, T.F, = —-K;'E;, T)K; = K,;K;“? (j € [1,n])

et pour j # i :
TE= Y (~1)v®E"EE"
r+s=—a;;
Ai/\j _ Z (*1)Tvdisﬁi(8)ﬁjﬁi(7“)
r+s=—a;;
~m Em < Fm
OflEi( )= o etFi( )::—Z, .
[ml},, [mls,
Conventions.
Pour tout a« = ¢; € II (1 <1i < n) on note :
o v, = vl ond, = HO;||27
o B.=B, B = B _

o =B, B = B
o R¥ =R, )
[ foz = 1j.

)

N

)

Définition 2.1.12 (Automorphismes de Lusztig).
Les automorphisme T, (o € I1) s’appellent les automorphismes de Lusztig de l’algébre U.

On observe, avec ces conventions que l'on a

faEa = 7?04[?&, faﬁa = -
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et pour 8 # « :
—Gop
wBs = 3 (~1)(Taes=)ySEC 0T BB
s=0
A~ o~ 7aa6 . - R X
ToFg = (—1)(_“aﬁ—S)UZFéS)FBFCS—aaﬁ—é)
s=0

Dans ce qui suit, ’ensemble ®* des racines positives est muni d’un ordre de Lusztig (définition 1.1.7); les
colonnes et les boites sont définies dans le chapitre 1. Le résultat suivant est énoncé par G. Lusztig dans
[Lus90b, section 4.3] :

Proposition 2.1.13.
Il existe une unique fonction ®* — [1,n], (8 — ig) qui vérifie les propriétés suivantes :

1. s, et siy, commutent dans W si (1 et Ba sont dans la méme boite. Ainsi pour une boite B, le produit
des si, pour 3 € B est un élément bien défini s(B) de W, indépendant de l'ordre de ses facteurs.

2. i, = j pour j € [1,n].

3. Si B e Cj et siBy,..., B, sont les boites de C; dont les éléments sont strictement plus grands que 3 pour
Vordre de Lusztig alors s(B1)s(Bsz)...s(By)(eiz) = .

On pose alors wg := s(B1)s(B2)...s(Bk)-

On construit a présent fwﬁ laide du théoréme suivant ([Lus90b, théoréme 3.2])

Théoréme 2.1.14. R R R
Soit w € W et s;,...85, une décomposition réduite de w. Alors ’automorphisme Ty, := qu ...T% ne dépend pas
de la décomposition réduite choisie, il dépend uniquement de [’élément w € W.

Notation. R L
Pour toute racine positive 3, on note Eg := Ty, (E;,).

On rappelle ([Lus90b, proposition 4.2]) que les Eg sont dans U™ et que les monoémes ordonnés en les Eg
(relativement & I'ordre de Lusztig sur les 3) forment une base de PBW de U™.

Notations. L L R
o Si 3> [ sont deux racines positives, on note [Eg, Eg), = EgEg — v(ﬁﬁl)EﬁrEg.
o Pour tout plan vectoriel P de E ( = Vect(®) ) contenant deux racines positives distinctes 8 > (3, on note
®p := PN P. On observe que ceci est un systéme de racines de rang 2.
e On note A = Z[v,v™1] Uensemble des polynomes de Laurent en l’indéterminée v a coefficients dans 7 et
A Uensemble des polynomes de A qui sont de la forme v* [T, (v — 1)[c]y avec a € Z, ¢ € N* et F une
partie finie (éventuellement vide) de N*.

Proposition 2.1.15.

Supposons ® = Ga, notons €1 la racine simple courte et es la racine simple longue. On obtient ainsi la bonne
numérotation de l’ensemble des racines simples (cf exemple 1.1.4). wy a pour décomposition réduite s15251528182
(s; = s¢,). L’ordre conveze induit sur ®* est alors

O ={B1 =€ <Pa=3€1+ €< PB3=2€1 +¢€2<P1=23€1+262<P5=c¢1+6e < Ps= e}

La premiére colonne Cy est réduite a {31}, la seconde colonne Co = { B2, B3, B4, B35, B} est exceptionnelle (Ber =
B4). On a alors, d’aprés [Lus90b, section 5.2] :

o [Es,, Ep]o = \Es, avec X € A,
o (B, Ep,)o = NE% avec X € A,
° [Eﬁsa Eﬁl]u = )\Egs avec \ € A,
o [Esq, Ep,]u = \Eg, avec X € A,
e [Es,, Es,]o = \Eg, avec X € A,
o [Es,, Ep,)y = \Ep, avec \ € A.
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Si ® n’est pas de type G5 et si P est un plan vectoriel de E contenant deux racines positives distinctes, le
systéme de racines ®p n’est jamais de type Ga. Si de plus P est un plan admissible, il résulte de [Lus90b,
Section 5.2 et Théoréme 6.6] que :

Proposition 2.1.16 (® # G3).

e Si P =<p,3 > est un plan admissible de type (1.1) avec K'(3') = h'(8) + 1, alors @JIS =B > fex =
B+08 >p'} et
o [Eg, Eg, = AE,, avec A € A,
o [Eg, Eg..]v = [Ep,,, Ego = 0.

e Si P =< 3,8 > est un plan admissible de type (1.2) avec I'(3') = h'(B) + 1, alors @5 = {3 > Bex =
B8+ ﬂ’ > 6’ > €} et on a les relations :

[Eg, Eg o = )\Eﬁm avec A € A,

o [Es.,,Ee]o = )\'Eﬁ/ avec X' € A,
o [Es, E ]v = X’EB/ avec X' € A,
o [Eg, Eﬁez]v = [EﬁezaEﬁ’]v = [EB/ eilo=0.
e Si P =< f,€ > est un plan admissible de type (2.1), alors @5 = {B1 > Bo = B1+ € > €&} (B =1 ou
ﬁg) et :

[Eﬁl,E Jo = )\Eﬁz avec A € A,
[EﬁlaEﬁz]U - [Eﬁza €; ]71 =0.
e Si P =< f,¢ > estun plan admissible de type (2.2), alors ®5 = {B1 > Bex = f1+ P2 > 2 > €} (B = B,
B2 ou Bey) et on a les mémes relations que dans le type (1.2) en remplagant 8 par B et B par Ba.
e Si P =< f,¢ > estun plan admissible de type (2.3), alors ®5 = {1 > o = B1+€; > B3 = f1+2¢; > €}
(ﬁ ﬁl, 62 ou ﬁg,) et on a les relations :
[Eﬁz,E Jo = )\Egd avec A € A,
[Egl,EﬁS]U =\ EB avec N € A,
[Egl,E6 Jo =N/ E@ avec N € A,
[Eﬁ1 ) Eﬁ2] [EﬁwEﬁs]v = [EﬁsaEﬁi]v =0
e Si P =< fB,¢; > est un plan admissible de type (2.4), alors ®5 = {8 > ¢;}, B L € et, si B est non
exceptionnelle, on a [Eﬁ, E.], = 0.

Comme dans la remarque 1.1.21, on prendra garde que la notation 3; (1 < i < 3) ne désigne pas,
dans cette proposition, la i®*® racine de ® muni de I’ordre de Lusztig associé.

Le cas ou P =< f3,¢; > est un plan admissible de type (2.4) avec 8 = (3., sera traité ultérieurement (proposition
4.1.9).

Corollaire 2.1.17 (® # G2).
Sotent i,1 deux entiers tels que 1 <i <l <n etne

1. Si(n,€e;) >0, alors [E,],E’Ei]v =0.

2. Sin+e =my avecy € T et m € N*, alors [E E.l, f)\Em, avec X € A.

3. Sin=m +n2 avec ny et ny dans Cj telles que h(n) + 1 = h(nz) alors [Em,E slo = )\En, avec X € A.
Démonstration : P = Vect(n,¢;) est un plan admissible de type (2.1), (2.2), (2.3) ou (2.4) par définition.

1. P n’est pas de type (2.4) puisque (1, €;) # 0. Il nous reste donc a envisager les cas suivants :
e P est de type (2.1). On voit alors (en utilisant les notations 1.1.21) que, nn = (. D’ou le résultat par la
proposition 2.1.16.
e P est de type (2.2). On voit alors que n = (. D’ou le résultat par la proposition 2.1.16.
e P est de type (2.3). On voit alors que n = (3. D’ott le résultat par la proposition 2.1.16.
2. Puisque m#0,ona~y € PN®T = <I>1‘7|r de sorte que P n’est pas non plus de type (2.4). Il nous reste donc
A envisager les cas suivants :
e P est de type (2.1). On voit alors que m = 1, n = 1 et v = [2. D’ou le résultat par la proposition
2.1.16.
e P est de type (2.2). On voit alors que 1'on a deux possibiliteés :
om=1,n=0ety=70.
© m:2an:661 et’Y:ﬂ/-
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D’ou le résultat par la proposition 2.1.16.
e P est de type (2.3). On voit alors qu'on a m =1, n = 31 (resp. n = B2) et v = B2 (resp. v = (3). D’ou
le résultat par la proposition 2.1.16.
3. Considérons le plan P :=< 11,72 >. Il est admissible (cf définition 1.1.20) ®} est égal a {771,7) 7]2} (type
1.1) ou {n1,m,n2, €} avec i <l (type 1.2). Il résulte alors de la proposition précédente que [Em,E v =
)\En, avec A € A.

O
2.1.4 La construction de Lusztig sur K
Rappelons les notations suivantes :
Notations.
o Uy(g) la K-algebre de J.C. Jantzen [Jan96, p. 52-53),
o U la Q(v)-algebre de G. Lusztig [Lus90b],
o U la A= Zv,v1]-algébre de [Lus90b].
Rappel.
U est la A-sous-algébre de U engendrée par les
~ EN FN ~ <aa>
EN = —o N — o (N >0), KI! €Mv,=v" 7
Observation 2.1.18 ([CP94, p. 297]).
> . s I?a c+1757[?71 ;(C+1_S)
Les [ Kase ] = H Ya O‘_SU (e €Il,c€Z,r € N*) appartiennent a U.
r Va s=1 ’U(‘; — Vo
IA(Q;O _ Ka-K.' IA(a;c 1
1 v va—va 0 v,
Proposition 2.1.19 ([CP94, lemme 9.3.2]).
(Voo € I) To(U) =U ( 0e T,y est Uautomorphisme de tresse de Lusztig relatif d o).
Notation. N
On note U™ la A-sous-algebre de U engendrée par les E&N) (e e II,N >0).
Soit wy = Sq, © ... 0 S, une décomposition réduite de I’élément de plus grande longueur de W (04] € H)
Sil<j<n, onposeﬁj—sa1 0 80, (), ng—Tal oT (E )(1>3>N)etYﬁ =Ty, 0
faj,l (13 ) (1 >4 > N).Pour tout entier r € N, on définit les puissances divisées X( Y= Ta1 o. T%i1 (E&j’)
X o PO . F 5Py =
[ ]Uij et Yﬁj =Tu, o...oTajil(Fa] ) G Uij
Proposition 2.1.20 (([CP.94 ;Jrop 9.3.3]).
1. Les monémes X (t; €EN) forment une base de U™ (comme A-module). Notons BT cette base.
g g g o [ B0 ] [Bai0] g g0
2. Les produits Yﬁ(1 )"'YB(NN)Kai"'KaZ [ . } [ SZ } ng;’)...Xgl)
(ui, ti,s; € N, 0; € {0,1}) forment une A-base de U. Notons B cette base.
Pour u; =...=u, =01 = ... =0, = 81 = ... = 8, = 0, le produit ci-dessus est égal a X(tN) [(;11)' De la
Observation 2.1.21. BT C B.
Observation 2.1.22. Comme q est non nul, il existe un (unique) homomorphisme d’anneauz A = Z[v,v='] >

K qui transforme v en q (propriété universelle des anneaux de polyndmes de Laurent).
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Il en résulte que K est muni d’une structure de A-algébre qui vérifie :
Pw)e A, A e K= Pu)A=pPW)A=PlgreK

Considérons alors la K-algébre R = K ® 4 U et notons E!,, F,, K/*! les tenseurs 1® Eo,1® Fo, 1@ K1 On a
immeédiatement

FN)

Observation 2.1.23. E;(N) = B 1®E(N) F( ) .= [N] ,

™ot
Démonstration : Par définition, on a EY = [N],,!ESY) dans U.
Donc BN =1@ EN =1® [N], 'ESY) = [N], l1® E<N> (N1 EMY = BN =10 BV
De la méme maniére, FC/Y(N) =1® Fo(tN).
(]
Observation 2.1.24.
K’ _Kl—l > .
_al =1® |: Kai0 :|
o — Go 1
. : -1 f(a;o _ I 7o—1
Démonstration : Dans U, on a (vq —v; ") 1 =K, — K
S KK =18(Ra - R =10 0002 | K50 | =t -aae | K50 ]
_ K0
e fie[ 7]
(]

Proposition 2.1.25.
E! F! K> vérifient (dans R) les relations (R1) a (R5) de [Jan96, p 52-53].

Démonstration : (R1), (R2) et (R3) résultent des relations correspondantes dans U (ce sont des relations
dans U dont les deux membres sont dans L{).

(R4) : Dans U, on a E F F Ea = 5ag . Cela s’écrit, dans U, E F — F Ea = 0ap {

I?a;()
1 .

D’ou, en tensorisant par 1 :

~

. K' — K1
Kc{’o } = Jup—2——2 (observation 2.1.24).

E'F, — F'E = 6,510 [
do — 4o

(R5) : Dans U, on a

[1 _aaﬁ]v ! Nl—aasg—55 B
71 s @ Ea af E Es — 0
) w7 aa
Cela s’écrit dans U,
170,@[3
(=1)°[1 = aaglo \ES PV EREE) =0
s=0

En tensorisant par 1, il vient (compte tenu de I'observation 2.1.23)

l1—aap

s l—aqn3—s s
ST (%[~ aaplg  BaT TV ELES) =0
s=0

D’ou le résultat. (R6) se démontre de la méme maniére.

On en déduit, par la propriété universelle des algeébres définies par générateurs et relations :
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Proposition 2.1.26.
Il existe un (unique) homomorphisme de K-algébre f :U,(g)— R = K®4 U qui transforme E,, Fo, KI' en
E! F' K!*' pour tout a € II.

Proposition 2.1.27.
Pour tout o € II, notons, comme dans [Jan96], v, Uautomorphisme de U,(g)qui vérifie, pour tout 8 € II,

0o (Eg) = (—1)(av’ﬁ)E5,<pa(Fﬁ) = (—1)(aV75)F5 et @Q(Kﬂil) = Kﬂil . Le diagramme suivant est commutatif :

Uyg) —E Ko =R

To0pa l l 18T

Uq(g)—f>K®AZ/[:R

Clest a dire foTaopa=(1®Ta)o f

L’expression des automorphismes de Lusztig sous la forme Ty, o ¢, provient de [Jan96, p. 153].

Démonstration : I suffit de montrer que les homomorphismes de K-algébres (1 ® Ty, ) o f et foT, 0 g
coincident sur Eg, Fg, Kg (8 € II).
Cela résulte des formules (2), (3), (7), (8) de [Jan96, p. 153] :

(2) : To 0 0o(Kp) = KgK < 8>

= foTyopa(Kg) = KéKég_<av’ﬁ>,\: 1 ®f€ﬁj§;<av,g>
= (1T, (1 e Ks) = (10 Ta)(Kj)
= (1®T,) o f(Ks)

(3) : To © 9a(Fa) = (1)@ VT (Ba) = Ta(Ba) = —Faka = foTo o pal(Ea) = —FLK,, =10 —F,K, =
o) = (1®Ta) o f(Ea).
0T o0pn(Fo)=(1®T,)o f(Fa)-

o

(7) : Pour B # a, on a T 0 9 (Eg) = (—1)@ AT, (Eg) = (=1)% S (1) ES ** ™ EzE()
s=0

= S ()t BT BB

= f0Tn o pa(Ep) (—1)"ter g Bl Y BB

p |
Q
°
w

| o
S
QO

(~1) s * (1@ ES 7)) (1@ Eg)(1 @ ES))

Il
lw
g
EO

(*1)7(1“575(];5(1 ® E&_aaﬁ_S)EﬁEé‘S))

I
| o
g
uO

_ (_1)—aaﬁ—8(q;5 ®E((X—aaﬁ—5)EBEéS)).

[
Il
o

Comme, dans K muni de sa structure de A algébre, on a ¢, ° =1 x v, *, on en déduit :

FoTaopa(Ep) = Y (~1) % (1@ v, ES " Y EZEL)
s=0

=10 Ta(Es) = (1®7T,)(1®Es) = (1®Th) o f(Es).

De méme (au moyen de (8)), f o Ty 0 pa(Fs) = (1®Ty) o f(Fa).
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Remarque 2.1.28.
\%
Soient o € I1 et X € U, (g) homogeéne de poids v € . On a po(X) = (—1)(@ VX
Démonstration : Comme X € U;(g) est homogéne de poids v, il s’écrit X = > ca B} By
ajar+...tapap=7y
at,...,ap,pEN,

(a1, ....,ap €Il et ¢4 € K). On a alors

WQ(X) = Z Ca@a(EaJal"'(Pa(Eap)ap = Z (71)(av,a1a1+..,+apap)caEgiH.Egz
a1y +...tapoap=7y B ajar+...tapap=7y B
at,.., ap,pEN, at,..-, ap,p€EN,
= (-1 MX,

On en déduit

Proposition 2.1.29.
Les Xp, (j € [1,N]) de la définition 2.1.4, vérifient :

f(Xp,) ==+ (1 ®)A(ﬁj)

Démonstration : Soit j € [1, N]. Par définition de Xg,, on a f(Xg,) = foT,, 0...0 Ty, ,(Eq,).
Par la proposition 2.1.27, on a f o Tp, 0, = (1 ® fal) of=foTl,, =(1® fal) o fopa =
f(Xﬁj) =(1® f‘al) ofopa 0Ta,0...0T4; , 0 (Eaj).
Comme Ty, 0...0 Ty, ,(Eq,) est homogeéne de degré v := s4, 0... 0 5o, , (oj) € ®*, on déduit de la remarque
2.1.28 que f(Xp,) = +(1®Tay) 0 f0Tay 0...oTy, , 0 (Eq,). En itérant ce calcul, il vient :

f(Xp) =+(1®Ta)o(18Th,)0..0(1@Ta, ,)o f(Ey,)
=1+(1® zal) oA(l ® Taz)f .0 Q ®@Ta, ,)(1® Ey;)
= i(l Ty, 0Ty, 0...0 Tozk1 (Eaj))
= i(l ® Xﬁj)
O
(m) _ X5, (m) & (m)
Observation 2.1.30. Soit j € [1,N] et m € N. Si on note X§™ = — on a f(X§") = + (1®Xﬁ, )
j [m]qa j j
Démonstration : Par la proposition 2.1.29, on a
FXg) =210 Xg) =0 ml, X)) ==(ml, ©X{")==m), 1oX").
O

Observation 2.1.81. Sii:UT — U est l'injection canonique, alors 1®i: KQUT — K®U est un homomor-
phisme d’algébres injectif.

Démonstration : B est une base de U comme A-module = 1 ® B est une base de K ® U comme K-espace
vectoriel = 1 ® BT est un systéme libre (puisque extrait d’une base) de K @ U.
Comme B est une base de U, 1 ® BT est aussi une base de K ® Y. Donc 1 ® ¢ transforme une base en un
systéme libre. Donc 1 ® i est injectif.
([l
Ceci permet d’identifier K ® U+ & son image par 1 ® i, c’est a dire au K-espace vectoriel de base 1 @ Bt =
(1® Xétj\’lv)...Xétll))(t tyeny - Si (tn, . t) € NV, on déduit de la proposition 2.1.29 que 1 ® Xétj\’]V)...Xgll) =
(XX 5). On sait (|Jan96, Théoreme 8.24, p. 163]) que la famille (X5Y..X% )y sjenn est une
base de U,f(g) (comme K-espace vectoriel). Il en résulte que la famille (Xét]\][\[)...Xétll))(tN,___,tl)eNN est aussi une
base de U, (g). Par l'observation 2.1.30, f transforme cette base en une famille (f(Xét;,V)---Xétll)))(m,...,tl) =

(1 ® )A(EJZV)...)?;?)))@N ¢) qui est une base de K@ 4. On en déduit :

Noyeony

.....

Proposition 2.1.32.
fUH(g)=KoUut et f:Uf(g) = KQUT est un isomorphisme d’algebre.
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Dans toute la suite de la section 2.1, on suppose que la décomposition réduite de wy provient
d’un ordre de Lusztig sur ®* (on a vu dans la section 1.1.2 que si on choisit un ordre de Lusztig sur ®*,

il existe une décomposition réduite de wp qui induit le méme ordre). On peut alors considérer les éléments Eg
(B € @) construits par Lusztig (cf section 2.1.3) et on rappel que

Théoréme 2.1.33 ([Lus90b, Théroréme 6-7 pages 104]).
Les monomes Eg;];’)...Egl)((tN, ., t1) € NN forment une base de U (comme A-algébre).
Soit j € [1, N].

Observation 2.1.34. Si f désigne lisomorphisme de la proposition 2.1.32 et si B3; € II, on a, par définition
de f, Eg, = /i ® Eg,).

Conventions. N
Dans le cas général, on convient de noter Eg, := e Eg,) et, pour tout entier m positif ou nul, de poser

EGY = (1w BYY).

EY _ . .
On observe que B = [m]ﬁf (car f(EF) =10 B =1 [m]}, By =[ml, (1©EJ").
o

Théoréme 2.1.35.
Les monémes ordonnés EEJJVVEE ((tw,...rt1) € NN) forment une base de U (g).

Démonstration : D’aprés le théoréme ci-dessus, les 1 ® Eétjy)ﬁgll) ((tn, ..., t1) € NV) forment une base

de K® U™T. En transformant par f~!, les mondmes E[(}ZV)...Egll) ((tn,...,t1) € NV) forment donc une base de
U/ (g). D’ou le résultat. .

Théoréme 2.1.36.
Les Eg (B € @ = {p4, B2, ..., Bn}) vérifient les formules de redressement des propositions 2.1.15, 2.1.16 et du

corollaire 2.1.17, dans lesquelles on remplace v par q, chaque Eg par Eg et A par K*.

Démonstration : Cela résulte de Iobservation suivante : R
Considérons trois racines positives 3, ', 3" et supposons [Eg, Eg], = AEj,, avec r < 1, A € A, de sorte que

A = P(v) est un polynome de Laurent de la forme v [T, »(v* — 1)[c], avec a € Z, ¢ € N* et F une partie finie

(éventuellement vide) de N*. On donc, dans K @ U™, 1 ® EgEg — 1@ 0P EgEy = 1@ )\EE,,, soit :
1® Eg@ﬁ/ — B8 (1 E@Eﬁ) =p(l® EZ.},,), avec it = P(q) # 0 puisque ¢ n’est pas une racine de 'unité. En
transformant par =, il vient [Eg, Eg/], = uEj., avec p € K*.

(I

2.1.5 Relations de commutation entre les X, dans les plans admissibles

Le but de cette partie est de démontrer que les X, (y € ®*) construits dans la section 2.1.2, vérifient
également des formules de redressement analogues & celles des propositions 2.1.15, 2.1.16 et du corollaire 2.1.17.
On rappelle qu’on dispose d’un ordre de Lusztig sur & avec Il = {¢; < ... < ¢,} et qu’on lui associe
une décomposition réduite de wg = Sq, ©... 0 Sqp -

2.1.5.1 Construction d’une nouvelle famille de variables dans U, (g)

Conventions.
o Soit i un entier de [1,n]. 7 désignant Uanti-automorphisme de Uy(g) défini au lemme 2.1.7 et T¢, lauto-
morphisme de Lusztig associé a €; (cf section 2.1.2), notons T/, = 7o T, o 7. Ceci est un automorphisme
de Uq(g) qui, par 2.1.2, vérifie les relations suivantes :

Tﬁ’iEEi = fK;,lFei, Te’iFei =-F. K., TéiKej =K K" (je[l,n])
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et pour j #1 :

—ay

T E; = Z(*Usqfd"sEG(f)EejEé;aij*S)
s=0

TEI»LF€]' = Z (—1)SqdiSF€(;aijfs)Fﬁj Fe(iS)
5=0

. J 5 3 [ ol ’
e Sij€[1,N], on définit Xj =17, .. T7  (Ea,).

Observation 2.1.37. Sia €11, on a X! = E,.

Démonstration : Notons o = 3; avec j € [1, N], de sorte que

X! = Xéj =T, .1, (Ba;)=7T0Tua,..Ta, , 0T(Es,) =70 Ta,.. T4, , (Fa,) = T(Es) = Eq

Qj—1

Le théoréme de Levendorskil et Soibelman (théoréme 2.1.6) prend alors la forme suivante :

Proposition 2.1.38.
Avec les notations précédentes, sii et j sont deux entiers tels que 1 <i < j < N

/ / —(Bi,8; / r_ 1k 1k
Xp X —q PP X, X = > O X Xk
ﬁi<'Yl<m<'Yp<qu
p=>1, kieN

avec ¢ = €K et e = # 0= wt(X,’Y’il...X;]Zp) =k Xy ek Xy =06 + 55

Démonstration : On observe que, pour tout [ € [1, N], on a :

X[gl = To’q...T’ (Eoy) =70Ty, .. Ta, , oT(Ey,) = 7(X3,).

Qp—1

Ainsi, compte tenu du théoréme de Levendorskil et Soibelman (théoréme 2.1.6), on a :

X@-Xéj _ q_(ﬁiaﬁj)XéjXéi =7(Xp,Xg, — q_(ﬁivﬁj)XﬁiXﬁj)
- _q_(ﬁiaﬁj)T(XﬁiXﬁj — q(ﬁi,ﬁj)XﬁjXﬁi)

_ _ —(Bi,Bj) k1 k
= —q i ( g CKWXM"'XWD
Bi<y1<...<vp<Bj,
p>1, k;€N
_ / k ks
= g CEﬁT(X,YP) r.T(Xy,)

ﬁi<'Yl<m<'Yp<ﬁjq
p>1, k;eN
— ! 1ky k1
= > X X2
ﬁi<'Yl<m<'Yp<ﬁjq
p>1, k;eN

Pour terminer la preuve, il nous reste & montrer que, si 1 < k < I < N, tout monéme M (désordonné) en
Xp, o Xpp, Peut s’écrire comme une combinaison linéaire de mondmes ordonnés en Xj , ..., Xj . On raisonne
par récurrence sur le nombre m :=1[ — k + 1 des variables considérées.
e Sim =1, le résultat est évident.
e Supposons m > 2 et le résultat vrai au rang m — 1. On raisonne alors par récurrence sur le nombre ¢
d’occurrences de X3 dans M.
ee Sit =0, M est un monoéme en Xékﬂ, - Xél et on conclut par I’hypothése de récurrence sur m.
ee Sit=1,ona M = MlXékMg avec M; et My deux mondmes en Xllik+1’ ...,Xél . On raisonne alors par
récurrence sur p = dMi, le degré de M.
eee Sip=0,onalM=X; M, avec M € K<X[/3k+1v .., X},) et on conclut par 'hypothése de récurrenc
sur m.
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e e e Supposons p > 1 et le résultat vrai au rang p — 1. On a alors M; = M{Xé avec s € [k + 1,1] et
Mj € K<X[/ik+1v -y Xj,), de degré p — 1. Le calcul effectué¢ au début de la démonstration montre que

Xp Xp, = q OoPIX, Xy 4 Pavec P e K(Xp .., X} ) CK(X} ..., X[). il en résulte que

M= M{X}; X}, My =qPPIMX] X), My — q P52 M PM,
= M{X}, Mj+ My

avec M{, M3, My € K(Xp ..., Xp) et dM{=p—1.
Par I'hypothése de récurrence sur p, MjXj M est une combinaison linaire de monoémes ordonnés
en Xj ..., Xj,. Par I'hypothése de récurrence sur m, My est une combinaison linaire de monomes
ordonnés en Xékﬂ, <oy Xfp,- Dot le résultat.
e Supposons t > 2 et le résultat vrai au rang t — 1. On a M = M X} M avec My € K(Xékﬂ, e X0
My € K(Xj,, ..., Xp5,) et le nombre d’occurences de Xj; dans M; égal at — 1.
Par 'hypothése de récurrente sur ¢ appliquée a My, on a M = >, Xg?Mi’XékMg avec a; € N et M/
mondme (ordonné) en Xékﬂ, e Xél. On conclut alors par le cas t = 1.

O

2.1.5.2 Relations entre les Eg et les Xé.

Comme dans les paragraphes précédents, ®* est muni d'un ordre de Lusztig associé une décomposition
réduite wyg = Sq,...-Say- Dans ce cas, on peut préciser comme suit la version du théoréme de Levendorskil et
Soibelman (proposition 2.1.38).

Théoréme 2.1.39.
Si i et j sont deux entiers tels que 1 <i<j< N, on a:

! ! —(Bi,Bj / A . 1k 1k
XﬁiXﬁj —q ( ])XﬁjXﬁi - § CkﬁX'yll'--Xypp-
B'L<’Yl<---<’7p<ﬁj

Les mondémes du second membres apparaissant avec un coefficient C§7 non nul vérifient :

o wi(XF . X0 =B+ By

e 71 n’est pas dans la méme boite que [3; ;
o 7y, n’est pas dans la méme boite que 3;.

La preuve de ce théoréme repose essentiellement sur le lemme suivant :

Lemme 2.1.40.
Soit B = {fp, ..., Bpt+1} une boite et soit o, ..., apt; les racines simples correspondantes. Alors Vk € [0,1],

T, .1 (Ba,,)=E

Qptk—1 Aptk

=7, .7, T T (Bayly)

p T Qptk—17 Optk41” Qpti

Démonstration : Soit «, et a, deux racines simples. Si a; et a; sont orthogonales, alors on sait (sec-
tion 2.1.5.1) que T/, (Es,) = Eq,. Comme oy, ...,a,4; sont 2 & 2 orthogonales (cf proposition 1.1.14), on a
immédiatement les formules ci-dessus.

O

Démonstration du théoréme 2.1.39 : Le premier point résulte du théoréme 2.1.38. Si dans la décom-
position de wg, on change I'ordre des réflexions associées a des racines simples correspondant & une méme boite
B, on trouve une nouvelle décomposition réduite de wq. Les racines positives de B sont permutées de la méme
maniére et les autres sont inchangés. Par le lemme ci-dessus, les X é, [ € B, sont aussi permutées de la méme
maniére mais non modifiées. Il reste & montrer que les Xiy, pour v ¢ B, sont inchangées :

e Si 7 est une racine plus petite que celles de B alors la partie de la décomposition utilisée pour construire
et X n’a pas été modifice.

e Si ~y est une racine plus grande que celles de B alors la relation de tresse vérifiée par les s, étant aussi vérifiée
par les T},, X n’est pas modifié.

On peut donc supposer, sans perte de généralité, que 3; est maximale dans sa boite et que 3; est minimale dans

la sienne. Il en résulte que, si 8; < 11 < ... <7p < B}, alors y; n’est pas dans la méme boite que 3; et v, n’est

pas dans le méme boite que f;.
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Remarque 2.1.41.
La preuve du théoréme précédent est aussi valable pour les éléments X, 3 € @1, de sorte qu’on appliquera aussi
le théoreme 2.1.39 a ces éléments.

On peut a présent démontrer :

Théoréme 2.1.42.

V3 e ®*,INg e K\ {0} tel que Xj = NzEp

Démonstration : Soit 8 et 3’ deux racines positives telles que § > (’. On note (par analogie avec
[Es, Eprlq) X Xplg = XpXp — a PP X[ X,
Traitons d’abord le cas ® = G2 et reprenons les conventions de la proposition 2.1.15. Par le théoréme 2.1.36,
les Eg vérifient des relations de commutation analogues & celles vérifiées par les Eg dans cette proposition. On
sait (observation 2.1.37) que, puisque (3; et g sont simples, on a Xél =FE., = Eg, et Xéﬁ =FE., = Eg,.
On a donc

[X[/?WX[/%]Q = [Egﬁ,Egl]q = )\E&) avec A € K*.

Par le théoréme 2.1.39, on a aussi [Xj_, X[ | = pXj. avec p € K et, par suite, Xj = A\g, g, avec Ag, € K*.
De la, [ X5, X[ lq = Ags [Eps, Ep,lg = vEg, avec v € K*. On en déduit comme ci-dessus que X = \g, Eg, avec
)\53 e K*.

De la méme maniére, en considérant [Xj_, Xp | = A\g;[Es;, Eg, |4, on montre que X = Ag, Eg, avec A, € K*.
Enfin, on a [Xj , Xj lg = Ag; Ags[Eps, Epslg = vEp, avec v € K*, d’ott on déduit que Xj, = Mg, Ep, avec
Ag, € K~

Supposons maintenant ® # Ga, considérons une colonne C; (¢ € [1,n]) et démontrons le théoréme pour toutes
les racines de C;. Comme dans le cas de Ga, on utilise les relations de commutations vérifiées par les Ejg comme
indiqué dans le théoréme 2.1.36.

On étudie d’abord le cas des racines non exceptionnelles.
Soit donc 8 € Cy, B non exceptionnelle. Raisonnons par récurrence sur h(Q3).

Initialisation : Si h(8) = 1, alors 8 = ¢, et d’aprés les conventions de X} = E,, = Eg.

Hérédité : Supposons h(3) > 1 et le résultat vrai pour chaque § € Cy, & non exceptionnelle telle que h(d) <
h(3). Par la proposition 1.1.18, il existe une racine simple €; (i < t) telle que 8 — ¢; = v € C;. De plus, ¥
n’est pas exceptionnelle car, sinon 8 = 7 + ¢; le serait. P :=< ¢;, > est alors un plan admissible de type
(2.1), (2.2) ou (2.3) et on a par la proposition 2.1.16, [E,, E,]; = cEg (c € K\ {0}).

Comme h(y) = h(B) —1 < h(B), on a X =\ E, (A, € K\ {0}), et comme E, = X/, on a:

[X;,Xéi]q = \[Ey, Ec,]g = M\cEp.

Par le théoréme 2.1.39, E est une combinaison linaire de monoémes Xj ... X5 avec
€; < 01 < ... < s <, 05 n'appartient pas a la boite de «, §; n’appartient pas a la boite de ¢; et

01+ ..+ds=€+7y=0 (%)

Pour chacun de ces monoémes, ;s € C; et ds n'est pas exceptionnelle (puisque 8 € C; et 3 n’est pas
exceptionnelle). Comme d; < v et d5 n’appartient pas a la boite de v, on a h(ds) > h(y) = h(ds) > h(B) =
(s=1et 1 =)= Eg =aXj avec a € K\ {0}, d’oi1 le résultat.
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Supposons & présent que 3 est la racine exceptionnelle de Cy (cf figure ci-contre). Soit

v Télément de C; qui précede 3 dans ordre de Lusztig et soit 6 = sp(7), de sorte que 3
d 4+~ = (. Par le proposition 1.1.19, on a /() = m—i—% avec m € N* et h/(Ct) = [1,2m]. .k
Si B est la boite de C; qui précéde 3, on a donc h'(B) = h(B) = m + 1. Comme la boite ~ Cj : :
de (3 est réduite & un élément, on a v € B, donc h(y) = m + 1 et, par suite, h(d) = m. 5y
P = Vect(v, ) est alors un plan admissible de type (1.1) ou (1.2), et [E5, E,]q = cEg(c # B
0) par la proposition 2.1.16. )
Comme v et § sont non exceptionnelles, on sait déja (voir ci dessus) que X'/y =\E, et :
X5 =MXsEs (Ay #0,As #0). Ainsi, on a: ﬁN

[leiaX'/y]q = AsAy[Es, By]qg = AsAycEg (Ay # 0, A5 # 0).

Comme ci-dessus, Ej est une combinaison linaire de monémes Xj ... Xj avec

v<d <...<ds <4, b5 n’appartient pas a la boite de § et J; n’appartient pas a la boite de y. Comme 3 est la
seule racine de Cy vérifiant v < 8 < d, B n’appartient pas & la boite de ¢ et 3 n’appartient pas & la boite de -,
on en déduit que s = 1 et 61 = 3. Donc Eg = aX}; avec a € K\ {0}.

O
Des théorémes 2.1.39 et 2.1.42, on en déduit :

Corollaire 2.1.43.
Si i et j sont deux entiers tels que 1 <i<j< N, on a:

—(Bi.B; _ ' k k
Eg,Eg, —q~ PP Eg Eg, = > CL-EN! . EXr.
ﬁi<71<m<7p<ﬁjq
p=1, ki€N

Les mondmes du second membres apparaissant avec un coefficient CLV non nul vérifient :
;

o wi(XF . X0 =B+ By

e 1 n’est pas dans la méme boite que [3; ;
o vy, n’est pas dans la méme boite que [3;.

2.1.5.3 Lien avec la construction de Jantzen

Proposition 2.1.44.
Soient §1 < P2 deux racines positives.

1. Si Eg Eg, — ¢~ PP Eg By = kET (k€ K*,m > 1 et vy € ®F), alors
Xp, X, — q+(B17BZ)Xﬁ2Xﬁ1 = k/Xfyn (kl eK*).

2. St Eg Eg, — q_wlﬁ?)EﬁZEﬁ1 = kE,Es (k € K*,v,6 € ®T,~ et § appartenant & une méme boite), alors
Xp, Xp, —qt PP X5 X =K' X, X5 (K € K*).

Démonstration : Soit 5 € ®*. Rappelons (preuve de la proposition 2.1.38) que Xg = 7(X}). Rappelons
également (théoréme 2.1.42) que Xj = A\gEjg avec A\g € K*.
Soient (3; < (2 deux racines positives.
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1. Si Eg Eg, — q~ PP Eg Eg = kE™ (k € K*,v € ®%), alors :
Xp, Xg, — PP X, X, = 7(X} )7(X},) — g PP 7 (X, )T(Xs,)
= 7(X}, X} — q+(ﬁ1ﬁ2)XélX[’52)
— —q+(B1’BZ)T(Xé1Xé2 — q_(ﬁl’ﬁz)XfizXél)
= —qt 0PI N5 \g, T(E, Ep, — g~ 102 B, Ep,)
= —q 0N Ng, T(RET)

_ _q+(ﬁl -P2) )‘ﬁl )‘52 k
)\'Y

T((X))™)
= k'XfY" avec k' € K*

2. Si B Ep, —q~ PP Eg By = kE,Es (k € K*,7,6 € @, v et § appartenant & une méme boite) alors, en
effectuant le méme calcul qu’en 1., on trouve :

X, Xp, — ¢ X, X, = K'17(X, X}) = K XsX, (K € K*)

Comme v et § sont dans la méme boite, on sait (proposition 1.1.14) que (J,v) = 0, de sorte que, par le
théoréme 2.1.6, X, X5 = X, X5, ce qui termine la démonstration.

O
2.2 Les sous-algébres U|w]
2.2.1 Définition et propriétés
On prend w € W quelconque, on pose t = [(w) et on considére une décomposition réduite

W =S4, O ... OSq, (; €I pour 1<i<t) (2.14)

Il est bien connu que
Bl = 0, 52 - Soq (CYQ), eee Bt = 8041 Sat71(at)

sont des racines positives distinctes et que ensemble {51, ..., 0:} ne dépend pas de la décomposition réduite

(2.14) de w. Pour tout a € TI, on utilise "automorphisme de tresse T, de l'algébre U;’(g)7 de la définition
2.1.12, et on pose
Xp, = Ea,, Xp, = Tal(Eaz)v oy Xgy =Tay o Tat—l(Eat)'

Dans le cas w = wy, on retrouve les X3 de la définition 2.1.4. Les résultats suivants sont classiques ([Jan96],
chapter 8) :

® Xp,, ... , Xp, sont des élements de U, (g) et chaque Xp, (1 <14 <t) est homogene de degré ;.

e On note Ufw] la sous-algebre de U, (g) engendrée par Xp,, ... , Xp,. Cette algébre ne dépend pas de la
décomposition réduite (2.14) de w (bien que les variables Xg,, ... , X, en dépendent).

e Les monomes ordonnés X% := Xpg' .. Xg* a = (a1, ... , a1) € N', sont une base de Ulw] (comme K
espace vectoriel).

e Comme les générateurs X, ci-dessus sont homogénes, la ZII-graduation de U, (g) induit une ZII-graduation
de Ulw] et Paction du Tore T sur Uy(g) induit, par restriction, une action de T sur Ulw] , de sorte que
Vp € ZII, 'automorphisme h, induit (par restriction) un automorphisme (encore noté h,) de Ulw].

e En considérant une décomposition réduite de wy qui "commence" par 2.14 (ceci est possible d’aprés
[Hum90|[p. 16]), X3,, ... , Xp, apparaissent comme les ¢ premiers générateurs canoniques de Uqu (g), de
sorte qu’on dispose encore du théoréme de Levendorskii et Soibelmann (2.1.6) ci-apres.
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e Sil <i< j<t,on alaformule de redressement suivante :

Xp,Xp, —q PP X5 X, = Pj, ot (2.15)

P, = > CaXptt Xt (2.16)

a = (ajy1,--,a5-1)

aveca € NN771 ¢, € Ket ¢, # 0 pour un nombre fini de a vérifiant a; 11811 + ... + aj—13j—1 = Bi + 5.
e Quand w = wo, onat = N, {1, ..., B} = @ et Ulw] = U/ (g).

2.2.2 Un exemple ou Ulw| = O,(M,,,(K))

Supposons, pour simplifier, que K = C est le corps des complexes, que g est de type A, avec n > 3 et
que les racines simples €1, ..., €, sont ordonnées de facon que le diagramme de Dynkin soit :

€ —— € — € —— — €1 —— €
Considérons la décomposition particuliére de 1’élément de plus grande longueur de W suivante :
WO = S¢; ©(Sey ©8¢,) O o 0(S¢; 08¢, ;O oo 08¢,)0 ... 0(8c, 08¢, ;O ... 08¢,) (2.17)

On vérifie facilement (longueur de la décomposition et nombre d’inversions cohérents) que cette décomposition
est réduite et on note Y172, Y173, Y213, ey Y17j+1, }/27j+1, cee }/jvj+1’ cee Y17n+1, Y21n+1, ey Yn,nJrl les
générateurs canoniques de U;‘ (g) construits comme ci-dessus au moyen de cette décomposition réduite. On
observe que :

Lemme 2.2.1.
1. Yjjy1 = Ee; pour 1 < j<n.
2. Yije1 = Yi;Yjjm — ¢ 'Y Y pour 1<i<j<n.

Démonstration :

1. Cela résulte de I'égalité
Se; O (Sey ©8¢,) 0 oo 0(8¢; 08¢;_, 0 oo 05¢,)(€1) = ;.

2. Rappelons que

Yijo1 = T, 0o (T, 0T )o oo o(Te, 0T, y0 .. 0T )o (T, 0T, ;o ... oTe, , )(Ee, i ;)
Comme {¢j_i, ..., e1} L{¢j, ..., €42} et {ej—i—1, ..., 1} L €j41-4, Yij+1 est égala

Teyo(Te,oTeg)o oo oI, yoTe, 0 .. 0T, Jo(Teg; 0T, ;o . ol )oTe, (Eey )
avec, par [Jan96, section 8.16],

Te; i(Bejoni) = Ee i Bejyny — q_1E€j+1—iE€j—i'
De plus, on a
Se; 0 (86, 08¢,) 0 o 0(S¢;, 08, 50 o 08c,1 ;)0 (8¢, 08¢, 1,0 oo 08¢, 5 )(€j41-4)
= 5¢; 0 (56y 08¢,) 0 oo 0(Se;; 08¢, 50 oo 08¢,y N €q1mi+€qait+ . +€5)
= S¢; 0(8¢y 08¢,) 0 .. © (361,72 08¢, 530 ... O Se)(€5) = €.
Ceci implique que
Teyo(Te,oTe)o o o(T, y 0T, 0 oo 0T, Jo(Tg;0Te, ;o o oTe, y )(Eer )
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= B = Yjj1.
Comme {¢j, €j_1 ... ,€j12-;} L €j_;, ona
Te 0 (T62 o T€1) °..0 (T6171 o T6j>2 ©..0 T€j+1—i) o (T€j o T€g'71 ©..0 T€j+2—i)(E€j—i)
=T,o0 (T62 o Tél) ° .0 (Tfj—l o Téjfz © .0 T€j+17i)(E5j—i) = Yi;.

O

Notons v une racine carré de ¢ et, comme dans [ADOS|, notons e; ; les générateurs de U;‘ (g) construits
par H. Yamane [Yam89|. On sait que :

e ¢cjj+t1 = FE, pour 1 <j<mn.
1 . .
® €ij+1 = V€ j€j 41 — VT €jjt1€i; pour 1 <i < j<mn.
Ceci implique :

o vile; i1 = (VT e j)ej i1 — ejir1q” H(v I e, ;) pour 1 <i < j < net,daprés le lemme précédent,
on en déduit (par récurrence sur j —1) :

Lemme 2.2.2.

Yijt1 = v e j11 pour 1 <i<j<n.

Considérons un entier p avec 1 < p < n et posons
W = (Se, 0S¢, ;O ... 08¢,)0(Se, 1 08, © ... 08¢;) 0 ... 0(S¢, 08, ;O ... OS¢, 1) (2.18)

Si p < j <n, on observe que
{Ej*pv see 61} 1 {€j+17 ceos €ipl—ptls cor 5 Eny oee s €n7p+1}'

Ceci implique

Wp = Wi oW O Wy
avec
W1 = 8¢y 0 (8¢y ©8¢,) 0 oo 0(Se, 1 08¢, 5O oo O8¢y),
Wy =S¢, ©(Se; 08¢,)0 ... 0(Se,_ 08, O .. 05c).

Si d, di, do représentent le nombre de reflexions simples qui apparaissent respectivement dans les décom-
positions de w, wi, ws donnés ci-dessus, on observe que d + d; + do est égal a la longeur de wgy. On peut
alors vérifier (en utilisant les calculs effectués pour la démonstration du lemme précédent) :

Lemme 2.2.3.

1. (2.18) est une décomposition réduite de w.

2. St p<j<mn, alors

Tw, 0 (Te,0Tc, o ... oT¢)o ... o(T,

p—1

OTej—zo OT€j7p+l)(E€j) = }/j’jJrl'

—1
3. 85 p<j<n et 1<i<p, alors

Tw, o (Te, 0T, ,

o..0Tg)o .. o(T;;0T, o0 .. oT

€51 €j—i42

)(E€j—i+1) = Yi7j+1-
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Ceci implique que les générateurs canoniques X; ;41 de Ulw] vérifient
-1
Xij+1 = Ty (Yigt1)

pour p<j<n et 1< <p.

Comme les générateurs de Yamane e; j11 (p<j<n , 1<i<p) vérifient les relations de commutations
des matrices quantiques, il résulte du lemme 2.2.2 que les générateurs Y; ;i1 verifient la méme propriété.
Comme T, ! est un automorphisme de Ugy(g) et comme les monomes ordonnés en les variables X; j11 (ot
Pordre de ces variables est défini par 'ordre lexicographique inverse sur les indices (i,j + 1)) forment une base
de U[w], on en conclut que

Proposition 2.2.4.
Ulw] est Valgebre Og(Mp m(K)), avec m = n —p+ 1, dont les générateurs canoniques sont les variables
Xijyn p<j<n , 1<i<p).

Remarque 2.2.5 (Notion de diagramme dans ce cas).
Posons m =n—p+1, de sorte que t =l(w) =mp, et considérons le tableau rectangulaire consistant en p X m
boites numérotées de 1 4 mp comme dans la figure suivante.

(m—1)p+1
\
1 p+1 ‘L
p 2p mp

Comme dans A. Postnikov [Pos06, section 19|, remplissons ce tableau avec p brins horizontauz traversant les
lignes de la gauche vers la droite et m brins verticaux traversant les colonnes du haut vers le bas, et numérotons
les extrémités de ces brins de 1 a n+ 1 comme dans la figure suivante.
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p+1 p+2 n+1

p n+1

1 p+1

Identifions, comme d’habitude, W au groupe symétrique Spy1 de maniére que chaque s, soit la transposition
(i,i+1). Le permutation définie par le "pipe dream" construit ci-dessus est alors égale a v = w1,
Considérons un diagramme A, c’est a dire un sous-ensemble de [1, mp] (définition 1.2.1). Colorions en noir les

cases du tableau dont le numéro est dans A et remplagons, a lintérieur des boites non coloriées, les croisements
par des coudes :

\\

case nmon coloriée case noire

Si A = {i; < ... <1}, on observe que la permutation définie par le nouveau "pipe dream" ainsi construit est
égale @ Se; ©...0 8¢, = v® (cf section 1.2.1).

On observe que :

1. v est l’élément de W correspondant au pipe dream complet A = [1,¢].

2. Id est 1’élément de W correspondant au pipe dream vide A = 0.
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Chapitre 3

Effacement des dérivations dans UJw]

L’algorithme d’effacement des dérivations, pour une algébre R de type fini vérifiant des hypothéses conve-
nables ([Cau03al), consiste en une succession de changements de variables dans Frac (R). Cette méthode, intro-
duite par G. Cauchon ([Cau03al), permet d’obtenir une description de la H-stratification de K. R. Goodearl et
E. S. Letzter (|[GL98]) des spectres premier et primitif de R en terme d’objets combinatoires (remplissages de
tableaux par des cases noires et blanches) appelés diagrammes de Cauchon. Ces diagrammes ont été explicite-
ment calculés pour l'algébre des matrices quantiques par G. Cauchon ([Cau03b]), ils ont été utilisés pour décrire
le spectre H-premier (ensemble des idéaux premiers invariants sous l’action d’un tore H) de la grassmannienne
quantique par S. Launois, T. Lenagan et L. Rigal ([LLROS]).

La premieére partie 3.1 a pour but d’introduire les notations nécessaires & la construction de ’algorithme d’ef-
facement des dérivations dans Uw] et de rappeler les résultats standards liés & cet algorithme ([Cau03al).

La partie 3.2 présente de nouveaux résultats liés a l'effacement des dérivations pour les idéaux premiers H-
invariants.

3.1 Contexte de I’algorithme d’effacement des dérivations

3.1.1 Conventions

Dans cette partie, on utilise les conventions de la section 2.2.1 et on pose R = Ufw]. Pour simplifier les
notations, on pose

o X; = Xg, pour tout ¢ € [1,¢], de sorte que R =K < Xy, ..., X; >. De plus, X1, ..., X; sont
appelés les générateurs canoniques (par rappport a la décomposition réduite (2.14)) de R.

e Rappelons (section 2.2.1) que R est ZII-graduée, que pour tout élément homogéne u de degré v dans R
et pour tout p € ZII, on a h,(u) = g~ Py, de sorte que Papplication hp:u — K,u est dans Aut(R),
le groupe des automorphismes de ’algébre R.

e Notons H = {h, | p € ZII} et observons que c’est un sous-groupe abélien de Aut(R).

e Pour tout (i,j) € ([1,t])?, posons \;; = ¢~ Pli) g = N\ ; = q‘”ﬁiHQ7 et observons que ¢; n’est pas
une racine de 'unité.

e Sil <i<j<t, laformule de Levendorskii-Soibelman (section 2.2.1) peut étre écrite :

X]‘XZ' — Aj,iXin = 5, ol (31)

P = > Ca XX (3.2)

a = (aiy1,...,a5-1)

avec ¢ € N1 ¢, € K, et ¢, # 0 pour un nombre fini de @ . De plus, P;; est homogene de degré 3;
+ B; desorte que,si ¢, #0, ona a;+18i+1 + ... + aj—13j—1 = B + B;. Il en résulte, en particulier
que, lorsque j =4+ 1, ona Pj; = 0.

e Puisque B; et (; sont des racines positives, (; + 3; est non nul. Donc, si ¢4 # 0, alors a est non
nul.
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Il résulte des points précédents que les générateurs X1, ..., X; de R vérifient les égalités et les hypothéses
de 6.1.1. de ([Cau03al, section 6.1.).
De plus, comme les mondmes ordonnés X% := X' ... X/, a = (a1, ... , a1) € N, forment une base de

R (cf section 2.2.1, il résulte de ([Cau03a], propositions 6.1.1. et 6.1.2.) que R vérifie les conventions de
([Cau03al, section 3.1.). En particulier, R est une extension de Ore itérée du corps de base K (de la forme
R =K[X1][X2;02,02] ... [X¢;0¢,06¢]) et done, R est noetherien.

e On note F = Fract(R) le corps des fractions de R.

e Par ([Cau03a], proposition 6.1.1.), on obtient aussi que R est la K-algébre engendrée par les "variables"
X1, ..., X; soumises aux relations (3.1).

e Pour tout ! € [1,¢], on pose h; := hg, € H, et on observe que, si i € [1,¢], on a hy(X;) = A\ X;.

e Comme chaque X; est homogéne, c’est un H-vecteur propre et, puisque A\ ; = g~ BB plest pas une
racine de l'unité, hypothése 4.1.2. de [Cau03a| est vérifice. Comme chaque A; ; est une puissance de g,
I’hypothése 4.1.1. de [Cau03a] est aussi vérifiée. Comme expliqué dans [Cau03a] (preuve du lemme 4.2.2.),
ceci implique que tout idéal premier de R est complétement premier.

Rappelons que chaque automorphisme h € H peut étre prolongé en un (unique) automorphisme (encore
noté h ) de F, de sorte que H peut étre vu comme un sous-groupe de Aut(F).

3.1.2 Les algébres R™)

Rappelons ([Cau03a], section 3.) que, pour tout m € [2,¢ + 1], il existe une famille (Xl(m), . Xt(m)) de
nouvelles "variables" de F', appelées générateurs canoniques (pour la décomposition réduite (2.14)) de 1’algébre

RM — K < Xl(m), e Xt(m) >, et qui vérifient les propriétés suivantes :

e Si 1<i<j <t onalaformule simplifiée de Levendorskii-Soibelman suivante :

avec
o m<j= P =0 (3.4)
o d<m= PP = 30 (X)) (35)
a = (Qit1,..-,05-1)

ol les coefficients cq sont les mémes que dans (3.2).
(Donc P]-(_’T) = 0 danslecas i+ 1 =j <m et, dans le cas général, si ¢, # 0,
ona @141 + ... +aj-18-1 = B + B , de sorte que a est non nul.)

Ceci implique que les générateurs X 1(m), - Xt(m) de RU™ veérifient toujours les égalités de I’hypothése
6.1.1. de ([Cau03a], section 6.1.).
Les monémes ordonnés (X ™)2 = (X{™)ar _(X™)at g = (a1, ..., a1) € N, forment une base de

R(™). Donc R(™) vérifie toujours les conventions de ([Cau03a], section 3.1.). En particuier, R"™ est une
extension de Ore itérée sur le corps de base K, et donc R("™) est noetherien.

On a Fract(R"™) = Fract(R) = F.

Par ([Cau03a], proposition 6.1.1.), R(™ est la K-algébre engendrée par les "variables" Xl(m), - Xt(m)
soumises aux relations (3.3).

Pour tout p dans le réseau des racines ZII et pour tout ¢ € [1,¢], on a toujours hp(Xi(m)) = q_(P’ﬁi)Xi(m).
Ceci implique que hp(R(m)) = R(™) . Donc H peut toujours étre vu comme un sous-groupe de Aut(R(m))
et tout XZ-(m) est un H vecteur propre. Si [l et ¢ sont dans [1,¢], on a (Xi(m)) = A\ XZ-(m) et, comme
ci-dessus, ceci implique que R("™) vérifie les hypothéses 4.4.2. et 4.4.1. de [Cau03a]. Comme expliqué dans
([Cau03a], preuve du lemme 4.2.2), ceci implique que tout idéal premier de R(™ est complétement
premier.

Si we Fetsi v € ZII, on dit que u est homogéne de degré v, si h,(u) = ¢~y pour tout p
de ZII. Donc, par exemple, tout Xi(m) est homogéne de degré ;.

Si wy, ..., u, sont aussi homogénes de méme degré -y, alors toute combinaison linéaire de wuy, ..., u,
(avec coefficients dans K) est homogéne de degré 7.
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Clairement, si u; est homogéne de degré -y; et us est homogéne de degré ~s, alors ujus est homogéne

de degré 1 + 7s.

L est homogéne de degré — .

e De méme, si u est non nul et de degré ~, alors u~
e Donc, si uq, ..., u, sontnon nuls et homogenes de degré 71, ..., v, respectivement, si a = (a1, ... , a,)
a N 2
€ Z", alors u% := uj" ... ul" est homogene de degré ai;vyi + ... + ar7yr.

Pour tout j € [1,¢], on note 5§m) la h; - dérivation a gauche de R(™) definie par Xj(m). Ceci signifie que,

pour tout a € R(™), 5§m) (a) == X](m)a - hj(a)XJ(‘m)'
Sije[1,t], ona

hiK<x(™, ., XM ) = K<x{(™, ., XM >,
MK <X, XM ) c K< xi™, L, X >
Donc, h; induit un automorphisme , toujours noté h;, de l'algébre K < Xl(m), - XJ(Tl) >. C’est I'unique
automorphisme de K < Xl(m), e Xj(r_nl) > qui vérifie hj(Xi(m)) = )\j,iXi(m) pour tout i.
De méme, (5](-m) induit une h; - dérivation & gauche de K < Xl(m), e X;Tl) >, toujours notée 6](-m). Elle
vérifie les propriétés suivantes :
1. Sil<i<jona 6™ (X"™) =P
Ceci implique que (5](-m) est nulle sur K < Xl(m), e XJ(T1) > et donc, que X](-m)a = hj(a)X](-m) pour
tout ¢ dans K< Xl(m), - X](’_nl) > dés que j > m.
2. 5§m) est localement nilpotente sur K < Xl(m), . X;Tl) >.

3. R(™ est une extension itérée de la forme :

R = K[X{™[X5™; hay 05 oo XI5 By, 6507 ) XS5 ] e [X™5 ).

e Pour tout ¢ € [1,¢], on a Xi(t'H) = X;,, de sorte que R+ — R.

Jusqu’a la fin de cette partie, on suppose que m € [2,t].

e Rappelons que ¢, = Am,m D’est pas une racine de l'unité, ce qui permet de définir des g-entiers [l],,,
(resp. g-factorielles) [[], ) pour I €N, comme dans (|[Cau03al, section 2.).
e Pour tout ¢ € [1,¢], on a

1. m<i= Xi(m) = Xi(mﬂ). En particulier, on a X\ = x{m*.

2.
“+o0
1<m = Xi(m) = XZ.(WH) + ch(erl)(anmH))fz
1=1
avec ( -
m+1 _1 —am) - m m+1
ey = S AL ) (),
..

* On observe que, comme K < X1(m+1)7 ey Xﬁfil) > est oumtY . stable, on a C'l(mﬂ) € K<
X§m+1)a e Xr(nnitl) > et, comme 58D est localement nilpotente sur K < Xfm“), o Xﬁ;’i” >,

seuls un nombre fini de Cl(m+1) sont non nuls.
e Sii<m et X,(an)Xi(mH)f)\miji(mH)X,(an) = anﬁﬂ) = 0, alors 5,(7T+1)(Xi(m+1)) = 0 et donc,
e [l existe un unique homomorphisme de K-algébre

om . K<xim  xmtl s o gex™ x>

qui vérifie G)(m)(Xi(mH)) = Xi(m) pour 1 < i < m — 1. En outre, on peut démontrer que ™) est
un isomorphisme.
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Quand m = 2, on pose

1. Z = X% pourie [1,1].

2. R=R®,

— g eee y t - g i g eee i :
o R K< 27 Z; > est la K - algébre engendrée par les variables 2 Z; soumises aux relations
e Pour tout ¢ € [1,¢], on a Xi(2) = .= Xi(iﬂ) = 7.

Sm = (X,(nmﬂ))l |le N} = {(X,(n ))l |l € N} est un systéme multiplicatif d’éléments réguliers dans
R(™ et dans R+, 11 satisfait la condition de Ore (des deux cotés) dans chacun de ces anneaux et on
a RMS-1 — Rntlg-1

3.1.3 Spectres premier et H-premier de R(™, diagrammes admissibles

Considérons un entier m € [2,t 4 1]. Comme d’habitude, on note Spec(R™) (resp. H — Spec(R(™))
'ensemble de tous les idéaux premiers (resp. premiers H- invariants) de R(™). Rappelons (voir partie 3.1.2)
que tout idéal premier de R(™) est complétement premier. Si m € [2,t], on note

G Spec(RMTVY  —  Spec(RM™)

I'injection canonique définie dans ([Cau03a], section 4.3).
Si m' <m+1letsi P e Spec(R™V), alors P’ = ¢ 0 ... © ¢p(P) est appelé 'image canonique de P
dans Spec(R™)). (Si m’ = m + 1, cette image canonique est P lui méme.)

On notera
¢:=¢yo..0p : Spec(R) (= Spec(RY)) —  Spec(R) (= Spec(RP)).

Cette application est injective. On 'appelle I'injection canonique de Spec(R) vers Spec(R).

Rappelons maintenant les propriétés principales des applications @,.

Proposition 3.1.1.
Soit P wun idéal premier de Spec(R™+V). On pose P™ = ¢, (Pm+D),

1.8 X0 ¢ pmtD) - glops P (M A S = ) et
pm) = Rm aplmtigot,

Dans ce cas, Xo™ = X\t ¢ pim),

2. Si XD p (m+Y) i ewiste un unique homomorphisme d’algebre g: R™ —  Rm+D /plm+1)
qui vérifie g(Xi(m)) = Xi(m-’_l) + P pour tout i € [1,t], et P = Ker(g).
Dans ce cas, xm — x(m+) ¢ plm),

8. Pour tout h € H, ona h(P ™) = ¢, (h(P™+D)) ([Caud3a], Lemme 5.5.5.) de sorte que, par
injectivité de ¢y, P est H - invariant si et seulement si P™) est H - invariant.

On peut a présent définir la notion de diagramme de Cauchon (ou admissible) qui nous intéresse. On rapelle
qu'un diagramme A est, par définition (1.2.1), un sous ensemble quelconque de [1,¢].

Définition 3.1.2.
Un diagramme A est dit de Cauchon (ou admissible) (pour la décomposition réduite (2.14)) s’il existe un idéal
premier P de R (= RUHY) dont limage canonique P?)  dans Spec(R) ( = Spec(R?)) vérifie :

PO Nzl <i<tl={Z]|ieA.
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Chapitre 3. Effacement des dérivations dans U[w]

Par ([Cau03a], proposition 5.5.1.), on a

Proposition 3.1.3.
Considérons un diagramme A et notons P(AQ) = ({Z;|i € A}) lidéal engendré par les variables Z; avec
i e A.
1. PO € H - Spec(R®).
2. Réciproquement, pour tout Q € H — Spec(R®), il existe un (unique) diagramme A tel que Q =
’P(AZ), plus précisément A = {i € [1,t] | Z; € Q}.

La caractérisation suivante nous servira a déterminer les diagrammes de Cauchon dans le cas w = wy.

Proposition 3.1.4.
1. Un diagramme A est de Cauchon si et seulement si il existe Pa € Spec(R) (= Spec(RHY)) tel que

'P(AQ) = ¢(Pa) (¢p:=¢po ... oy).
Sl en est ainsi, Pa est unique.
2. L’application A +— Pa est une bijection de l’ensemble des diagrammes de Cauchon dans l’ensemble
H — Spec(R) (= H — Spec(R*Y)).
Démonstration :

1. On sait ([Cau03a|, début du paragraphe 5.5) que 73(;) vérifie 1'égalité de la définition 3.1.2. Par suite,
I’existence de Pa entraine que A est de Cauchon. Réciproquement, si A est de Cauchon, I'existence de Pa
résulte de [Cau03a, Théoréme 5.5.1]. De plus, Pa est unique par U'injectivité de ¢.

2. Si A est de Cauchon, alors Pa est H - invariant par le point 3. de la proposition 3.1.1 (puisque
P(AQ) = ¢ (Pa) est clairement H-invariant). Donc, A +— P, est une application de 'ensemble des
diagrammes de Cauchon dans H — Spec(R). Elle est injective car I'application A — P(A2) est injective.
Si P € H — Spec(R) , alors, par le point 3. de la proposition 3.1.1, ¢ (P) € H — Spec(R®). Donc,
par la proposition 3.1.3, ¢ (P) = P(AQ) avec A diagramme de Cauchon tel que P = Pa.

O
On a enfin, par [Cau03a, Théorémes 5.1.1, 5.5.1 et 5.5.2] :

Proposition 3.1.5.
Pour tout diagramme A (pour la décomposition réduite (2.14)), on note :

Speca(R) :={Q € Spec(R) | QN{Zs,,...., 25} ={Zs | B € A}}.
1. Si A est un diagramme de Cauchon, on a ¢(Speca(R)) = Speca (R) et ¢ induit un homéomorphisme
bi-croissant de Speca(R) sur Speca (R).

2. La famille Speca (R) (avec A diagramme de Cauchon) coincide avec la H-stratification de Goodearl-Letzter
de Spec(R) ([BG02]).

3.2 Nouveaux résultats sur les idéaux premiers H-invariants

Cette section est consacrée a la démonstration de deux propositions (propositions 3.2.1 et 3.2.20) qui per-
mettent par la suite d’établir les théoréme fondamentaux. Si la premiére proposition se démontre sans trop de
difficultés (section 3.2.1), la seconde est le résultat d’un enchainement de lemmes et de propositions (sections
3.2.2,3.2.3 et 3.2.4) qui ne seront pas réutilisés en dehors de ce chapitre. Ces résultats sont techniques et utilisent
de fagon profonde la théorie de 'effacement des dérivations.

Dans cette partie, on considére un entier m € [2,t+ 1] et on note P(™ un idéal premier H-invariant. On
pose A — R(m) / P(™) et on observe que cette algébre est un anneau noetherien intégre (puisque R(™) est
noetherienne et que P(™) est complétement premier). Notons D,, = F rac(A(m)) son corps des fractions,
fm: RM — A Phomomorphisme canonique et, pour tout i € [1,¢], notons xim) = fm(XZ-(m)) I'image
canonique de Xi(m) dans A(™). Si h est un élément du groupe H, on a (par définition) h(P(™) = Pim),
de sorte que h induit un automorphisme de l'algébre A" noté h, qui vérifie ho fn, = fm o h. Cet
automorphisme induit un automorphisme, toujours noté h, du corps des fractions D,,.
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3.2. Nouveaux résultats sur les idéaux premiers H-invariants

3.2.1 Une condition nécessaire et suffisante pour que P™ soit dans Im(¢,,)

Supposons que m < t et rappelons (section 3.1.2) que R(™) est la K - algébre engendrée par les variables

Xl(m), o Xt(m) soumises aux relations (3.3) :
(m) y-(m m) 4 (m) m) [ 3 (m) (m
Xmxm o axiMxm = P, L xM)
pour i < j,avec PUO(XIY, L, x™M) e K< X, . X >,

Proposition 3.2.1.
P ¢ Im(ém) si et seulement si une des deux conditions suivantes est satisfaite

a) X0 ¢ pim).
b) xim e pm) g G(W)((S,(,TZIH)(X(mH))) c P pour 1 <i<m-—1.

%

Démonstration : Supposons que P("™ € Im(¢,,), desorte que P™) = ¢, (P™+t1)) avec Pm+1)

€ Spec(R™*Y), et supposons que la condition a) n’est pas satisfaite. Ceci implique que P(™) = ker(g) ou

g: R — R+ /plmtl) ost ’homomorphisme qui transforme chaque XZ-(m) en zz(-mﬂ) = Xi(mﬂ) +

P(m+1)  Considérons un entier i, 1 < i < m — 1.

Rappelons que (57(71m+1)(Xi(m+1)) = PT(TAZH)(XZ-T;A), s anwfgl)) et que O™ : K < Xfmﬂ), s X,(n"f{l) >
- K< Xl(m), s X,(n"i)l > est ’homomorphisme qui transforme chaque Xl(m+1) en Xl(m). Puisque X

e P ona XU e P+ ([Caud3al, proposition 4.3.1.) et donc, 4%V (xX ™) ¢ P+ len
résulte que

GO (I (X)) = g(em (P (x Y, L x YY)
= g(PI (), o x5Y))
= PO Y L )
= P (x il  x Ay plmt )]

= SN (x (D) pman)] = g,
Ceci implique que G(W)(é%mﬂ)(Xi(mH)))) € ker(g) = PU™, de sorte que la condition b) est satisfaite.

Si la condition a) est satisfaite, alors P(™) € Im(¢,,) par ([Caud3a|, Lemme 4.3.1.).

Supposons que la condition b) est satisfaite. Donc, si 1 < ¢ < m — 1, on a, comme précédemment,

P&%’H)(Xi(fl), XMy = emEir ) (x Mty e pOm). Done, dans A = RM/PM) on a
P ) ey = o

Puisque PTSZ? = 0 (voir section 3.1.2), on peut écrire xﬁﬁ”)xf-m) — )\m,iacz(-m)x%”) = PT(:?(J;ETB, s xE,T_)l)
=0 = P, 2.

Si 1<i<j—1 avecj # m, on a (voir section 3.1.2)

J;;m)xz(-m) - )\j,ixgm)x;m) = Pj(?)(xz(.fl), s xirf%) = PJ(,T+1)(,$§T1), s :cgili)

Donc, par la propriété universelle des algébres définies par générateurs et relations, il existe un (unique) homo-
morphisme €: R(™tD — A qui transforme chaque Xl(mH) en l’l(m). Cet homomorphisme est surjectif
et son noyau ker(e) = Pm+1) est un idéal premier de R+, On observe que, puisque X,(nm) e plm),
ona XY ¢ Pmt1) ot que e induit un isomorphisme

€ R(erl)/p(erl) — Alm) — R(m)/'p(m)
qui transforme chaque zl(mH) en zl(m). Rappelons que f,, : R™ — R /P(m) représente 'homo-
morphisme canonique, de sorte que g = (€)' o f,, : R(™ — R+ /p(m+1) est 'homomorphisme qui
transforme chaque Xl(m) en zl(m+1). Comme ker(g) = ker(fm) = P, on conclut que P™) =
P (PMHD).
(Il
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Chapitre 3. Effacement des dérivations dans U[w]

Corollaire 3.2.2.
Supposons que 2 < m < t+1 et considérons un idéal Q € Spec(R(m)).

Supposons que X ¢9, ., Xt(m) ¢ Q.
Alors il existe P € Spec(R) tel que Q soit I'image canonique de P dans Spec(R™). De plus, si P2 est
l'image canonique de P dans Spec(R®)), alors

PO N AZm, s Zi} = 0.
Démonstration : On prouve ceci par récurrence descendante sur m.

e Si m=t+1, ona Q€ Spec(R) et P = Q vérifie les propriétés requises.
e Supposons 2 < m < t. Par la proposition 3.2.1, on a Q = ¢,,(Q') avec Q' € Spec(R™*V). Comme
X5 ¢ Q. on a (voir section 3.1.3) X4 ¢ Q' et, sion pose Sp, = {(XS"T) | d e N},

Q = R™ n Q81
Supposons X](mﬂ) € @ avec j > m. Comme X§m+1) = X](m) (voir section 3.1.2), on a XJ(»m) e R™ n ¢
c RM n Q'S,1 = Q, ce qui est faux. On a donc :
oo X,(nm-"_l) ¢ Q.
oo Xr(nnﬁl) ¢ 9, ..., Xt(mﬂ) ¢ Q' et, par I'hypothése de récurrence, il existe P € Spec(R) tel que Q'
soit 'image canonique de P dans Spec(R(™+1)). Ceci implique que Q = ¢,,,(Q’) est I’image canonique
de P dans Spec(R™). De plus, encore par I'’hypothése de récurrence, on a

P(2) n {Z’m+17 e Zt} - @

Comme X ¢ Q', on sait ([Cau03a], proposition 5.2.1.) que Z,, ¢ P,

3.2.2 Quelques propriétés de A™
Pour tout entier j € [2,m— 1], onpose PU) = ;0 ... 0dy_1(P™). Construisons d’abord dans A™)

une nouvelle version de ’algorithme d’effacement des dérivations.

Proposition 3.2.3.

Pour tout entier j € [2,m — 1], il existe une famille (zgj), NV z,gj)) dans D,, = Frac(A"™) et une

(3) (4)

sous-algebre AU) = K < xy’, .., &y’ > de Dy, qui vérifient les propriétés suivantes.

1. Si 1 et i sont dans [1,t], ona h_l(z(J)) = /\lyi:cl(.j), h(AWD)) = AU et By induit, par restriction,

N .
un automorphisme ( toujours noté hy) de AW,

2. Prenons | € [1,t] et notons dl(j) la hy - dérivation & gauche de AY) associée xl(j) (dl(j)(a)

xl(j)a - h_l(a)zl(j) pour tout a € AW). Alors dl(j)(K<z§j), vy xl(J_)l >) C K<z§j), s 5171(];)1 >

et dl(j) est localement nilpotente sur K < xﬁ”, ey xl({)l >.

3. Il existe un unique homomorphisme f; : RU) — AW qui transforme chaque Xz'(j) en xgj) 1<i<t)
f; est surjectif et ker(f;) = PU).

4. St 1 e1,t], ona dl(j)ij = fj05l(j) et hjof; = fjohy.
5. Si lLee[L,t], ona hioh, = heohy et hjod? = X\.dY oh;.
6. Si x§j+1) = 0, alors zz(-j) = xl(.j-’_l) pour tout i € [1,t].

7. Si x§j+1) # 0, et i€ [1,t], alors
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3.2. Nouveaux résultats sur les idéaux premiers H-invariants

(a) 7 <i = zz(.j) = xgj'H). En particulier, on a zgj) = xgﬁ_l)

. 1— d . .
(b)i<j = :I:Z(-]) = xjH + ZCJH jH 1 quec cflﬁl) = U—gy) " )\_ (d§]+1))d (xEJH)).

[d]%
(On observe que, comme K < x(jH), U (JH) > est d; D - stable, on a c(JH) e K< x(jJrl), U §]+11) >
et, comme d;j D est localement nllpotente sur K < x(] H) - xﬂ +11) >, seulement un nombre fini
des cl(ij " sont non nuls.)
Démonstration : -
Observons d’abord que, si 3. est vérifiée et si hyjo f; = fjoh; (en tant que morphismes de R dans D.,)

pour tout [, alors les propriétés 1. & 5. sont toutes vérifiées. En effet,

1. Pour tout ! et ¢ dans [1,t], on a_h_l(zz(.j)) = h_lofj(Xﬁ)) = fjohl(Xi(j)) = )\lﬁifj(Xi(j)) = )\lﬁizz(-j).
Ceci implique immédiatement que hy(AY)) = AU et h; induit, par restriction, un automorphisme de
AW

4. i Pe RO, ona df (/(P) = o [;(P) = (f;(P)ai”, = [(XVP = m(P)X[") = fjo5 (P).
Ceci démontre que dl(]) ofi = f; 06l(]).

2. Pard,ona d?(K <z, .., 27 >) = dV(fk<xP x5 = 500 <xD L x9S
c filK< Xl(j), s Xl@l >) = K< xgj), - .Tl(j) >. Deplus,si a e K< xgj), - acl(J)l >, on
peut écrire a = f;(P) avec P e K< Xl(j), s Xl(J)1 >. Comme 5l(j) est localement nilpotente sur
K<X1(j), s X(') >, on a (5(j)) (P) = 0 pour un certain r € N, et (d(j)) (a) = (dl(j))rofj(P)

= fjo (5l(j))’”(P) = 0. Donc, d(]) est localement nilpotente sur K < 2/ .| xlml >.

5. Si ¢ appartient & [1,t], on a hlohe(zz(-])) = /\l,i>\e,izz(']) = heohy(x ()) et, comme AU) est engendrée
par les éléments x(]), ona hjoh, = hgohy.
Considérons deux éléments a, b de AU) tels que les applications h_lodgj) et )\led(j) o h; coincident
sur a et b Alors, on a By od?(ab) = T(dY (a)b + he(a)d? (b)) = N.dV )(hl( Nhi(b) +
A\ eh_(h_l( ))d(j)(h_l(b)) = /\led(j)oh_l(ab). Dongc, il suffit de montrer que h_lod(j) et /\lede] oh; coincident
sur chaque x(]) Or lOd(])( (J)) _ h_l(xéj)xz(-j) _ )\e,ixgj)xéj)) _ )\le)\lz(-rc(i) 5]) A, x(]) (J)) _

Aedid? (x §.J>) = N.od? (i (217)), de sorte que on a bien hyod? = X .dY ohy.

Pour j € [2,m —1], onnote H; I’hypothése suivante :

Il existe une famille (:ngﬂ), ey xijﬂ)) € (Dp)t et une sous-algebre AU = K < xgjﬂ), ey acgjﬂ) >
de Dy, qui vérifie les analogues des propriétés 1. a 5. obtenues en changeant j en j+ 1.

Observons que I'hypothése H,,—; est satisfaite. En effet, les constructions de f,, et des variables xl(.m)
(voir le début de la section 3.2) impliquent directement la propriété 3. et 'égalité ho f,, = f,, oh pour tout
h dans H.

Suppososns & présent que H; est satisfaite, définissons les éléments :I:(j )

comme dans 6. et 7. et posons AW
= K< zgj), s (]) >. Il reste & prouver que la propriété 3. est satisfaites et que hjo f; = fjoh.

e Supposons que z§j+1) = 0, de sorte que X](j“) € Ker(fj+1) = PUTH. Rappelons que, dans ce cas,

P est le noyau du morphisme ¢ : RU) — R(j“)/’P(j“) qui transforme chaque XZ-(j) en Xi(jﬂ) +
pU+1),

Par 'hypothése H;, fir1: RUTY — AU+ induit un isomorphisme ]?.:1 RUHD ypl+1) . AG+1)
U Done f; = fizog: RO — AGHD et
I’homomorphisme qui transforme chaque Xi(]) en zz(-ﬁl), et on a ker(f;) = ker(g) = PY. Comme,

qui transforme chaque Xi(jH) + pU+D) en g
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dans ce cas, on a zz(-j) = xgjﬂ) pour tout 4, on obtient que f; satisfait la propriété 3. De plus, si [ et ¢

sont dans [1,#], ona hjof;(X) = W) = W@Vt = \a@VT™Y) = AuEP) = fom(XD).
Donc, hjo f; = fjoh.
Supposons que z(”) # 0, de sorte que X §é Ker(fjy1) = PU+1) . Posons S; = {(X]QH))Z 11 €
N} et rappelons que

PO = PUTDGL A R,

Comme fj+1(XJ(j+1)) = xgjﬂ) est inversible dans Dp,, fj4+1 peut étre étendu en un homomorphisme
frer: ROWDSTL — Do (F QX)) = £ (@)@ ™)~ pour tout @ dans RUFD et I dans

N) etona ker(fj:l) = P(j+1)SJ-_1. Rappelons que RU) C 112(3“"1)8’]-_1 et calculons f;:l(Xi(j)) pour
tout i € [1,¢].

ee Si j <4, alors on a Xi(j) = XZ-(jH) (voir section 3.1.2) et f;:l(Xi(j)) = $§j+1) = :cz(-j).
ee Si ¢ < j, alorson a

“+o0
Xz(J) _ XZ-(J+1) + ZC‘(iJ+1)(XJ(J+1))—d
d=1
avec
Cc(lj+1) _a Yd]q!j)‘d AT (5§j+1))d (x Uy,

q;

G+ ~ pl+1) ) (G+1) 1-g)* 4 G+1yd (3 G+D)
Comme Cd € RY , ona fjJrl(Cd ) — fjJrl(Cd ) = —rm >\j,i fj+1o(5j ) (Xi )

LI
1— d . . 1— B . . .
_ =g [d]qj) A (dg'ﬁl))dijH(Xi(JH)) ) [d]q]) A, (dg'Hl))d (@) = ¢, Donc, on a
a5 a5
—_— . . +OO . . .
fj+1(X¢(J)) = zz('ﬁl) + Zc&””(x?“))*d = zz('J)
d=1
Ainsi, on a f;:l(Xi(j)) = xgj) pour tout i € [1,¢], de sorte que la restriction f; de E:l a RU) est

I'unique homomorphisme de RY) dans AU) qui transforme chaque X, @ en z(J). f; est surjectif et
ker(f;) = ker(fj+1) N RO — P(j“)Sj_l N RY = PU). Ceci montre que f; satisfait la propriété 3,

et il reste a vérifier que, pour tout ! dans [1,¢], ona hjof; = fjoh;. Comme hl(Xi(j)) = )\l,iXi(j), il

(J))

suffit de vérifier que hy(x = /\lﬂ-xl(.j) pour tout 1.

Sij<i,ona h_l(xgj)) = h_l($§j+1)) =\ ix(jﬂ) = )\lﬂ-xgj).

) 2

Supposons i < j.

Par 'hypothése H;, on peut utiliser la propriété 5. au rang j + 1, de sorte que

h_l ° d§j+1) _ Al,jdg‘j-i_l) ° h_l

Pour tout d € N, on a donc, compte tenu de la propriété 1. au rang j + 1

(G = h—l((lqu)*d AT (d9HD) (20HD))

Cd [d]!Qj 75t
_ (0—g)? A8 AL (@) o T (@) = aad e,
[d]%
Ainsi, toujours au moyen de la propriété 1. au rang j + 1, on a Ay cgj+1)(z§j+1))*d) = )\lﬁicgjﬂ)(xgjﬂ))*d ,

de sorte que h_l(gcgj)) — )\l,ig;%(_j)_
(Il
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Rappelons (voir section 3.1.3) que, comme P(™ est H - invariant, chaque PY) (2 < j < m) est H -
invariant. En particulier, P est H - invariant. Notons

A= {ie [I,i]| Ze PP} = {ji < .. < js} (lorsque cet ensemble est non vide)

et
A = [1,t] \ A = {li < ... < L.} (lorsque cet ensemble est non vide).
Rappelons que P2 :P(AQ) (voir section 3.1.3), B = R®) et posons A = A®). Pour tout i€ [1,t],
posons z; = xEQ) et observons que fo: R — A transforme chaque Z; = XZ-Q) en z;. On peut donc aussi

décrire A et A comme suit :

>
|

{ie [z = 0}

>
[

{ie [Li] [z # 0}

Observation 3.2.4.
Si A est vide alors '™

%

est nul pout tout i € [1,¢] .

Démonstration : Si A est vide, on a z§j+1) = z; = 0 pour chaque j € [1,m—1]]. Par le point 6. de
la proposition 3.2.3, ceci implique que, si i € [1,¢] et j € [I,m—1], ona xEjH) = xz(.j). Donc, chaque
xl(.m) = :L'Z(-2) =z = 0.

[l

Jusqu’a la fin de la section 3.2.2, on suppose que A est non vide. Alors, on a :

Proposition 3.2.5.

1. A = K<le, vy 21, >

2.8 1 <i< d< e ona zz, = Ngl2,%,

3. 21y ey 2, sont tous non nuls et les polynomes de Laurent (ordonnés) 2+ = 2'' ... '

(@ = (a1, ..., ae) € Z°) sont K-linéairement indépendants.

Démonstration :

1. A = K<z, ..., 2> (voir proposition 3.2.3) et, pour i ¢ {l;, ..., l.}, ona i € A = Z; €
PR = ker(fs) = 2z = 0.

2. On sait (section 3.1.2) que Z;,Zi;;, = A\i,1;21;,Z1,- Sion transforme par fz, on obtient ’égalité voulue.

3. Onnote R = K< Ziyy ..., 21, > la sous-algebre de R engendrée par Zj,, ..., Zy,. Par la propriété

1., fo induit (par restriction) un homomorphisme surjectif fo : R — A et k:er(j?g) = RNnPX.
Comme chaque P € P®) — P(AQ) = ({Z;,,...,Z;,}) est une combinaison linéaire de mondmes dans
laquelle au moins 'une des variables Z;, avec 1 <+¢ < s apparait, cette intersection est réduite a zero.
Donc fg est un isomorphisme qui transforme chaque Z;, en z;,. Comme les mondémes ordonnés en
Zy,, ..., Zj, sont linéairement indépendants, on a la méme propriété pour les mondémes ordonnées en
Zly, -, 2,. Par suite, z;,, ..., z;, sont non nuls et les monémes de Laurent ordonnés en z;,, ..., 2

e

sont aussi linéairement indépendants.

e

O
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3.2.3 Chaque xz(m) est un polyndéme de Laurent en z;,, ..., 2,

Les conventions sont les mémes que dans la section 3.2.2 et on suppose toujours que A est non vide.

Considérons un entier i € [1,¢].

Si u€ D, etsi v € ZI, on dit (comme dans la section 3.1.2) que wu est homogéne de degré ~ si
h_p(u) — ¢~ My pour tout p dans ZII. Comme ¢ n’est pas une racine de l'unité, et comme FE est engendré
par II, le degré d’un élément homogéne non nul est défini de maniére unique. De plus, on a immédiatement
les propriétés suivantes :

e Si wy, ..., u, sont homogénes de méme degré -+, alors toute combinaison linéaire de uq, ..., u, (dont
les coefficients sont dans K) est homogéne de degré ~.
e Si u; est homogéne de degré v; et us est homogéne de degré -, alors ujus est homogéne de degré

Y1+ Ve
e De méme, si u est non nul et homogéne de degré v, alors u~! est homogéne de degré — .
e Donc, si uq, ..., u, sontnon nuls et homogénes de degré ~1, ..., 7, respectivement,si a = (a1, ..., ar)
€ Z", alors u? := uy' ... u’" est homogeéne de degré a1y + ... + aryy.
Lemme 3.2.6.
Considérons un entier j € [2,m].
1. 85 j < i+1, alors x(]) = z;. En particulier, ac( “D 2.
2.8 1<i<l<t, alors xl(j)xg.) )\lzx( )x(]) = d(])( (])) = f]( ) € K<x£+)1, - acl(])l >. De

plus, si 1l > jou 1 =i+1, alors dl(J)(zz(.J)) =0.
3. 8i U e RY est homogene de degré ~, alors fi(U) est homogéne de méme degré ~. En particulier,

xgj) est homogéne de degré [3;.

4. 81 <1<t et ueK< xY’, - acl(])l >, alors ziu = hy(u)z.
Démonstration :
1. Par la proposition 3.2.3, on a z(“rl) = (1) = = x(2) = z.

2. Par la proposition 3.2.3, on a zl(])zz(-]) Al z(]) (]) = z(])z(]) hl(zz(-j)):cl(j) = dl(j)(zz(-j)) = dl(j)o fj(Xi(j))

fjo 5l(j)(Xi(j)) et on sait (voir sectlon 3.1.2) que 5Z(J)(Xi(J)) = Pl(i) e K< Xi(i)l, s Xl(i)l >. De
. . . . . . )
plus,si [ > jou [ =i+ 1, on sait (voir section 3.1.2) que Plz
voulu.

3. Considérons p dans ZII. Par la proposition 3.2.3, on a h,(f;(U)) = f;(h,(U)) = ¢~ f;(U).

4. Par 1.,ona z = xl(j). Donc, zu — hy(u)z = xl( Dy — hi(u)z, @) = d(])( ).
(4)

Comme j < [, il résulte de 2. que dl(j) (,TZ(-j)) = 0 pour tout 7 < [. Ceci implique que d,

K < xgj), - acl(])l > et, en particulier, dl(j)(u) = 0.

= 0. En appliquant f;, on a le résultat

est nulle sur

O

Lemme 3.2.7.

Considérons un entier j € [2,m].

1. Si j < Iy, alors x(J) = z.
2. Supposons que 1y < j et notons d le plus grand entier tel que lg < j (1 < d < p). Alors xgj)
_ Ua+1)

x,; .
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3.2. Nouveaux résultats sur les idéaux premiers H-invariants

Démonstration :

2. On prouve ceci par récurrence sur j. Si j = lg+ 1, il n’y a rien & démontrer. Supposons que j >
lg+1 et posons 7/ = j—1 > lg. Parle lemme 3.2.6, on a x?lﬂ) = zjy = 0 (car j' € A). Donc,
par la proposition 3.2.3, J:Z(-j) = xEle) = xgj/) = xEldH) (par I'hypothése de récurrence).

1. La preuve est la méme ( en observant qu’il n’y a rien a démontrer si j = 2).

Supposons que [y < m et notons p le plus grand entier tel que I, < m.

Proposition 3.2.8.
Considérons un entier j € [2,m] et supposons que i < j.

1. Si i < j7 < Iy, alors xgj) = z =0.
Supposons que 11 < j et notons d le plus grand entier tel que Iz < j (1 < d < p).
2. (a) Si lg < i < j, alors J:Z(-j) = z.
(b) Si i < lg < j, alors
xgj) = J:Z(-ld) + lel_dl—i— +QKzl_dK
avec K > 1 et :
e Si d =1, alors chaque @Q; =0 (i.e. xgj) = xl(.ld)).

e Si d>1et i>lg—1, alors chaque @Q; =0 (i.e. zz(-j) = zz(-ld)).
(la) (ta)

e S5id>1et i <lg—1, alors chaque Q € K<z [, ..., ;" >.
Démonstration :
1. Par le lemme 3.2.7 (1.), on a xl(.j) = z; et,comme 7 < l;, ona i € A, desorte que z; = 0.
2. (a) Par le lemme 3.2.7 (2.), on a zz(-j) = xEldH) et, comme lg+1 <14, c’est aussiégala z;.

(b) On démontre ce résultat par récurrence descendante sur 1.
@ _ :L,(_ld"l‘l)
2

la+1 q .
Comme dans 2.a., on a z; et, comme acl(d” ) = 21, # 0, il résulte de la proposition

3.2.3 (7.(b)) que
2 = ol + P+ o+ Prat

avec L > 1 et chaque P, = py (d(ldﬂ))l (x(ldﬂ)) (u; € K*). Par le lemme 3.2.6, chaque P, €

Iy i
K < xgit_il"l‘l)7 . z(ld+1) (49) (4)

> = K<ayy, o, @71 > (compte tenu du lemme 3.2.7).

Supposons que i = lg — 1. Alors, par le lemme 3.2.6, on a dl(idﬂ) (zz(-ldﬂ))

@ _ :C'gld)

%

= 0. Ceci implique que

P, = 0 pour chaque [. Donc, x et la démonstration est finie.

Supposons & présent que ¢ < lg—1let,pour i +1<h <lg—1,

. ; B B
5 = oy + Quazm) + -+ Quaz,
avec M > 1, et :

e chaque Q;, =05si d =1,
e chaque Q;, =0si d>1 et h>lg_1,

e chaque Q1 € K< ac,(llj‘r)l, acl(fi)l >sid>1let h<lg_q.

Ceci implique les résultats suivants :

e Si d— 1, alors chaque 2 = 2\ (i+1 < h <l4—1).
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i

Si d>1 et Iy <h<lg—1,alors 2t/ =zl

Si d>1 et i+1<h<ly_1, alors zgj) e K< xgd),xgi)l, v zl(ii)l,zl_dl >.
en résulte que chaque P, € K< zﬁfi, s xl(i‘ijl,zl_dl >.
Si d=1 et h<lg, ona (parle premier point de la proposition) xgd) = zp, = 0. Donc, dans ce

cas, chaque P, € K et
. ; B B

e = 2l 4 Quatt + . + QK
avec K >1 et chaque @; appartient & K. Comme zz(-j) et zz(-ld) sont homogeénes de poids 3;, il en est
de méme pour lefdl + .. —I—QKzde. Comme z;, est homogéne de degré §;, et comme les mondmes
2z, (a € Z) sont K-linéairement indépendants, on voit immeédiatement que Q1 = ... = Qx = 0.
Supposons maintenant que d > 1.
Si ly—1 <h<ls—1, ona (par 2.a.) xglld) =zp =0 (car h € A). Donc,
ee Si i > 1y 1, chaque P, € K et comme ci-dessus

ORI
e Si i < ly_1,chaque P, € K< xﬁﬁi, - xl(i‘i)l,zl_dl >. Comme, par le lemme 3.2.6, z;, =
xl(id) q - commute avec zﬁfi, - xl(i‘i)l, chaque P, peut s’écrire comme suit :
P = Soui+S112,' + o +Spaz”
avec £ > 1 et chaque 5;; € K< xﬁﬁl), ey xl(i‘i)l > . On en déduit que
) . B B
xgj) = :cE a4 leld1+ +QKzldK
avec K > 1 et chaque ; appartient & K < xgifl), - xl(i‘i)l >.
O
Proposition 3.2.9.
Considérons un entier j € [2,m], supposons que i+1 < j et considérons un élément u de K < acz(-i)l, >$§]21 > .

1. 8i j

< lj, alors u e K.

2. Supposons que ly < j et notons d le plus grand entier tel que lg < j (1 < d < p).
(a) Si lg < i, alors v e K.
(b) Si i < lg, alors

U = U12Z1+ +uKzladK

awec K > 1, (ai, ..., ax) € ZX et :

e Si d =1, alors chaque u; € K.
e Sid>1et i >143_1, alors chaque u; € K.

(la) (la)

o Si d>1et i <lg_1, alors chaque w € K<z, ..., x>
Démonstration :
1. Par la proposition 3.2.8 (1.), on a x%j) =0 pour tout h < j. Donc, u € K.

2. (a) Considérons un entier h aveci < h < j.

Comme lg < i, on déduit de la proposition 3.2.8 (2.a.) que zgj) =2z, =0 (car h € A). Donc u €

K.
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3.2. Nouveaux résultats sur les idéaux premiers H-invariants

(b) Considérons a nouveau un entier h avec i < h < j.

Si lg < h, alors, comme en 2.a., on a ng)

(2.a.), on a xéj) =zn = 21,

Il en résulte que

J (9)
uekK< zz(-_i_)l,...,:cld_l,zld > .

e Supposons d = 1.
Si h < l4, alors, par la proposition 3.2.8 (2.b. et 1.), on a

ng) _ wgd) —0
Il en résulte donc que v € K < z;, >, il en résulte que
u = ulzla; + ...+ uKzladK

avec N >1, (a1, ..., ay) € NV et chaque u; € K.

e Supposons d >1 et ¢ > lg_1.
Si i<h<lg ona lg_1 < h <lg et, par la proposition 3.2.8 (2.b. et 2.a.),

zgj) = xgd) =z,=0(heq)
Comme ci-dessus, on conclut que
u = ulzla; + .. JruKzladK

avec K > 1, (a1, ..., ag) € NK et chaque u; € K.

= 0. Si h =14, alors, encore par la proposition 3.2.8

e Supposons que d > let i <lg_1. Si @ < h <l4, on a, toujours par la proposition 3.2.8 (2.b.),

e = 2l 4 Qut + .+ Quz M
avec M >1 et:

ee Si [y 1 < h, on conclut comme ci dessus que zgj) = 0. On en déduit par (3.7)

ueK < W ...,:El(j) V2l >
—1

i+17 d
ee Par la proposition 3.2.8 (2.b.), on a xl(jL = xl(idl.
ee Si h <ly_1, alorschaque @Q; € K< acgj‘r)l, - acl(fi)l > et, par conséquent,
xéj) e K< J;gd),xgj’r)l, - xl(ii)l,zl_dl > C K< xz(-fl),xgj’r)l, - xl(ii)l,zl_dl > .
. (la) (la) _+1
Il en résulte que v € K <z, ..., xSz > Comme, par le lemme 3.2.6, z,
commute avec zﬁfi, - :cl(i‘i)l, on en déduit que
U = ulzladl—i— +uKzladK
K (la) (ta)
avec K >1, (a1, ..., ax) € Z* et chaque wy € K <z, ..., ;" >.
Proposition 3.2.10.
Considérons un entier j de [2,m] avec i < j.
1. 8i {ly, .., Ly N [i+1,5—-1] = 0, alors xgj) = z.
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Chapitre 3. Effacement des dérivations dans U[w]

2. Supposons que {l1, ..., l,}N[i+1,7=1] # 0 etposons {l1, ..., L}N[i+1,j—1] = {l. <..< lq}.

Alors, on a
@ _ ac a
) =z + Z n(a)z'c ... 2,
a = (ac, ... , aqg) € F

ol

o F est un sous-ensemble fini (qui peut étre vide) de Z4—+!,

o Si = représente Uordre lexicographique inverse dans Z%=°t1, alors, pour tout a dans F, ona a
< 0 (ie. a=(ac, .. ,ar,0, ... ,0) avec a, <0.)

e Pour chaque a dans F, on a n(a) € K*.

Démonstration :
1. On suppose donc que {l1, ..., lp} N [i+1,7—1] = 0, et on observe qu'il y a deux possibilités :
0 _

(a) j <ly. Par la proposition 3.2.8, on sait que z;”/ = z;.

(b) I3 < j et,si d estle plus grand entier tel que g < j, alors g <i < j. Encore, par la proposition
(@ _

3.2.8, on sait que w; Z;.

2. On démontre cette assertion par récurrence sur j — i.

Supposons j —i = 1. Dans ce cas,ona {li, ..., l,} N [i+1,7j—1] = 0 et 'égalité & démontrer
résulte de 1.
Supposons j—i > 1. Comme I’ assertion 1. est déja prouvée, on peut supposer que {ly, ..., I} N [i+

1,7—1] = {lc <...< lg} est non vide. Donc, on a I3 < j, d est le plus grand entier tel que Iz < j
et 1 <lgq < j. Par la proposition 3.2.8, on peut écrire :

. . B B
xgj) = :L'Z( @) + leldl + ...+ QKzldK
avec K > 1 et il y a trois cas possibles :

(la) _

(a) d = 1. Alors chaque Q; = 0 et, comme z; z; (proposition 3.2.8, 1.), le résultat est démontré.

(b) d>1 et i >14-1. Alors chaque Q; =0 et, comme xgld) = z; (voir proposition 3.2.8, 2.a.), le résultat

est démontré.

(¢) d>1 et i <lg—1 (desorte que ¢ < d—1). Dans ce cas, chaque @Q; € K < xﬁﬁ%, o "El(id,)l >.

Comme [; < j, il résulte de 'hypothése de récurrence que la proposition est vraie pour chaque zgd)

avec ¢ < h < lyg. Ceci implique que

eSi i1+1<h<l4_1, ona xglld) e K< zlfl, - zlid: > (car {li, ..., I} N [h+1,1g—1]
C {l. <..< lg—1} et z, est soit nul soit égal & z;, avec ¢ <r < d—1). Donc, chaque Q, €
K < zlfl, VN Zlﬂil >.
[ ]
N R— S e
a = (ac, ... , ag—1) € Fy
ou

o Fy est un sous ensemble fini (peut étre vide) de Z<=¢.
o Pour chaque a dans Fi, ona a < 0 et n(a) € K*.
Comme chaque @); est une somme de mondmes de Laurent (ordonnés) en les z_, ..., 2z, ,, on en
déduit que
xgj) =z + Z n(a)zc ... 27,
a = (ac, ... , aq) € F

ou

o F est un sous-ensemble fini (peut étre vide) de Zd4—c+1,
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3.2. Nouveaux résultats sur les idéaux premiers H-invariants

o Pour chaque a dans F, ona a < 0 et n(a) € K*.

Cette proposition implique immédiatement

Corollaire 3.2.11.

Considérons un entier d avecl < d <p. Si 1<1i<ly, alors xgld) e K< zljld, . zlid: > .
Démonstration : Par la proposition 3.2.10, :cl(.ld) = z; + @ avec @ un polynome de Laurent (peut
étre égal & 0)enles z, ..., 2z, ,. Comme z; estsoit 0 ou z, avec 1 <r <d-—1, la démonstration est
terminée.

O
Corollaire 3.2.12.

Considérons un entier d avec 1 < d < p. Dans D,, , considéré comme un module & gauche sur K <

xgld), - xl(i‘i)l >, les monémes de Laurent zladd sz’ (ag, ..., ap dansZ) sont linéairement indépendents.
& fon : ; (la) (la) +1 +1
Démonstration : Par le corollaire 3.2.11, ona K <azy%, ..., 2,7y > C K<z, ..., z~ >. Donc

le corollaire résulte immédiatement de I'indépendance K - linéaire des monoémes de Laurent ordonnés en les
Ziys -, 21, (voir proposition 3.2.5).
O

3.2.4 Une nouvelle condition suffisante pour que P™ appartienne & Im(¢,,)

Les notations sont les mémes que pour les sections précédentes, mais on ne suppose plus que A est non
vide a priori.

Supposons m < t et supposons que P(") n’appartiennent pas a I m(¢m,) de sorte que, par la proposition
3.2.1, X\ € P et il existe un entier j de [1,m — 1] tel que

_ (m)(s(m+1 (m+1) m)
U = 0m(simt(X; ) ¢ P,
Choisissons un tel j maximal. Alors, on a
G(m)((;?(nerz)(Xi(erl))) c plm)

pour tout i dans [j+1,m — 1] et on observe que, comme U ¢ P ona wu:= f,(U)# 0 dans A™.

Rappelons que
A= {ie [1,t]]|Zie PP} = {ji < .. < js} (si cet ensemble est non vide),
A = [1,t] \ A = {l; < .. < L} (si cet ensemble est non vide).

Lemme 3.2.13. .
A estnon vide, Iy <m, m¢& A et, si p estle plus grand entier tel que l, < m, ona j <l, < m.

Démonstration : Tout d’abord, rappelons que :

e Si A est vide, alors (observation 3.2.4) chaque xl(m) (I € [1,t]]) est nul.
° 57(71m+1)(XJ(m+1)) _ P(m+1)

g Cet élément est 0 si m = j+ 1 ou une somme (finie)

m+1)\a,yq M+1)\am, 1
Yoo Xy (xmY)

a = (U«j+1a---,0«m71)

avec chaque a dans N™717J si m > j+ 1. De plus, @ est non nul quand ¢, # 0.
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e OM . K < Xfmﬂ), XD S K < Xl(m), ,an"i)l > est un homomorphisme d’algébre qui

m—1
transforme chaque X l(m+1) en X l(m).
Supposons que m = j + 1. Dans ce cas, on a

67(71m+1)(X§m+1)) -0 = U = @(m)(&ﬁnm-l-l)(Xj(erl))) -0 Ep(m)

et on obtient une contradiction.

Donc,ona m > j+1, et

m m+1 m+1)\a;qq m+1)\an, 1
67(71 +1)(Xg(' )) _ Z CQ(XJ('Jrl )) i+ ,_.(an_l )) =
a = (a]‘+1 ..... am,l)
m m m+1 m)ya m QAm—
U = emEgix ™)) = Yo axThmex ) =
a = (ajt+15sam—1)
— U) = (m) aj1 (M) Yam—1
u fm(U) Z Cg(xj-H) (@ 21) .
a = (ajt1,0m—1)
Supposons que A est vide. Alors, chaque zl(m) est nul et, comme @ est non nul quand ¢, # 0, on déduit

que u = 0. Donc U € Kerf,, = P("™) et on a encore une contradiction. Ainsi A est non vide.

Si I3 > m, alors, pour tout I € [1,m — 1], on a ( lemme 3.2.7, puisque [ < Iy) xl(m) =z = 0. Comme
ci-dessus, ceci implique que u = 0 et on a encore une contradiction. Donc 11 < m.

Comme anm) e P™ ona x%") = 0. Comme zg,T) = zm (lemme 3.2.6), ona Z,, € P32 et donc, m
€ A. De plus, si I, < j, alors, pour tout [ € [j+1,m —1], on a (propostion 3.2.8 2.a., puisque [, <! < m)

xl(m) = 2z = 0. Comme ci-dessus, ceci implique que v = 0 et on a encore une contradiction. Donc, j < [,.

(I
On pose V = 57(,1m+1)(X§m+1)) = X,(an)XJ(mH) - q’(ﬂm’ﬁj)X](mH)Xr(an) (voir section 3.1.2), de sorte
que U = 0m™(V).

Lemme 3.2.14.
Considérons un entier | avec j <l < m. Alors on a, dans R(’”H);
Xl(mH)V - q(ﬂzﬁm—ﬁj)VXl(mH)
+q%ﬂm[q%m@+mi¢mﬂw$+prw% 75g+wXﬁﬁ%XYWD]
g0 o g ()

. . 1
Démonstration : On observe que, comme chaque XZ-(er )

on a

est homogeéne de degré (; (voir section 3.1.2),

5l(m+1)(v> _ 5l(m+1)(X7(nm+1)>X]§m+1) + qf(ﬂlﬁm)Xgnerl)él(m-i-l)(ngm-‘rl))
g BB gD (X (MHDY X (me D) _ (B 85)+(Bu5)] x (A D gD (x (mt )y

Donc, on peut écrire

5™ (Vy=A+B-C-D

avec
A= 5l(m+1)(X7(nm+l))XJ(‘m+1),

64
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- m m+1 m+1
B=gq (ﬁzﬁm)an +1)5l( + )(Xg( + ))7
_ N (ma1 — m
C=gq (ﬁm,ﬂj)(;l( + )(X]( + ))an +1),
D= q_[(ﬁm’ﬁj)-'_(ﬁl’ﬁj)]X;m+1)5l(m+l)(Xélm—’_l)).

Calculons séparément A, B, C et D :

. 5l(m+1)(X7(nm+1)) = Xl(mH)anmH) - q’(ﬂ“ﬂm)X&mH)X;mH). Comme on a aussi 5,(nm+1)(Xl(m+1)) — anm'H)Xl(mH)
— q’(ﬂl*ﬂm)Xl(mH)Xr(an), on peut écrire Xl(mH)Xr(an) = q(ﬁ“ﬂ’") [XﬁzmH)Xl(mH) — 57(71m+1)(Xl(m+1)) |
Donc
5l<m+1>(X7(nm+1>) = (q(PPm) — q—<ﬁz,ﬁm>)XT<nm+1>Xl<m+1> _ q(m,ﬁm)(g&wfl)(Xl<m+1>).
e De 14, on déduit que

8D (X)X (D) = (gl g () () XD X (M) (B gl ) (D) X 74,
Mais on a aussi

5l(m+1)(XJ(.m+1)) = Xl(mH)XJ(.mH) — q_(ﬁl’ﬁf)Xj(-mH)Xl(mH), de sorte que 6l(m+1)(X7(nm+1))Xj(-mH) =

(q(ﬁl,ﬁm) o q_(ﬁl’ﬁm))Xr(nerl)[q_(ﬁl’ﬁj)X;m+1)Xl(m+l) + 6l(m+1)(XJ(_m+1))] . q(ﬁl’ﬁm)(sr(nerl)(Xl(m+1))Xj(-m+1)-

Donc, on obtient :

A = (q(ﬁz,ﬁm) _ q_(ﬁl’ﬁm))q_(ﬁl’ﬁf)Xﬁlerl)Xj(.erl)Xl(erl)
+ (qPrPm) — q*(ﬂlﬁm))X&m'i'l)al(m-H)(X](m-i-l))
) s(mA1 m+1) (m+1
_ q(ﬁzﬂ ) SN )(Xl( )Xj ).
e On en déduit que
A+B-C = (q(ﬁzﬂm) _ q*(ﬁzﬂm))q*(ﬁzﬁj)Xr(nm'*‘l)Xj(_m-i-l)Xl(m-‘rl)
4 Q(B“Bm)Xr(an)él(mH)(Xj(mﬂ)) _ q—(ﬁm,ﬁj)(;l(erl)(Xj(m+1))X7(nm+1)
— q(ﬁl7BnL)6’f(nm+1)(Xl(erl))Xj(erl)

= (q(ﬁz,ﬁm) _ q—(ﬁl»ﬁm))q—(ﬁl,ﬁj)X’r(nerl)X](erl)Xl(erl)
gt (XD 5D (X D) (o ) 5D (x (D)) x (k)
— q(ﬁlﬁm)&(nm—i_l)(Xl(m-i_l))X](m'i_l).
Comme 5l(m+1)(XJ(m+1)) est homogeéne de degré (3, + 3;, on a
Xy gD (X)) — g et B () X = Y o 57D (XY

de sorte que

A+ B —C = (qBPn) — g=(Bubn))g=(Bupy) x (1) x (m+D) x ()
m+1 m+1 m+1 m+1 m+1 m+1
BB S o 5D (gD (30 D (x (D) (D)
5l(m+1)(X7(nm+1))

e En utilisant le calcul de fait dans le premier point ci-dessus, on peut écrire :

D = ¢~ [(Bm:B)+(Be.)] Xj(m+1>5l<m+1>( X§mHy = g (85:8u+8m) Xj<m+1>[(q<m,ﬁm> — g BiPm)) x (D) x (mHD)
g5 (x (D)
de sorte que

)

D — q_(ﬁj 7ﬁl+ﬁ7n) (q(ﬁl Bm)

_ q—(ﬁzﬁm))Xj(m"‘l)XT(nm-H)Xl(m'f‘l) _ q—(ﬁj7Bz+ﬁm)q(ﬁz,ﬁm)XJ(m+1)5T(nm+1) (Xl(m+1)).

65



Chapitre 3. Effacement des dérivations dans U[w]

e On en déduit
5T (V) = A4 B—C—D = =358y (q(BrBrm) —q*(ﬁlﬁm))[XﬁlmH)XJ(mH) ,qf(ﬂjﬁm)X]W“)anm“)]Xl(m“)

4 qUBum) [q= (BBt Bm) X (D g {nd D) (g (m Dy g lmt ) (g (D) x (m b))
=+ q(ﬁz,ﬁm,)(g?(g“rl) o 5l(m+1)(XJ(_m+1))’
soit

5l(m+1)(v) — q_(ﬁjﬂﬁl>(q(ﬁlaﬁm) — q_(ﬁlvﬁm))VXl(erl)
+ q(ﬁzﬁm) [q—(ﬁj7Bz+BnL)X](_m+1)57(nm+1)(Xl(m+1)) _ 57(,1m+1)(Xl(m+1))Xj(-m+l)]
+ q(ﬂlﬂm)égnerl) o 5l(m+1)(X]§m+1))
Comme V est homogéne de degré f3; + 3,,, on a aussi
5l(m+1)(V) _ Xl(m+1)V _ q*(ﬂlﬁjJrﬁm)VXl(m'f‘l),

ce qui donne la formule annoncée.

(I
Observons que, si j < I < m, on a les résultats suivants :
o SW(Xy e K< XY, L, XU > (ouest nulsi 1= m — 1) (voir section 3.1.2).
e D ~  o(m+1) (m+1) (m+1) (m+1) .
eméme, V =dn (X; )EK <X, o, X501 > (4 <m—1 par le lemme 3.2.13).
. 6l(m+1)(X](-m+1)) e K < X;Tfrl), - Xl(TlJrl) > (ouest nul si [ = j+ 1), ce qui implique que
U o G () ¢ | < XU X,
Donc, V, 57(7?“)()([(7”“)), 5,(77171+1)051(m+1)(X;m+1)), Xl(mH), X](mﬂ) sont tous dans K < X§m+1), ey X,(nnil) >

et, si on transforme 1’égalité du lemme 3.2.14 par ’homomorphisme d’algébre ©(™, on obtient :

Lemme 3.2.15.

m) Bm—B; (m
Xl( U = q(ﬁz Bm—B )UXZ )
1 (BuBm) [qf(ﬁj,ﬁerﬂm)XJ(m)@(m)(57(71m+1)(Xl(m“))) _ ®(m)(5§nm+1)(Xl(m“)))X](m) ]

m l

+ q(ﬂlaﬂm)@(m) (6(m+1) o 6(m+1)(Xj(m+1)))

Supposons toujours j < | < m et observons que
e Par définition de j, on a ®(m)(5r(nm+1)(Xl(m+1))) e plm),
e On suppose que | > j+ 1, de sorte que (par la section 3.1.2)

J

m+1 m+1 m+1)\a; m+1)va;_1
s (x )y = 3 ca(X Ty (X ya

a = (ajti,.,a1-1)

avec chaque ¢, € K.

Comme tout XZ-(WH) est un Ay, - vecteur propre, chaque oY ((X](.Tl"rl))aﬁl...(Xl(f?l))al*l) est

une combinaison linéaire de produits Mlé,(an)(Xi(mH))Mg avec j < i <1l et M; (resp. M) un
monoéme ordonné en les X;Tfrl), e Xi(mH) (resp. en les XZ-(mH), s Xl(:nlﬂ)). Ceci implique que
em (54, 6l(m+1)(Xj(m+1))) est une combinaison linéaire de produits N;©(™ (64 (x MV,
avec j <i<let Ny (resp. N3) un monoéme ordonné en les XJ(_Tl), e XZ-(m) (resp. en les Xi(m), e
x").

Comme O (50" (X)) € P(™) pour j < i < m, on conclut que

O™ (64 o g™ (x M)y € plm),
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5l(m+1) (Xj(m—i-l)

On observe que ce résultat est aussi vrai quand [ = j + 1 car, dans ce cas, ) est nul (voir

section 3.1.2). On a donc, pour j < I < m,

e O o 5 (X)) € P,
On en déduit, par le lemme 3.2.15,

o« XU — qBBn=BNyx[™ € pim),

En transformant par ’homomorphisme d’algébre f,,, on obtient :

Lemme 3.2.16 (j <l < m).

SCl(m)U — q(ﬁlvﬁm_ﬁj)uzl(m)_ (39)
Rappelons (voir section 3.1.2) que V = 5,(771+1)(Xj(m+1))) est un polyndéme homogéne en X](T;rl), o Xr(n"fgl)
de degré 3., + ;. Donc, comme ©(m) transforme chaque Xi(mH) (1<i<m) en Xi(m), U =0em(w)
est un polynome homogéne en X ](Tl), ey Xr(n"i)l de degré B, + B;. Ceci implique :

Lemme 3.2.17.

u est un polynéme non nul, homogéne de degré B, + B;, en 2 2™

G41r s Tyl

Démonstration : u = f,,(U) est non nul car U ¢ P("™). Comme f,, transforme chaque Xi(m) en
xgm), u est un polyndéme en xﬁq, s ngln_)l De plus, U étant homogene de degré B, + B, u = fin(U) est
homogéne de degré f,, + §; par le lemme 3.2.6.

[l
Rappelons (lemme 3.2.13) que j <[, et que p est le plus grand entier tel que [, < m. Notons c¢ le plus

petit entier tel que j <. (1 < ¢ <p). Comme v € K< xﬁq, - xfff_)l >, il résulte de la proposition

3.2.9 (2.b.) que

a a
u = ulzlpl—i— —|—ulepM

avec M >1, (a1, ..., ay) € ZM et :
e Si p =1, alors chaque u; € K.

e Si p>1let j>I,_1, alorschaque u; K.

m

e Si p>1let j<lp—y1, alorschaque u; € K< xgljji, s :zzl(i’:)l >,

de sorte que 1’on peut écrire
e Si ¢ = p, alors chaque u; € K.
e Si ¢ < p, alors chaque u; € K< xgljj)l, . xl(i’:)l >.

Dans les deux cas, on peux supposer que uq, ... , up; sont tous non nuls et que a; < ... < aps. On observe
alors que

) (Ip) (Ip)

e Chaque w; € K<z, .., z; 7 >\{0}.

e Chaque wu; est homogéne de degré B, + 3; — a; 53,
(lp)

En effet, comme u est homogeéne de degré 3, + 3; et 2, = T

tout p € ZII,

est homogéne de degré (3,, on a, pour

hp(u) _ qf(p, alﬁzp)h_p(ul)zil + o +q7(p, aZ\/Iﬁlp)h_p(uI\/[)ZZ)]W
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— q*(Pv Bm~+0B5) [ulzﬁjﬁL +UMZZ,M]-

Le corollaire 3.2.12 permet d’identifier les coefficients des zl‘jj pour chaque 4. Ainsi ¢~ aiﬁlp)h_p(ui) =

g~ (P BmtBi)y, | de sorte que h,(u;) = q~ P BmHBi=aibu)y, pour chaque i.

O
Par la proposition 3.2.10 (1.), on a :cl(;n) =z, = xl(ip). Donc, au moyen du lemme 3.2.16 avec | = [,, on
obtient :
2,u = q P Bm*ﬂj)uzlp (3.10)
et, par le lemme 3.2.6 (4.),
_ al amv | 1 a1+1 T ap+1
27U = 2, [ulzlp + o tumz } = hlp(ul)zlp + ... +hlp(UM)le .

Chaque u; étant homogéne de degré 3, + 3; — a;3;,, on en déduit

—(Bips Bm+Bi—aiPi,)

z,u = [q U12Z1 + .. +q7(ﬁlp7 ﬁm**fjj*aNﬁlP)uMzZJM]zlp. (3.11)

Par les égalités (3.10) et (3.11), et aprés simplification par z;,, on obtient

q(ﬁzV Brm—PB5) [ulzlapl + o +UMZZ71VI] _ q*(ﬁzpy ﬁerﬁjfalﬁzp)ulZZ?l + o +q*(ﬁzp1 ﬁm“l’ﬁj*aNﬁlp)ulea:vI.
Sil<i< M, en identifiant les coefficients de zlap (corollaire 3.2.12), il vient (puisque wu; # 0 et ¢ non racine
de I'unité)
—(B1,s B + 85 — aifB,) = (B, Bm — B)-

De 137 afi”ﬂlp”2 - 2(ﬂlpvﬂm> et, par Slﬁtea a; = (ﬂlﬁvﬂm)
Comme par construction, les a; sont supposés deux & deux distincts, ceci implique que M =1 et on conclut :

Lemme 3.2.18.

U = upzsz
avec
e Si ¢ =p, alors u, € K*.
o Si ¢ <p, alors u, € K<z§-lf;)1, oy :El(zizi)l >\ {0}.
® ap = (ﬁl\;aﬁm)-

up est homogéne de degré B + B; — apfy, = v+ B; avec v, = s, (Bm).

Cela va nous permettre de démontrer

Lemme 3.2.19.
Pour chaque entier d avec ¢ < d < p, on a

u = udzzld zlapp
avec
e Si ¢ =d, alors ug € K*.
- (la) (La)
e Si c<d, alors ug € K<y, ...,z >\ {0}.
o Notons (Ya, -, Yp, Yp+1) la suite des racines (non necessairement positives) définie par ypt1 = Bm  e€t,

pour d < i <p, vi=sg, (vit1). Alors, chaque a; = (B),7i+1)-
uq est homogene de degré ~q + ;.
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Démonstration :
On procéde par récurrence descendante sur d.
Si d = p, tout résulte du lemme 3.2.18.
Supposons que ¢ < d < p et que le lemme est vrai au rang d+ 1, c’est a dire :

_ Ad41 ap
U = udpr?y, )
avec
(la+1) (la+1)
e ug1 € K< i7", oy 2" >\ {0}
® Si (Ya+1, - s Vps Yp+1) est la suite des racines (non necessairement positives) définie par vp,41 = B et

pour d+1<1i<p, v =sg, (Vi+1), alors, chaque a; = (8)/,7it1)-
® ugi1 est homogéne de degré g1 + ;.

Par la proposition 3.2.9 (2.b. avec j =14), on a :

_ b b
Ugt1 = vlzldl + ...+ szl;”
avec M >1, (by, ..., byr) € ZM et :
e Si d=c, alorschaque v; € K.
e Si d > ¢, alorschaque v; € K< xglﬂ, U xl(i‘i)l >.
Comme ci-dessus, on peut supposer que v1, ... , vp; sont tous non nuls et que b; < ... < bys. Comme ug41 est

homogene de degré 441 + G5 et chaque zlb; est homogeéne de degré b;0;,, on déduit du corollaire 3.2.12 (par
un raisonnement analogue a celui effectué ci-dessus pour les u;) que

e chaque v; est homogéne de degré g1 + 35 — bifi,.

Par la proposition 3.2.10 (2.), on a

xl(;n) =z, + Z U(Q)leddrll . 27, (3.12)

(sa+1s - > 8p) € F

s
ou
e F est un sous-ensemble fini (éventuellement vide) de ZP~<.

e Si =< représente I'ordre lexicographique inverse de ZP~?, alors, pour tout s dans F, ona s < 0.
e Pour tout s dans F, ona n(s) € K*.

Par le lemme 3.2.6 (4.), on a (au moyen de (3.12))

T bi+1 T ba+1
2l Ug+1 = hld(vl)zl; + ...+ hld (’U]\/[)ZldM .
—d . €d41 €
Pour chaque e = (e4y1, ..., €p) € ZP~% notons z¢:= Zldjl 7y et observons, au moyen du lemme 3.2.6

(4.) et compte tenu de ’homogénéité des v;, que

2%Ugy1 = )\g,lvlzl[’;zg—i— +)\§7MUleI7dA429.
avec (A1, -, Aemr) € (K¥)M.
Sionpose a = (agt1, -, ap), ON &
e = (1) + (2)
avec
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— b b
(1) = 2:ldud_|_12:2 = hld(vl)zldlﬂ a+ +hld( ) dMJrlZQ
— q—(ﬁzd, 7d+1+ﬁj—b1ﬁzd)vlzlbdl+1zg+ +q—(5ld7 ’Y.i+1+ﬁj—bMﬁLd)UlebdM'i‘lzi
et
Z ) ug412% = Z n(s) (As, 1vlzl 254+ ]\/IUlesz‘S ) 2%,
s € F s EeF

D’autre part, on a aussi

ur(™ = (1) + (2)

avec
! _ a _ b1 a b]y[ a
(1) = war12%2, = viz), 2%, + .. +omz) 242,
- , by+1 bar+1
. (aa+1Biy, + - + apBi, Bzd)(vlzldﬁ- + ot on) M+ )22
et
(2 = ugr12%| g E vlzlblzazSJr JrszszazS)

s€eF s€eF

En utilisant le lemme 3.2.16 et avec [ = [;, on obtient :

(1) + (@) = g% P (1) + (2))

On observe que (1) et (1) dont des combinaisons linéaires & gauche de monomes du type z/' 2% (h € Z)

dont les coefficients sont dans A = K < xglﬁ)l, ey (id)l >, alors que (2) et (2') sont des combinaisons
linéaires a gauche de monome du type zlh 2¢ (h€e Z, e=a+ s, s€ F) dont les coefficients sont dans A.
Rappelons que, pour tout s € F, ona s < 0 = e=ga + s < a. Donc, par le corollaire 3.2.12, on a (1) =
qPrar Pm=Bi) (1"}, ce qui implique que, si 1 < i < M,

=Brg» Ya41+B8=biBiy) — (Biys Bm—B5) g (@a+1Pigyy + o+ apbiy, Biy)

q q q

Rappelons que, pour d+1 < h <p,ona 7y, =sg, (n+1) = Yh+1 — (B, V+1)B1, = Yh+1 — anfy,. Sion
ajoute toutes ces egalités, on obtient vi41 = Yp41 — (@a+16i,,, + - + apf,). Comme vpi1 = B, on
obtient la formule

_(Blda Yd+1 +ﬁ]_bzﬁld) = (ﬁlda Bm_ﬁ]) - (ﬁm — Yd+1, ﬁld)
pour tout 4 € [1, M].

Ceci implique que b8, 1> — (Biys Va+1) = (Bi,, Va+1). Donc, comme les entiers b; sont distincts, on a
nécessairement M = 1, by = (ﬂl\iﬂ va+1) et v1 est homogéne de degré vgi1 — b1fi, + B = va + 5 sion
pose Y4 := Ya+1 — bif, = Sﬁzd(%lﬂ)-

Donc

ad+1 ap

U = “dzzd Zger A,

avec uqg = v1 # 0, de sorte que
e sid=c, uq € K",
sid>c,alorsug € K< xgljg, - acl(id)l > \{0},

[}
® aq = bl = (Bl\;a ’7d+1)a
e ug est homogene de degré vq4 + ; avec a4 = s, (Vd+1)-
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Dans le cas particulier d = ¢, le lemme 3.2.19 permet d’écrire :

a
U Uez) 2"
p
avec
e u., € K*.
® Si (Yey - 5 Yps Yp+1) est la suite des racines (non nécessairement positives) définies récursivement par

Yp+1 = Bm et, pour ¢ <i < p, v =sg, (Yi+1), alors chaque a; = (8, 7i+1)-

Comme u. € K*et comme chaque z;, = xl(id) est homogeéne de degré G;, (voir lemme 3.2.6), u est aussi

homogene de degré a.f8, + ... + apf,. Donc, comme le degré de u est défini de fagon unique, on a
Bm + B = acBi, + . + apf,.
Par la proposition 1.2.16, on conclut :
Proposition 3.2.20.
Si P wlest pas dans Im(dy,), alors
A = {ie [1,t] | Zse PP}

n’est pas un diagramme positif pour (2.14) au sens de la définition 1.2.6.
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Chapitre 4

Diagrammes de Cauchon dans U; (g) avec
un ordre de Lusztig

Les diagrammes de Cauchon de U, ;‘ (g) sont étroitement liés a la décomposition de wq utilisée pour construire
les générateurs canoniques (Eg, Xg ou X é du chapitre 2). A I'aide de la théorie des plans admissibles de Lusztig
(voir section 2.1.3), des résultats démontrés dans la section 2.1.5 et des nouveaux résultats obtenus dans le cadre
de Veffacement des dérivations (chapitre 3), nous décrivons dans ce chapitre ces diagrammes.

La premiére partie est dédiée a la démonstration du résultat suivant (premier théoréme fondamental) :

Un diagramme A vérifie toutes les contraintes provenant des plans admissibles (notion a définir) si et seulement
si A est un diagramme de Cauchon (au sens de la définition 3.1.2) .

La seconde partie présente un calcul explicite des contraintes pour chaque type d’algébre de Lie simple avec une
décomposition de wy bien choisie. Ce calcul explicite permet de déterminer le nombre de diagramme de Cauchon
dans chaque cas car ce nombre, égal au cardinal du spectre H-premier, est indépendant de la décomposition de
wy choisie. En particulier, on établit ici que :

‘H — Spec U;r(g)’ = ‘{Diagrammes de Cauchon de Uq*(g)}‘ = |W]|

4.1 Construction algorithmique des diagrammes

4.1.1 Contraintes dans un diagramme

On utilise & nouveau les notations de la section 3.1 mais, comme on se place dans le cas w = wg, on a
t=N=|®%| et R = Ulwo] = U (g). On munit ®* d'un ordre de Lusztig et on considére la décomposition de
wp associée 4 cet ordre.

On rappelle qu'un diagramme est une partie (quelconque) A de l'ensemble des indices [1, N]. Afin de faire
le lien entre les diagrammes de Cauchon et la géométrie des systémes de racines, nous sommes
conduits (dans ce chapitre uniquement) a faire la convention suivante.

Convention.
L’application i — (; étant une bijection de [1, N| sur ®* (section 1.1.2), nous identifions ces deuz ensembles.
Ainsi les diagrammes serons identifiés auzx parties A de ®T et pour tout i € [1, N] et tout r € [2,N + 1],

nous noterons indifféremment X; ou Xg, (respectivement XZ-(T) ou Xé:)) le i®™¢ générateur canonique de R
(respectivement R(")).

Lemme 4.1.1.
Soit j € [1,N]. Soient I € [2, N], PU*+Y) un idéal premier de RUTY et PO = o (PUHD),

1. Si XJ(-H_l) e PUD qlors XJ(-Z) e PO,
2. Si XJ(.ZH) = X;l) (donc, en particulier, si j > 1), on a XJ(-ZH) c pl+l) o Xj(-l) e pW,

Démonstration : Le 2. se démontre comme [Cau03a, lemme 4.3.4]. Montrons donc le 1. lorsque j < .
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1¢" cas : Si le pivot w := Xl(H_l) € PUHD | rappelons (cf. section 3.2.1) qu'il existe un homomorphisme d’al-
gébres surjectif
RUAD)
.M
9RO = Sy
qui vérifie g(X(") = XD (= X" 4 (PO)) pour tout i € [1,N]. Comme X{'*) € PUD, on a

l (1+1) (1+1)
g(X]( )) € (f(u—ﬂ) de sorte que XJO €g 1(%) =P,

274 cas : Supposons que le pivot @ = X(H_l) ¢ P(l“) et notons S; := {w"|n € N}. Rappelons (cf section
3. 1 3) que Pon a alors P = R N (7><l+1>S .
Notons J = ﬂ h(P l“) et observons que J est un idéal bilatére H-invariant par construction. Comme
heH
RUFY verifie hypothése 4.1.2 de [Cau03a] (section 3.1.2), X]QH) est un H-vecteur propre. De la, puisque
X](-Hl) appartient & PU+D il appartient aussi a J.

Observation 4.1.2. hl(H_l)(J) cJ et 5l(l+1)(j) cJ.

En effet, J est un idéal bilatére H-invariant par construction donc h(l+1)(j) Cc J. EtsiJ e J,
5§”1>(J) =xPr-p"nxPeyg.

Par l'observation ci-dessus, on en déduit que (5l(l+1)) o (hl(Hl))_ (X;Hl)) e J c PUD pour tout

n € N. Il en résulte que :

+oo _
W _ (L—a)™ (ca+\™ (@D " (3 (D) A+D\ " - p+1) a—1
X = n;() [ n]lq, (6l ) ° (hl ) (Xj )] (Xl ) epP S

Ainsi, XJ(,l) € ROnPEHHS ) =P,
(I

Lemme 4.1.3.
Soient | € [2,N] et PUHY wun idéal premier de RV . Considérons un entier j avec 2 < j < I et notons

) = pjo0...0@(PlHY).

1. Supposons que 3; est dans la boite de B ou dans la boite précédente. Alors
° X(J+1) X(J+2) X(l+1)
. X(J“) ep J“ = X(J+2) e Pt = | = XUH) e pl+),

2. Supposons que les boites B et B’ de 3; et B (respectivement) soient séparées par une boite B" réduite &
un élément B, tel que X§e+1) e Pt Alors X](J—H) e PUH) = XJ(Z-H) € pUtD),

Démonstration :

1. Soit k € [j+ 1,1] de sorte que Gy est, soit dans la boite de [3;, soit dans celle de §;. Comme ces boites sont
consécutives, grace au théoréme 2.1.39, on a X, X; = q_<5’“ﬁf>Xij, de sorte que par la formule (3.3)
de la section 3.1.2, X,ikH)XJ(kH) = q’<ﬁk*ﬂi>X§k+1)X,£k+l). On a donc 5,(€k+1)(X§k+1)) = 0 et, encore par
la section 3.1.2, on a :

Xj(_k) =y, (6](€k+1))s o (hl(ckﬂ))*s (Xj(_kJrl)) (Xlgkﬂ))*

s=0
+oo (k+1) (k+1) (k+1) (kD)
= (5 ) (X! )(Xk ) — X

—S

(As, A, € K).
Ceci montre le premier point. Le second point résulte du lemme 4.1.1.
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2. B et B” étant consécutives, il résulte du point 1. que X](jﬂ) =..= Xj(-eﬂ) et que Xj(-j-H) e PUFD =
.= XJ(G-H) € P+, Pour terminer montrons, par récurrence sur k, que :
X ep® = x Y e D) pour e +1< k <1

On écrit comme dans le 1. :

=X S () () ) () e
s=1

e Si 5,(€k+1)(X§k+1)) =0, alors on a Xj(k) = X]UHI) et on conclut par le lemme 4.1.1.

e Sinon, on a 5,(ck+1)(X](-k+1)) =) (Xe(k+1)) (m € N*, A € K*) par la formule (3.3) de la section 3.1.2 et,
puisque B’ et B” sont adjacentes (théoréme 2.1.39),
5](€k+1) (Xe(k-i-l)) —0
s s—1 m
= (6,(;6“)) (X](kﬂ)) =A (5,(;”1)) ((Xe(kﬂ)) ) =0 pour s > 1
m -1
= X](.k) = Xj(-kﬂ) + X (Xe(kﬂ)) (X,gkﬂ)) avec \ € K*.

R+

By qui vérifie g(X[Y) = x

ee Si X7t € P+ on considére ’homomorphisme g : R*) —

pour i € [1, N]. Par définition de ¢, ([Cau03a, Notation 4.3.1.]), on a P*) = g1 (%) Donc

—— ptD)
X eP® = g(x[F) = x{ Y e L(kﬂ) = XD e plD)
(X, )
ee Parle 1., ona X = . = XF = XV ot x{HD e plerd) o o x P e po) o x D ¢

P+ Posons, comme dans [Cau03a, Théoréme 3.2.1], Sy := {(X,gkﬂ)) |n € N} de sorte que
PUFD = RUHD A (PR S,-1) par définition de ¢, [Cau03a, Notation 4.3.1.]. On a alors :

m -1
XD = x By (Xe(k+1)) (X;EHU)

= x® -y (x)” (X,i’““’)f1 e b5,

Comme X](-kH) est aussi dans R*1) on a bien Xj(-kﬂ) e pltl),
O

Pour trouver la forme des diagrammes de Cauchon, nous utilisons la proposition 5.2.1 de [Cau03a]. Avec les
notations utilisées ici, cette proposition s’énonce :

Proposition 4.1.4.

Soit A un diagramme de Cauchon et soit P € Spec(R). Pour que P appartienne a Speca(R) il faut et il suffit
qu’il vérifie le critére ci-dessous :

Vie[L,N]) (XD e Pl o b e A)
Ceci permet de démontrer :

Proposition 4.1.5.

Soient A un diagramme de Cauchon et f; € A (1 <1 < N). Supposons qu’il existe un entier k € [1,1 — 1]
vérifiant Xg,Xg, — q’(ﬁ“ﬂk)ngXgl =cXg,, . Xp,, awecc €K, s > 1 etk <ip <..<is <l Alors l'un des
Bi. (1 <r <s) appartient a A.
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Démonstration : Soit P € Speca (R). Par la formule 3.3, on a :

XX B x D X (D = ex (D XD =

Par la proposition 4.1.4, on a Xl(l+1) e PUHD | de sorte que M € P, Comme PU+D) est un idéal premier
de R on sait (section 3.1.2) que PU+Y est complétement premier de sorte qu'il existe r € [1,s] tel que
Xélfl) € P+ Par le lemme 4.1.1, on en déduit X"t € Plr+1) e, par la proposition 4.1.4, Bi. € A.

Tr

O

Conventions.
On appelle contrainte tout graphe orienté (coloré) de l'un des deux types suivants :
1. B— B avec B et ' deux éléments (distincts) de ®T.
/,ﬁi
\‘ﬂ; avec s > 2 et 3, B, ..., B, s+1 éléments (distincts) de .
On dit qu’un diagramme A vérifie la contrainte 1. (ou que la fleche pleine B — (3’ est une contrainte pour A)
siBe A= cA.
On dit qu’un diagramme A vérifie la contrainte 2. (ou que le systéme de fleches pointillées

61/
/ﬁl

[5’5-\"’5
-
est une contrainte pour A) si f € A= (] € A ou ... ou 3, € A).

La proposition 4.1.5 peut donc se réécrire :

Proposition 4.1.6.

Soient A un diagramme de Cauchon et f; € A (1 <1 < N). Supposons qu’il existe un entier k € [1,1 — 1]
vérifiant X, X, —q~ PP X5 X = cXgllngI avec c € K*,s > 1k <iy < ... <is <l et my,...,ms € N*.
Alors

1. Si s =1, la fleche pleine By — B;, est une contrainte pour A.
2. Sis>2, le systéme
Bix

-
-

. .
Biz——=:
~

~

Bi.

est une contrainte pour A.

Dans les trois propriété qui suivent, on considére A un diagramme de Cauchon.

Proposition 4.1.7.
Soient 1 <1 <mn et BeC. Sl eristei € [1,1 — 1] tel que 3+ ¢; = mfB' avec m € N* et 3’ € T, alors 3 — 3
est une contrainte (pour A).

Démonstration : On sait (théoréme 2.1.36 et, proposition 2.1.15 lorsque ® = Ga, corollaire 2.1.17 lorsque
® # G3) que I'on dispose alors d’une formule de redressement de la forme EgE,, — ¢/*)E_Ez = kEF avec
k #0 (ot les E, sont les générateurs de Lusztig de U (g)).

Il résulte alors de la proposition 2.1.44 que XgX,, — q_(ﬁ’ﬁi)Xng = k’Xg} avec k' # 0 puis, de la proposition
4.1.6, que 8 — (3 est une contrainte.
O

Proposition 4.1.8.
Soit C) (1 <1 < n) une colonne exceptionnelle. Si § € C est dans la boite qui suit celle de la racine exception-
nelle Bey, alors B — Pey est une contrainte (pour A).
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Démonstration : Supposons d’abord que ® est de type G3. Avec les notations de la proposition 2.1.15,
on a donc | = 2, B, = B4, B = (5 et on dispose (au moyen du théoréme 2.1.36) d’'une formule de redresse-
ment de la forme Eg, Eg, — q(ﬁ37ﬁ5)Eg3Eg5 = kEg, avec k € K*. On en déduit, par la proposition 4.1.6 que
B = B5 — Bex = (4 est une contrainte.

Supposons maintenant ® # G. On sait (proposition 1.1.19) que h'(Ber) = t + % (t € N*), de sorte que
W (B) = h(B) = t. On sait également (proposition 1.1.10) que si D =Vect(8e,), on a 3" = sp(B) = Pex — B € C,
de sorte que A/ (B') = h(B") = h(Bex) — h(B) = t + 1. Il en résulte (définition 1.1.20 et remarque 1.1.21) que
P =Vect(8,3') est un plan admissible de type (1.1) ou (1.2). Par la proposition 2.1.16 (et le théoréme 2.1.36),
on dispose alors d’une formule de redressement de la forme EgFEg — q(ﬁ’ﬁ/)Eﬁ/Eﬁ =kEg_, avec k € K*. On en
déduit, par la proposition 4.1.6, que 3 — (., est une contrainte.

Il

Proposition 4.1.9.
Soit C; (1 <1< n) une colonne exceptionnelle et Be,, sa racine exceptionnelle. Supposons qu’il existe i € [1,1]
tel que fer + €; = B, + B, avec B, # [, dans la boite qui précede celle de Pe,. Alors le systéme

/rﬁ’fl

ﬁ(’,fL’ : -

\[31,2

est une contrainte.
Démonstration : Comme, par hypothése, 5; # (3;, sont dans la boite qui précede celle de .., le systéme

de racines n’est pas de type G (cf exemple 1.1.4).
Comme dans la preuve proposition 4.1.7, il suffit de montrer que :

[Eﬁem’EEi]q = EﬁemEei - q(ﬁem,ei)EﬁiEBem = )\Eﬁ; Eﬁ: avec )\ € K*
Rappelons (proposition 1.1.10) que (., L €;, de sorte que :
(€5, B, + Bi,) = (€1, Bew + €) = ||&]|> = (€i,85,) > 0 ou (e, 3],) > 0.

On peut donc supposer, sans perte de généralité, que (e;, ;,) > 0, de sorte que (corollaire 2.1.17 (et théoréme
2.1.36)) [Eg; , Ee,Jg = 0.

Comme dans la preuve de la proposition précédente, on a :
o N (Bex) =t+ % (teN*)et B'(B;,) =M (B, =t+1,
o 3, =sp(Bl) et B, = sD(ﬁz’-Q) sont alors dans Cj et vérifient h'(5;,) = h'(8:,) = ¢,

1

o Eg, Eﬁéz — q(ﬁ’?’ﬂgz)Eﬁéz Egs,, = kEg,, avec k # 0. (%)

Par définition de 3;,, on a B., = (i, + .., de sorte que

Bi, + B, = Bex + € = Bi, + B;, + € = B, = Bi, + €.
Par le corollaire 2.1.17, on a donc [Eg, , E¢,], := hEﬁél (h #0).
On sait que U;’ (g) est Z®-graduée. Il existe donc un (unique) automorphisme o de U;‘ (g) qui vérifie pour tout

Qe U;’(g), homogéne de degré 3, o(Q) = ¢/%)Q.
Notons ¢ la o-dérivation intérieure a droite associée & E.,, de sorte que

3(Q) = QE; — E,0(Q) (VQ €U/ (9))
Si B €0y, onad(Es) =EgE., —qPE, Es = [Eg, E,], et, de la: 8(Eg, ) =0 et 6(Ep,,) = hEg . On deduit
alors de (x) que
k(Ep.., Eclg = ko(Ep,,) = 0(Eg, Eg ) — g’ i2)5(EB§2 Eg,,)
= Ep,, 0(Eg, ) +0(Ep,,)o(Eg; ) — q'Piz:Biz) (Eg; 0(Eg,,) +0(Ep; )o(Ep,,))
= hlg"= By By —q 72" By By |
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Comme 5;2 et 5;1 sont dans une méme boite, on sait (corollaire 2.1.43) que EBQIEEQQ = EB;Z Eﬁ;l, de sorte que :
k[Ep.us Belg = h(ge) — g0 By By

Puisque 3y, + 3], = Bex, P = Vect(B:,, 3;,) est un plan admissible de type (1.1) ou (1.2) (remarque 1.1.21) avec

{Biy, Bi,} = {8, 8'}, de sorte que (B;,, 3;,) < 0. Comme on a supposé (¢;, 3;,) > 0, on a (8i,, 3;,) # (€, 5;,) de
sorte que le coefficient ci-dessus de Eg: Fgz/ est non nul. De la :
B,

(Es.., Eelq = AEg; Eg: avec A #0.

4.1.2 Contraintes provenant d’un plan admissible

On définit ici la notion de contrainte provenant d’un plan admissible P et on va vérifier que les diagrammes
de Cauchon vérifient toute les contraintes provenant des plans admissibles. Rappelons d’abord les notations
utilisées.

Notations.
e On note C1, ..., C,, les sous ensembles de ®T représentant les colonnes.
e Dans la suite, on considére un diagramme A, c’est & dire une partie de ®+
o On considére un entier j € [1,n], on note A; .= ANCj = {Buy,.... B, } C Cj = {Bk,.... Br}. On note
ensuite, lorsqu’elles existent, e, la racine exceptionnelle et Bey := {Pex} la bolte qui la contient. S’il en
est ainsi, on note By la boite de C; qui précéde Bey et, B} celle qui suit Bey ; de sorte que sp(B1) = Bj.

Dans les propositions 4.1.7,4.1.8 et 4.1.9 , on a établi I'existence de contraintes en utilisant des plans admissibles.

On va formaliser ce fait dans la définition de "contrainte provenant d’un plan admissible" suivante :

Définition 4.1.10.
Soit B une racine de la colonne C; telle que h'(8) = 1 et P un plan admissible (c¢f G. Lusztig [Lus90b] et
[Lus90a]) de l'un des types suivants avec ®F = ®T NP :

1. @5 ={B,8+ €€} avec i < j. type (2.1)

2. ®f ={B,8+€i, B+ 2¢i, ¢} aveci < j. type (2.3)

3. 5 ={B3,8+4 0 = Bex,#'}, 8/ € C; et h(B') = h(B) + 1. type (1.1)

4. ®L ={B,€i + 2B = Bew,€i + 3,6} aveci < j, h'(e; +28) = 212—“ et h(B) = 1. type (1.2) ou type (2.2)

5. @5 ={B=Pes, i} aveci < j, e; L B3 etil eviste B1 et B2 dans By telles que B+ ¢; = (1 + PBa. type (2.4)
(Br # B2 sinon 31 € OF et By # B et €;)

6. =T = {B,...,06} est la partie positive d’'un systéme de racines de type Go (notations de la propo-

sition 2.1.15).
Dans chacun des cas ci-dessus, on appelle contrainte(s) provenant de P, la ou les contraintes suivantes :
1. B— f0+e€.
2. B—>0+¢ et B+e — [+ 2¢.
3. B—B+0.
4. B—e+p, 0—e+20ete+20—¢€+0.
B

-
ﬁel’ ~
~

~

v

B2
Be — Bs, 85 — P, Bs — B3, 84 — B3, 03 — Ba.

Lemme 4.1.11.
Soit B € Cj.

1. Si C; est exceptionnelle et si B appartient & la boite qui suit {Bes}, alors § — [en est une contrainte
provenant d’un plan admissible.

S8
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U/ (g) avec un ordre de Lusztig

2. Sl existe i < j tel que v = B+ ¢; € ®T alors B — v est une contrainte provenant d’un plan admissible.

3. Soit B — v une contrainte provenant d’un plan admissible (y € ®1). Alors v € C;, v < 3 et, si aucune

des racines 3 et v n'est exceptionnelle, alors v = 4+ ¢; avec i < j.

Démonstration : Le résultat est immédiat dans le cas ot ® est de type G5. Dans la suite de la démons-

tration on considére donc un systéme de racines qui n’est pas de type Ga.

1.

3.

Soit P =< f3, Bex >. Alors ' = sp() = Bex — B (proposition 1.1.10) appartient & P, de sorte qu’'on a
aussi P =< 3,3 >. Par la proposition 1.1.19, on a h/'(8e,) =t + % (t € N) et, puisque [ est dans la boite
qui suit Be., h'(B) = t. Il en résulte que h'(3') = h(B') = h(Bex) —h(B) =2t +1—t =t +1=h'(B) + 1.
Donc (définition 1.1.20) P est un plan admissible de I'un des types suivants :

e type 1.1 avec } = {8, Bex = B+ 3,5}

o type 1.2 avec F = {8, Bex = € + 26,8 = €¢; + B, &} (i < j).

Dans chaque cas, 3 — (., est une contrainte provenant de P par définition.

. Le plan P =< f3,¢; > est admissible (définition 1.1.20), de I'un des types suivants (remarque 1.1.21) :

e type 2.1 avec F = {B1, 02 = 1 + €i, €}, B = 1 ou Po.

e type 2.2 avec ®f = {B1, Bex = € + 251,52 = €; + B1, €} (i < j), B=P1, B2 ou Bex.
e type 2.3 avec O} = {B1, 82 = 1 + €, 33 = B2 + €5, €}, 8= B, B2 ou Ps.

e type 2.4 avec 5 = {B,¢}.

Comme v = 3 + ¢; est une racine, alors on n’est pas dans le type 2.4. Si on est dans le type 2.1, alors
[ = (1. Si on est dans le type 2.2, alors § = (1. Si on est dans le type 2.3, alors § = (3; ou 2. Dans ces
quatre cas, 3 — 3 + €; est une contrainte provenant de P par définition.

C’est une conséquence immédiate de la définition.
O

Proposition 4.1.12.
Soit A un diagramme de Cauchon. A vérifie toutes les contraintes (au sens de la section 4.1.1) provenant des
plans admissibles.

Démonstration : Soit 3 € C;. Supposons que § € A et soit P un plan admissible contenant 3. Notons,

comme dans la définition 4.1.10, 5 = T N P.

1.
2.

Si ®F = {3, 8+ €i,€;} avec i < j, alors, d’aprés la proposition 4.1.7, A vérifie la contrainte 8 — 3 + ¢;.
Si ®F = {B,8 + €, B+ 2¢;, ¢} avec i < j, alors, d’aprés la proposition 4.1.7 appliquée 4 3 et 3 + ¢;, A
vérifie les contraintes § — 5+ ¢; et 5+ €; — [+ 2¢;.

Si @5 = {8,846 = Bex, '} avec ' € Cj et h(B') = h(B) +1, alors, d’aprés la proposition 4.1.8, A vérifie
la contrainte 8 — 3 + 3.

. Si®f = {e;, €+ B, € + 20 = Bex, B} avec i < j et h'(e; +23) = %, alors, d’aprés les propositions 4.1.7,

4.1.8 et 4.1.9, A vérifie respectivement les contraintes 8 — ¢; + 3, 8 — ¢; + 20 et €; + 206 — €; + (.

. Si (IDJIS = {f = Bex,€i} avec i < j, ¢; L [ et 8'il existe B; et B2 dans By tels que 5+ €; = 81 + [, alors,

B
-

Bl
d’aprés la proposition 4.1.9, A vérifie la contrainte >3, -

. Si CIDJIS = &1 est de type Go, la proposition 4.1.7 implique que A vérifie les contraintes 85 — (s, 35 —

083, B4 — B3, 83 — [2. La proposition 4.1.8 implique quant a elle que A vérifie la contrainte 85 — (4.
O

4.1.3 Le premier théoréme fondamental

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.1.13.
Soit A un diagramme (c’est a dire une partie de ®T ). C’est un diagramme de Cauchon si et seulement si il

vérifie toutes les contraintes provenant des plans admissibles.
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Soit 3 € ®7, une racine positive de la colonne C; avec 1 < j < n. On note By la boite de 3, By la boite qui
précéde By (si elle existe) et By celle qui précéde By (si elle existe) dans la colonne Cj.

On pose CIDEr ={e|i<jtu{y<pB|v€Bo}UBLU(Bzsi By ={fes}). Siy € @7, il existe k € [1, N] tel que
~v = Bk et on rappelle (cf section 3.1.1) que Xy = Xj.

Onposeenfin Dg=K <X, | v <3 >.

Lemme 4.1.14.

Dp=K<X,|yedf>

Démonstration : On pose D% =K< X, |ve @2; > C Dg. Commencons par montrer que pour i < j,
{X,,7 € Ci} C Dj. Si @ est de type G2, {X,,7 € C;} est soit vide, soit réduit & X, € Dj. Pour ® # G2, on
démontre ce résultat par récurrence sur h(y).

Si h(y) =1 : alors v = ¢; et X, € Dj; par définition de @;.

Si h(7) > 1 et v non exceptionnelle : Par la proposition 1.1.18, il existe I < i tel que ¥/ = v — ¢ € &, de
sorte que, par le corollaire 2.1.17 et la proposition 2.1.44, on a X, e K < X/, X, >C D% (hypothése de
récurrence).

Si h(y) > 1 et v exceptionnelle : On sait (proposition 1.1.10) que dans ce cas, il existe deux racines non
exceptionnelles de C;, 11 et 19, telles que 11 + 12 = v et h(n2) = h(m) + 1. On en déduit par le corollaire
2.1.17 et la proposition 2.1.44 que X, e K< X, X, >C D% (X5, et X,, sont dans DIB car 71 et 12 sont
non exceptionnelle).

Reste a montrer que {X,|y € Cj,v < 8} C Dj.

Si h(y) = h(B) avec v < 3, alors «y € @;. Donc X, € Dj.

On raisonne a nouveau par récurrence (sur h(B)) pour montrer que pour toute boite non exceptionnelle B

de Cj telle que B < By (i.e. toute racine § de B est inférieure strictement & toutes les racines de By), on a

{X,|y € B} c Dj,.

e Supposons B; non exceptionnelle.

Initialisation : Le résultat est vrai pour la boite By puisque By C @;.

Hérédité : Soient B une boite non exceptionnelle de C; telle que h(B) > h(Bi) et v € B. Par la proposition
1.1.18, il existe ¢; € IT (I < j) tel que v —¢; € ®T. 4" := v —¢; est dans une boite B’ non exceptionnelle de
Cj telle que h(B) = h(B')+1 > h(B') > h(B1) > h(By) et on a X,/ € Dj; par 'hypothése de récurrence.
Si ® # Go, on déduit du corollaire 2.1.17 et de la proposition 2.1.44 que [X./, X, ], = kX, avec k € K*.
Comme X, € Dj, on en déduit que X, € Dj.
Si & = (2, on déduit des propositions 2.1.15 et 2.1.44 que [X,,X]q = kX, avec k € K*. Comme
X, € Dj, on en déduit que X, € Dj.

e Supposons B; exceptionnelle.
Initialisation : Le résultat est vrai pour la boite By puisque, dans ce cas, By C @;.
Hérédité : On fait le méme raisonnement que ci-dessus en remplagant By par Bs.

Reste a montrer que si B = {3, } est une boite exceptionnelle de C; telle B < By, on a X3, € D%.

Si B=DBj,onaBC @;, d’ou le résultat.

Supposons donc B < B;. Comme ci-dessus, on a (3., = 11 + 72 avec 11 et o deux racines non exceptionnelle
de Cj telles que h(n2) = h(m) + 1. Les boites de 11 et 12 sont non exceptionnelles, de part et d’autre de B,
donc inférieures ou égales & Bj, donc inférieures strictements & By. Le résultat étant vrai pour les boites non
exceptionnelles, X, € Dj et X, € Dj.

Si @ # G, on déduit (comme ci-dessus) du corollaire 2.1.17 et de la proposition 2.1.44 que Xg,, € Dj.

Si @ = G, on déduit (comme ci-dessus) des propositions 2.1.15 et 2.1.44 que Xp_, € Dj.

On a donc bien Dg = Dj.

O
On rappelle que R = U,f(g) = K < Xp,|i € [1, N] >:= K < X;|i € [1, N] >. Soient 3, et B,11 (1 <r < N —1)
deux racines consécutives de & (3, < B,41). On rappelle que RO*+D =K < Xi(TH) >et R =K < XZ-(T) > (1
< r < N) désignent les algébres déduites de R par 'algorithme d’effacement des dérivations de la section 3.1.2.
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Lemme 4.1.15.
Soit B, € ®*, une racine positive de la colonne C; et D(BTT'H) =K< X—(YT—H) | v < Br >. Alors

r—+1 r
DYV =K < XUt |y e @f >

Démonstration : Par les formules (3.3) de la section 3.1.2, les formules de redressement entre les Xyﬂ)
lorsque v < B, sont les mémes que les formules de redressement entre les X, avec v < .. Il suffit donc de

réécrire la démonstration du lemme 4.1.14, en remplagant chaque X, par X»(,T'H).

[l
Notons, comme dans la section 3.1, ¢ : Spec R — Spec (R) (E = R(2)) l'ingection canonique, c’est a dire la
composée des injections canoniques ¢, : Spec (RTTD) — Spec (R(")) pour r € [2, N], et rappelons qu’un sous-
ensemble A de &t est un diagramme de Cauchon si et seulement si (3P € Spec(R)) (¢(P) =< Zy|y € A >).

Démonstration du théoréme 4.1.13 : Par la proposition 4.1.12, il nous suffit de démontrer que si A
vérifie les contraintes provenant des plans admissibles, c’est un diagramme de Cauchon.
Supposons donc que A vérifie (toutes) les contraintes provenant des plans admissibles. Posons Q :=< Z,|y €
A >. Par [Cau03a, Section 5.5.], c’est un idéal H-premier, donc complétement premier, de R® = R et si
B e ®F\ A, Zg est régulier modulo Q. Par suite, QN {Z,|y € ®*} = {Z,|y € A}.
Montrons par récurrence, que pour chaque 7 € [2, N + 1], il existe P(") € Spec (R") tel que Q@ = ¢y 0 ... 0
‘brfl(,P(T))-

Initialisation : Si r = 2, dans ce cas, on a ¢20...0¢._1 = Idspec(ﬁ) et P = Q convient.

Considérons un entier r € [2, N], supposons qu’il existe P(") € Spec(R(") tel que ¢s0...0¢,_1(P")) =
Q et montrons qu’il existe PU"t1) ¢ Spec(R"Y) tel que ¢,.(PU*tY) = P, 11 en résultera que
p20...0 ¢ (PUT) = Q.

e Si XT(T) ¢ P cela résulte du premier point de la proposition 3.2.1.
e Supposons donc que XT(T) e P, D’aprés le second point de la proposition 3.2.1, tout revient a montrer que

o (5£T+1)(XZ-(T+1))) e P pour 1 <i<r—1.

Observation 4.1.16. Il suffit de démontrer que ©() (5£T+1)(XZ-(T+1))) € P pour chaque i € [1,r — 1] tel
que B; € (ngr.

Démonstration de ’observation : Soit i € [1,r — 1]. D’aprés le lemme 4.1.15, on a :

xrt = Z My XTLXTTD on Ti={j e [Lr — 1]18; € ®F } et my, ;. € K.

K2

On a alors :
XYY = Tmy,

_ ijl 1111 i {5(T+1)(X(T+1))X(T+1) X(r+1) + (r+1)(X(r+1))5(r+1)(X(r+1)) '-XXH)*
+ oﬁr“)(XJ({“)...X(T“))a(””(X(T“))]

5(T+1) (X(T'H) X(T+1))

r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1 r+1
=S mjy.. [55 XD XD o, XS (e D) x

r+1 r+1) ¢(r+1) r+1
e gy A XD X DD (€ >)}.

Par suite
r r+1 r+1 r r+1 r+1 r r
O (S N(XIH)) = Sy, [0 (87D )) XX
A X0 (5D (X)) LX)

+)\r,j1...)\r,js,1Xj(.:)_. T) @(r) ((5 mrjf)(X(rJrl)))} .

Comme chaque ©(") (55r+1)(XJ(»LT+1))) € P") par hypothése, on a bien ©") (5 TH)(X(TJrl )) c P,
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4.1. Construction algorithmique des diagrammes

O

Gj
Retour a la démonstration du théoréme 4.1.13 :
Pour chaque s € [2,7 — 1], on notera P*) = o, o...p,_1(P")).
Observation 4.1.17. 5, € A. B

2

En effet, comme XT(T) e P, on déduit du lemme 4.1.1 que Pon a, successivement
xr D eptr-n L xP e P@ = Q. Comme QN {Zs|8 € &} = {Z,|y € A}, on a 5
Zs (= XP) e Q= 6, € A. !
On rappelle que, si 3, € Cj, @ET ={e |i<jlu{y < B |~ € Bo}UByU(By si 3 B
By = {fez}) (Bo est la boite qui contient (., By est la boite qui précéde By dans Cj r 0
quand elle existe et By la boite qui précéde B; dans C; lorsqu’elle existe).

€

Soit i € [1,r — 1] tel que 3; € ®F .

e Si 3; € By U By, il résulte du théoréme 2.1.39 (et de la remarque qui suit) que 5$T+1)(XZ-(T+1)) = 0. Par suite
o () (x{")) =0 e P,

e Supposons que By = {fe:} avec Ber = Be (e < 1), et que §3; € Ba.

D’apres le théoréme 2.1.39, 5$T+1)(XZ-(T+1)) = PT(;H) est homogéne de poids 8, + 3; et les variables XI(TH)

apparaissant dans PT(;H) sont telles que 8; € By = {8.}. Par suite PT(;H) est nul ou de la forme AX[" avec
X € K* et mfBee = Br + Bi, de sorte que (en identifiant les coefficients de €;) on a m = 1.

Si PT(;H) =0, ona0m (55T+1)(X1-(T+1))) =0ec P,

Sinon, supposons PT(;-H) = AX[". Comme A vérifie les contraintes provenant des plans admissibles, il résulte
du lemme 4.1.11 que A vérifie la contrainte 3, — (B¢, et, puisque G, € A, on a (., € A.

On a donc Xe(2) € Q = P@ et par le lemme 4.1.1, Xe(eﬂ) e Pt Comme 3. et (3, sont dans des boites
adjacentes par construction, on déduit du lemme 4.1.3 que

X§e+1) c pletl) Xe(r) e pr),

Par suite, ©") (5&*”(){}””)) — 0 AXIT) = ax ) e P,
e Considérons a présent le cas §; = €, avec k < j.
Si o (XY =0, 0na O (57D (X(H)) =0 e PO,

Supposons 55T+1)(XZ-(T+1)) # 0. D’aprés le théoréme 2.1.39, on a

r r+1 r+1 r+1
Sy = S e XX (e

...........

i<j1 <. <ja<r

Cirronje €K = (Bjy + o+ By, = Br +ex et By, ..., B, & Bo)

On a alors
OO = )

<1< <ja<r

et tout revient & démontrer que, si ¢;, ... ;. € K*, on a Xj(-f)...X](-:) e P,
j. 7 0. En considérant le coefficient de ¢; dans 1'égalité

Bj + ...+ B, = Br +ex (4.1)

Supposons donc cj,

.....

on voit que 3;, € C;. Comme 3;, ¢ By et js < r, la boite B existe.
Distinguons plusieurs cas.
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U/ (g) avec un ordre de Lusztig

By et By sont ordinaires. Comme js < r et 8;, ¢ Bg, on a h(8,) < h(f;,). Par (4.1), on a aussi
h(B;,) < h(Br + €x) = h(Br) + 1. Il en résulte que s = 1 et que 3;, € B;. On dispose alors (lemme 4.1.11)

de la contrainte 3, — ;.. Comme 3, € A, on a 3;, € A et, comme ci-dessus, X](?H) e PUstD puis, de

la, X ](T) € P("). Le monome considéré est donc bien dans P,

By est ordinaire et B; est exceptionnelle de sorte que By existe. Comme dans le cas précédent, on vé-
rifie que s = 1 et que §;, € By. On dispose donc encore (lemme 4.1.11) de la contrainte 5, — f3;,. On
dispose aussi (lemme 4.1.11) de la contrainte 8, — B.. Comme (3, € A, on a [, 3;, € A, de sorte que

XD e pletD) e X](fSH) € PUs+D_ Par le second point du lemme 4.1.3, on en déduit que X](:) e P,
Le monéme considéré est donc bien dans P,

By est exceptionnelle. Puisque 3;, ¢ By, (3;, est ordinaire dans C;. Par I'égalité (4.1), on a s > 2 et
Bj,_, ordinaire dans Cj;. Si on note h(8,) = 2l +1 (I > 1), on sait que h(8;, ,) > 1+ 1,h(G;,) > 1+1
et h(B, + ex) = 21 + 2. On en déduit que s = 2 et que 8;, ,,03;, € By. L’égalité (4.1) s’écrit alors
Br + €1 = Bj._, + 5.
® e o Supposons 3;,_, # ., de sorte que 3;,_, et §;, étant dans la méme boite By, elles sont orthogonales.
Il en résulte que ® n’est pas de type Go (dans le cas G, les boites sont réduites & un élément). Notons
P =< p;_,B;._, > le plan engendré par §;_, (;._,, et supposons <I>7t # {0, ., 05, }. Alors, puisque
®p # G2, p est de type Ay ou By. Comme (., et 3;, sont orthogonales, ®p est de type B> et il
existe 3 € T telle que B, + e, = B, , + ;. = mfB avec m =1 ou 2.
Sim =1, alors B et 3, sont deux racines exceptionnelles distinctes de C}, ce qui est impossible.
Supposons m = 2. On a alors (3, + € = §;,_, + B;, = 26. On en déduit que h(B) = [+ 1, de sorte
que 3 est aussi un élément de B, différent de ;. , et 3;,. Il en résulte que 3, 3;,_,, ;. sont deux a
deux orthogonales, ce qui est contradictoire avec I'égalité 3;,_, + 3;, = 20.
On a dgnc ®F = {Bj._,,B;.} et il résulte de la définition 4.1.10 que l'on dispose de la contrainte
Js—1

P

-
-
Br
~
~

, . .
g - L’une des deux racines 3;, ou (B;,_, est alors dans A. Si, par exemple, §;, € A, on a

successivement, comme dans le premier cas, X ](j D ¢ pUatD) ot X ](T) € P, Le mondme considéré
est donc bien dans P(").

eee Sif, |, =, alorslégalité (4.1) s’écrit alors 3, +e, = 20;,. Sion pose 8 = sp(B;,) = Br—B;, € DT
et si on retranche 3;, & chaque membre de I’égalité précédente, on obtient 3 + €, = (3;,. Notons
P =< (3, 8;, > le plan engendré par 5, et ;..
Supposons ® de type Go. Alors on a 3, = (34, €, = 1 et 3;, = 3. Par la définition 4.1.10, on dispose
donc de la contrainte 3, — 3;,.
Supposons que ® n’est pas de type Ga. Il résulte de 1'égalité 5, + €, = 28;, que ®p est de type By,
de sorte que @5, = {ex, ex+ 58 = B, ek +28 = B, 8} avec h(B) = h(B,) —h(B;,) = 21+1—(1+1) = L.
P est donc un plan admissible de type 4 au sens de la définition 4.1.10. On dispose donc & nouveau
de la contrainte 3, — 3;,.
Ainsi, dans tous les cas, on a 3;, € A. On a donc successivement, comme dans le premier cas,
X;gﬁl) € PUsHD) et Xj(-:) € P("). Le monome considéré est donc bien dans P("), ce qui termine la
démonstration.

O

4.2 Forme des diagrammes pour une décomposition de w, particu-

liére.

Dans ce paragraphe, on note D ’ensemble des diagrammes de Cauchon et, pour une décomposition particu-

liére de wyp, on donne une description explicite de tous les A appartenant & D. Nous traiterons tous les types de

systémes de racines irréductibles. Pour chaque racine 3 € ®*, on va chercher & exprimer la liste des contraintes
de la forme 3 — 3 avec 3 € ®*. C’est pourquoi on introduit la
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de wq particuliére.

Définition 4.2.1.
Soit 3 € ®T. On appelle contrainte issue de 3 toute contrainte de la forme B — [ ou de la forme

provenant d’un plan admissible (définition 4.1.10).

Comme toute contrainte provenant d’un plan admissible est de la forme ci-dessus, on peut donc remarquer :

Observation 4.2.2. Les contraintes provenant des plans admissibles sont les contraintes issues de toutes les

racines 3 de ®+.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une description précise de ces contraintes :

Lemme 4.2.3.
On suppose que O est un systéme de racine qui n’est pas de type Gs.

1. Soit C; une colonne non exceptionnelle. Si B € Cy, alors les contraintes issues de 3 sont :
B8 avecf €Cl, B =B+e (i <)

2. Soit C; une colonne exceptionnelle et 5 € Cj.

(a) Si B # Bex et si B n'appartient pas & B, la boite qui suit {Bes}, alors les contraintes issues de 3 sont
les sutvantes :

B— B avec B € Cy, B =p+¢ (i <l).

(b) Si B € B, la boite qui suit {Bes}, alors les contraintes issues de B sont les suivantes :
e B0 avec B €Cy, B =0+¢ (i<l),
L4 ﬁ - ﬁem'

3. Soit C; une colonne exceptionnelle, B.., sa racine exceptionnelle et By la boite qui précéde {Bes}. Les
contraintes issues de 3 sont alors les suivantes :
o Bey — [ avec B € By telle que P =< B¢y, 3 > soit un plan admissible de type 2.2 (i.e. } = {B, Bex =
€ +28,0 =€+ P,€e} aveci <l et B € B la boite qui suit {Ses}).
[ ]
/,ﬁi
Bew _
S
avec B3y, B € By, B+ B = Bex + € (i <) et P =< ez, €; > est un plan admissible de type 2.4 (i.e.
(I); = {ﬂex;ei})-

Démonstration :

1. Soit @ € C; de la forme 3 = B + ¢; avec ¢ < [. D’aprés le lemme 4.1.11, 3 — 3 est une contrainte
provenant d’un plan admissible. C’est donc une contrainte issue de (.
Réciproquement, considérons une contrainte 5 — (' issue de 3, de sorte que §' € C; (lemme 4.1.11).
Comme C] est non exceptionnelle, 8 et 8’ sont non exceptionnelles et, par le lemme 4.1.11, on a 8’ = G+¢;
avec 1 < [.

2. (a) Soit 3’ € C; de la forme 3’ = 4 ¢; avec i < [. D’apreés le lemme 4.1.11, 8 — ' est une contrainte
provenant d’un plan admissible. C’est donc une contrainte issue de S3.
Réciproquement, considérons une contrainte § — (' issue de (3, de sorte que ' # 3, P =< 3,5 >
est un plan admissible et 3 — [’ est une contrainte provenant de P. Par le lemme 4.1.11, on sait que
ﬁ/ e (.
Supposons que 3’ = f3,;, de sorte que P est de I'un des types suivants :
e type 1.1 avec (I); = {51)661 = 51 + 62762}7 61 > ﬂex > 62-
o type 1.2 avec ®F = {B1,Bea =261+ €, 02 = B1 + €5, 6} (i < 1), et B1 > Bea > B2 > €.
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U/ (g) avec un ordre de Lusztig

Comme 3 — Be; = (' est une contrainte, il

résulte de la définition 4.1.10 que 8 = (1. On en déduit

par l'observation 1.1.22 que (3 est dans la boite qui suit (.., ce qui contredit notre hypothése. Par

suite, ' # fea-

Comme de plus, 8 # Bes, il résulte du lemme 4.1.11 que 3 = 3 + ¢; avec 1 < .

Comme (3 € B, la contrainte 3 — (¢, résulte du lemme 4.1.11. Si 3/ = § + ¢; est une racine, la

contrainte 3 — (' résulte également du lemme 4.1.11.

Réciproquement, soit 3 — (3’ une contrainte
Si ' = Bes, il 0’y a rien a démontrer. Sinon,
4.1.11.

associée au plan admissible P.

issue de 3. Par le lemme 4.1.11, on sait que 8’ € C).
comme 3 # Bz, on a 3 = B+ ¢; avec i < I par le lemme

Si ' € By vérifie les conditions de ’énoncé, il résulte de la définition 4.1.10 que 8., — 3’ est une contrainte

Si By, B appartiennent & B et vérifient les conditions de I’énoncé, il résulte de la définition 4.1.10 que

B

-

-
ﬁel’ ~
~

est une contrainte associée au plan admissible P.

~

e

Par ailleurs, il résulte de la définition 4.1.10 que toute contrainte issue de (3, provient d’un plan admissible

P de type 1.2 ou 2.4.
[ ]

Si P est de type 1.2, on a @5 = {8,8cs =28+ ¢€1,8 =B+ e, 6} (i <) et B> Bey > ' > ¢;. Dans ce

cas, la seule contrainte issue de ., et provenant de P, est 8., — 3’ avec < B¢y, 3 >= P plan admissible

de type 1.2.

Si P est de type 2.4, on a P = < Bey,€; > et @5 = {Bes, €} (i < 1). 1l résulte de la définition 4.1.10 que

toute contrainte provenant de P est de la forme

e

-
ﬁez -
~

~

B5

ou (] et 85 appartiennent & By et vérifient 8] + 85 = Bex + €.

4.2.1 Le cas des familles infinies

4.2.1.1 Lecas A,,n>1

Conventions.

On numérote les racines simples de maniére que le diagramme de Dynkin soit :

€1 — € — -+

On sait (voir par exemple [Lit98, Section 5]) que 'écriture wo = S¢; © (Sep © Sey ) - -

c— €pn—1 — €n.

0 (8¢, 08¢, ;0" 08¢ ) est

une décomposition réduite qui induit [’ordre ci-dessous sur les racines positives.

Cy Cs

Ch

Br=¢€ | Pa=€+e

B3 = €2

BN-nt1 =€+ -+ €ep_1+6n

B -

€n

On constate que ceci est un ordre de Lusztig, qu’aucune des colonnes C1, ..., C), n’est exceptionnelle et que
si 3, 3" sont deux racines d’une méme colonne C; avec 8 > (3, on a

B =0+e (i<l

=

3’ et 3 sont consécutives

On en déduit, au moyen du premier théoréme fondamental (theoréme 4.1.13) et du lemme 4.2.3 (1.),
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de wq particuliére.

Proposition 4.2.4.
Soit A un diagramme. Pour que A soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la forme Bj11 — [ ot B; et Bj41 sont deux racines consécutives d’une méme colonne Cj.

Convention.
Si Cy = {Bs, Bs+1s - Br = €1} est la colonne | avec 1 <1 < n, les colonnes tronquées contenues dans C; sont les
parties de la forme {fs, Bst1, -, B¢}, t € [s,7].

La proposition 4.2.4 permet d’affirmer que les diagrammes de Cauchon sont les diagrammes A qui sont des
réunions de colonnes tronquées.
Dans la figure ci dessous, on représente une racine positive § appartenant au diagramme A par une case noire a
I’emplacement de 8 dans le tableau représentant ’ordre induit par la décomposition de wqg choisie. On utilisera
cette convention dans le reste du document.

H EN

€D ¢ D

Proposition 4.2.5.
L’ensemble des diagrammes de Cauchon D a méme cardinal que le groupe de Weyl W.

Démonstration : Pour tout ! € [1,n], on a |C;| = I, de sorte que le nombre de colonnes tronquées extraites
de la colonne Cj est égale & [ 4+ 1. Il en résulte que |D| =2x3 x ... x (n+1) = (n+ 1) = |W|.
O

4.2.1.2 Lecas B,, n>2

Conventions.
On numérote les racines simples de maniére que le diagramme de Dynkin soit :

€] < €~ —€p—1— €n
On sait (voir par exemple [Lit98, Section 6]) que écriture
Wo = Se¢; © (Sep © ey O 8ey) 0 (S, OS¢, O "+ 08y O8e; OS¢y O+ 08 )

est une décomposition réduite qui induit l’ordre ci-dessous sur les racines positives.

[ Bi=e | f2=26e1 1€ Bin—1)241 =261+ -+ 2ep_1+ €p
B3 =€1+¢€ :
Ba = €

ﬁN—n:2€1+62+"'+6n—1+6n
ﬁN—n+1:€1+"'+6n—1 + €n
6N7n+2:€2+"'+6n71+6n

ﬁN = €n
On constate que ceci est un ordre de Lusztig et qu’aucune des colonnes n’est exceptionnelle, et que si 3,3
sont deux racines d’une méme colonne C; avec 8 > (3, on a

B=B+¢ (i<l) <& [ et sont consécutives

On en déduit, au moyen du premier théoréme fondamental (theoréme 4.1.13) et du lemme 4.2.3 (1.),
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U/ (g) avec un ordre de Lusztig

Proposition 4.2.6.
Soit A un diagramme. Pour que A soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la forme Bj11 — [ ot B; et Bj41 sont deux racines consécutives d’une méme colonne Cj.

La notion de colonne tronquée étant définie comme dans le cas A,,, on en déduit que les diagrammes de Cauchon
sont les diagrammes A qui sont des réunions de colonnes tronquées (voir figure ci-dessous).

€D ¢ D

Proposition 4.2.7.
L’ensemble des diagrammes de Cauchon D a méme cardinal que le groupe de Weyl W.

Démonstration : Pour tout [ € [1,n], on a |C;| = 2] — 1, de sorte que le nombre de colonnes tronquées
extraites de la colonne Cj est égale a 21. Il en résulte que |D| =2 x 4 X ... x 2n = 2"(n!) = |W]|.
[l

4.2.1.3 Lecas Cp,,n >3

Conventions.
On numérote les racines simples de maniére que le diagramme de Dynkin soit :

€1 = €2 — " —€p—1 — €n
On sait (voir par exemple [Lit98, Section 6]) que l’écriture
Wo = Se¢; © (Sep © ey O 8ey) 0 (S, OS¢, O "+ 08y O8c; OS¢y ©+° 08¢ )

est une décomposition réduite qui induit l’ordre ci-dessous sur les racines positives.

[bi=ea | Bo=e+e Bin—1)241 = €1 +2e2+ -+ 2641+ €
B3 = €1+ 2€2 .
B =€ :
ﬁN—nzel +e+--F+ep1+€p
ON—n+1 = €1+ 2€2+ -+ 2¢,_1 + 2¢,

6N7n+2 =€+ tep—1t+€p

ﬁN = €n
On constate que ceci est un ordre de Lusztig et que toutes les colonnes, & ’exception de la premiére, sont
exceptionnelles. On a immédiatement :

Observation 4.2.8. Soit € Cy\ {Pex} avecl < 2. Soit 3’ € C.

1. Si B nlest pas la racine qui suit Bey = €1 + 23+ ... + 2¢;, on a :

B =B+e (i<l) <« [ etf sont consécutives
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de wq particuliére.

2. Si B est la racine qui suit Bey, on a :

B=0+¢ (i<l) & @F=pB+ea < [estlaracine de C; qui précéde Bey

On en déduit, par le lemme 4.2.3,

Conséquence : Soit § € C;\ {Bez} (I > 2). Supposons que ( ne soit pas le premier élément de Cj.

1. Si 8 n’est pas la racine qui suit 3., il existe une unique contrainte 3 — 3’ issue de 3 avec 3 la racine de
C; qui précede .

2. Si [ est la racine qui suit B¢;, alors il existe exactement deux contraintes issues de 3, & savoir :

L4 ﬁﬁﬁez

e 3 — 3 avec 3 = 3+ €1 la racine qui précéde Be.

Observation 4.2.9. Il existe exactement une contrainte issue de la racine exceptionnelle Be, de la colonne C
(1>2), & savoir Bey — (' ou [ est la racine de C; qui précéde Bes .

Démonstration : Si 3’ est la racine de C; qui précéde 3., on constate que P =< [, > est un plan
admissible de type 1.2 (puisque ®5 = {83, Bex = 26+ €1, = B+ €1,€1}). 1l résulte alors du lemme 4.2.3 que
Bex — (' est une contrainte issue de (B.,. Comme la boite B; (qui précéde {fBc.}) est réduite & un élément, il
résulte du lemme 4.2.3 que 8., — 3 est I'unique contrainte issue de e .

O

On déduit alors immédiatement du premier théoréme fondamental (theoréme 4.1.13) :

Proposition 4.2.10.
Soit A un diagramme. Pour que A soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie, pour tout
1> 2,

o toutes les contraintes de la forme 3,41 — (B; ot B; et Bj41 sont deux racines consécutives de C ;

e la contrainte B — [’ ou B est la racine qui suit Ber et B’ est celle qui précéde Be. dans Cj.

On en déduit que les diagrammes de Cauchon sont les diagrammes A qui sont des réunions de colonnes tronquées
(voir figure ci-dessous).

€D ¢ D

Proposition 4.2.11.
L’ensemble des diagrammes de Cauchon D a méme cardinal que le groupe de Weyl W.

Démonstration : Pour tout [ € [1,n], on a |C;| = 2] — 1, de sorte que le nombre de colonnes tronquées

extraites de la colonne Cj est égale a 21. Il en résulte que |D| =2 x 4 X ... x 2n = 2"(n!) = |W]|.
O
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4.2.1.4 Lecas D,,n>4

Conventions.
On numérote les racines simples de maniére que le diagramme de Dynkin soit :

€1

N
/

€3 — €4
€2
On sait (voir par exemple [Lit98, Section 6]) que Uécriture :
WO = Sey O Sey O (Sez 0 8ey O Sep O©8eg) 0 (Se, O8e, _; O+ 0 S8ey OSey OS¢y O8eq O+ 08¢ )

est une décomposition réduite qui induit l’ordre ci-dessous sur les racines positives.

|bi=ea | fe=e | fBs=ert+e+te |- | Byvonpi=€c1+e2+26e3 21+ 6
By =¢€2+ €3 :
Bs = €1+ €3 :

Bs = €3 ON-n—1=€1+€+e- -+ €n_1+6y

ON-n =€1 0u* €2 +€3- -+ €1+ €,
BN—nt1 =€ 0U* €1 + €3+ €1+ €y
6N7n+2:63+"'+6n71+6n

6N:€n

* : selon la parité de la colonne

On constate que ceci est un ordre de Lusztig et qu’aucune des colonnes n’est exceptionnelle.

Observation 4.2.12. Soit | > 3.
e La colonne C; comporte un nombre pair de racines, de sorte qu’il existe s € N (s = | — 1) tel que

Cr =A{Bu, < oo < Pu, < PBusyy < oo < Busg, }-
o Soit B un élément de Cy différent de (3, .

o0 Si 3 = Bu.,,, il existe exactement 2 racines de Cy de la forme ' = 3+ ¢ (i <1), a savoir 3,, et
6u5+1 .
oo S5i 3 # Bu..,, il existe une unique racine de Cy de la forme ' = B+ ¢; (i <), a savoir
eee si 3+ (3, ., [ estlaracine qui précéde 3.
eee 5i3= L., B = Bu._,-
Comme il n’existe pas de colonne exceptionnelle, on déduit du premier théoréme fondamental (theoréme 4.1.13)

et du lemme 4.2.3 (1.),

Proposition 4.2.13.
Soit A un diagramme. Pour que A soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes ci dessous, pour chaque entier | € [3,n], en notant C; = {fu, < ... < Bu, < Pussy < oo < Bus, }

(s=1-1):

M

— —..—p Busoy = o= Buy — B
ﬁuzs 6u23,1 Us+2 Us—1 u2 ul

Us+1

La proposition 4.2.13 permet d’affirmer que les diagrammes de Cauchon sont les ensembles

A:|_|Al

le[1,n]
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de wq particuliére.

oll, A est une colonne tronquée extraite de C1, Ao est une colonne tronquée extraite de Cy et, pour [ € [3,n],
en notant C; = {fu, < ... < Bu, < Pusy < oo < Puss} (s=1-1), Ay est

e soit une colonne tronquée {3y, < ... < By, , < By, } extraite de Cj,

e soit ensemble {3, < ... < fBu,_, < Bu,.,} C Ci.

Ainsi :

- [HHH HHl

€D

Proposition 4.2.14.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a méme cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : A; prend deux valeurs (f ou C;). Ay prend deux valeurs (f ou Cs). Si l € [3,n], on a
|C3] = 21— 2. On peut donc extraire 2] — 1 colonne tronquée de C; de sorte que A; prend 2[ valeurs. Il en résulte
que [D|=2x%x2x6x..x2n=4%X6x 8 x ... x 2n =2""1(n!) = |W|.

O

4.2.2 Les cas exceptionnels

4.2.2.1 Le cas Gy

Conventions.
On numérote les racines simples de maniére que le diagramme de Dynkin soit :

€1 < €2

On sait que l’écriture Wy = S¢; © Sep O Seq O Sey O Sey O Se, €5t une décomposition réduite de wo qui induit ordre
sutvant sur les racines positives.

B2 =3e1 + €
B3 =2€1+ €2
| Pr=¢€1 | Ba=3e1+ 262
Bs = €1+ €
Be = €2

Remarque 4.2.15.
D’apres la définition 4.1.10, les contraintes provenant de P = Vect ®T sont

Bs Bs B4 B3 B2
La remarque précédente permet d’affirmer que les diagrammes de Cauchon sont les diagrammes A qui sont des
réunions de colonnes tronquées

Proposition 4.2.16.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a méme cardinal que le groupe de Weyl W.

Démonstration : Comme D est I’ensemble des diagrammes A qui sont des réunions de colonnes tronquées

D] =2x6=12=|W|.
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U/ (g) avec un ordre de Lusztig

4.2.2.2 Le cas F}

Conventions.
On numérote les racines simples de maniére que le diagramme de Dynkin soit :

€] — €2 = €3 — €4
On choisit la décomposition réduite de l’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl suivante :
Wy = 5453545253545253525152535452535152515354528535251

Cette décomposition induit l’ordre convexre suivant sur les racines positives :

B10(1,3,4,2)

f1i(1,2,4,2)

$12(1,2,3,2)

013(1,2,3,1)

$4(0,1,2,2) | £14(1,2,2,2)
05(0,1,2,1) | B15(1,2,2,1)
62(0a071a1) 66((),171’1) 616(15172’2)
| 61(07()’071) 63((),071’0) 67((),172’0) 617(25374’ 2)
68((),171’0) 618(15272’0)
B9(0,1,0,0) | B19(1,1,2,1)
B20(1,1,1,1)

$21(1,1,2,0)

P22(1,1,1,0)

P23(1,1,0,0)

B24(1,0,0,0)

Les trois premiéres colonnes sont ordinaires et la quatriéme est exceptionnelle. L’ordre induit par la décom-
position de wp est bien un ordre de Lusztig. Par le lemme 4.2.3, on peut donner la liste des contraintes (en
représentant chaque racine (3; par son indice i) :
e Les contraintes issues des racines de la deuxiéme colonne (qui est ordinaire) sont :
3—2
e Les contraintes issues des racines de la troisiéme colonne (qui est ordinaire) sont :

6
7N\
—8 5—
\7/

e Les contraintes issues des racines ordinaires de la derniére colonne (qui est exceptionnelle) sont :
24

9 4,



4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de wq particuliére.

Cherchons les contraintes issues de la racine (317. La boite qui précéde {f17} est By = {016,015} Le plan
Py =< 17, P16 > vérifie ‘I)JISI = {B1s8 = P17 — P16, P17, P16}, il est de type 1.1. Le plan Py =< (17, 15 > vérifie
@;2 = {19, B17, P15, €2, P16}, il est de type 1.2 de sorte que B17 — P15 est une contrainte issue de (17. Il résulte
donc du lemme 4.2.3 que les contraintes issues de 17 sont 517 — (15 et aucune autre sauf possiblement

ﬁlS

qui est redondante (pour la caractérisation des diagrammes de Cauchon par le premier théoréme fondamental)
avec la précédente.

La contrainte 19 — (15 est également redondante avec les deux contraintes (19 — (17 et B17 — [B15. On
en déduit, par le premier théoréme fondamental,

Proposition 4.2.17.
Soit A un diagramme. Pour que A soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie les contraintes
ci-dessous :

24
v
28
|
22
/ N\
20 21
L
19 18
9— 8 \5 4 ‘\17/‘
3—>2, - 4
N S N
7 16 15
|
14 13
\W4
12
|
11
|
10

Cecinous permet d’affirmer que les diagrammes de Cauchon sont les ensembles

A:|_|Al

le[1,4]

ot A est une colonne tronquée extraite de C'1, Ay est une colonne tronquée extraite de Co, Ag et A4 sont des
sous-ensemble de C5 et Cy4 respectivement qui vérifient les contraintes de la proposition 4.2.17.

Proposition 4.2.18.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a méme cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Comme dans le cas A,, A; prend deux valeurs () ou C;) et Ay prend trois valeurs ({,

{B2} ou C3). Comme dans le cas D,,, Az prend 8 valeurs.
On obtient le nombre de valeurs prises par A4 au moyen du tableau suivant :
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U/ (g) avec un ordre de Lusztig

Plus grand élément de A, : | Nombre de valeurs possibles pour Ay :
Ay=10
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

[ S LI U N RO O U Sy Ny Sy Oy S S ey

TOTAL 24
On dénombre donc : 2 x 3 x 8 x 24 = 27 x 32 diagrammes soit le cardinal du groupe de Weyl.

4.2.2.3 Le cas FEg

Conventions.
On numérote les racines simples de maniére que le diagramme de Dynkin soit :

€2

€1 — €3 — €4 — €5 €g

Observons que les racines €1 G €5 engendrent un systéme de type Ds. Si on note T ’élément de plus grande
longueur utilisé ci-dessus pour le type Ds, alors la décomposition

Wy = TS65554525351545355545652555453851

mduit ['ordre convezxe suivant sur les racines positives :

B21 = (1,2,2,3,2,1)

B2 = (1,1,2,3,2,1)

B2z = (1,1,2,2,2,1)

Boa = (1,1,2,2,1,1)

Bra =1 +ea+2g+2es+es | Pos = (1,1,1,2,2,1)

Br—eotes+2ates5 | Bla—e1+eatezt+2ea+es | Pos = (0,1,1,2,2,1)

B3 = ez +eq4 +e5 Bg =€z +e3 +e4+ €5 B1s = €1 +ex + ez +eq+e5 /627:(17171727171)
Bl =eo | Bog=e5 Ba = ea + €5 Bg = eg + eg + 4 B16 = €1 +eg + ea + e B2 = (0,1,1,2,1,1)
By = ex + g B10 = €3 + €q + €5 Bl7 = e1 +eo +e3 +eg B29 = (1,1,1,1,1,1)
Be = €4 B11 = €3 + €a B1g = €1 + e + ea B30 =(0,1,1,1,1,1)

B12 = €3 B1g = €1 + €3 Bs1 = (17071717171)

Bagp = €1 B32 =(0,1,0,1,1,1)

B33 =(0,0,1,1,1,1)

B34 = (0,0,0,1,1,1)

B35 = (0,0,0,0,1,1)

B3¢ = (0,0,0,0,0,1)

On observe que ceci est un ordre de Lusztig et que toutes les colonnes sont ordinaires. On en déduit, par le
lemme 4.2.3 (1.) et le premier théoréme fondamental (theoréme 4.1.13),

Proposition 4.2.19.

Soit A un diagramme. Pour que A soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la proposition 4.2.13 pour les 5 premiéres colonnes, ainsi que les contraintes ci-dessous pour la
derniére colonne.
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de wq particuliére.

Proposition 4.2.20.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a méme cardinal que le groupe de Weyl W.

Démonstration : Pour tout diagramme A, notons Ay, ..., Ag les intersections respectives de A avec
Cy,...,Cs. Lorsque A décrit D, le nombre de valeurs prises par la suite (Aq,...,As) s’obtient comme dans la
proposition 4.2.14 avec n = 5. Ce nombre est donc égal 4 4 x 6 x 8 x 10 = 27 x 3 x 5. On obtient le nombre de
valeurs prises par Ag au moyen du tableau suivant :

Plus grand élément de Ag : | Nombre de valeurs possibles pour Ag :
A =1
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

— = R NN R R WRFRNDNDN R ==

TOTAL 27 = 33

On obtient donc 27 x 3 x 5 x 3% = 27 x 3* x 5 diagrammes de Cauchon, et on a bien |D| = |[W|.
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U/ (g) avec un ordre de Lusztig

4.2.2.4 Le cas FEy

Conventions.

On numérote les racines simples de maniére que le diagramme de Dynkin soit :

Observons que les racines €1 a €g enendrent un systéme de racines de type Fg. Si on note o, l’élément de plus

€1 -

€2

€3 — €4 —

€5 €6

grande longueur utilisé ci-dessus pour le type Fg, la décomposition

induit ordre convere suivant sur les racines positives. (Pour pouvoir stocker toutes les informations sur une
page, on remplace les vecteurs par leurs coordonnées dans la base (€1, - ,€7) en ne mettant que les coordonnées

utiles.)

I €7

Wy = 08756555452535154535554565255575456535551545253545556S57

€2,€3,€4, €5

€1,€2,€3,€4,€5, €6

€1,€2,€3,€4,€5,€6, €7

B37(2,2,3,4,3,2,1)

B3g(1,2,3,4,3,2,1)

B39(1,2,2,4,3,2,1)

Ba0(1,2,2,3,3,2,1)

B41(1,1,2,3,3,2,1)

B42(1,2,2,3,2,2,1)

B21(1,2,2,3,2,1)

Ba3(1,2,2,3,2,1,1)

B22(1,1,2,3,2,1)

B44(1,1,2,3,2,2,1)

B23(1,1,2,2,2,1)

Ba5(1,1,2,3,2,1,1)

€1,€2,€3,€4,€5, €6

B24(1,1,2,2,1,1)

Ba6(1,1,2,2,2,2,1)

B13(1,1,2,2,1)

Bos(1,1,1,2,2,1)

Ba7(1,1,2,2,2,1,1)

€2, €4, €5 B7(1,1,2,1) B1a(1,1,1,2,1) B2g(0,1,1,2,2,1) Bag(1,1,1,2,2,2,1)

e, €5 B3(1,1,1) Bg(1,1,1,1) B1s(1,1,1,1,1) Boa7(1,1,1,2,1,1) Bag(1,1,2,2,1,1,1)

B81(1,0) B2(0,1) B4(0,1,1) B9(1,1,1,0) B16(1,0,1,1,1) B28(0,1,1,2,1,1) B50(1,1,1,2,2,1,1)
Bs(1,1,0) B10(0,1,1,1) B17(1,1,1,1,0) Bog(1,1,1,1,1,1) B51(0,1,1,2,2,2,1)

Be(0,1,0) £11(0,1,1,0) B18(1,0,1,1,0) B830(0,1,1,1,1, 1) Bs2(1,1,1,2,1,1,1)

On observe que ceci est un ordre de Lusztig et que toutes les colonnes sont ordinaires. On en déduit, par le

B12(0,1,0,0)

B19(1,0,1,0,0)

B831(1,0,1,1,1,1)

B53(0,1,1,2,2,1,1)

B20(1,0,0,0,0)

B832(0,1,0,1,1,1)

B54(1,1,1,1,1,1,1)

B833(0,0,1,1,1,1)

B55(0,1,1,2,1,1,1)

B834(0,0,0,1,1,1)

Bse(1,0,1,1,1,1,1)

B35(0,0,0,0,1,1)

B57(0,1,1,1,1,1,1)

B36(0,0,0,0,0,1)

B58(0,1,0,1,1,1,1)

lemme 4.2.3 (1.) et le premier théoréme fondamental (theoréme 4.1.13),

Proposition 4.2.21.

Soit A un diagramme. Pour que A soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la proposition 4.2.19 pour les 6 premiéres colonnes, ainsi que les contraintes ci-dessous pour la

derniére colonne.

94

B59(0,0,1,1,1,1,1)

B60(0,0,0,1,1,1,1)

B861(0,0,0,0,1,1,1)

B62(0,0,0,0,0,1,1)

B63(0,0,0,0,0,0,1)




4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de wq particuliére.

Proposition 4.2.22.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a méme cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Pour tout diagramme A, notons Aj,...,A7 les intersections respectives de A avec
Cy, ...,Cr7. Lorsque A décrit D, le nombre de valeurs prises par la suite (Aq, ..., Ag) s’obtient comme dans la
proposition 4.2.20. Ce nombre est donc égal & 27 x 3% x 5. On obtient le nombre de valeurs prises par A; au
moyen du tableau suivant :
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U/ (g) avec un ordre de Lusztig

Plus grand élément de A7 : | Nombre de valeurs possibles pour Az :
A7 =1
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63

= = R R NN EAEDNDWEREDNDOINDND R WRFE NN =

TOTAL 56 = 23 x 7

On obtient donc 27 x 3% x 5 x 23 x 7 =219 x 3% x 5 x 7 diagrammes de Cauchon, et on a bien |D| = [W|.

4.2.2.5 Le cas Ejg

Conventions.
On numérote les racines simples de maniére que le diagramme de Dynkin soit :

€2
€1 — €3 — €4 — €5 — [ T — €7 — €8
On observe que les racines €1 G €7 forment un systéme de racines de type FE;. On note o7, l’élément de plus

grande longueur utilisé ci-dessus pour le type Er et on vérifie que la décomposition réduite suivante

Wy — 075857565554525351545355545652555754565853555751545653525554555253S56

51848575355585456525557545653555154525354555657S8.

induit Uordre conveze suivant sur les racines positives (on ne fait apparaitre ici que la derniére colonne et pour
chacune des racines (3;, on calcule h'(3;)) :
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de wq particuliére.

ﬂz h/(ﬂi) /
Bi R (B:)

EETE 8 et
566(2 3,4,6,5,3,2,1) | 26 B5a(1,1,2,3,3,2,1,1) | 14

B67(2,3,4,6,4,3,2,1) | 25 Bos(1,2,2,3,2,2,1,1) | 14
Bes(2,3,4,5,4,3,2,1) | 24 foo(1,1,2,2,2,2,2,1) | 13
Bs0(2,2,4,5,4,3,2,1) | 23 fr(1,2,2,3,2,1,1,1) | 13
Br0(2.3,3.5.4,3.2,1) | 23 Bos(1,1,2,3,2,2,1,1) | 13
B(1,3,3,5,4,3,2,1) | 22 foo(1,1,1,2,2,2,2,1) | 12
B2(2,2,3,5,4,3,2,1) | 22 fio(1,1,2,3,2,1,1,1)1 12
e Bro1(1,1,2,2,2,2,1,1) | 12
ey iya | o F102(0,1,1,2,2,2,2,1) | 11
5r5(1,2,3,4,4,3,2,1) | 20 fus(1,1,2,2,2 1, 1L,1) |11
Br(2.2.3.4.3.3.2.1) | 20 a1, 11,223 L1) | 1

76(172’274’473’271) 19 fus(1,1,2,2 1, 1,1, 1)1 10
3 7(172’374’373’271) 19 fue(1,1,1,2,2, 1,1, 1) |10
578(272’374’372’271) 19 br00(0,1,1,2,2,23,1,1) | 10
579(172’274’373’271) 18 fus(l,1,1,2 L1119
580(172’374’372’271) 18 buo(®1,1,2,2 L1 L 9
Ben(2.2,3.4.3.2.1.1) | 18 Juolb LLLLL D)
Fs3(1,2,2,3,3,3,2,1) | 17 G012 1L)] 8
B4(1,2,2,4,3,2,2,1) | 17 prahOLLLLLDN T
Bss(1,2,3,4,3,2,1,1) | 17 busOLLLLLLDY 7
586(1,1,2,3,3,3,2,1) 16 6“4(0’1’0’1’1 LLDY 6

Bs7(1,2,2,3,3,2,2,1) | 16 bus(0.0.LLLLLL | 6
Bss(1,2,2,4,3,2,1,1) | 16 Pus(0,0.0.LLLLY L 5
Bs0(1,1,2,3,3,2,2,1) | 15 fur(0,0.00LLL1)| 4
Boo(1,2,2,3,2,2,2,1) | 15 £115(0,0,0,0 0’1’1’1) &
Bo1(1,2,2,3,3,2,1,1) | 15 £119(0,0,0,0,0.0.L,1) | 2
Bo2(2,3,4,6,5,4,3,2) | 29/2 $120(0,0,0,0,0,0,0,1) | 1

On observe que ceci est un ordre de Lusztig, que les 7 premiéres colonnes sont ordinaires et la huitiéme excep-
tionnelle. Sa racine exceptionnelle est B¢, = (go.

Cherchons les contraintes issues de .

Comme le systéme de racines est simplement lacé, il n’existe pas de plan admissible de type 1.2. Les contraintes
issues de (3., sont donc les contraintes de la forme

avec 31, 05 dans la boite By = {8s9, B0, Bo1}, vérifiant 5] + 85 = Bex + €; (i < 8) et P =< Bes, €; > de type 2.4.
Si i < 8, on sait que 3., Le;, de sorte que, puisque ® est simplement lacé, P =< Bz, €; > est toujours de type
2.4.

Par ailleurs, on a les égalités Bgo + Fo1 = Bo2 + €2, B9 + Po1 = Poz + €5, Bso + Boo = P2 + €7. 1l en résulte donc :

Observation 4.2.23. Les contraintes issues de la racine exceptionnelle Byg sont :

On déduit du lemme 4.2.3 (2.) la liste des contraintes issues des racines non exceptionnelles de la colonne Cy :
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U/ (g) avec un ordre de Lusztig

Observation 4.2.24. Les contraintes issues des racines ordinaires de Cg sont :

115 114
112 113
110 111

108 109

On en déduit, par le premier théoréme fondamental (theoréme 4.1.13) :

Proposition 4.2.25.

Soit A un diagramme. Pour que A soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la proposition 4.2.21 pour les 7 premiéres colonnes, ainst que les contraintes des observations
4.2.23 et 4.2.24 pour la derniére colonne.

Proposition 4.2.26.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a méme cardinal que le groupe de Weyl W.

Démonstration : Pour tout diagramme A, notons Ay, ..., Ag les intersections respectives de A avec
Cy,...,Cs. Lorsque A décrit D, le nombre de valeurs prises par la suite (Aq,..., A7) s’obtient comme dans la
proposition 4.2.22. Ce nombre est donc égal & 20 x 3* x 5 x 7. On obtient le nombre de valeurs prises par Ag
au moyen du tableau suivant :
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4.3. Nombre de diagrammes de Cauchon dans le cas général

Plus grand élément | Nombre de valeurs Plus grand élément | Nombre de valeurs
de Ag : prises par Ag : de Ag : prises par Ag :
Ag =10 1 93 5

64 1 94 3
65 1 95 6
66 1 96 8
67 1 97 8
68 1 98 4
69 1 99 12
70 2 100 3
71 2 101 6
72 2 102 16
73 1 103 3
74 3 104 8
75 1 105 5
76 4 106 4
7 2 107 7
78 2 108 3
79 7 109 3
80 2 110 4
81 3 111 2
82 11 112 5
83 5 113 2
84 4 114 2
85 6 115 2
86 9 116 1
87 6 117 1
88 5 118 1
89 4 119 1
90 12 120 1
91 6

92 8 TOTAL 240 = 24 x 3 x5

On obtient donc (219 x 3* x 5 x 7) x (2% x 3 x 5) = 21* x 3% x 52 x 7 diagrammes de Cauchon, et on a bien
D] = [W].
(I

4.3 Nombre de diagrammes de Cauchon dans le cas général

On suppose toujours que w = wy, c’est & dire que R = U;‘ (g), mais on ne fait plus d’hypothése particuliére
sur la décomposition réduite (2.14) de w. L’ensemble D des diagrammes de Cauchon étant en bijection avec
les idéaux premiers H-invariants de R (proposition 3.1.4), son cardinal est indépendant de cette décomposition
réduite. On déduit donc des propositions 4.2.5, 4.2.7, 4.2.11, 4.2.14, 4.2.16, 4.2.18, 4.2.20, 4.2.22 et 4.2.26 :

Théoréme 4.3.1.
D désignant ’ensemble des diagrammes de Cauchon, on a toujours

D] = |H - Spec(U, (9))| = |W|
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Chapitre 5

Liens entre les diagrammes de Cauchon et
les diagrammes positifs

Soit w € W . L’algébre R = Ulw] est définie comme dans la section 2.2. Les diagrammes de Cauchon (pour
la décomposition réduite (2.14)) sont définis comme dans la section 3.1.

On sait [Hum90, p. 16] que le plus grand élément wy posséde une décomposition réduite de la forme :
Wo = Say - Say (i €11 pour 1<i< N =|dT|) (5.1)
est la décomposition réduite (2.14) de w.

ol Sqy - Soy

Dans cette partie, on utilisera les conventions suivantes :

e Onnote Ry = Ulwo] (= U, (g)) I'algébre associée a la décomposition réduite (5.1) décrite dans la section
2.2 et on note Fy = Fract(Rp) son corps des fractions.

e Comme dans la section 3.1.1, on pose X; = Xg, pour 1 <i < N et on observeque X;, .., X; sont
aussi les générateurs de R = Ut[w] définis dans la section 2.2, de sorte que R =K < Xy, ..., X; >
est une sous-algébre de Ry = K< X3, ..., Xy >.

e Pour tout p € ZII, on note encore h, l'automorphisme de Ry définit comme dans la section 3.1.1.

e Chaque h, peut étre étendu de maniére unique en un automorphisme, toujours noté h,, de Fp.

e On note encore H D’ensemble de tous les automorphismes h, de Fy (p € ZII). C’est un sous-groupe
de Aut(Fo)

e Pour tout m dans [2, N + 1], on définit 'algébre R(()m) et ses générateurs canoniques X 1(m), ...,X](Vm)
comme dans la section 3.1.2.

5.1 Une propriété des diagrammes de Cauchon

Considérons A un diagramme pour (2.14) (ie. un sous ensemble de [1,¢]). C’est aussi un diagramme pour
(5.1) mais il n’est pas tout a fait clair que les propriétés "A est de Cauchon pour (2.14)" et "A est de
Cauchon pour (5.1)" sont équivalentes. Dans cette partie, on se propose de clarifier ce point.

Lemme 5.1.1.
1. 1l existe un unique isomorphisme d’algebre g : R =K < Xy, ..., X¢> — K< Xl(tﬂ), v Xt(tH) >

- R(()t+1) qui transforme chaque X; (1 <1i<t) en XZ-(HU.

2. Pour tout p€ ZII et B€ R, ona go h,(B) =h, o g(B).

3. L’application P +— g(P) est une bijection de l’ensemble des idéaux premiers H - invariants de R dans
l’ensemble des idéaux premiers H - invariants de K < Xl(t+1), e Xt(t+1) >.

100



5.1. Une propriété des diagrammes de Cauchon

Démonstration :

1. On sait (voir section 3.1.1) que R est la K - algébre engendrée par les variables X;, ..., X; soumises aux
relations de Levendorskii - Soibelman (3.1) et (3.2). Comme Xl(tﬂ), ey Xt(tH) vérifient les "mémes"
relations (3.3) et (3.5) (voir section 3.1.2), il existe un unique homomorphisme g : R =K < X3, ...,
X;> — K< Xl(tH), S Xt(tﬂ) > C Rétﬂ) qui transforme chaque X; (1 <i<t) en Xi(tﬂ). g
est surjectif et il transforme la base des mondémes ordonnés en Xi, ..., X; en le systéme des monoémes

(t+1)
1 )

. t+1 . . . . .
ordonnés en X . Xt( D Ce systéme est libre car extrait de la base des monoémes ordonnées en

Xl(tﬂ), vy X](\?l) de Rétﬂ) (cf. section 3.1.2). Donc g est un isomorphisme.

2. Pour 1<i<t ona goh, (X;)=q PPlg (X;) =g »P) XZ-(HU = h, (Xi(tﬂ)) = h, o g (X;). Ceci
implique que les homomorphismes g o h, et h, o g coincident sur R.
3. Résulte directement de 1. et 2.

O
Jusqu’a la fin de cette section, on identifie les générateurs canoniques X3, ..., X; de R avec Xl(tﬂ),
. Xt(tH) respectivement, de sorte que R est identifié avec la sous-algébre K < Xl(tJrl)7 . Xt(t—H) >
de R(()Hl), H - Spec(R) est identifié avec ’ensemble des idéaux premiers H - invariants de K < Xl(Hl),
, Xt(tH) > et le corps des fractions F = Fract(R) est identifié avec la sous-algébre de Fy définie comme
suit: F = {as™'ja€ R, s€ R\{0}}. (R et F sont tous deux H - invariants.)
Lemme 5.1.2.
Considérons un entier m avec 2 < m < t—+ 1.
Si Xl(m), e, Xz(vm) sont les générateurs de Rém), alors Xl(m), e, Xt(m) sont les générateurs canoniques
de R™.
Démonstration : On procéde par récurence descendante sur m.
. B (t+1) (t+1) L . .- . . L
e Sim=t+1 X, . & sont les générateurs canoniques de R par l'identification précédente.
Donc, ils sont aussi les générateurs canoniques de RtV par la définition de cette algebre.
e Supposons que 2 < m <t et que Xfmﬂ), o Xt(mH) sont les générateurs canoniques de R(™T1),
Notons (temporairement) X{(m), - Xt/(m) les générateurs canoniques de R(™).

e Soit i € [1,].
1. Sim <i,ona X\ ™ = x" = x™ (cf. section 3.1.2).

2. Supposons i < m et notons h/, 'unique automorphisme de R("+1) qui vérifie h;n(X](-mH)) = )\m,ij(_erl)

(Amj = ¢~ BmB9)) pour 1 < j <t (cf. section 3.1.2). On a

“+oo
X = X S ey

7
=1
avec

1- Qm)_l — 1
C/(m-‘,—l) _ ( A l. 5/(m+1) l X(m"r )
l [l]!qm m,i ( m ) ( 4 )7

ot &)Y L R+ RMHD) egt 1a h!-dérivation & gauche définie par
S 0@) = XV (@)X

pour tout a € R("*1),
De la méme maniére, si on note hn,(= hg,) I'automorphisme de R\ qui vérifie hm(X](-mH)) =

/\mijJ(‘mH) pour 1 < j < N (cf. section 3.1.2), on a

“+o0
X = X Y e el
=1

101



Chapitre 5. Liens entre les diagrammes de Cauchon et les diagrammes positifs

avec l
m 1-— m) — m
e = Lot o sty (x(m0),
[ ].qWL
ott 64T RUMD s RUMTY) st 1a by, -dérivation a gauche définie par

54 a) = X4 = )X

pour tout a € R(mH)
On observe que h! (X(mH)) = hm(X (mH)) = A JX(mH) pour 1 < j < t. Par suite, b/, coincide avec
By sur R done 5'(m+ ) coincide avee 65" sur R0+ donc on a C/(mH) C(m+ ) pour tout 1,
donc X;(m) = XZ-(m).
(I
Rappelons (voir sections 3.1.1 et 3.1.2) que chaque idéal premier de R( +1) (resp. R) est complétement
premier. Donc, si @ est un idéal premier donné de Rétﬂ), alors P = QN R est un idéal premier de R.
De plus, comme R =K < Xl(Hl), s Xt(tH) > est H - invariant, on a : (Q est H - invariant) = (P est
H - invariant).

Lemme 5.1.3.
Si P est un ideal premier H - invariant de R, il existe un ideal premier H - invariant O de Rétﬂ), tel
que

tPogon
e O {x"Y L, x{Yy — .
Démonstration :
Posons
Q = > Px (X0 ¢ RITY
a = (at+1, cee aN)

avec g € NV=* et (X0 () men L (XY

Observons que, par les résultats rappelés en 3.1.2, la famille (X#+1)2) (¢ = (azy1, ..., an) € NV7!) est
une base de R( ' comme R - module a gauche. Ceci implique que Q@ N R = P et, comme 1 ¢ P, que
chaque (X(t“) ¢ Q (a € NV7!). En particulier, Q N {Xt(j:1 c o, xEy 2,

Pour chaque a = (aty1, ..., ay) € NVt et chaque u € R, ona (X2 y — hy(u) (XEHD)e avec hy,
= hg'l o ..o hgh € H (voir section 3.1.2).

Comme R est H 1nvar1ant on a he(R) = R, de sorte que Q est un R - bimodule.

Comme, pour tous @ et b dans NV=t ona (XOt+D)e (Xt — \ (XEHD)e avec ¢ = a + bet A € K*,
Q est un R(()Hl) - module & droite. De plus, comme (X#+1)2 P — b (P) (X)) — P (XEHD)2 on en

déduit que O est un idéal de Rétﬂ).

Considérons A, B dans R(()Hl) et supposons que AB € Q. Comme dans la section 3.2.3, notons =< ordre
lexicographique sur NV ¢ et supposons que, ni A, ni B ne sont des éléments de Q. Ecrivons

D Au(xH)e
a €F -

avec F un sous-ensemble non-vide de NV=! et chaque A, dans R. Comme, A ¢ Q, l'un au moins des
coefficients A, n’est pas dans P. Si on choisit un tel coefficient avec ¢ minimal, on obtient :
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5.1. Une propriété des diagrammes de Cauchon

A= A 4 A (XED)s 4 N A, (XD

a’ €F’

avec A1 € Q et a < a' pour tout ¢’ dans F’. De méme, on a
B = By + By(XU")t + N By (XY

b eq’

avec By € Q, Bp n'est pas dans P et b <} pour tous b’ dans G’

On a alors )
(A — A)(B — Bi) = MBy(XH)e 4 3~ Oy (Xt)e

¢ €F’

avec A dans K*, ¢ =a + b, chaque C. appartient & R et, pour chaque ¢ dans E’, ¢ < ¢. Comme
(A — A)(B — B1) € Q, ceciimplique que Ay,Bp € P, ce qui est impossible puisque P est complétement
premier. Il en résulte que Q est (complétement) premier.

Comme P est H - invariant, et comme chaque monéme (X (t"’l))l (a € NN=1) est un H - vecteur propre,
Q est H - invariant.
O

Lemme 5.1.4.
Considérons Py € Spec(Ry) et P € Spec(R).

Supposons que P = QN R avec Q = Pét—H) = limage canonique de Py dans Spec(R(()t+1)).
Pour tout m € [2,t+1], on note P™) (resp. ’P(()m)) limage canonique de P (resp. Py) dans Spec(R™))
(resp. Spec(Rém))) et on rappelle que, par le lemme 5.1.2, R est la sous-algére de Rém) engendrée par ses

t premiers générateurs canoniques Xl(m), v Xt(m). Alors

pim) = pim  Rim),

Démonstration : On démontre ceci par récurrence descendante sur m.

eSi m=t+1, ona R™ =R, PM =P et P(()m) = Q. Donc, on a ’égalité requise par hypothése.
e Supposons que m <t et Pmtl) — Pémﬂ) n RO+,

ee Supposons que X,V ¢ Pgmﬂ), de sorte que X Y ¢ plmt1),
Posons S, = {(anmﬂ))d | d € N} et rappelons (sections 3.1.2 et 3.1.3) que

o R(M §-1 — R(m+1) g-1
o Pplm) — plm+i) St n R(™),
m m—+1 _ m
o P =PI 51 R
Comme R(™ C Rém) et Plm+i) C p(gmﬂ), on a
m m — m m+1) q— m m
pim) = plrti)g—1 q gm) C fp(() )Sml N RE) ) _ 73(() ).

Ceci implique que

pim ¢ pi™ n ROM,

Considérons un élément u de Pom) N R(m),
On a Pém) - P(()mH) Sl = (XT(n"H_l))d1 € PémH) avec d; € N.
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Chapitre 5. Liens entre les diagrammes de Cauchon et les diagrammes positifs

Ona RM C R+ g-1 — 4 (X2 ¢ RIM+D) avec dy € N.
Comme m < ¢, X" est dans R(™+1) et donc, avec d = max (dy, d3), on obtient

w(XmHD)d g pimtD) o Rimt1) — plmt1) o ) ¢ pimt)g=1 q Rim) — p(m),

On a donc bien
pim — p™ n RM,

ee Supposons que anmﬂ) € P(()m+1), de sorte que, comme m < ¢,

X{mtD e pirt) q RomtD = plmtd),

On note )
R m+1
. Rpm) -
g: R — Do)
I'unique homomorphisme d’algébre qui transforme chaque Xi(m) (1<i<t) en g(Xi(m)) = Xi(mH) +
R(m+1)

P(m+1) (Pimage canonique de Xi(mﬂ) dans ). On rappelle (section 3.1.3) que

P(m+1)

P = ker(g).

On note
(m+1)
. plm) Ry
qgo : RO — ooy

73(() +1)

l'unique homomorphisme d’algébre qui transforme chaque Xi(m) (1<i<N) in gO(XZ-(m)) =X Z-(mH) +
(m+1)
’Pgmﬂ) (Pimage canonique de Xi(mH) dans ?7“)), de sorte que
Py

'P(()m) = ker(go).

R(m-‘rl)
L’homomorphisme canonique R((Jmﬂ) (OM-‘:-]) restreint & R(™t1) a pour noyau ’Pgmﬂ) N Rm+1
Py

— Pm+1) 11 induit donc un homomorphisme injectif

R(m+1) Réerl)

€: —
'p(m+1) ,Pl()m-i-z)

qui transforme chaque x4 plmet1) (1<i<t) en Xi(mH) + ’Pl()mﬂ). Donc

K2

R(()erl)

. pm) _, 0
€eog: R
,Pl()erl)

est un homomorphisme d’algébre qui transforme chaque Xi(m) (1<i<t) en XZ.(WH) + 73(()’""’1) = g0
(Xi(m)). Ceci implique que €og est la restriction de go a R(™ et donc, que Ker (eog) = Pém) N
R(™). Comme € est injectif, on a aussi Ker(eog) = Ker (g) = P(™), d’ou I'égalité

pim) = p{m n ROm),

O

Proposition 5.1.5.
Considérons un diagramme A  pour (2.14) (ie. un sous-ensemble de [1,t]), de sorte que A est aussi un
diagramme pour (5.1). Alors A est de Cauchon pour (2.14) si et seulement si A est de Cauchon pour (5.1).

Démonstration :
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5.2. Le cas w = wy

e Supposons que A est de Cauchon pour (5.1). Ceci signifie (voir section 3.1.3) qu’il existe Py dans Spec(Rp)

dont I'image canonique 7352) dans Spec(Ré2)) vérifie :

PP N {2, .., Zn} = {Zi|i € A}
Notons par Q = Pétﬂ) I'image canonique de P, dans Spec(R(()tH)) et posons P =Q N R. On sait
que P € Spec(R) et, par le lemme 5.1.4, que son image canonique P2 dans Spec(R(Q)) vérifie
PR = P 0 R®),

Donc

PO N {2z, ... 2z} = PP N RD n{Z, .., 2%} =P n{Z, ... %},

Comme A est un sous-ensemble de [1,¢], ceci implique que

PR N {2y, ., Zy = {Z|i € A}

Donc A est de Cauchon par rapport a (2.14).

e Supposons que A est de Cauchon pour (2.14). Ceci implique (proposition 3.1.4) qu'il existe P dans H —
Spec(R) dont 'image canonique P € Spec(R®) est Iidéal de R® engendré par {Z; |i € A} (P®?)
=0 si A=0).

Comme P est H — invariant, il résulte du lemme 5.1.3 qu’il existe un idéal premier (H — invariant) Q de

R(()Hl), tel que
o P = Qﬁ]l%. )
o @n{x{th, ., xUy g

Par le corollaire 3.2.2, il existe P, dans Spec(Rp) dont I'image canonique ’Pgtﬂ) dans Spec(RétH))

est égale & Q , et dont I'image canonique P(()Q) dans Spec(RéQ)) ne rencontre pas l'ensemble {Z;11, ...,
ZN}

Comme précédemment, par le lemme 5.1.4, on a

P@ = p® 0 RA),

Comme 7)(()2) ne rencontre pas Uensemble {Z;y1, ..., Zn}, ona
P N {2y, o, Zny = P 0 {2y, ., 2.
Donc, comme {Zy, ..., Z;} € R®, on peut écrire
P N {2, .., Zy} = P n R® n {Z, .., Z}
= PO N {Zy, .., Zy} = {Z|i € A}

Ceci prouve que A est de Cauchon pour (5.1).

5.2 Le cas w = wy

Lemme 5.2.1.
Pour chaque diagramme A ( pour (2.14)) on a :
A positif = A de Cauchon.

Démonstration : Comme dans la section 3.1.3, on note ’P(AQ) l'idéal de R = R engendré par les

générateurs canoniques Z; avec i € A (P(AQ) =0 si A = (). Rappelons (voir section 3.1.3) que P(A2) eH
— Spec(R™).

Considérons un entier m avec 2 < m < t+ 1. On montre d’abord, par récurrence sur m, qu’il existe un idéal
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Chapitre 5. Liens entre les diagrammes de Cauchon et les diagrammes positifs

premier P(™) € Spec(R™) tel que P(AQ) soit I'image canonique de P("™) dans Spec(R®).

e Si m =2, il suffit de prendre P® = P

e Supposons que 2 < m < t et qu'il existe un idéal premier P(™) € S’pec(R(m)) dont P(A2) soit 'image
canonique de P™) dans Spec(R(Q)). Comme A est positif, on déduit de la proposition 3.2.20 que P{™)
= ¢ (PMH1)) avec P+ € Spec(RMHD).
Ainsi P(AQ) est I'image canonique de P(™*+1) dans Spec(R(?), et Paffirmation est démontrée.
En particulier, il existe P € Spec(R(H‘l)) = Spec(R) tel que ’P(AQ) est 'image canonique de P dans
Spec(R™)). Ceci signifie (voir section 3.1.3) que A est un diagramme de Cauchon.

O

Proposition 5.2.2.
Supposons w = wq (de sorte que les décompositions (5.1) et (2.14) coincident).
Les diagrammes positifs (pour (2.14)) coincident avec les diagrammes de Cauchon (pour (2.14)).

Démonstration : Par le lemme 5.2.1 précédent, ’ensemble des diagrammes positifs est contenu dans
I’ensemble des diagrammes de Cauchon. Par la proposition 1.2.12 et par le théoréme 4.3.1, ces deux ensembles
ont méme cardinal que le groupe de Weyl W. Ils sont donc égaux.

O

Observons que dans cette preuve, on utilise le fait que le nombre de diagrammes de Cauchon (qui est aussi
le cardinal de H — Spec(U%)) est égal & |W/| (théoréme 4.3.1). Cette égalité peut aussi étre obtenue en
utilisant les résultats de M. Gorelik, N. Andruskiewitsch et F. Dumas ([Gor00] et [ADO0S]) ou T. J. Hodges et T.
Levasseur et M. Toro [HLT97], mais ces résultats nécessitent quelques restrictions (mineures) supplémentaires
sur le choix du corps de base K (char(K) = 0) ou sur le paramétre ¢ (g transcendant).

5.3 Le cas général (deuxiéme théoréme fondamental)

On peut & présent prouver, dans le cas général (ie. w n’est plus forcément 1’élément de plus grande longueur
W) :

Théoréme 5.3.1.

Les diagrammes positifs (pour (2.14)) coincident avec les diagrammes de Cauchon (pour (2.14)).

Démonstration :
Considérons un diagramme A pour (2.14) (ie. un sous-ensemble de [1,t]), de sorte que A est aussi un
diagramme pour (5.1). On a alors les équivalences :

A est positif (pour (2.14)) < A est positif pour (5.1) (proposition 1.2.13)
A est positif pour (5.1) < A est de Cauchon pour (5.1) (proposition 5.2.2)
A est de Cauchon pour (5.1) < A est de Cauchon pour (2.14) (proposition 5.1.5)

Il en résulte que :
A est positif (pour (2.14)) & A est de Cauchon pour (2.14).

O
On en déduit, avec les conventions de la section 1.2,
Corollaire 5.3.2.
1. L’application ¢ : A = {j1, ... , js} — u =w”™ = Sa;, © ... O 8a;  est une bijection de l'ensemble des

diagrammes de Cauchon dans l'ensemble {u €W | u 1§ w} (CE@) = Id).

2. Considérons un diagramme de Cauchon A = {ji, ..., js} et un entier i € [1,t]. Posons A N [i+1,t]
={Jes s Jsy (1 < ¢ < s). Alors Uexpression sq; © 5q; © ... 0 8o, est réduite. En particulier, Saj,
0 ... 0 8q, estune décomposition réduite de ((A).
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5.3. Le cas général (deuxiéme théoréme fondamental)

3. Considérons un élément w € W avec u < w. Alors, le seul diagramme de Cauchon A tel que ((A)
= u est défini récursivement comme suit :

o 1€A & (sq, 0u) =1(u) — 1< u(a1) est une racine négative.

e Considérons un entier i € [1,t —1] et supposons que A N [1,i] = {j1, .. , Ja}-
Posons u; = 8a;, © ... 0 Sa;, © Sa;, O U (w; =u si AN L3 =0). Alors
i+1 €A & U(sa, ou) =l(u;) —1 & u'(aip1) est une racine négative.

Démonstration :
Comme les diagrammes de Cauchon coincident avec les diagrammes positifs, 1. est la proposition 1.2.12 (asser-
tion 2.) et 2. est la proposition 1.2.10. Maintenant, prouvons 3.

e Supposons que 1 € A, de sorte que A = {ji, ..., js} avec j; = 1. Comme u = ((A) = 84, © ... 0 84, ;
ona l(sa; ou)=1(sa;, ©.. 05, )=5—1=Iu) -1
Réciproquement, supposons que (s, o u) = I(u) — 1. Si 1 ¢ A, alors AN [2,t] = A et, par 2., I(sq4, ©
u) = l(u) + 1. Donc, nécessairement, 1 € A.
Classiquement, on a : l(sq, o u) =l(u) — 1 & l(u™'osy)=1u"t) —1 & u'l(ar) est une racine
négative.

e Supposons que i+ 1 € A, de sorte que A N i+ 1,t] = {ja+1, -, Js} avec jgp1 = i+ 1. Comme u; =

Saj, © - O Say, O Say O U = 0 ...08q; , Ona (8., ou) =1 ©0..058q, ) =58 —(d+1) =

iq
l(uz) — 1.
Réciproquement, supposons que 1(Sq,,, o u;) = l(u;) — 1. Si i+1 ¢ A, alors AN [i+2,t] = {jat1, -,
Js} et, par 2., [(sq,,, o u;) = l(u;) + 1. Donc, nécessairement, i +1 € A.

Sajd+1 SaijQ

Du corollaire 5.3.2 (assertions 1. et 2.) et du lemme 1.2.2 (assertion 2.), on déduit :

Corollaire 5.3.3.
1. L’application (' : A = {j1, ..., js} — u =v> = Sa;, © - O Sa; st une bijection de l’ensemble des
diagrammes de Cauchon sur Uensemble {u €W |u < v = w™'} (¢(A) = (C(A)™, (D) = Id).

2. Considérons un diagramme de Cauchon A = {ji, ..., js} et un entier i € [1,t]. Posons A N [i+1,t]
={Jes oy Jst (1 < ¢ < s). Alors Uexpression Sa, © ... 0 Sa; © Sa, estréduite. En particulier, sq;,
0 ... 0 5q; est une décomposition réduite de ('(A).

Si w et sa décomposition réduite sont choisies comme dans ’exemple de la section 2.2.2, on sait (proposition
2.24) que Ulw] est lalgébre des matrices quantiques Oq4(M, (k) avec m = n —p+ 1 et avec les mémes
générateurs canoniques. Donc, par [Cau03b], les diagrammes de Cauchon peuvent étre considérés (comme dans
le chapitre 4) comme des remplissages d’un tableau rectangulaire de taille m x p par des cases noires et blanches.
On constate alors qu’ils coincident avec les I - diagrammes de A. Postinikov. Dans ce cas, le corollaire 5.3.3 a
aussi été prouvé (par des méthodes différentes) par A. Postnikov ([Pos06], theorem 19.1.) et par T. Lam and L.
Williams ([LWO0S8], theorem 5.3.).

Dans le cas général, en utilisant la bijection entre I’ensemble des diagrammes de Cauchon et H — Spec(U[w])
rappelée dans la section 3.1.3, les deux bijections de la proposition 1.2.12, ainsi que la coincidence des diagrammes
de Cauchon avec les diagrammes positifs (théoréme 5.3.1), on obtient, avec les notations de la section 3.1.3,

Corollaire 5.3.4.
1. Il existe une bijection naturelle de 'ensemble {u € W |u < v = w™'} sur H — Spec(U[w]). Elle
est définie par
v® = Pa

ot A décrit 'ensemble des diagrammes de Cauchon.
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Chapitre 5. Liens entre les diagrammes de Cauchon et les diagrammes positifs

2. Il existe une bijection naturelle de l'ensemble {u € W | u < w} dans H — Spec(Ulw]). Elle est définie

par

wh — Py

ot A décrit ’ensemble des diagrammes de Cauchon.
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Annexe A

Description des w™ A Daide de pipe

dreams

A partir d’une décomposition réduite (arbitraire) de w, on a construit (corollaire 5.3.2) une bijection A + v®

entre ensemble D des diagrammes de Cauchon et {u € W|u < v = w~!}. Dans le cas de 'exemple de la section
2.2.2, W est le groupe symétrique &,41 et A. Postnikov [Pos06, section 6 et 19] a construit une bijection entre
les “I-diagrams”, qui sont ici les diagrammes de Cauchon [Cau03b], par I'intermédiaire d’objets combinatoires
appelés “pipe dreams”. On vérifie sans difficulté que la bijection de A. Postnikov coincide avec la bijection
A — v ci-dessus.

Dans cette annexe, nous considérons le cas des exemples traités dans la section 4.2.1. Dans ces exemples on a
w = wp, de sorte que A — v2 est une bijection de D sur W. Dans le premier d’entre eux (A4,), ona W = &, 41,
dans les trois autres exemples (B, C, et D,) W peut se décrire en termes de permutations signées. Le but
de cette annexe est de s’inspirer de la construction de A. Postnikov pour obtenir un lien entre les diagrammes
de Cauchon et le groupe de Weyl dans ces quatres exemples. La difficulté premiére vient du fait que la forme
des tableaux n’est pas connue & priori et que celle-ci dépend de la décomposition de wy choisie. Nous allons
utiliser les tableaux qui contenaient les racines simples dans la section 4.2.1 et placer les réflections simples de
la décomposition réduite de wy dans les cases a la place des racines. Nous explicitons ensuite comment coder
un diagramme de Cauchon par un pipe dreams puis par une permutation (signée ou non en fonction des cas).
Les preuves sont techniques mais ne présentent pas de difficultés majeures, nous ne les faisons pas figurer dans
cette annexe.

A.1 Le type A,

La décomposition réduite considérée ici est
wp =510(82081)0(83082081)0...0(8,08,-10...082081) (8 :=S,)
On la représente au moyen du tableau T' (qui est le tableau contenant les racines positives de la section 4.2.1.1)

ci-dessous dans lequel on lit les reflexions simples colonne par colonne (en partant de la colonne de gauche) et
du haut vers le bas.

[s1]s2]ss]--- ] sn
S1|S2 | | Sn—1
Sl ... Sn72

S1

On rappelle que, W étant identifié & &,,41 ([Hum78, section 12.1]), s; est la transposition (¢, ¢ + 1) pour tout
i € [1,n].

Considérons un diagramme A, c’est & dire un ensemble de cases du tableau ci-dessus. Colorions ces cases en
noir et construisons, dans chacune d’elles, deux fléches croisées comme ci-dessous
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Annexe A. Description des w® a I’aide de pipe dreams

(croisement)

Construisons, dans chacune des autres cases (blanches), deux arcs fléchés comme ci-dessous

\\,

(coude)

De plus, deux cases consécutives de la diagonales sont systématiquement reliées par un arc fléché de la gauche
vers la droite.

On obtient ainsi un "pipe dream" comme dans ’exemple ci-dessous en type As.

A=1{2,3,4,7,8,9,11,12} : Pipe dream associé :

EEEE i :

N
N S
N

ot

7
- {‘/f

S1 S2 | S3 | S4

( T = S1 S92 S3 )
S1 S92
51

Ce pipe dream définit une permutation et on peut démontrer :

Proposition A.1.1.
Si A est un diagramme de Cauchon, la permutation construite ci-dessus n’est autre que v>.

3 4 5 6
1 5 2 4

DN

. . 1 .
Dans le cas de I'exemple ci-dessus, cette permutation est égale a ( 3 ) On peut vérifier

qu’elle est bien égale a V2 = 540850890830 840830 8]0 Sa.

A.2 Les types B, et C,
La décomposition réduite considérée ici est
wp =810 (52081 082)0(83082081082083)0...0(8,08,.10...0820510820...08,_10 8Sy)

On la représente au moyen du tableau T' (qui est le tableau contenant les racines positives de la section 4.2.1.2)
ci-dessous (cas n = 5) dans lequel on lit les reflexions simples colonne par colonne (en partant de la colonne de
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A.2. Les types B, et C),

gauche) et du haut vers le bas.

51| 82|53 |54 ] S5
S1 | S2 | S3 | S4
So2 | S1 S2 | S3
S92 | S1 | S2
53 | S2 | S1

S3 | S2
S4 | 53
S4
55

On rappelle que, W étant identifié au groupe des permutations signées de l'ensemble {1, ...,n} ([Hum?78, section

1 2 .. . - . . . .
12.1]), 81 = ( 1 9 Z ) et, pour i > 1, s; est la transposition (i — 1, 7). Considérons un diagramme

de Cauchon A, c’est a dire un ensemble de cases du tableau T qui est une réunion de colonnes tronquées.
Colorions ces cases en noir. On associe a ce coloriage un tableau T” de type A, ou chaque case est soit blanche,
soit hachurée. Cette construction s’opére colonne par colonne. Pour une colonne donnée C de T', la maniére de
colorier la colonne correspondante de T” est différente selon que la derniére case noire de C est au dessus de la
diagonale, sur la diagonale ou au dessous de la diagonale. Ce processus est décrit ci-dessous (lorsque C' est la
troisiéme colonne de T') :

111



Annexe A. Description des w® a I’aide de pipe dreams

Troisiéme colonne de T Troisiéme colonne de 7"

EEEN
-

Par exemple, sin = 5 et A = {1,2,3,5,6,7,8,10,11,12,17,18, 19, 20, 21, 22,23, 24, 25}, on obtient le coloriage
suivant pour 7T’
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A.2. Les types B, et C),

auquel on associe le tableau 1" :

-
o

i

Chaque case de T" est ensuite fléchée, comme dans le cas A,, par un croisement ou un coude, mais les fléches
peuvent étre pleines ou pointillées. Le processus de fléchage est le suivant :

e Chaque case blanche est fléchée par un coude sans changement de style (plein ou pointillé) des fleches.
(Si une case est située en haut d’une colonne, la fleche d’arrivée supérieure est considérée par défaut en
style plein. Sila case est située a Uextrémité gauche d’une ligne, la fleche d’arrivée a gauche est considérée
par défaut en style plein.)

. N
e Chaque case hachurée vers la droite ( &\ ) ou hachurée dans les deux sens est fléchée par un coude avec
changement de style des fléches.

7
e Chaque case hachurée vers la gauche ( /j ) est flechée par un croisement sans changement de style des
fléches.

On obtient ainsi un "pipe dream" auquel on peut associer une permutation signée, 'image de j (1 < j < n
étant affecté d’un signe "+" si la fleche d’arrivée est pleine et d’un signe "-" si elle est pointillée.
On peut démontrer

Proposition A.2.1.

Si A est un diagramme de Cauchon, la permutation signée construite ci-dessus n’est autre que v™.

Ainsi, dans ’exemple ci-dessus, le pipe dream obtenu est le suivant :
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Annexe A. Description des w® a I’aide de pipe dreams

¥
ot

v
w

14
2o

T
/
«
é/f
¥
|
|
|
v
’ <// <// é//
7
< a 77 akd
¥
S

1
< f
—_

Il définit la permutation signée
1 2 3 4 5
-4 -2 -3 1 -5
On peut vérifier qu’elle est bien égale a

’UA — 5585485359251525354555925354525152535152571.

A.3 Le type D,

La décomposition réduite considérée ici est
Wy = 510820 (83081 082083)0(54083081082083084)0...0(8,08,-10...0830810820830...08,_108,)

On la représente au moyen du tableau T' (qui est le tableau contenant les racines positives de la section 4.2.1.4)
ci-dessous (cas n = 5) dans lequel on lit les reflexions simples colonne par colonne (en partant de la colonne de
gauche) et du haut vers le bas.

S1 83|54 ]S85
S2 | 81| S3 | 84
S2 | 51 | S3

S3 | S2 | S1

S3 | S2

S4 | S3

S4

S5

On rappelle que, W étant identifié au groupe des permutations signés de ’ensemble {1, ...,n} ([Hun78, section
1 2 .. . - . .

12.1]), s1 = < e 1 Z et, pour i > 1, s; est la transposition (¢ — 1, 7).

Considérons un diagramme de Cauchon A, c’est & dire un ensemble de cases du tableau T vérifiant les contraintes
de la section 4.2.1.4. Colorions ces cases en noir. On associe a ce coloriage un tableau T’ de type A, ot chaque
case est soit blanche, soit hachurée. Comme dans la section précédente, cette construction s’opére colonne par
colonne.

Etant donnée une colonne C de T', Le processus de coloriage de la colonne correspondante C’ de T” est le suivant :

e Pour chaque case noire, située au dessus de la ligne médiane, on hachure la case correspondante de C’

vers la gauche ( ).
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A.3. Le type D,

e Pour chaque case noire, située au dessous de la ligne médiane, on hachure la case de C’ correspondant a

. . . . N
sa symétrique par rapport a la ligne médiane vers la droite ( ).

Ezxzemple A.3.1. Si on considére le diagramme de Cauchon

A= {615 627635 657675 68769; 610; 613761476157616}7

on obtient

Coloriage de T Coloriage correspondant de T’

Chaque case de T" est ensuite fléchée, comme dans les cas B, et C,, par un croisement ou un coude avec des
fléeches pleines ou pointillées. Le processus de fléchage est maintenant le suivant :

Chaque case blanche est flechée par un coude sans changement de style (plein ou pointillé) des fleches.
(Si une case est située en haut d’une colonne, la fleche d’arrivée supérieure est considérée par défaut en
style plein. Si la case est située a l'extrémité gauche de la premieére ligne, la fleche d’arrivée a gauche est
considérée par défaut en style plein.)

Deux cases consécutives de la diagonales sont systématiquement reliées par un arc fléché de la gauche vers
la droite sans chagement de style.

. N .
Chaque case hachurée vers la droite ( &\ ) est flechée par un croisement avec changement de style des
fleches.

Chaque case hachurée vers la gauche ( @ ) est fléchée par un croisement sans changement de style des
fleches.
Chaque case hachurée dans les deux sens ( §
fleches.

) est fléchée par un coude avec changement de style des

On obtient ainsi un "pipe dream" auquel on peut associer une permutation signée, 'image de j (1 < j < n

étant affecté d’un signe "+" si la fléche d’arrivée est pleine et d’un signe

""" s elle est pointillée.

On peut démontrer

Proposition A.3.2.

Si A est un diagramme de Cauchon, la permutation signée construite ci-dessus n’est autre que v

A

Ainsi, dans ’exemple ci-dessus, le pipe dream obtenu est le suivant :
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Annexe A. Description des w® a I’aide de pipe dreams

)
\
1~ > ——>—->5
"
\
\ : 4
2
\
\\>\\\>———-> 3
2

Il définit la permutation signée

On peut vérifier qu’elle est bien égale a

UA — 51535455592515354525359S51.
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Etude des spectres premier et primitif de 'analogue quantique de la partie positive de I'algébre
enveloppante d'une algébre de Lie simple complexe.

RESUME : Soit ® un systéme de racines irréductible de rang n > 1 dans un espace vectoriel euclidien E,
correspondant a une algébre de Lie simple complexe g. Choisissons une base II = (eg, ..., €,) de ®, notons &+
(resp. ®~) I'ensemble des racines positives (resp. négatives) et posons N = |®T| (1 < n < N).

Notons W le groupe de Weyl de ® et, pour tout 8 € ®, notons sg la réflexion par rapport a I’hyperplan normal
a . Soit K un corps (commutatif) de caractéristique différente de 2 (et différente de 3 si @ est de type Ga), et
g un élément de K\ {0} qui n’est pas une racine de 'unité.

L’algébre U,(g) et ses générateurs canoniques E,, F,, KX! sont définis comme dans le livre de Jantzen et on
note U,f (g) la sous-algébre engendrée par les E, (a € II). Si w € W, on lui associe une sous algébre Ulw] de
Uf(g). A chaque décomposition réduite w = 54, © ... 0 54, (a; € II) correspond une famille de générateurs
"canoniques" X1, ..., X; de Ulw].

Nous démontrons que, dans le cas ou la décomposition de wg (élément de plus grande longueur de W) induit sur
®* un bon ordre au sens de G. Lusztig, on peut décrire par un procédé récursif 'ensemble des diagrammes de
Cauchon de U,f (g). Ces diagrammes de Cauchon fournissent une description combinatoire de la H-stratification
du spectre premier au sens de K. Brown et K. Goodearl. A I'aide d’une décomposition particuliére de wy pour
chaque type d’algébre de Lie simple, nous retrouvons et généralisons le résultat démontré par M. Gorelik dans
le cas ot q n’est pas une racine de 'unité : ’ensemble des idéaux premiers H-invariants et le groupe de Weyl
ont méme cardinal.

Nous établissons aussi que les diagrammes de Cauchon de algébre Uw] sont en correspondance bi-univoque
naturelle avec I’ensemble des sous-décompositions positives de w au sens de R. Marsh et K. Rietsch et par la
méme occasion construisons une bijection explicite entre les diagrammes de Cauchon de Ufw| et l’ensemble
W=v = {u € W|u < w} ot "<" désigne l'ordre de Bruhat sur W.

Study of the prime and primitive spectrum of the positive part of the quantized envelopping
algebra of a simple Lie algebra over C.

ABSTRACT : Let @ be an irreducible root system of rank n > 1 in a euclidian vector space E, corresponding
to g a simple lie algebra over C. Set a basis II = (eg, ..., €,) of ®, denote by ®T (resp. ®~) the set of positive
roots (resp. negatives) and set N = |®T| (1 <n < N).

Denote the Weyl group by W and, for all 8 € ®, s is the reflexion with respect to 5. Let K be a (commutative)
field with caracteristic not equal to 2 (and not equal to 3 if the type of @ is G2), and ¢ an element of K\ {0}
which is not a root of unity.

The algebra U,(g) and its canonical generators E,, F,,, KI! are defined as in Jantzen’s book and denote by
U/ (g) the subalgebra generated by the E,’s (o € II). For w € W, one constructs the subalgebra Ulw] of U (g).
Each reduced decomposition w = $4, 0 ... 0 8o, (a; € II) corresponds to a familiy of "canonicals" generators
X1, ..., X¢ Of Ulw].

We prove that, when the decomposition of wy (longest Weyl word) induced on ®* a good order as defined by
G. Lusztig, we can describe by a recursive procedure the set of Cauchon diagrams of U; (g). These diagrams
give a combinatorial description of the H-stratification of the prime spectrum as defined byf K. Brown et K.
Goodearl. Thanks to a particular decomposition of wy in each type of simple Lie algebra, we prove again and
generalize a result from M. Gorelik to the case of ¢ is not a root of unity : the set of H-prime ideal and the Weyl
group have the same cardinality.

We also prove that the Cauchon diagrams of U[w] are in one to one correspondance with the set of positive su-
bexpressions of w as defined by R. Marsh and K. Rietsch and by the same time we construct an explicit bijection
between the cauchon diagrams of U[w] and the set W=* = {u € W|u < w} where "<" is the Bruhat order on W.

DISCIPLINE : Mathématiques.

MOTS-CLES : Groupes quantiques, Algébres enveloppantes quantifiées, Idéaux premiers, H-stratification,
Effacement des dérivations.

Laboratoire de Mathématiques - FRE 3111, Université de Reims
Moulin de la Housse - BP 1039 - 51687 REIMS Cedex 2, France.
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