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Introduction

Soit Φ un système de racines irréductible de rang n ≥ 1 dans un espace vectoriel euclidien E (de dimension
n), vérifiant ||β||2 = 2 pour toutes les racines courtes β de Φ.
Choisissons une base Π = (ǫ1, ..., ǫn) de Φ, notons Φ+ (resp. Φ−) l’ensemble des racines positives (resp. négatives)
et posons N = |Φ+| (1 ≤ n ≤ N).
Notons W le groupe de Weyl de Φ et, pour tout β ∈ Φ, notons sβ la reflexion par rapport à l’hyperplan normal
à β. On rappelle que W est engendré par les reflexions simples sα (α ∈ Π) et qu’il contient toutes les reflexions
sβ (β ∈ Φ). Soit g une algèbre de Lie simple complexe correspondant au système de racines Φ.
Soit K un corps (commutatif) de caractéristique différente de 2 (et différente de 3 si Φ est de type G2), et q un
élément de K \ {0} qui n’est pas une racine de l’unité. Sauf mention contraire, toutes les algèbres considérées
dans cette thèse sont des K-algèbres.
L’algèbre Uq(g) et ses générateurs canoniques Eα, Fα, K±1

α sont définis comme dans le livre de Jantzen ([Jan96])
et on note U+

q (g) la sous-algèbre engendrée par les Eα (α ∈ Π). Si w ∈ W , on lui associe comme dans [Jan96]
une sous algèbre U [w] de U+

q (g). A chaque décomposition réduite

w = sα1 ◦ ... ◦ sαt
(αi ∈ Π) (⋆)

correspond une famille de générateurs "canoniques" X1, ..., Xt de U [w].
Si ZΠ = Zǫ1 ⊕ ...⊕ Zǫn désigne le groupe additif engendré par Π, et si ρ = a1ǫ1 + ... + anǫn ∈ ZΠ (ai ∈ Z), on
note Kρ = Ka1

ǫ1
...Kan

ǫn
et hρ : Uq(g)→ Uq(g) l’automorphisme intérieur u 7→ hρ(u) = K−1

ρ uKρ.
H = {hρ|ρ ∈ ZΠ} est un groupe abélien d’automorphismes de Uq(g) et, pour chaque ρ ∈ ZΠ, on a hρ(U [w]) =
U [w], de sorte que H opère naturellement sur l’algèbre U [w].

L’un des objectifs de ce travail est l’étude de la H-stratification (au sens de K. Brown et K.Goodearl [BG02])
du spectre premier Spec (U [w]) de l’algèbre U [w].
Dans [Cau03a], G. Cauchon a introduit la notion de diagrammes admissibles (encore appelés diagrammes de
Cauchon). Ce sont des sous-ensembles particuliers de l’ensemble {1, ..., t} qui "contrôlent" parfaitement la H-
stratification de Spec(U [w]). La construction de ces diagrammes est en général un problème difficile, dont le
résultat dépend de la décomposition réduite (⋆) choisie pour w, et qui n’est entièrement résolu que dans des
cas très particuliers. Ainsi, on sait que les algèbres de matrices quantiques Oq(Mp,m(K)) sont des algèbres
U [w] particulières et, pour ces algèbres, G. Cauchon a construit la liste des diagrammes admissibles ([Cau03b]).
Ce sont les

Γ

-diagrammes qui ont permis à A. Postnikov ([Pos06]) de classer les cellules positives des grass-
manniennes totalement non négatives de types An et de construire une bijection entre les

Γ

-diagrammes et
l’intervalle W≤w = {w′ ∈ W |w′ ≤ w}, où ≤ désigne l’ordre de Bruhat sur W .

Dans ce travail, nous commençons par mettre au point une méthode algorithmique qui permet de construire
tous les diagrammes de Cauchon lorsque w = w0, l’élément de plus grande longueur de W (i.e. U [w] = U+

q (g)),
et lorsque la décomposition réduite de w0 définit un ordre de Lusztig sur Φ+. Cela signifie que l’ordre induit
sur Π est un bon ordre et que chaque colonne est ordonnée dans l’ordre décroissant des hauteurs de Lusztig de
ses éléments ([Lus90b]).
Cette méthode est basée sur la géométrie des plans admissibles de Lusztig ([Lus90b]). Elle permet de décrire
complètement les diagrammes de Cauchon (premier théorème fondamental (théorème 4.1.13)) et, en particulier,
de vérifier que leur nombre est égal au cardinal |W | du groupe de Weyl (théorème 4.3.1). Cette égalité peut
facilement se déduire des résultats de M. Gorelik ([Gor00], [AD08]), sous réserve de supposer que K est de
caractéristique nulle et que q est transcendant.
Ces résultats ont été déposés sur ArXiv ([Mér08]) et soumis à publication en février 2009.
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Dans un second temps, nous généralisons les résultats cités ci-dessus de A. Postnikov du cas U [w] = Oq(Mp,m(K)),
au cas général. En effet, sans hypothèse particulière sur w ni sur sa décomposition réduite (⋆), nous démontrons
que les diagrammes de Cauchon coïncident avec les diagrammes positifs de R. Marsh et K. Rietsch ([MR04]),
c’est à dire les diagrammes distingués sans défaut de V. Deodhar ([Deo90] et [Deo77]). Par les résultats de R.
Marsh et K. Rietsch sur les variétés de drapeaux totalement non négatives ([MR04]) et les résultats classiques
de V. Deodhar sur la combinatoire des groupes de Weyl ([Deo90] et [Deo77]), les diagrammes de Cauchon
classent les cellules positives des variétés de drapeaux totalement non négatives dans le cas général, et sont en
correspondance biunivoque naturelle avec l’intervalle W≤w.
Ces résultats ont été déposés sur ArXiv ([CM08]) et soumis à publication en juillet 2008.

Comme les diagrammes de Cauchon sont aussi en bijection naturelle avec les idéaux premiers H-invariants
de U [w] ([Cau03a]), on en déduit une bijection entre l’ensemble H- Spec (U [w]) de ces idéaux et l’ensemble
W≤w. Lorsque K est de caractéristique nulle et que q est transcendant, M. Yakimov (preprint avril 2009) a
récemment construit un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre H- Spec (U [w]) et W≤w par une méthode
différente basée sur les résultats de M. Gorelik ([Gor00]).

On décrit à présent de façon succinte le contenu de chaque chapitre.
Le premier chapitre traite exclusivement des systèmes de racines et des groupes de Weyl associés. La section 1.1
est entièrement dédiée à décrire le cadre d’application de la théorie des plans admissibles de Lusztig (définition
1.1.20), à savoir l’ordre de Lusztig sur l’ensemble des racines positives (définition 1.1.7). La section 1.2 introduit
quant à elle la notion de diagramme positif (définition 1.2.6) et permet de démontrer la proposition 1.2.16 qui
sera cruciale dans le chapitre 4.
Le deuxième chapitre est en majeure partie composé de résultats connus sur les algèbres enveloppantes quanti-
fiées. La section 2.1 rappelle les différentes constructions des bases de PBW par Jantzen et Lusztig ainsi que le
lien entre ces deux constructions, il s’agit essentiellement de pouvoir appliquer la théorie des plans admissibles
à la construction de Jantzen. La section 2.2 revient sur les sous-algèbres U [w] et décrit en détail l’exemple
important de l’algèbre des matrices quantiques.
Le troisième chapitre contient les notations et rappels nécessaires à l’application de l’effacement des dérivations
aux algèbres enveloppantes quantifiées. La section 3.1 décrit en détail les notations et le cadre d’application
de l’algorithme. La section 3.2 contient la démonstration de deux nouveaux résultats, la proposition 3.1.4 qui
servira à démontrer le premier théorème fondamental et la proposition 3.2.20 qui est centrale dans la démons-
tration du second théorème fondamental car elle permet de relier l’effacement des dérivations aux diagrammes
positifs.
Le quatrième chapitre contient la description d’un algorithme qui permet de calculer explicitement la forme
des diagrammes de Cauchon. La définition 4.1.10 introduit la notion de contraintes provenant d’un plan ad-
missible et le premier théorème fondamental (théorème 4.1.13) établit que les diagrammes de Cauchon sont les
diagrammes qui vérifient les contraintes provenant des plans admissibles. On calcule ensuite explicitement la
forme des diagrammes pour chaque type d’algèbre de Lie simple dans la section 4.2 et on en déduit qu’il y a
autant de diagrammes de Cauchon que d’éléments du groupe de Weyl dans la section 4.3.
Le cinquième et dernier chapitre explicite le lien entre les diagrammes de Cauchon et la combinatoire du groupe
de Weyl. Le second théorème fondamental (théorème 5.3.1) établit que les diagrammes de Cauchon coïncident
avec les diagrammes positifs. On en déduit une série de corollaires, dont le fait qu’il existe une bijection naturelle
entre les diagrammes de Cauchon de U [w] et l’ensemble W≤w = {u ∈ W |u ≤ w} (corollaire 5.3.3).
Enfin, l’annexe présente, dans le cas des familles infinies, une description de la bijection précédente en utilisant
un outil combinatoire appelé "pipe dreams", qui permet de faire le lien entre un diagramme de Cauchon et une
permutation (signée ou non) grâce à une tresse plane.
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Chapitre 1

Combinatoire dans les groupes de Weyl

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons à la combinatoire du groupe de Weyl W associé à une
algèbre de Lie simple complexe g.

Dans la première partie, nous rappelons les notations ainsi que quelques propriétés élémentaires des systèmes de
racines et de l’action du groupe de Weyl sur ceux-ci. De plus, nous expliquons la notion de bonne numérotations
de la base Π d’un système de racines Φ puis celle d’ordre de Lusztig sur la partie positive Φ+ de Φ. Ces deux
notions ont été introduites par Lusztig ([Lus90b]) dans le cadre de la théorie des plans admissibles ; celle-ci sera
utilsée dans le chapitre 2 pour obtenir des relations de commutations dans U+

q (g).

La seconde partie de ce chapitre est destinée à introduire la notion de sous-expression positive d’une décomposi-
tion réduite d’un élément de W. Cette notion, introduite par V. V. Deodhar ([Deo90]), est utilisée par R.J. Marsh
et K. Rietsch ([MR04]) pour décrire la stratification de la partie totalement positive de la variété de drapeaux
G
B

. Chaque sous-expression peut être décrite au moyen d’un diagramme ([Deo90] et section 1.2). Nous démon-
trons dans cette seconde partie quelques propriétés élémentaires des diagrammes associés aux sous-expressions
positives (diagrammes positifs).

1.1 Système de racines

1.1.1 Résultats classiques sur les systèmes de racines

Les notations suivantes sont celles de [Jan96, chap4].

Notations.
• On note Φ un système de racines et E = Vect(Φ) (dim E = n). Quand on fixe une base Π := {ǫ1, ..., ǫn}

de Φ, il existe une décomposition Φ = Φ+ ⊔Φ−, où Φ+ (resp. Φ−) désigne, comme d’habitude, l’ensemble
des racines positives (resp. négatives).

• On note W le groupe de Weyl associé au système de racines Φ, il est engendré par les réflexions simples
si := sǫi

, 1 ≤ i ≤ n. L’élément de plus grande longueur de W est noté w0.

Définition 1.1.1.
Un système de racines Φ est réductible si Φ = Φ1⊔Φ2 où Φ1 et Φ2 sont deux systèmes de racines orthogonaux.
Sinon Φ est dit irréductible.

Rappelons qu’il y a une correspondance bijective entre les systèmes de racines irréductibles et les algèbres de
Lie simples complexes de dimension finie. On dira que g, algèbre de Lie simple complexe de dimension finie,
est d’un type donné si le système de racines associé à g est de ce type. Les définitions et résultats qui suivent
proviennent de [Lus90b].

Définition 1.1.2.
Soient Π = {ǫ1, ǫ2, ..., ǫn} une base de Φ et j un entier de J1, nK.

11



Chapitre 1. Combinatoire dans les groupes de Weyl

1. La colonne j est l’ensemble Cj := {β ∈ Φ+|β = k1ǫ1 + . . . + kjǫj , ki ∈ N, kj 6= 0} ;

2. On dit qu’une racine β = k1ǫ1 + . . . + kjǫj ∈ Cj est ordinaire si kj = 1 ; elle est dite exceptionnelle si
kj = 2 ;

3. Une colonne Cj est appelée ordinaire si toute racine β de Cj est ordinaire ; cette colonne est dite excep-
tionnelle si toute racine β de Cj est ordinaire sauf une seule racine note βex qui est exceptionnelle.

Définition 1.1.3.
Le numérotation Π = {ǫ1, ǫ2, ..., ǫn} est bonne si toute colonne Cj est ordinaire ou exceptionnelle.

Exemple 1.1.4 (Le cas G2). Le système de racines de type G2 est de rang 2, il a 2 racines simples ǫ1 et ǫ2
avec ‖ǫ2‖ =

√
3‖ǫ1‖. Π = {ǫ1, ǫ2} est une base de ce système de racine. La numérotation Π = {ǫ1, ǫ2} est bonne

car C1 = {ǫ1} est ordinaire et C2 = {ǫ2, ǫ1 + ǫ2, 2ǫ1 + ǫ2, 3ǫ1 + ǫ2, 3ǫ1 + 2ǫ2} est exceptionnelle.
Par contre, la numérotation Π = {ǫ2, ǫ1} n’est pas bonne. En effet, pour cette numérotation, C1 = {ǫ2} est
ordinaire mais C2 = {ǫ1, ǫ2 + ǫ1, ǫ2 + 2ǫ1, ǫ2 + 3ǫ1, 2ǫ2 + 3ǫ1} n’est ni ordinaire ni exceptionnelle.

Proposition 1.1.5.
Soit g une algèbre de Lie simple de dimension finie. Les numérotations ci-dessous du système des racines simples
Π sont des exemples de bonnes numérotations.

• Si g est de type An, de diagramme de Dynkin : ǫ1 − ǫ2 − · · · − ǫn−1 − ǫn,

Π = {ǫ1, ǫ2, · · · , ǫn−1, ǫn}.

• Si g est de type Bn, de diagramme de Dynkin : ǫ1 ⇐ ǫ2 − · · · − ǫn−1 − ǫn,

Π = {ǫ1, ǫ2, · · · , ǫn−1, ǫn}.

• Si g est de type Cn, de diagramme de Dynkin : ǫ1 ⇒ ǫ2 − · · · − ǫn−1 − ǫn,

Π = {ǫ1, ǫ2, · · · , ǫn−1, ǫn}.

• Si g est de type Dn, de diagramme de Dynkin :
ǫ1

�

ǫ3 — ǫ4 — · · · — ǫn−1 — ǫn

�

ǫ2

,

Π = {ǫ1, ǫ2, · · · , ǫn−1, ǫn}.

• Si g est de type G2, de diagramme de Dynkin : ǫ1 ⇚ ǫ2,

Π = {ǫ1, ǫ2}.

• Si g est de type F4, de diagramme de Dynkin : ǫ1 — ǫ2 ⇒ ǫ3 — ǫ4,

Π = {ǫ4, ǫ3, ǫ2, ǫ1}.

• Si g est de type E6, de diagramme de Dynkin :
ǫ2
|

ǫ1 — ǫ3 — ǫ4 — ǫ5 — ǫ6

,

Π = {ǫ2, ǫ5, ǫ4, ǫ3, ǫ1, ǫ6}.

• Si g est de type E7, de diagramme de Dynkin :
ǫ2
|

ǫ1 — ǫ3 — ǫ4 — ǫ5 — ǫ6 — ǫ7

,

Π = {ǫ2, ǫ5, ǫ4, ǫ3, ǫ1, ǫ6, ǫ7}.
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1.1. Système de racines

• Si g est de type E8, de diagramme de Dynkin :
ǫ2
|

ǫ1 — ǫ3 — ǫ4 — ǫ5 — ǫ6 — ǫ7 — ǫ8

,

Π = {ǫ2, ǫ5, ǫ4, ǫ3, ǫ1, ǫ6, ǫ7, ǫ8}.

Démonstration : Les colonnes correspondant à ces numérotations seront données explicitement dans la
section 4.2 et on constatera que chaque colonne est bien, soit ordinaire soit exceptionnelle, ce qui démontrera
la proposition.

�

Il existe a priori bien d’autres bonnes numérotations de l’ensemble des racines simples Π. Dans tout ce qui
suit, on supposera que l’on a choisi une bonne numérotation de Π.

1.1.2 Ordre de Lusztig

Notations.
• Pour β = k1ǫ1 + . . . + kjǫj ∈ Cj, on appelle hauteur de β l’entier h(β) := k1 + · · · + kj et on appellera

hauteur de Lusztig de β, le nombre rationnel h′(β) := 1
kj

h(β). [Lus90b, section 4.3]

• Si t ∈ h′(Cj), l’ensemble Bj,t := {β ∈ Cj |h′(β) = t} est appelé la boîte de hauteur t dans la colonne
Cj.

Remarque 1.1.6.

Cj =
⊔

t∈N∗

Bj,t.

Définition 1.1.7 (Ordre de Lusztig sur Φ+).
On définit un ordre partiel sur Φ+ comme suit :
Soient β1 et β2 deux racines de Φ+,

• Si β1 ∈ Cj1 et β2 ∈ Cj2 avec j1 < j2, alors β1 < β2.
• Si β1 et β2 sont dans la même colonne Cj et si h′(β2) < h′(β1), alors β1 < β2.

On peut raffiner l’ordre partiel précèdent en un ordre total en choisissant un ordre arbitraire à l’intérieur des
boîtes. Comme il y a plusieurs façons d’ordonner chaque boîte on dira que l’ordre obtenu est "un" ordre de
Lusztig.

Remarque 1.1.8.
L’ordre ci-dessus est l’ordre inverse de celui utilisé par G. Lusztig ([Lus90b, section 4.3]).

Observation 1.1.9. • ǫj est la plus grande racine de Cj pour l’ordre ci-dessus.
• Les racines positives d’une même boîte sont consécutives pour un tel ordre : Bj,t = {βp, βp+1, ..., βp+l}.

Proposition 1.1.10.
Soient Cj une colonne exceptionnelle et βex sa racine exceptionnelle.

1. βex⊥(C1 ⊔ ... ⊔ Cj−1)

2. Si D =< βex > et si sD est la symétrie orthogonale par rapport D, on a :
• sD(Cj) = Cj et ∀β ∈ Cj \ {βex} on a β + sD(β) = βex.
• Pour toute boîte Bj,t différente de la boîte contenant βex, sD transforme Bj,t en Bj,h(βex)−t.

Démonstration :

1. Soit β ∈ C1 ∪ ... ∪ Cj−1. Si β n’est pas orthogonale βex, alors sβ(βex) = βex + kβ (k ∈ Z \ {0}) est une
racine de Cj dont le coefficient en ǫj est égal à 2. Ceci contredit l’unicité de la racine exceptionnelle.

2. Observons que sD = −sβex
, de sorte que sD(Φ) = Φ.

• Soit β une racine non exceptionnelle de Cj . On peut écrire

β = a1ǫ1 + ... + aj−1ǫj−1 +
1

2
βex (ai ∈ Q).
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Il résulte de 1. que sD(β) = −a1ǫ1... − aj−1ǫj−1 + 1
2βex = βex − β. Ceci est une racine d’après l’obser-

vation ci-dessus. Elle est dans Cj puisque β est dans Cj \ {βex}.

• Par le point précèdent, sD transforme deux éléments de Bj,t en deux racines de même hauteur. On en
déduit (au moyen de l’involutivité de sD) que sD(Bj,t) est une boîte Bj,s. La formule t + s = h(βex)
résulte immédiatement du premier point.

�

Définition 1.1.11.
Le support d’une racine β = a1ǫ1 + ... + ajǫj ∈ Cj est l’ensemble Supp (β) := {ǫi ∈ Π|ai 6= 0}. En particulier,
pour β ∈ Cj, on a Supp(β) ⊂ {1, ..., j}.

On va à présent démontrer la

Proposition 1.1.12.
Supposons qu’il existe une colonne exceptionnelle Cj (1 < j ≤ n) et notons βex sa racine exceptionnelle. Alors
h′(βex) /∈ N de sorte que βex est seule dans sa boîte.

Démonstration : On note Πj = {ǫ1, ..., ǫj} et Φj = Φ ∩ Vect(Πj). On vérifie facilement que Φj est un
système de racines de base Πj et que Φ+

j = Φ+ ∩ Vect(Πj).

Considérons d’abord le cas où Φj est irréductible. On a alors

Observation 1. Si β est une racine de Φ+
j de hauteur maximale alors β ∈ Cj .

On suppose β ∈ Ci avec i < j. Dans le diagramme de Dynkin de Φj qui est connexe (Φj est irréductible), on
peut construire un chemin de ǫi à ǫj . On note ce chemin P = (ǫi1 , ..., ǫit

), où i1 = i et it = j. On sait que
ǫi ∈ Supp(β) et que ǫj /∈ Supp(β). Ainsi il existe un plus petit indice l tel que ǫil

∈ Supp(β) et ǫil+1
/∈ Supp(β).

Ainsi, pour tout ǫ ∈ Supp(β) on a 〈ǫ, ǫil+1
〉 ≤ 0 et, puisque ǫil

et ǫil+1
sont deux éléments consécutifs de P,

〈ǫil
, ǫil+1

〉 < 0. De l, 〈β, ǫil+1
〉 < 0 donc β + ǫil+1

∈ Φ+
j ce qui contredit la maximalité de la hauteur β.

Observation 2. βex est la racine de hauteur maximale dans Φj .

Soit β une racine de hauteur maximale dans Φj . Supposons β 6= βex. Par l’observation précédente, β ∈ Cj et,
par la proposition 1.1.10, βex = β +sD(β) est une somme de deux racines positives donc de hauteur plus grande
que β. Donc β est nécessairement égale βex.

L’existence d’une racine exceptionnelle entraine que Φj n’est pas de type Aj . Par suite Φj est de type Bj , Cj ,
Dj , E6, E7, E8, F4 ou G2 et, en se référant aux planches de [Bou68], on voit que la hauteur de la racine de plus
grande hauteur est toujours impair. Par l’observation 2. βex est de hauteur impair, et donc h′(βex) /∈ N.

Supposons à présent Φj réductible. Notons Γj le diagramme dont les sommets sont ǫ1, ..., ǫj , et dont les arêtes
sont celles qui proviennent du diagramme de Dynkin de Φ et notons Π′ la composante connexe de ǫj dans Γj ;

Π′ := {ǫi ∈ Πj | il existe un chemin dans Γj reliant ǫi et ǫj}.

Notons Φ′ = Φ ∩ Vect(Π′). C’est un système de racines de base Π′ et Φ′+ = Φ+ ∩ Vect(Π′).

Observation 3. Cj ⊂ Φ′+.

Sinon, il existe des racines dans Cj \Φ′+. Si β est une telle racine, son support contient des racines simples qui
sont dans Πj \Π′. Comme le support de β contient aussi ǫj ∈ Π′, on peut écrire β = u+ v avec u = ǫi1 + ...+ ǫil

support dans Πj \Π′ et v = ǫil+1
+ ... + ǫip

support dans Π′. Choisissons β de manière que l’entier l ainsi défini
soit minimal.

• Si l = 1, β = ǫi1 + v. Comme ǫi1 /∈ Π′, il n’existe aucune liaison entre ǫi1 et les éléments du support de v.
Donc si1(β) = −ǫi1 + v ∈ Φ, ce qui est impossible puisque les coordonnées dans Π de cette racine ne sont pas
toutes de même signe.
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• Donc l ≥ 2. Comme 〈u, u〉 > 0, il existe une racine simple du support de u, par exemple ǫil
, vérifiant

〈u, ǫil
〉 > 0. Comme ci dessus, on a :

〈v, ǫil
〉 = 0 ⇒ 〈β, ǫil

〉 > 0 ⇒ β′ = β − ǫil
∈ Cj \ Φ′+,

ce qui contredit la minimalité de l.
On a donc bien Cj ⊂ Φ′+.

Ainsi Cj est une colonne exceptionnelle de Φ′ qui est irréductible par construction. L’étude ci-dessus montre
que sa racine exceptionnelle βex vérifie h′(βex) /∈ N.

�

On peut maintenant montrer la

Proposition 1.1.13.
"<" est un ordre convexe sur Φ+

Démonstration : Soient β1 < β2 deux racines positives telles que β1 + β2 ∈ Φ+.
• Si les deux racines β1 et β2 ne sont pas dans la même colonne, alors β1 + β2 est dans la même colonne que

β2. Dans ce cas, ni β2, ni β1 + β2 ne sont exceptionnelle et on a :

h′(β1 + β2) = h(β1 + β2) = h(β1) + h′(β2) > h′(β2).

On en déduit que β1 < β1 + β2 < β2.

• Si les deux racines sont dans la même colonne, alors β1+β2 est une racine exceptionnelle. D’après la proposition

1.1.10, on a h′(β1 + β2) = h′(β1)+h′(β2)
2 . La proposition 1.1.12 exclus le cas h′(β1 + β2) = h′(β1) = h′(β2)

car la racine exceptionnelle est seule dans sa boîte. On a donc h′(β1) > h′(β1 + β2) > h′(β2) ce qui implique
β1 < β1 + β2 < β2.

�

Si on considère une décomposition réduite de w0 = sα1 ◦ sα2 ◦ ... ◦ sαN
avec α1, ...αN ∈ Π (l’élément de plus

grande longueur du groupe de Weyl), on sait (cf, par exemple, [BG02, I.5.1]) que βj := sα1 ◦ sα2 ◦ ... ◦ sαj−1 (αj)
décrit Φ+ lorsque j décrit J1, NK. Pour chaque entier j ∈ J1, NK, on dit que αj est la racine simple associée
à la racine positive βj .
On ordonne alors Φ+ en posant βi < βj lorsque i < j. On dit que "<" est l’ordre associé la décomposition
réduite de w0 = sα1 ◦ sα2 ◦ ... ◦ sαN

.
Dans [Pap94, Théorème et remarque page 662], il est démontré que cet ordre est convexe et que l’on définit,
de cette manière, une correspondance biunivoque entre les décompositions réduites de w0 et les ordres convexes
sur Φ+.
Ainsi, l’ordre "<"de Lusztig étant convexe, il existe une unique décomposition réduite de
w0 = sα′

1
◦ sα′

2
◦ ... ◦ sα′

N
dont l’ordre associé est "<". Dans ce texte, on choisira systématiquement

cette décomposition pour w0.

La prochaine proposition provient de [Lus90b, section 4.3] et précise comment sont disposées les racines
l’intérieur des boîtes.

Proposition 1.1.14.
A l’intérieur de chaque boîte ne contenant pas la racine exceptionnelle, les racines sont orthogonales 2 à 2. De
plus, les racines simples associées aux racines d’une boîte donnée sont orthogonales 2 à 2.

Démonstration : Le cas d’un système de type G2 se déduit simplement de l’étude de l’exemple 1.1.4. On
suppose donc que g est une algèbre de Lie simple de dimension finie et de type différent de G2. Soient β1 et β2

deux racines consécutives d’une boîte B de la colonne Cj . On note α1 et α2 les racines simples respectivement
associes β1 et β2.
Supposons que α1 n’est pas orthogonale à α2, de sorte que λ = − < α∨

1 , α2 >= 1 ou 2.
On peut donc écrire β2 = w ◦ sα1(α2) = w(λα1 + α2) = λβ1 + w(α2). Comme w(α2) ∈ Φ, on a nécessairement
λ = 2, sinon h(w(α2)) = h(β2) − h(β1) = 0, ce qui est absurde.
Mais alors γ = −w(α2) = 2β1 − β2 ∈ Cj et h(γ) = 2h(β1)− h(β2) = h(β1). β1 et β2 sont deux racines positives
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distinctes donc non colinéaires. La trace Φ′ de Φ sur le plan Vect(β1, β2) est donc un système de racines de rang
2 contenant β1, β2, γ et leurs opposées. L’égalité 2β1 = γ +β2 permet d’affirmer que Φ′ est de type B2 et qu’on
est dans la situation ci-dessous :

γβ1β2

Il en résulte que γ − β1 ∈ Φ, avec h(γ − β1) = h(γ) − h(β1) = 0. Ce qui est impossible. On a donc α1 ⊥ α2.
On en déduit que < β1, β2 > = < w(α1), w(sα1(α2)) >=< α1, sα1(α2) > = < α1, α2 > = 0.

�

Convention.
Pour j ∈ J1, nK, on note δj la première racine de Cj . On rappelle que ǫj est la dernière racine de Cj .

Proposition 1.1.15.
δj et ǫj sont seules dans leur boîtes.

Démonstration : La racine ǫj est seule dans sa boîte car c’est la seule racine de Cj de hauteur égale à 1.

Pour démontrer que δj est seule dans sa boîte, on va se servir du

Lemme 1.1.16.
Soit 1 ≤ l ≤ N et 1 ≤ m ≤ n. On pose Πm := {ǫ1, ..., ǫm}. Si βl = sα1 ...sαl−1

(αl) est dans la colonne Cm, alors
αj ∈ Πm pour j ∈ J1, lK.

Démonstration : On raisonne par récurrence sur l.
Si l = 1 : β1 = α1 = ǫ1 ∈ Π1.
Si l ≥ 2, βl−1 est dans la colonne Cm ou Cm−1. Par l’hypothèse de récurrence, on en déduit que αt ∈ Πm (ou
αt ∈ Πm−1 ⊂ Πm) pour t ∈ J1, l − 1K. On observe que βl = sα1 ...sαl−1

(αl) = αl + nl−1αl−1 + ... + n1α1 où
chaque nt est dans Z. Comme βl ∈ Cm, nécessairement αl ∈ Πm.

�

Retour à la démonstration de la proposition :
Il existe un entier 1 ≤ l ≤ N tel que δj = βl = sα1 ◦ sα2 ◦ ... ◦ sαl−1

(αl). comme ci-dessus, βl = αl + nl−1αl−1 +
...+n1α1 (nt ∈ Z) avec, puisque βl−1 ∈ Cj−1, α1, ..., αl−1 dans Πj−1. Comme βl ∈ Cj , on en déduit que αl = ǫj .
Si δj(= βl) n’est pas seule dans sa boîte, alors βl+1 est aussi dans cette boîte et on a (proposition 1.1.14) αl⊥αl+1.
Par le lemme précédent, on en déduit que αl+1 ∈ Πj \ {ǫj} = Πj−1 et βl+1 = sα1 ◦ sα2 ◦ ... ◦ sαl−1

◦ sαl
(αl+1) =

sα1 ◦ sα2 ◦ ... ◦ sαl−1
(αl+1) = αl+1 + n′

l−1αl−1 + ... + n′
1α1 (n′

t ∈ Z), ce qui contredit l’hypothèse βl+1 ∈ Cj .

�

Rappelons le résultat classique suivant (cf par exemple, [Hum78, lemme 9.4]).

Lemme 1.1.17.
Soient β et δ deux racines distinctes de Φ+ telles que 〈β, δ〉 6= 0

• Si 〈β, δ〉 > 0, alors β − δ ∈ Φ.
• Si 〈β, δ〉 < 0, alors β + δ ∈ Φ.

Proposition 1.1.18.
Soit β une racine ordinaire de la colonne Cj. Notons (comme dans la démonstration de la proposition 1.1.12)
Γj le diagramme dont les sommets sont ǫ1, ..., ǫj, et dont les arêtes sont celles qui proviennent du diagramme
de Dynkin de Φ. On note Ωj la composante connexe de ǫj dans Γj .

1. Si β 6= ǫj, alors il existe ǫ ∈ {ǫ1, ..., ǫj−1} telle que β − ǫ ∈ Cj.

2. Supp β ⊂ Ωj.

3. Si β 6= δj, alors il existe ǫ ∈ {ǫ1, ..., ǫj−1} telle que β + ǫ ∈ Cj.
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Démonstration : On vérifie que cette proposition est vraie dans le cas G2 à l’aide de la description des
colonnes donnée dans l’exemple 1.1.4. On suppose maintenant que le système de racines considéré n’est pas de
type G2.
Dans cette démonstration, on note Πj = {ǫ1, ..., ǫj}.

1. S’il existe ǫ ∈ Πj \ {ǫj} tel que 〈β, ǫ〉 > 0, on conclut avec le lemme 1.1.17. On suppose donc que
∀ǫ ∈ Πj \ {ǫj}, 〈β, ǫ〉 ≤ 0.
Comme 〈β, β〉 > 0 alors, 〈β, ǫj〉 > 0 et β − ǫj = γ1 ∈ Φ+ avec ǫj /∈ Supp(γ1). On peut donc écrire
β = β1 + γ1 avec β1 = ǫj ∈ Cj et, puisque β est ordinaire, ǫj /∈ Supp(γ1). Puisque β 6= ǫj, on a h(β) ≥ 2 et
on se propose de montrer par récurrence que, pour chaque entier i ∈ J1, h(β) − 1K, on a β = βi + γi avec
βi ∈ Cj , γi ∈ Φ+ et h(βi) = i.

• Comme h(β1) = h(ǫj) = 1, on a le résultat au rang i = 1.
• Supposons le résultat démontré au rang i avec 1 ≤ i < h(β)−1 et observons que, puisque β est ordinaire,

γi /∈ Cj de sorte que Supp(γi) ⊂ Πj−1. Comme 〈γi, γi〉 > 0, il existe ǫ ∈ Πj−1 telle que 〈γi, ǫ〉 > 0.
Comme i < h(β) − 1, on a h(γi) > 1 ⇒ γi 6= ǫ ⇒ γi+1 := γi − ǫ ∈ Φ+ (lemme 1.1.17).
Alors 〈β, ǫ〉 = 〈βi, ǫ〉 + 〈γi, ǫ〉 et, puisque 〈β, ǫ〉 ≤ 0, on a 〈βi, ǫ〉 < 0. Ceci entraine que (lemme 1.1.17)
βi+1 := βi + ǫ ∈ Cj . Ainsi, β = βi+1 + γi+1 avec βi+1 ∈ Cj et h(βi+1) = h(βi) + 1.

On a donc bien le résultat annoncé et, pour i = h(β)− 1, on a h(γi) = 1. Donc, puisque β est ordinaire,
ǫ := γi ∈ Πj−1 et β − ǫ = βi ∈ Cj .

2. On raisonne par récurrence sur h(β).
Si h(β) = 1, on a β = ǫj ∈ Ωj .
Si h(β) > 1, il résulte de 1. qu’il existe ǫ ∈ Πj−1 telle que β′ := β − ǫ ∈ Cj . β′ est alors ordinaire et de
hauteur h(β′) = h(β)−1 de sorte que, par l’hypothèse de récurrence, Supp β′ ⊂ Ωj . Il reste donc à montrer
que ǫ ∈ Ωj .
Si ǫ /∈ Ωj , alors ǫ ⊥ ǫ pour tout ǫ ∈ Supp β′. Il en résulte que ǫ ⊥ β′. Considérons le plan P =< β, ǫ >
et observons que ΦP = Φ ∩ P est un système de racines de rang 2. Comme Φ 6= G2, on a ΦP 6= G2 et,
nécessairement, ΦP est de type B2. On a donc la configuration suivante :

ǫ

ββ′

Il en résulte que β′ − ǫ est une racine. Comme Supp β′ ⊂ Ωj , on a ǫ /∈ Supp β′ ce qui est contradictoire
avec le fait que β′ − ǫ soit une racine. On a donc bien ǫ ∈ Ωj et par suite, Supp β ⊂ Ωj .

3. Soit β une racine de Cj différente de δj . S’il existe ǫ ∈ Πj−1 telle que 〈β, ǫ〉 < 0 alors on conclut par le
lemme 1.1.17.
Supposons que 〈β, ǫ〉 ≥ 0 pour tout ǫ ∈ Πj−1. Si 〈β, ǫj〉 < 0, alors Cj est exceptionnelle et β + ǫj = βex.
Il résulte de la proposition 1.1.10 que sD échange ǫj et δj , de sorte que, βex = ǫj + δj. On en déduit que
β = δj ce qui est contraire à l’hypothèse. On a donc 〈β, ǫj〉 ≥ 0 et, par suite, 〈β, ǫ〉 ≥ 0 pour tout ǫ ∈ Πj .

Observation 1. Supp(δj) = Ωj.

preuve :
Par 2. on a Supp (δj) ⊂ Ωj . Supposons cette inclusion stricte et considérons ǫ ∈ Ωj \ Supp(δj). Comme
Ωj est connexe, il existe ǫ′1, ǫ

′
2, ..., ǫ

′
s dans Ωj , avec s ≥ 2, ǫ′1 = ǫ, ǫ′s ∈ Supp(δj) et, pour 1 ≤ i < s,

〈ǫ′i, ǫ′i+1〉 < 0.
Soit k le plus grand entier tel que ǫ′k /∈ Supp (δj). On a k < s et ǫ′k+1 ∈ Supp (δj). Comme δj est alors une
combinaison linéaire à coefficients entiers positifs de racines simples différentes de ǫ′k et, comme le produit
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scalaire de deux racines simples distinctes est négatif ou nul, on a :

〈ǫ′k, δj〉 ≤ 〈ǫ′k, ǫ′k+1〉 < 0.

On en déduit par le lemme 1.1.17 que δj + ǫ′k ∈ Cj \ {βex}, ce qui contredit le fait que δj est la première
racine de Cj .

Observation 2. 〈β, δj〉 > 0

preuve :
Comme 〈β, β〉 > 0, il existe ǫ ∈ Supp(β) telle que 〈β, ǫ〉 > 0. Par le point 2. et l’observation 1, on a
ǫ ∈ Supp δj . Comme (voir ci-dessus) 〈β, ǫ〉 ≥ 0 pour tout ǫ ∈ Πj , on a 〈β, ǫ〉 ≥ 0 pour tout ǫ ∈ Supp
δj = Ωj ⊂ Πj ⇒ 〈β, δj〉 ≥ 〈β, ǫ〉 > 0.

Par l’observation 2 et le lemme 1.1.17 γ1 := δj − β ∈ Φ+ et, puisque β et δj sont des racines ordinaires de
Cj , Supp(γ1) ⊂ Πj−1.
On se propose de démontrer, par récurrence descendante, que, pour chaque entier i ∈ J1, h(δj − β)K, il
existe ρi ∈ Φ+ avec Supp (ρi) ⊂ Πj−1, h(ρi) = i et β + ρi ∈ Cj .

• Pour i = h(δj − β), on a le résultat avec ρi = γ1 .
• Supposons démontrée l’existence de ρi avec 2 ≤ i ≤ h(δj − β), de sorte ηi = β + ρi ∈ Cj . Comme
〈ρi, ρi〉 > 0, il existe ǫ ∈ Supp (ρi) ⊂ Πj−1 telle que 〈ρi, ǫ〉 > 0. Comme on a (voir ci-dessus), 〈β, ǫ〉 ≥ 0,
on en déduit que 〈ηi, ǫ〉 > 0. Donc (lemme 1.1.17) ηi−1 := ηi − ǫ ∈ Cj et ρi−1 := ρi − ǫ ∈ Φ+. On a alors
clairement Supp (ρi−1) ⊂ Πj−1, h(ρi−1) = i − 1 et β + ρi−1 = ηi−1 ∈ Cj .
On a donc bien le résultat annoncé et, pour i = 1, ǫ := ρ1 ∈ Πj−1 et β + ǫ ∈ Cj .

�

Proposition 1.1.19.
Soit un entier j ∈ J1, nK.

1. Si Cj est ordinaire, alors h′(Cj) est un intervalle de N∗ de la forme J1, tK ;

2. Si Cj est exceptionnelle, alors h′(Cj \ {βex}) est un intervalle de la forme J1, 2tK (t ∈ N).
On a h′(βex) = t + 1

2 .

Démonstration : Le fait que h′(Cj) dans le cas ordinaire (resp. h′(Cj \ {βex}) dans le cas exceptionnel)
soit un intervalle de N résulte de la proposition 1.1.18. Il contient 1 = h(ǫj), ce qui démontre le premier point.
Supposons Cj exceptionnelle. On note B1, ..., Bt les boîtes contenants les racines inférieurs à βex dans l’ordre
de Lusztig. Pour toutes ces boîtes, on a h′(Bi) > h′(βex). Mais la relation h(Bi)+ h(B′

i) = h(βex), pour l’image
B′

i de Bi par sD, implique h′(Bi) > h′(βex) > h′(B′
i). On a donc exactement t boîtes apparaissant après βex et

l’intervalle h′(Cj \ {βex}) est bien de la forme J1, 2tK (t ∈ N).
De plus h(βex) = h(ǫn + sD(ǫn)) = 1 + 2t et finalement h′(βex) = t + 1

2 .

�

On définit ci-dessous les plans admissibles introduit par G. Lusztig dans [Lus90b, section 6.1].

Définition 1.1.20.
On appelle plan admissible P :=< β, β′ > tout plan engendré par deux racines positives β et β′ telles que :

ou bien β appartient à une colonne exceptionnelle Cj et β′ = sD(β) est telle que h′(β′) = h′(β) + 1 (dans ce
cas on a β > β′, β + β′ = βex et h′(βex) = h′(β) + 1

2).

ou bien β appartient à une colonne Cj (exceptionnelle ou non) et β′ = ǫi avec i < j.

On note ΦP := Φ ∩ P et Φ+
P := Φ+ ∩ P .

Remarque 1.1.21.
Si ΦP = G2 alors Φ = G2 (à cause de la longueur des racines).
Si Φ 6= G2 alors la première condition donne lieu à deux types de plans admissibles pour lesquels Φ+

P est donné
par :
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1.1. Système de racines

Type (1.1) Type (1.2)

β

βexβ′

β

βexβ′ǫi

A2 B2

β > βex > β′ β > βex > β′ > ǫi

La seconde condition donne lieu à quatre types de plans admissibles pour lesquels Φ+
P est donné par :

Type (2.1) Type (2.2) Type (2.3) Type (2.4)

β1

β2ǫi

β1

βexβ2ǫi

ǫi

β3β2β1

ǫi

β

A2 B2 avec ǫi longue B2 avec ǫi courte A1 × A1

β1 > β2 > ǫi β1 > βex > β2 > ǫi β1 > β2 > β3 > ǫi β > ǫi

On remarque que les types (1.2) et (2.2) sont les mêmes.

On prendra garde que la notation βi (1 ≤ i ≤ 3) ne désigne pas, dans cette remarque, la ième racine
de Φ+ muni de l’ordre de Lusztig associé.

Observation 1.1.22. Si P est de type (1.1) ou (1.2) et si β, β′ sont comme dans la remarque ci-dessus, alors
β appartient à la boîte B qui suit la boîte {βex}.

Démonstration : On sait (voir définition 1.1.20) que h′(βex) = h′(β) + 1
2 . Ceci entraîne que β appartient

à la boîte B qui suit la boîte {βex}.
�

Exemple 1.1.23. Considérons une algèbre de Lie g de type D4, de diagramme de Dynkin :

ǫ1
�

ǫ3 — ǫ4
�

ǫ2

L’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl admet la décomposition réduite suivante :

w0 = s1s2s4s3s4s2s1s3s4s2s1s3

et l’ordre convexe sur Φ+ induit par cette décomposition est :

β1 = ǫ1 < β2 = s1(ǫ2) = ǫ2 < β3 = s1s2(ǫ4) = ǫ4 < β4 = s1s2s4(ǫ3) = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 <

β5 = s1s2s4s3(ǫ4) = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 < β6 = s1s2s4s3s4(ǫ2) = ǫ1 + ǫ3 + ǫ4 < β7 = ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 <

β8 = ǫ1 + ǫ2 + 2ǫ3 + ǫ4 < β9 = ǫ3 + ǫ4 < β10 = ǫ2 + ǫ3 < β11 = ǫ1 + ǫ3 < β12 = ǫ3

Les colonnes correpondant à la numérotation ci-dessus des racines simples sont alors :
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Chapitre 1. Combinatoire dans les groupes de Weyl

C1 C2 C3 C4

β1 = ǫ1 β2 = ǫ2 β3 = ǫ4 β4 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ4 + ǫ3
β5 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3
β6 = ǫ1 + ǫ4 + ǫ3
β7 = ǫ2 + ǫ4 + ǫ3

β8 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ4 + 2ǫ3
β9 = ǫ4 + ǫ3
β10 = ǫ2 + ǫ3
β11 = ǫ1 + ǫ3

β12 = ǫ3

Les colonnes C1, C2, C3 sont ordinaires tandis que la colonne C4 est exceptionnelle à cause de la racine β8 =
ǫ1 + ǫ2 + ǫ4 + 2ǫ3, de sorte que la numérotation choisie sur Π est bonne. On constate que la hauteur de Lusztig
h′ est bien décroissante sur chaque colonne, de sorte que l’ordre induit sur Φ+ est un bon ordre. Le premier et
le dernier élément de la colonne C4 sont seuls dans leur boîte, ainsi que la racine exceptionnelle. On a deux
boîtes qui contiennent trois éléments, {β5, β6, β7} et {β9, β10, β11}, dont on vérifie facilement que les racines sont
orthogonales deux à deux. Les racines simples correspondantes ({ǫ1, ǫ2, ǫ4} dans les deux cas) sont également
orthogonales deux à deux.

1.2 Sous-expressions positives

1.2.1 Diagrammes

Soit w ∈ W . On pose t = l(w) et on considère une décomposition réduite

w = sα1 ◦ ... ◦ sαt
(αi ∈ Π pour 1 ≤ i ≤ t) (1.1)

Il est bien connu que
β1 = α1, β2 = sα1(α2), ... , βt = sα1 ... sαt−1(αt)

sont des racines positives distinctes et que l’ensemble {β1, ..., βt} ne dépend pas de la décomposition réduite
(1.1) de w.
On pose

v = w−1 = sαt
◦ ... ◦ sα1 (1.2)

Définition 1.2.1.
Un diagramme pour (1.1) est un sous-ensemble quelconque ∆ de J1, tK. (S’il n’y a pas d’ambiguité possible, on
omettra de préciser "pour (1.1)".)

Dans la suite, on omettra parfois aussi le symbole ◦ dans la composition des applications.

On considère un diagramme ∆. Pour tout i ∈ J1, ... , tK, on pose

s∆
αi

=

{
sαi

si i ∈ ∆
Id si i /∈ ∆

}

et on note

• w∆ = s∆
α1

... s∆
αt

,
• v∆ = (w∆)−1 = s∆

αt
... s∆

α1
,

• Pour i ∈ J1, t + 1K, w∆
i = s∆

αi
... s∆

αt
(w∆

1 = w∆ , w∆
t+1 = Id) ,

• Pour i ∈ J0, 1, ... , tK, v∆
i = (w∆

t−i+1)
−1 = s∆

αt
... s∆

αt−i+2
s∆

αt−i+1
(v∆

0 = (w∆
t+1)

−1 = Id, v∆
t = v∆).

On note ≤ l’ordre de Bruhat ([Deo77]) sur le groupe de Weyl W . Puisque (1.1) est une décomposition
réduite de w, on en déduit que (1.2) est une décomposition réduite de v. Rappelons ([Deo77], Theorem 1.1)
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1.2. Sous-expressions positives

qu’un élément u de W vérifie u ≤ w (resp. u ≤ v) si et seulement si il peut être écrit comme un produit de
reflexions simples obtenues en enlevant certaines des sαi

dans la décomposition réduite (1.1) (resp. (1.2)). On a
donc immédiatement :

Lemme 1.2.2.
1. L’application : ∆ 7→ u = w∆ (resp. u = v∆) est surjective de l’ensemble des diagrammes dans

l’ensemble {u ∈ W | u ≤ w} (resp. {u ∈ W | u ≤ v}).
2. L’application u 7→ u−1 est une bijection de {u ∈ W | u ≤ w} sur {u ∈ W | u ≤ v}.

Définition 1.2.3 ([Deo90], Definition 2.1).
Une suite (σ0, ..., σt) ∈ W t+1 est une sous-expression de (1.1) si :

1. σ0 = id,

2. σ−1
j−1σj ∈ {id, sαj

} pour tout j ∈ J1, tK.

Lemme 1.2.4.
v∆ := (v∆

0 , v∆
1 , ... , v∆

t ) est une sous-expression de (1.2) au sens de Deodhar .

Démonstration : C’est parce que v∆
i−1 = s∆

αt
... s∆

αt−i+2
=⇒ v∆

i = v∆
i−1s

∆
αt−i+1

avec

s∆
αt−i+1

=

{
sαt−i+1 si t − i + 1 ∈ ∆

Id si t − i + 1 /∈ ∆

}
.

�

Lemme 1.2.5.
Si u = (u0, u1, ... , ut) est une sous-expression de (1.2), il existe un unique diagramme ∆ tel que v∆

= u . Donc, l’application ∆ 7→ v∆ est une bijection de l’ensemble des diagrammes dans l’ensemble des
sous-expressions de v.

Démonstration : Comme u est une sous-expression de v, on a u0 = Id et

(∀i ∈ J1, ..., tK) (ui−1)
−1ui ∈ {st−i+1, Id}.

Pour tout diagramme ∆, on a v∆ = (v∆
0 , v∆

1 , ... , v∆
t ). Puisque v∆

0 = u0 = Id, on a v∆ = u si et seulement
si

(∀i ∈ J1, ..., tK) (ui−1)
−1ui = (v∆

i−1)
−1v∆

i = s∆
αt−i+1

.

Or il existe un unique diagramme ∆ qui vérifie ces conditions. Il est défini par

(∀i ∈ J1, ..., tK) (t − i + 1 ∈ ∆) ⇔ (ui−1)
−1ui = st−i+1.

�

Définition 1.2.6.
On dit qu’un diagramme ∆ est positif pour la décomposition réduite (1.1) (ou que ∆ est positif s’il n’y a pas
d’ambiguité ) si v∆ = (v∆

0 , v∆
1 , ... , v∆

t ) est une sous-expression positive de (1.2) au sens de Marsh et Rietsch
[MR04, Definition 3.4], c’est à dire si :

v∆
i−1 < v∆

i−1sαt−i+1 (∀ i ∈ J1, tK)

Remarque 1.2.7.
La notion de sous-expression positive de (1.2) au sens de Marsh et Rietsch [MR04, Definition 3.4] coïncide avec
la notion de sous-expression de défaut 0 au sens de Deodhar [Deo90, Definition2.2]

Observation 1.2.8. Le diagramme complet (∆ = J1, tK) et le diagramme vide sont tous les deux positifs.

Démonstration :
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Chapitre 1. Combinatoire dans les groupes de Weyl

• Si ∆ = J1, tK est le diagramme complet, on a v∆
i−1 = sαt

... sαt−i+2 pour tout i ∈ J1, tK (v∆
0 = Id).

Comme (1.2) est une décomposition réduite de v, sαt
... sαt−i+2sαt−i+1 est une décomposition réduite de

v∆
i−1sαt−i+1 . Ainsi, on a clairement v∆

i−1 < v∆
i−1sαt−i+1 .

• Si ∆ = ∅, on a v∆
i−1 = Id, et donc v∆

i−1 < v∆
i−1sαt−i+1 .

�

Considérons un entier i ∈ J1, tK, posons j = t − i + 1 et {j1 < ... < js} = ∆ ∩ Jj + 1, tK = ∆ ∩
Jt − i + 2, tK, de sorte que v∆

i−1 = s∆
αt

... s∆
αt−i+2

= sαjs
... sαj1

et v∆
i−1sαt−i+1 = sαjs

... sαj1
sαj

.

Si w1 et w2 sont dans W , il résulte de ([Deo77], Theorem 1.1) que
(w1 < w2) ⇔ (w1 6= w2 et w1 est obtenu en enlevant certaines reflexions

simples d’une décomposition réduite de w2)
⇔ (w−1

1 < w−1
2 ).

Ainsi, avec w1 = v∆
i−1 et w2 = v∆

i−1sαt−i+1 , on obtient :

(v∆
i−1 < v∆

i−1sαt−i+1) ⇔ (sαj1
... sαjs

< sαj
sαj1

... sαjs
)

Posons u = sαj1
... sαjs

et rappellons que l(sαj
u) = l(u) ± 1. On sait ([Deo77], Theorem 1.1) que(

u ≤ sαj
u
)

⇔
(

l(u) ≤ l(sαj
u)
)

et, par suite,

(v∆
i−1 < v∆

i−1sαt−i+1) ⇔ l(sαj
sαj1

... sαjs
) = 1 + l(sαj1

... sαjs
).

Puisque l’application i 7→ j = t − i + 1 est une bijection de J1, tK, on conclut :

Lemme 1.2.9.
Le diagramme ∆ est positif si et seulement si, pour tout j ∈ J1, tK,

∆ ∩ Jj + 1, tK = {j1 < ... < js} ⇒ l(sαj
sαj1

... sαjs
) = 1 + l(sαj1

... sαjs
).

Maintenant, on peut prouver la caractérisation suivante des diagrammes positifs.

Proposition 1.2.10.
Le diagramme ∆ est positif si et seulement si , pour tout j ∈ J1, tK,

∆ ∩ Jj + 1, tK = {j1 < ... < js} ⇒ l(sαj
sαj1

... sαjs
) = 1 + s.

Démonstration : Supposons que ∆ est positif, prenons j, j1, ... , js comme ci-dessus, et considérons
un entier l avec 1 < l < s. On a ∆ ∩ Jjl + 1, tK = {jl+1 < ... < js} et, par le lemme 1.2.9,
l(sαjl

sαjl+1
... sαjs

) = 1 + l(sαjl+1
... sαjs

). On en déduit que l(sαj1
... sαjs

) = s et, encore par le lemme

1.2.9, l(sαj
sαj1

... sαjs
) = 1 + s.

Réciproquement, supposons que cette égalité est toujours vérifiée et choisissons j, j1, ... , js comme ci-dessus.
On a ∆ ∩ Jj1 + 1, tK = {j2 < ... < js} et , par hypothèse, l(sαj1

sαj2
... sαjs

) = 1 + (s − 1) = s.
Donc, l(sαj

sαj1
... sαjs

) = 1 + l(sαj1
... sαjs

) et ∆ est positif par le lemme 1.2.9.

�

Exemple 1.2.11. Supposons g de type A2, posons Π = {ǫ1, ǫ2} et cherchons les diagrammes positifs pour la
décomposition réduite suivante :

w0 = sα1 ◦ sα2 ◦ sα3 (α1 = ǫ1, α2 = ǫ2, α3 = ǫ1).

Si ∆ = {3} ou {1, 3} et si j = 1, on a ∆ ∩ Jj+1, tK = {j1} avec j1 = 3, de sorte que sαj
◦sαj1

= sα1 ◦sα3 = Id.
Donc l(sαj

◦ sαj1
) = 0 et, par la proposition 1.2.10, ∆ n’est pas positif.

On peut vérifier, toujours au moyen de la proposition 1.2.10, que les autres diagrammes, à savoir
∅, {1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {2}, {2, 3}, sont tous positifs.
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1.2.2 Quelques propriétés des diagrammes positifs

Dans cette partie, on utilise les même conventions que dans la partie 1.2.1.

Proposition 1.2.12.
1. L’application : ∆ 7→ u = v∆ est une bijection de l’ensemble des diagrammes positifs dans l’ensemble

{u ∈ W | u ≤ v}.
2. L’application : ∆ 7→ u = w∆ est une bijection de l’ensemble des diagrammes positifs dans l’ensemble

{u ∈ W | u ≤ w}.

Démonstration :

1. Par le lemme 1.2.2, f : ∆ 7→ u = v∆ est une application de l’ensemble des diagrammes positifs dans
l’ensemble {u ∈ W | u ≤ v}. Considérons u ∈ W tel que u ≤ v. Par ([MR04], Lemme 3.5.), il existe une
unique sous-expression positive u+ = (u0, u1, ... , ut) de (1.2) avec ut = u. Par le lemme 1.2.5, il existe un
unique diagramme ∆ qui vérifie v∆ = (v∆

0 , v∆
1 , ... , v∆

t ) = u+ . Donc, ∆ est positif (définition 1.2.6)
et v∆ = v∆

t = ut = u. Ceci démontre que f est surjective.
Si ∆′ est un diagramme positif tel que v∆′

= u, alors v∆′

= (v∆′

0 , v∆′

1 , ... , v∆′

t ) est une sous-expression
positive de (1.2) avec v∆′

t = v∆′

= u. On a donc v∆′

= u+ ⇒ v∆′

= v∆ et, par le lemme 1.2.5, ∆′ =
∆. Ceci démontre que f est bijective.

2. Notons g la bijection u 7→ u−1 de {u ∈ W | u ≤ w} dans {u ∈ W | u ≤ v} (lemme 1.2.2).
Alors g−1 ◦ f : ∆ 7→ u = (v∆)−1 = w∆ est une bijection de l’ensemble des diagrammes positifs dans
l’ensemble {u ∈ W | u ≤ w}.

�

On considère un entier p ∈ J1, tK, p 6= 1, t, et on pose

w1 = sα1 ... sαp
(1.3)

w2 = sαp+1 ... sαt
(1.4)

On a w = w1w2 et, puisque (1.1) est une décomposition réduite de w, (1.3) et (1.4) sont respectivement
des décompositions réduites de w1 et w2.
Notons ∆ un sous ensemble de J1, pK, de sorte que ∆ est un diagramme pour (1.3) et aussi pour (1.1).

Proposition 1.2.13.
(∆ est positif pour (1.3)) ⇔ (∆ est positif pour (1.1))

Démonstration : Supposons que ∆ est positif pour (1.1) et considérons un entier j ∈ J1, pK. On a ∆ ∩
Jj + 1, pK = ∆ ∩ Jj + 1, tK et, en utilisant la caractérisation des diagrammes positifs de la proposition 1.2.10,
on en déduit que ∆ est positif pour (1.3).
Supposons que ∆ est positif pour (1.3) et considérons un entier j ∈ J1, ... , tK. Si j ≤ p, on a ∆ ∩ Jj + 1, ... ,
tK = ∆ ∩ Jj + 1, ... , pK, de sorte que la caractérisation donnée dans la proposition 1.2.10 est satisfaite. Si j
> p, on a ∆ ∩ Jj + 1, ... , tK = ∅, de sorte que la caractérisation donnée dans la proposition 1.2.10 est encore
satisfaite.

�

Considérons à présent un diagramme ∆ positif (pour (1.1)) et deux entiers j, m dans J1, ... , tK avec j <
m et m ∈ ∆. Rappellons que (β1, ... , βt) est la suite des racines positives associées à la décomposition réduite
(1.1) de w (section 1.2.1) et notons :

• ∆ = J1, ... , tK \ ∆,
• ∆ ∩ Jj + 1, ... , m − 1K = {j1 < ... < jr} (lorsque cet ensemble est non vide),
• ∆ ∩ Jj + 1, ... , m − 1K = {l1 < ... < lp} (lorsque cet ensemble est non vide),
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Chapitre 1. Combinatoire dans les groupes de Weyl

• (γ1, ... , γp, γp+1) la suite des racines (non nécessairement positive) definies par récurrence par γp+1 =
βm et, pour i ∈ J1, pK, γi = sβli

(γi+1),
• ai = (β∨

li
, γi+1) pour i ∈ J1, pK.

Jusqu’à la fin de cette partie, on suppose que ∆ ∩ Jj + 1, ... , m − 1K est non vide, de sorte que p et les
racines γi (1 ≤ i ≤ p + 1) sont bien définies.

Lemme 1.2.14.

γ1 = βm − apβlp − ... − a1βl1

Démonstration : Pour 1 ≤ i ≤ p, on a γi = γi+1 − aiβli . En ajoutant ces égalités, on obtient
γ1 = γp+1 − apβlp − ... − a1βl1 et, par définition, γp+1 = βm.

�

Posons
w′ = sα1 ... sαm−1 (1.5)

et observons que, puisque (1.1) est une décomposition réduite de w, (1.5) est une décomposition réduite de w′.

Lemme 1.2.15.
Soit i ∈ J1, ... , pK. Notons w′

i l’élément de W obtenu en enlevant sαli
, ... , sαlp

dans (1.5).
On a alors γi = w′

i(αm).

Démonstration : Supposons que i = p et posons up = sα1 ... sαlp−1, de sorte que :

w′ = upsαlp
sαlp+1

... sαm−1 ⇒ u−1
p w′ = sαlp

sαlp+1
... sαm−1

⇒ upsαlp
u−1

p w′ = upsαlp+1
... sαm−1 = w′

p.

Comme up(αlp) = βlp , on a upsαlp
u−1

p = sβlp
, de sorte que w′

p = sβlp
w′. Donc

w′
p(αm) = sβlp

w′(αm) = sβlp
(βm) = γp.

Supposons i < p, γi+1 = w′
i+1(αm), et posons ui = sα1 ... sαli

−1. On a w′
i+1 = uisαli

σ avec σ ∈ W et w′
i =

uiσ. De là, on déduit (comme dans le cas i = p) que uisαli
u−1

i w′
i+1 = w′

i. Donc

w′
i(αm) = sβli

w′
i+1(αm) = sβli

(γi+1) = γi.

�

A présent on peut démontrer :

Proposition 1.2.16.
Supposons que

βj + βm = apβlp + ... + a1βl1 .

Alors ∆ n’est pas positif (pour (1.1)).

Démonstration : Par le lemme 1.2.14, on a βj = − γ1 et, par le lemme 1.2.15, on peut écrire βj = −
w′

1(αm). Rappellons que w′
1 est obtenu en enlevant sαl1

, ... , sαlp
dans la décomposition réduite (1.5) de w′

et que {l1 < ... < lp} = ∆ ∩ Jj + 1, m − 1K.

• Supposons que ∆∩Jj +1, m−1K = {j1 < ... < jr} est non vide. On a alors {l1 < ... < lp} = Jj +1, m−1K\{j1
< ... < jr} et

w′
1 = sα1 ... sαj−1sαj

sαj1
... sαjr

= ηsαj
sαj1

... sαjr

avec η = sα1 ... sαj−1 .
Puisque βj = η(αj), on a βj = − w′

1(αm) ⇒ αj = − sαj
sαj1

... sαjr
(αm) ⇒ sαj

sαj1
... sαjr

(αm) = −αj

est une racine négative. Par ([Hum78], Lemme 10.2.C), ceci implique que l(sαj
sαj1

... sαjr
sαm

) < r + 2.
Comme m ∈ ∆, on a ∆ ∩ Jj +1, ... , tK = {j1 < ... < js} avec s > r et jr+1 = m. Ainsi, l(sαj

sαj1
... sαjs

)
≤ l(sαj

sαj1
... sαjr

sαm
) + s− (r + 1) < r + 2 + s− (r + 1) = s + 1 et, par la proposition 1.2.10, ∆ n’est pas

positif.
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• Si ∆ ∩ Jj + 1, m− 1K = ∅, on a {l1 < ... < lp} = Jj + 1, m − 1K et

w′
1 = sα1 ... sαj−1sαj

= ηsαj
.

avec η = sα1 ... sαj−1 .
Comme ci-dessus, on en déduit que sαj

(αm) = −αj de sorte que αj = αm et ∆ ∩ Jj + 1, tK = {j1 < ... < js}
avec j1 = m. Par suite l(sαj

sαj1
... sαjs

) = l(sαm
sαm

... sαjs
) ≤ s − 1 et, par la proposition 1.2.10, ∆ n’est

pas positif.

�

On verra dans la suite que la condition nécessaire énoncée dans la proposition précédente est centrale dans la
démonstration de la bijection entre les diagrammes de Cauchon de U [w] et les sous-expressions positives de
w pour une décomposition donnée de w. Voyons tout de même une application de cette proposition sur un
exemple.

Exemple 1.2.17. Considérons une algèbre de Lie g de type A3. Pour le diagramme de Dynkin ci-dessous, on
utilise la décomposition de w0 suivante :

ǫ1 − ǫ2 − ǫ3 w0 = s1s2s1s3s2s1

L’ordre convexe sur Φ+ induit par cette décomposition réduite de w0 est :

β1 = ǫ1 < β2 = s1(ǫ2) = ǫ1 + ǫ2 < β3 = s1s2(ǫ1) = ǫ2 < β4 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3

β5 = s1s2s1s3(ǫ2) = ǫ2 + ǫ3 < β6 = s1s2s1s3s2(ǫ1) = ǫ3

L’ordre choisi sur les racines simples est donc {ǫ1, ǫ2, ǫ3} et les colonnes correspondantes sont alors :

C1 C2 C3

β1 = ǫ1 β2 = ǫ1 + ǫ2 β4 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3
β3 = ǫ2 β5 = ǫ2 + ǫ3

β6 = +ǫ3

Soit ∆ un diagramme positif pour la décomposition w0 = s1s2s1s3s2s1. On va chercher quelles sont les conditions
que doit vérifier ∆.
Si ∆ est un diagramme tel que 6 ∈ ∆ et 5 /∈ ∆. Appliquons les résultats de cette partie avec j = 3 et m = 6.

• Considérons dans un premier temps le cas 4 ∈ ∆. On a alors ∆ ∩ {4, 5} = 4, ∆ ∩ {4, 5} = 5, γ2 = β6

( et γ1 = β6 − (β∨
5 , β6)β5 = ǫ3 − (ǫ2 + ǫ3) = −ǫ2). On peut alors calculer a1 = (β∨

5 , β6) = 1 et comme
β6 + β3 = a1β5 = β5 on déduit de la proposition 1.2.16 que ∆ n’est pas positif ce qui contredit l’hypothèse.

• On a donc 4 /∈ ∆. On a alors ∆ ∩ {4, 5} = ∅, ∆ ∩ {4, 5} = {4, 5}, γ3 = β6 et γ2 = β6 − (β∨
5 , β6)β5 =

ǫ3 − (ǫ2 + ǫ3) = −ǫ2 ( et γ1 = γ2 − (β∨
4 , γ2)β4 = −ǫ2). On peut alors calculer a1 = (β∨

4 , γ2) = 0 et
a2 = (β∨

5 , γ3) = 1. Comme β6 + β3 = a1β4 + a2β5 = β5, on déduit comme précédemment de la proposition
1.2.16 que ∆ n’est pas positif ce qui contredit l’hypothèse.

On en déduit que (β6 ∈ ∆ ⇒ β5 ∈ ∆).
De même, comme β5 +β1 = β4, on démontre par une méthode similaire que (β5 ∈ ∆ ⇒ β4 ∈ ∆). Enfin, comme
β3 + β1 = β2, on démontre, encore par la même méthode, que (β3 ∈ ∆ ⇒ β2 ∈ ∆).
Pour résumer, si ∆ est positifs, il doit vérifier (β6 ∈ ∆ ⇒ β5 ∈ ∆ ⇒ β4 ∈ ∆) et (β3 ∈ ∆ ⇒ β2 ∈ ∆).
Ces conditions permettent d’affirmer que dans ce cas, les diagrammes positifs sont des réunions de co-
lonnes tronquées.

Comme il existe 4 × 3 × 2 diagrammes composés de réunions de colonnes tronquées, que l’ensemble des
diagrammes positifs est en bijection avec {w ∈ W |w ≤ w0} = W (proposition 1.2.12), et que |W | = 4!. On peut
conclure que dans ce cas, les diagrammes positifs sont exactement les réunions de colonnes tronquées.
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Chapitre 2

Les algèbres enveloppantes quantifiées

Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et 3, et q un élément de K∗ qui n’est pas une racine de
l’unité. Ce chapitre est destiné à définir les algèbres Uq(g) puis les sous algèbres U+

q (g) et U [w]. On donnera
ensuite des résultats d’engendrement et un moyen d’obtenir des relations de commutations dans U+

q (g).

Dans une première partie, on rappelle les définitions de Uq(g) et U+
q (g) en utilisant les notations de [Jan96,

chap4]. On rappelle également la construction des bases de Poincaré-Birkhoff-Witt de Uq(g) au moyen des au-
tomorphismes de Lusztig. Nous présentons ici la construction de G. Lusztig ([Lus90b, section 3]), puis celle J.
Jantzen ([Jan96, section 8.14]), qui est la même que celle de De Concini, Kac et Procesi ([DCKP95, section 2.1]).
Nous faisons ensuite le lien entre ces deux constructions, ce qui nous permet de transférer au cas des bases intro-
duites par J. Jantzen, les relations de commutations obtenues par G. Lusztig en liaison avec les plans admissibles.

La seconde partie est consacrée aux sous-algèbres U [w] . Après avoir rappelé leur construction et quelques
propriétés fondamentales, on démontrera que l’on peut réaliser l’algèbre des matrices quantiques Oq(Mp,m(K))
comme une algèbre U [w] avec g de type An et w bien choisi. Dans ce cas particulier, on fera le lien entre les
diagrammes de U [w] = Oq(Mp,m(K)) et les pipe dreams au sens de A. Postnikov ([Pos06]).

2.1 L’algèbre enveloppante quantique Uq(g)

2.1.1 Rappels sur Uq(g)

Notations.
Considérons r ∈ K⋆, r non racine de l’unité. Pour tous entiers naturels a et m avec a ≥ m ≥ 0, on note :

[m]r =
rm − r−m

r − r−1
, [m]!r = [m]r[m − 1]r...[2]r[1]r,

[
a
m

]

r

=
[a]!r

[m]!r[a − m]!r
.

Pour tout α ∈ Π, on note rα = rdα avec dα = (α,α)
2 .

Définition 2.1.1 (Uq(g) et U
+
q

(g)).

• L’algèbre enveloppante quantique Uq(g) est la K-algèbre engendrée par les générateurs Eα, Fα, Kα et K−1
α

pour tout α dans Π, soumis aux relations suivantes : (∀α, β ∈ Π)

KαK−1
α = 1 = K−1

α Kα KαKβ = KβKα (2.1)

KαEβK−1
α = q(α,β)Eβ (2.2)

KαFβK−1
α = q−(α,β)Fβ (2.3)

EαFβ − FβEα = δαβ

Kα − K−1
α

qα − q−1
α

(2.4)
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et, pour α 6= β :
1−aαβ∑

s=0

(−1)s

[
1 − aαβ

s

]

qα

E
1−aαβ−s
α EβEs

α = 0 (2.5)

1−aαβ∑

s=0

(−1)s

[
1 − aαβ

s

]

qα

F
1−aαβ−s
α FβF s

α = 0 (2.6)

où aαβ = 2(α, β)/(α, α) pour toutes racines simples α, β ∈ Π.
• On note U+

q (g) la sous-algèbre de Uq(g) engendrée par les seuls Eα avec α ∈ Π.

Pour tout vecteur ρ =
∑

α ∈ Π

mαα (mα ∈ Z) dans le réseau des racines ZΠ, on pose Kρ =
∏

α ∈ Π

Kmα
α . Le groupe

multiplicatif T = {Kρ | ρ ∈ ZΠ} s’appelle le Tore (de Uq(g)). Il agit sur l’algèbre Uq(g) par

Kρ.u = K−1
ρ uKρ (∀u ∈ Uq(g)),

de sorte que pour tout ρ ∈ ZΠ, l’application

hρ : u 7→ Kρ.u

est un automorphisme de Uq(g).

Rappelons deux résultats important démontrés par exemple dans [BG02, section I.6].

Théorème 2.1.2.
1. U+

q (g) est noethérien.

2. U+
q (g) est gradué par ZΠ. (wt(Eα) = α, wt(Fα) = −α et wt(K±1

α ) = 0)

On en déduit que, pour tout élément homogène u de Uq(g) de degré deg(u) = γ ∈ ZΠ, on a Kρ.u = q−(ρ,γ)u.

2.1.2 La construction de Jantzen sur K

Par [Jan96, section 8.14], on sait qu’il existe, pour chaque α ∈ Π, un unique automorphisme Tα, appelé
automorphisme de tresse ou de Lusztig, de l’algèbre Uq(g) qui vérifie :

TαEα = −FαKα, TαFα = −K−1
α Eα, TαKβ = KβK

−aαβ
α (β ∈ Π)

et pour β 6= α :

TαEβ =

−aαβ∑

s=0

(−1)sq−s
α E

(−aαβ−s)
α EβE(s)

α

TαFβ =

−aαβ∑

s=0

(−1)sqs
αF (s)

α FβF
(−aαβ−s)
α

où E(m)
α :=

Em
α

[m]!qα

et F (m)
α :=

Fm
α

[m]!qα

.

Définition 2.1.3 (Automorphismes de Lusztig).
Les automorphisme Tα (1 ≤ i ≤ n) s’appellent les automorphismes de Lusztig de l’algèbre Uq(g).

Rappelons (cf section 1.1.2) que pour une décomposition réduite donnée w0 = sα1 ...sαN
, l’application j 7→ βj =

sα1 ...sαj−1 (αj) (β1 = α1 par convention) est une bijection de J1, NK sur Φ+. Cette décomposition induit un
ordre "<" sur Φ+ en posant βi < βj si et seulement si i < j. On utilisera cet ordre jusqu’à la fin de la section
2.1.2 (Dans cette section, on ne suppose pas que cet ordre est un ordre de Lusztig).

Définition 2.1.4 ([Jan96, Remarks section 8.24]).
On pose Xβ1 := Eβ1 , Yβ1 := Fβ1 (β1 = α1) et pour tout j ∈ J2, NK, Xβj

:= Tα1 ...Tαj−1(Eαj
), Yβj

:=
Tα1 ...Tαj−1(Fαj

).
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Chapitre 2. Les algèbres enveloppantes quantifiées

En utilisant les résultats [Jan96, théoréme 4.21] et [Jan96, théoréme section 8.24], il vient :

Théorème 2.1.5.
• Si ǫ ∈ Π, on a Xǫ = Eǫ ([Jan96, Proposition 8.20]).
• Les monômes Xk1

β1
...XkN

βN
(resp. XkN

βN
...Xk1

β1
) (ki ∈ N) forment une base de PBW de U+

q (g).

• Les monômes Xk1

β1
...XkN

βN
Km1

ǫ1
...Kmn

ǫn
Y l1

β1
...Y lN

βN
(resp. Km1

ǫ1
...Kmn

ǫn
Y l1

β1
...Y lN

βN
Xk1

β1
...XkN

βN
,

resp. Y l1
β1

...Y lN
βN

Km1
ǫ1

...Kmn
ǫn

Xk1

β1
...XkN

βN
), (ki, li ∈ N, mi ∈ Z) forment une base de Uq(g).

La proposition ci-dessous a été démontrée par Levendorskǐı et Soibelman [LS91, Proposition 5.5.2] dans un
cadre légèrement différent. On trouve d’autres formulations dans la littérature dont certaines comportent des
inexactitudes. Pour cette raison, nous allons la redémontrer dans le cadre de ce travail. Les idées utilisées dans
cette démonstration proviennent essentiellement de [LS91, Proposition 5.5.2].

Théorème 2.1.6 (de Levendorskǐı et Soibelman).
Avec les notations précédentes, si i et j sont deux entiers tels que 1 ≤ i < j ≤ N

Xβi
Xβj

− q(βi,βj)Xβj
Xβi

=
∑

βi<γ1<...<γp<βj ,
p≥1, ki∈N

c
k,γXk1

γ1
...Xkp

γp

avec ck,γ ∈ K et ck,γ 6= 0 ⇒ wt(Xk1
γ1

...X
kp
γp ) := k1 × γ1 + ... + kp × γp = βi + βj

Avant de démontrer ce théorème, rappelons quelques résultats classiques sur les automorphismes de Lusztig et
les racines positives.

Lemme 2.1.7 ([Jan96] section 4.6).
1. Il existe une unique automorphisme ω de Uq(g) tel que ω(Eǫ) = Fǫ, ω(Fǫ) = Eǫ et ω(Kǫ) = K−1

ǫ . On a
ω2 = 1.

2. Il existe une unique anti-automorphisme τ de Uq(g) tel que τ(Eǫ) = Eǫ, τ(Fǫ) = Fǫ et τ(Kǫ) = K−1
ǫ . On

a τ2 = 1.

Pour w ∈ W , on choisit une décomposition réduite w = sα1 ...sαt
de cet élément. On démontre [Jan96, section

8.18] que Tw := Tα1 ...Tαt
ne dépends pas de la décomposition réduite de w choisie.

Proposition 2.1.8 ([Jan96] section 8.20).
Soient w ∈ W et ǫ ∈ Π. Si w(ǫ) > 0, alors Tw(Eǫ) ∈ U+

q (g), Tw(Fǫ) ∈ U−
q (g) et, de plus, Tw(Eǫ) (resp. Tw(Fǫ))

est homogène de poids w(ǫ) (resp. −w(ǫ)).

Comme (toujours d’après [Jan96, section 8.18]) on a T−1
w = τ ◦ Tw−1 ◦ τ et comme τ laisse stable U−

q (g) et
U+

q (g), la proposition précédente peut se ré-écrire :

Proposition 2.1.9.
Soient w ∈ W et ǫ ∈ Π. Si w−1(ǫ) > 0, alors T−1

w (Fǫ) ∈ U−
q (g) et T−1

w (Eǫ) ∈ U+
q (g).

Lemme 2.1.10.
Soient βl et βp deux racines positives telles que βl ≤ βp dans Φ+ (où ≤ désigne l’ordre induit par la décomposition
de w0 sur Φ+). On note w′

βl
l’élément de W tel que w′

βl
(αl) = βl.

1. T−1
w′

βl

(Xβp
) est dans U+

q (g) et homogène de poids w′−1
βl

(βp).

2. T−1
w′

βp

(Xβl
) est dans Uq(b

−).

Démonstration :

1. Par la proposition 2.1.8, T−1
w′

βl

(Xβp
) = T−1

ǫil−1
...T−1

ǫi1
Tǫi1

...Tǫip−1
(Eǫip

) = Tǫil
...Tǫip−1

(Eǫip
) est un élément de

U+
q (g), homogène de poids sil

◦ ... ◦ sip−1(ǫp) = w′−1
βl

(βp).
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2.
T−1

w′

βp

(Xβl
) = T−1

ǫip
...T−1

ǫil
T−1

ǫil−1
...T−1

ǫi1
Tǫi1

...Tǫil−1
(Eǫil

)

= T−1
ǫip

...T−1
ǫil

(Eǫil
)

= T−1
ǫip

...T−1
ǫil−1

(−K−1
ǫil

Fǫil
)

= T−1
ǫip

...T−1
ǫil−1

(−K−1
ǫil

)T−1
ǫip

...T−1
ǫil−1

(Fǫil
)

T−1
ǫip

...T−1
ǫil−1

(−K−1
ǫil

) = −K−1
sip ...sil−1

(ǫil
) est dans U0

q (g) car c’est un produit de K−1
ǫ .

Comme sip
...sil−1

(ǫil
) est une racine positive, on sait (cf proposition 2.1.9) que T−1

ǫip
...T−1

ǫil−1
(Fǫil

) est dans

U−
q (g).

�

Lemme 2.1.11.
On note ici ≤ l’ordre sur les racines positives associée à la décomposition de w0 choisie ci-dessus.
Soient βi ≤ βi+1 ≤ ... ≤ βi+p, p racines positives non nécessairement distinctes (p ≥ 1). Si β := βi + ... + βi+p

est une racine positive, alors βi < β < βi+p.

Démonstration : On démontre ce résultat par récurrence sur p :

Initialisation : Rappelons que l’ordre sur les racines positives induit par une décomposition de w0 est toujours
convexe (voir par exemple [Pap94]). Ceci donne le résultat pour p = 1.

Recursivité : On suppose que β := βi+...+βi+p ∈ Φ+, il existe k ∈ J1, pK tel que 〈βi+k, β〉 > 0 (car 〈β, β〉 > 0).

D’après le lemme 1.1.17, on a γ := β − βi+k ∈ Φ et, puisque γ = βi + ... + β̂i+k + ... + βi+p, γ ∈ Φ+. Par le
cas p = 1, on a :

β = γ + βi+k ⇒ γ < β < βi+k ou βi+k < β < γ

Par l’hypothèse de récurrence, on a βi < γ < βi+p et, dans les deux cas, on en déduit que βi < β < βi+p.

�

Démonstration du théorème 2.1.6 : Soient i et j deux entiers tels que 1 ≤ i < j ≤ N . Comme les
monômes ordonnés en les Xβ , β ∈ Φ+, forment une base de U+

q (g) (Théorème 2.1.5), on a :

Xβj
Xβi

=
∑

γ1<...<γp,
p≥1, ki∈N

c
k,γXk1

γ1
...Xkp

γp
(⋆)

Rappelons que U+
q (g) est graduée par ZΦ et que wt(Xβ) = β pour tout β ∈ Φ+. On a donc c

k,γ 6= 0 ⇒
wt(Xk1

γ1
...X

kp
γp ) := k1 × γ1 + ... + kp × γp = βi + βj . Il reste donc à démontrer que :

c
k,γ = 0 si γ1 < βi; (1)

c
k,γ = 0 si βj < γp; (2)

c
k,γ = 0 si γ1 = βi et γp < βj ; (3)

ck,γ = 0 si γ1 > βi et γp = βj ; (4)

c
k,γ = q−(βi,βj) si p = 2, γ1 = βi et γ2 = βj; (5)

Dans la suite, pour k ∈ J1, NK, on note wk := si1 ...sik
. Soit t le plus petit entier tel qu’il existe un monôme du

second membre de l’égalité (⋆) ( coefficient non nul) commençant par Xγ1 avec γ1 = βt. De même, soit u le
plus grand entier tel qu’il existe un monôme du second membre de l’égalité (⋆) finissant par Xγp

avec γp = βu.
Comme dans [Jan96], on note Uq(b

+) (resp Uq(b
−)) la sous algèbre de Uq(g) engendrée par les éléments Eǫ

(resp. Fǫ) et K±
ǫ (ǫ ∈ Π).

• Si t < i, en appliquant T−1
wt

aux deux membres de (⋆), on obtient :

T−1
wt

(Xβj
Xβi

) =
∑

βt=γ1<γ2<...<γp

c
k,γT−1

wt
(Xk1

βt
...Xkp

γp
) +

∑

βt<γ1<...<γp

c
k,γT−1

wt
(Xk1

γ1
...Xkp

γp
) (⋆⋆)

Observons que si l > t, on a T−1
wt

(Xβl
) = T−1

wt
Twl−1

(Eǫil
) = Tǫit+1

...Tǫil−1
(Eǫil

). Comme l’écriture sit+1 ...sil

est réduite, on a sit+1 ...sil−1
(ǫil

) ∈ Φ+. On en déduit, par la proposition 2.1.9, que T−1
wt

(Xβl
) ∈ U+

q (g).
Puisque i > t, il en résulte que le premier membre ainsi que la deuxième somme T du second membre de (⋆⋆)
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sont dans U+
q (g). Comme ci-dessus, on a T−1

wt
(Xβt

) = T−1
ǫit

(Eǫit
) = τ ◦ Tǫit

◦ τ(Eǫit
) ([Jan96, section 8.18])

= −K−1
ǫit

Fǫit
= −K−1

ǫit
Yǫit

. La première somme S du second membre de (⋆⋆) est donc une somme finie de

produits Y k1
ǫit

K−k1
ǫit

Sk1 avec Sk1 ∈ U+
q (g) et k1 ∈ N⋆. D’autre part, on a S = T−1

wt
(Xβj

Xβi
) − T ∈ U+

q (g). Par

le théorème 2.1.5, on a donc S=0, ce qui contredit la définition de t. De l, on a t ≥ i, ce qui démontre (1).
• Si j < u, on applique alors T−1

wj
aux deux membres de (⋆) :

T−1
wj

(Xβj
Xβi

) =
∑

γ1<γ2<...<γp≤βj

ck,γT−1
wj

(Xk1
γ1

...Xkp
γp

) +
∑

γ1<...<γr−1<βj<γr<...<γp

ck,γT−1
wj

(Xk1
γ1

...Xkp
γp

)

On déduit du lemme 2.1.10 que le premier membre et la première somme du second membre de l’égalité
précédente sont dans Uq(b

−). La seconde somme de cette même égalité n’est pas un élément de Uq(b
−) car la

proposition 2.1.9 implique (par un raisonnement analogue à celui du premier point) que T−1
wj

(Xkr
γr

...X
kp
γp ) ∈

U+
q (g) pour βj < γr... < γp. Cette troisième somme est donc nulle par le théorème 2.1.5. En composant par

Twj
, on en déduit que : ∑

γ1<...<γr−1<βj<γr<...<γp

c
k,γXk1

γ1
...Xkp

γp
= 0.

Du théorème 2.1.5 on déduit à nouveau que chacun des monômes de cette somme est nul, ce qui contredit la
définition de u et démontre le point (2).

• Pour le point (3), on raisonne par l’absurde. Si un tel c
k,γ est non nul, un monôme de la forme Xk1

βi
...X

kp
γp

avec βi < γp < βj apparat dans la relation. Par suite (k1 − 1) × βi + ... + kp × βp = βj , ce qui contredit le
lemme 2.1.11.

• Le point (4) se démontre comme le point (3).
• A ce stade, on a donc démontre qu’il existe a ∈ K tel que

Xβj
Xβi

− aXβi
Xβj

=
∑

βi<γ1<...<γp<βj

c
k,γXk1

γ1
...Xkp

γp

Il reste à calculer la valeur de a. On compose chaque membre par T−1
wi

:

T−1
wi

(Xβj
)T−1

wi
(Xβi

) − aT−1
wi

(Xβi
)T−1

wi
(Xβj

) =
∑

βi<γ1<...<γp≤βj

ck,γT−1
wi

(Xk1
γ1

)...T−1
wi

(Xkp
γp

) (2.7)

et on note X := T−1
wi

(Xβj
). C’est un élément de U+

q (g) par la proposition 2.1.9. De même, le second membre
X ′ est un élément de U+

q (g) et puisque T−1
wi

(Xβi
) := T−1

ǫi
(Eǫi

) = −K−1
ǫi

Fǫi
, on a :

−XK−1
ǫi

Fǫi
+ aK−1

ǫi
Fǫi

X = X ′

Par le lemme 2.1.10, X est homogène de poids w−1
i (βj), de sorte que

−XK−1
ǫi

Fǫi
= −q(ǫi,w

−1
i

(βj))K−1
ǫi

XFǫi

Compte tenu des relations de commutation entre les Fǫ et les Eǫ (cf définition 2.1.1), on a :

XFǫi
= Fǫi

X + K1X1 + X2, avec K1 ∈ U0
q (g), X1 et X2 ∈ U+

q (g)

Comme Fǫi
= Yǫi

, l’égalité (2.7) s’écrit :

−q(ǫi,w
−1
i (βj))K−1

ǫi
Yǫi

X + −q(ǫi,w
−1
i (βj))K−1

ǫi
K1X1 + −q(ǫi,w

−1
i (βj))K−1

ǫi
X2 + aK−1

ǫi
Yǫi

X = X ′,

de sorte que

−q(ǫi,w
−1
i

(βj))K−1
ǫi

Yǫi
X + aK−1

ǫi
Yǫi

X = q(ǫi,w
−1
i

(βj))K−1
ǫi

K1X1 + q(ǫi,w
−1
i

(βj))K−1
ǫi

X2 + X ′

Comme X, X ′, X1 et X2 sont dans U+
q (g), il résulte du théorème 2.1.5 que les deux membres de cette égalité

sont nuls, de sorte que a = q(ǫi,w
−1
i

(βj)) = q−(w−1
i

(βi),w
−1
i

(βj)) = q−(βi,βj). Ceci démontre le point (5).

�
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2.1.3 La construction de Lusztig sur Q(v)

Dans [Lus90b], G. Lusztig travaille avec le corps de base Q(v) des fractions rationnelles en l’indéterminée

v à coefficients dans Q. Il définit la Q(v)-algèbre U = Q(v)
〈
Êi, F̂i, K̂i, K̂

−1
i

〉
engendrée par les indéterminées

Êi, F̂i, K̂i et K̂−1
i (1 ≤ i ≤ n) soumises aux relations :

K̂iK̂
−1
i = 1 = K̂−1

i K̂i K̂iK̂j = K̂jK̂i (2.8)

K̂iÊjK̂
−1
i = v(ǫi,ǫj)Êj (2.9)

K̂iF̂jK̂
−1
i = v−(ǫi,ǫj)F̂j (2.10)

ÊiF̂j − F̂jÊi = δij

K̂i − K̂−1
i

vi − v−1
i

(2.11)

et, pour i 6= j :
1−aij∑

s=0

(−1)s

[
1 − aij

s

]

vi

Ê
1−aij−s

i ÊjÊ
s
i = 0 (2.12)

1−aij∑

s=0

(−1)s

[
1 − aij

s

]

vi

F̂
1−aij−s

i F̂jF̂
s
i = 0 (2.13)

avec vi = vdi où di = ||ǫi||
2

2 et aij = 2(ǫi, ǫj)/(ǫi, ǫi).

Notations.
On note U+ (resp. U−) la sous-Q(v)-algèbre de U engendrée par les Êi (resp. F̂i) avec 1 ≤ i ≤ n.

Par [Lus90b, Theorem 3.1], on sait qu’il existe, pour chaque i ∈ J1, nK, un unique automorphisme T̂i de l’algèbre
U qui vérifie :

T̂iÊi = −F̂iK̂i, T̂iF̂i = −K̂−1
i Êi, T̂iK̂j = K̂jK̂

−aij

i (j ∈ J1, nK)

et pour j 6= i :

T̂iÊj =
∑

r+s=−aij

(−1)rv−disÊ
(r)
i ÊjÊ

(s)
i

T̂iF̂j =
∑

r+s=−aij

(−1)rvdisF̂
(s)
i F̂jF̂

(r)
i

où Ê
(m)
i :=

Êm
i

[m]!vi

et F̂
(m)
i :=

F̂m
i

[m]!vi

.

Conventions.
Pour tout α = ǫi ∈ Π (1 ≤ i ≤ n) on note :

• vα = vdα où dα = ||α||2

2 ,

• Êα = Êi, Ê
(m)
α =

bEm
α

[m]!vα

= Ê
(m)
i ,

• F̂α = F̂i, F̂
(m)
α =

bF m
α

[m]!vα

= F̂
(m)
i ,

• K̂±1
α = K̂±1

i ,
• T̂α = T̂i.

Définition 2.1.12 (Automorphismes de Lusztig).
Les automorphisme T̂α (α ∈ Π) s’appellent les automorphismes de Lusztig de l’algèbre U .

On observe, avec ces conventions que l’on a

T̂αÊα = −F̂αK̂α, T̂αF̂α = −K̂−1
α Êα, T̂αK̂β = K̂βK̂

−aαβ
α (β ∈ Π)
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et pour β 6= α :

T̂αÊβ =

−aαβ∑

s=0

(−1)(−aαβ−s)v−s
α Ê

(−aαβ−s)
α ÊβÊ(s)

α

T̂αF̂β =

−aαβ∑

s=0

(−1)(−aαβ−s)vs
αF̂ (s)

α F̂βF̂
(−aαβ−s)
α

Dans ce qui suit, l’ensemble Φ+ des racines positives est muni d’un ordre de Lusztig (définition 1.1.7) ; les
colonnes et les boîtes sont définies dans le chapitre 1. Le résultat suivant est énoncé par G. Lusztig dans
[Lus90b, section 4.3] :

Proposition 2.1.13.
Il existe une unique fonction Φ+ → J1, nK, (β → iβ) qui vérifie les propriétés suivantes :

1. siβ1
et siβ2

commutent dans W si β1 et β2 sont dans la même boîte. Ainsi pour une boîte B, le produit
des siβ

pour β ∈ B est un élément bien défini s(B) de W, indépendant de l’ordre de ses facteurs.

2. iǫj
= j pour j ∈ J1, nK.

3. Si β ∈ Cj et si B1, ..., Bk sont les boîtes de Cj dont les éléments sont strictement plus grands que β pour
l’ordre de Lusztig alors s(B1)s(B2)...s(Bk)(ǫiβ

) = β.

On pose alors wβ := s(B1)s(B2)...s(Bk).

On construit à présent T̂wβ
l’aide du théorème suivant ([Lus90b, théoréme 3.2])

Théorème 2.1.14.
Soit w ∈ W et si1 ...sip

une décomposition réduite de w. Alors l’automorphisme T̂w := T̂ǫi1
...T̂ǫip

ne dépend pas
de la décomposition réduite choisie, il dépend uniquement de l’élément w ∈ W .

Notation.
Pour toute racine positive β, on note Êβ := T̂wβ

(Êiβ
).

On rappelle ([Lus90b, proposition 4.2]) que les Êβ sont dans U+ et que les monômes ordonnés en les Êβ

(relativement à l’ordre de Lusztig sur les β) forment une base de PBW de U+.

Notations.
• Si β > β′ sont deux racines positives, on note [Êβ , Êβ′ ]v = ÊβÊβ′ − v(β,β′)Êβ′Êβ.
• Pour tout plan vectoriel P de E ( = Vect(Φ) ) contenant deux racines positives distinctes β > β′, on note

ΦP := Φ ∩ P . On observe que ceci est un système de racines de rang 2.
• On note A = Z[v, v−1] l’ensemble des polynômes de Laurent en l’indéterminée v à coefficients dans Z et
A l’ensemble des polynômes de A qui sont de la forme va

∏
b∈F (vb − 1)[c]v avec a ∈ Z, c ∈ N⋆ et F une

partie finie (éventuellement vide) de N⋆.

Proposition 2.1.15.
Supposons Φ = G2, notons ǫ1 la racine simple courte et ǫ2 la racine simple longue. On obtient ainsi la bonne
numérotation de l’ensemble des racines simples (cf exemple 1.1.4). w0 a pour décomposition réduite s1s2s1s2s1s2

(si = sǫi
). L’ordre convexe induit sur Φ+ est alors

Φ+ = {β1 = ǫ1 < β2 = 3ǫ1 + ǫ2 < β3 = 2ǫ1 + ǫ2 < β4 = 3ǫ1 + 2ǫ2 < β5 = ǫ1 + ǫ2 < β6 = ǫ2}.

La première colonne C1 est réduite à {β1}, la seconde colonne C2 = {β2, β3, β4, β5, β6} est exceptionnelle (βex =
β4). On a alors, d’après [Lus90b, section 5.2] :

• [Êβ3 , Êβ1 ]v = λÊβ2 avec λ ∈ A,
• [Êβ4 , Êβ1 ]v = λÊ2

β3
avec λ ∈ A,

• [Êβ5 , Êβ1 ]v = λÊβ3 avec λ ∈ A,
• [Êβ6 , Êβ1 ]v = λÊβ5 avec λ ∈ A,
• [Êβ3 , Êβ1 ]v = λÊβ2 avec λ ∈ A,
• [Êβ5 , Êβ3 ]v = λÊβ4 avec λ ∈ A.
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Si Φ n’est pas de type G2 et si P est un plan vectoriel de E contenant deux racines positives distinctes, le
système de racines ΦP n’est jamais de type G2. Si de plus P est un plan admissible, il résulte de [Lus90b,
Section 5.2 et Théorème 6.6] que :

Proposition 2.1.16 (Φ 6= G2).
• Si P =< β, β′ > est un plan admissible de type (1.1) avec h′(β′) = h′(β) + 1, alors Φ+

P = {β > βex =
β + β′ > β′} et :
◦ [Êβ , Êβ′ ]v = λÊβex

avec λ ∈ A,
◦ [Êβ , Êβex

]v = [Êβex
, Êβ′ ]v = 0.

• Si P =< β, β′ > est un plan admissible de type (1.2) avec h′(β′) = h′(β) + 1, alors Φ+
P = {β > βex =

β + β′ > β′ > ǫi} et on a les relations :
◦ [Êβ , Êβ′ ]v = λÊβex

avec λ ∈ A,
◦ [Êβex

, Êǫi
]v = λ′Ê2

β′ avec λ′ ∈ A,

◦ [Êβ , Êǫi
]v = λ′′Êβ′ avec λ′′ ∈ A,

◦ [Êβ , Êβex
]v = [Êβex

, Êβ′ ]v = [Êβ′ , Êǫi
]v = 0.

• Si P =< β, ǫi > est un plan admissible de type (2.1), alors Φ+
P = {β1 > β2 = β1 + ǫi > ǫi} (β = β1 ou

β2) et :
◦ [Êβ1 , Êǫi

]v = λÊβ2 avec λ ∈ A,
◦ [Êβ1 , Êβ2 ]v = [Êβ2 , Êǫi

]v = 0.
• Si P =< β, ǫi > est un plan admissible de type (2.2), alors Φ+

P = {β1 > βex = β1 +β2 > β2 > ǫi} (β = β1,
β2 ou βex) et on a les mêmes relations que dans le type (1.2) en remplaçant β par β1 et β′ par β2.

• Si P =< β, ǫi > est un plan admissible de type (2.3), alors Φ+
P = {β1 > β2 = β1 + ǫi > β3 = β1 +2ǫi > ǫi}

(β = β1, β2 ou β3) et on a les relations :
◦ [Êβ2 , Êǫi

]v = λÊβ3 avec λ ∈ A,
◦ [Êβ1 , Êβ3 ]v = λ′Ê2

β2
avec λ′ ∈ A,

◦ [Êβ1 , Êǫi
]v = λ′′Êβ2 avec λ′′ ∈ A,

◦ [Êβ1 , Êβ2 ]v = [Êβ2 , Êβ3 ]v = [Êβ3 , Êǫi
]v = 0

• Si P =< β, ǫi > est un plan admissible de type (2.4), alors Φ+
P = {β > ǫi}, β ⊥ ǫi et, si β est non

exceptionnelle, on a [Êβ , Êǫi
]v = 0.

Comme dans la remarque 1.1.21, on prendra garde que la notation βi (1 ≤ i ≤ 3) ne désigne pas,
dans cette proposition, la ième racine de Φ+ muni de l’ordre de Lusztig associé.
Le cas où P =< β, ǫi > est un plan admissible de type (2.4) avec β = βex sera traité ultérieurement (proposition
4.1.9).

Corollaire 2.1.17 (Φ 6= G2).
Soient i, l deux entiers tels que 1 ≤ i < l ≤ n et η ∈ Cl

1. Si (η, ǫi) > 0, alors [Êη, Êǫi
]v = 0.

2. Si η + ǫi = mγ avec γ ∈ Φ+ et m ∈ N⋆, alors [Êη, Êǫi
]v = λÊm

γ , avec λ ∈ A.

3. Si η = η1 + η2 avec η1 et η2 dans Cl telles que h(η1) + 1 = h(η2) alors [Êη1 , Êη2 ]v = λÊη, avec λ ∈ A.

Démonstration : P = Vect(η, ǫi) est un plan admissible de type (2.1), (2.2), (2.3) ou (2.4) par définition.

1. P n’est pas de type (2.4) puisque (η, ǫi) 6= 0. Il nous reste donc à envisager les cas suivants :
• P est de type (2.1). On voit alors (en utilisant les notations 1.1.21) que, η = β2. D’où le résultat par la

proposition 2.1.16.
• P est de type (2.2). On voit alors que η = β′. D’où le résultat par la proposition 2.1.16.
• P est de type (2.3). On voit alors que η = β3. D’où le résultat par la proposition 2.1.16.

2. Puisque m 6= 0, on a γ ∈ P ∩Φ+ = Φ+
p de sorte que P n’est pas non plus de type (2.4). Il nous reste donc

à envisager les cas suivants :
• P est de type (2.1). On voit alors que m = 1, η = β1 et γ = β2. D’où le résultat par la proposition

2.1.16.
• P est de type (2.2). On voit alors que l’on a deux possibilités :

◦ m = 1, η = β et γ = β′.
◦ m = 2, η = βex et γ = β′.
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D’où le résultat par la proposition 2.1.16.
• P est de type (2.3). On voit alors qu’on a m = 1, η = β1 (resp. η = β2) et γ = β2 (resp. γ = β3). D’où

le résultat par la proposition 2.1.16.

3. Considérons le plan P :=< η1, η2 >. Il est admissible (cf définition 1.1.20) Φ+
P est égal à {η1, η, η2} (type

1.1) ou {η1, η, η2, ǫi} avec i < l (type 1.2). Il résulte alors de la proposition précèdente que [Êη1 , Êη2 ]v =

λÊη, avec λ ∈ A.

�

2.1.4 La construction de Lusztig sur K

Rappelons les notations suivantes :

Notations.
• Uq(g) la K-algèbre de J.C. Jantzen [Jan96, p. 52-53],
• U la Q(v)-algèbre de G. Lusztig [Lus90b],
• U la A = Z[v, v−1]-algèbre de [Lus90b].

Rappel.
U est la A-sous-algèbre de U engendrée par les

Ê(N)
α =

ÊN
α

[N ]α!
, F̂ (N)

α =
F̂N

α

[N ]α!
(N ≥ 0), K̂±1

α (α ∈ Π, vα = v
<α,α>

2 )

Observation 2.1.18 ([CP94, p. 297]).

Les

[
K̂α; c

r

]

vα

=
r∏

s=1

K̂αvc+1−s
α − K̂−1

α v
−(c+1−s)
α

vs
α − v−s

α

(α ∈ Π, c ∈ Z, r ∈ N⋆) appartiennent à U .

([
K̂α; 0

1

]

vα

=
bKα− bK−1

α

vα−v−1
α

,

[
K̂α; c

0

]

vα

= 1

)

Proposition 2.1.19 ([CP94, lemme 9.3.2]).
(∀α ∈ Π) T̂α(U) = U ( où T̂α est l’automorphisme de tresse de Lusztig relatif à α).

Notation.
On note U+ la A-sous-algèbre de U engendrée par les Ê

(N)
α (α ∈ Π, N ≥ 0).

Soit w0 = sα1 ◦ ... ◦ sαN
une décomposition réduite de l’élément de plus grande longueur de W (αj ∈ Π).

Si 1 ≤ j ≤ n, on pose βj = sα1 ◦ ... ◦ sαj−1(αj), X̂βj
= T̂α1 ◦ ... ◦ T̂αj−1(Êαj

) (1 ≥ j ≥ N) et Ŷβj
= T̂α1 ◦ ... ◦

T̂αj−1 (F̂αj
) (1 ≥ j ≥ N). Pour tout entier r ∈ N, on définit les puissances divisées X̂

(r)
βj

:= T̂α1 ◦...◦T̂αj−1(Ê
(r)
αj ) =

bXr
βj

[r]vαj

et Ŷ
(r)
βj

:= T̂α1 ◦ ... ◦ T̂αj−1(F̂
(r)
αj ) =

bY r
βj

[r]vαj

.

Proposition 2.1.20 ([CP94, prop 9.3.3]).
1. Les monômes X̂

(tN)
βN

...X̂
(t1)
β1

(ti ∈N) forment une base de U+ (comme A-module). Notons B+ cette base.

2. Les produits Ŷ
(u1)
β1

...Ŷ
(uN )
βN

K̂σ1
α1

...K̂σn
αn

[
K̂α1 ; 0

s1

]

vα1

...

[
K̂αn

; 0
sn

]

vαn

X̂
(tN )
βN

...X̂
(t1)
β1

(ui, ti, si ∈ N, σi ∈ {0, 1}) forment une A-base de U . Notons B cette base.

Pour u1 = ... = un = σ1 = ... = σn = s1 = ... = sn = 0, le produit ci-dessus est égal à X̂
(tN)
βN

...X̂
(t1)
β1

. De là

Observation 2.1.21. B+ ⊂ B.

Observation 2.1.22. Comme q est non nul, il existe un (unique) homomorphisme d’anneaux A = Z[v, v−1]
ϕ→

K qui transforme v en q (propriété universelle des anneaux de polynômes de Laurent).
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Il en résulte que K est muni d’une structure de A-algèbre qui vérifie :

P (v) ∈ A, λ ∈ K ⇒ P (v).λ = ϕ(P (v))λ = P (q)λ ∈ K

Considérons alors la K-algèbre R = K⊗A U et notons E′
α, F ′

α, K ′±1
α les tenseurs 1⊗ Êα, 1 ⊗ F̂α, 1 ⊗ K̂±1

α . On a
immédiatement

Observation 2.1.23. E
′(N)
α :=

E′N
α

[N ]α! = 1 ⊗ Ê
(N)
α , F

′(N)
α :=

F ′N
α

[N ]α!1 ⊗ F̂
(N)
α .

Démonstration : Par définition, on a ÊN
α = [N ]vα

!Ê
(N)
α dans U .

Donc E′N
α = 1 ⊗ ÊN

α = 1 ⊗ [N ]vα
!Ê

(N)
α = [N ]vα

!.1 ⊗ Ê
(N)
α = [N ]qα

!(1 ⊗ Ê
(N)
α ) ⇒ E

′(N)
α = 1 ⊗ Ê

(N)
α

De la même manière, F
′(N)
α = 1 ⊗ F̂

(N)
α .

�

Observation 2.1.24.
K ′

α − K ′−1
α

qα − q−1
α

= 1 ⊗
[

K̂α; 0
1

]

Démonstration : Dans U , on a (vα − v−1
α )

[
K̂α; 0

1

]
= K̂α − K̂−1

α

⇒ K ′
α − K ′−1

α = 1 ⊗ (K̂α − K̂−1
α ) = 1 ⊗ (vα − v−1

α )

[
K̂α; 0

1

]
= (qα − q−1

α ) ⊗
[

K̂α; 0
1

]

= (qα − q−1
α )

(
1 ⊗

[
K̂α; 0

1

])
.

�

Proposition 2.1.25.
E′

α, F ′
α, K ′±1

α vérifient (dans R) les relations (R1) à (R5) de [Jan96, p 52-53].

Démonstration : (R1), (R2) et (R3) résultent des relations correspondantes dans U (ce sont des relations
dans U dont les deux membres sont dans U).

(R4) : Dans U , on a ÊαF̂α − F̂αÊα = δαβ

bKα− bK
α−1

vα−v−1
α

. Cela s’écrit, dans U , ÊαF̂α − F̂αÊα = δαβ

[
K̂α; 0

1

]
.

D’où, en tensorisant par 1 :

E′
αF ′

α − F ′
αE′

α = δαβ1 ⊗
[

K̂α; 0
1

]
= δαβ

K ′
α − K ′−1

α

qα − q−1
α

(observation 2.1.24).

(R5) : Dans U , on a
1−aαβ∑

s=0

(−1)s [1 − aαβ ]vα
!

[1 − aαβ − s]vα
![s]vα

!
Ê

1−aαβ−s
α ÊβÊs

α = 0

Cela s’écrit dans U ,
1−aαβ∑

s=0

(−1)s[1 − aαβ]vα
!Ê

(1−aαβ−s)
α ÊβÊ(s)

α = 0

En tensorisant par 1, il vient (compte tenu de l’observation 2.1.23)

1−aαβ∑

s=0

(−1)s[1 − aαβ ]qα
!E

′(1−aαβ−s)
α E′

βE′(s)
α = 0

D’où le résultat. (R6) se démontre de la même manière.

�

On en déduit, par la propriété universelle des algèbres définies par générateurs et relations :
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Proposition 2.1.26.
Il existe un (unique) homomorphisme de K-algèbre f :Uq(g)→ R = K ⊗A U qui transforme Eα, Fα, K±1

α en
E′

α, F ′
α, K ′±1

α pour tout α ∈ Π.

Proposition 2.1.27.
Pour tout α ∈ Π, notons, comme dans [Jan96], ϕα l’automorphisme de Uq(g)qui vérifie, pour tout β ∈ Π,
ϕα(Eβ) = (−1)(α

∨,β)Eβ , ϕα(Fβ) = (−1)(α
∨,β)Fβ et ϕα(K±1

β ) = K±1
β . Le diagramme suivant est commutatif :

Uq(g)
f

//

Tα◦ϕα

��

K ⊗A U = R

1⊗bTα

��

Uq(g)
f

// K ⊗A U = R

C’est à dire f ◦ Tα ◦ ϕα = (1 ⊗ T̂α) ◦ f

L’expression des automorphismes de Lusztig sous la forme Tα ◦ ϕα provient de [Jan96, p. 153].

Démonstration : Il suffit de montrer que les homomorphismes de K-algèbres (1 ⊗ T̂α) ◦ f et f ◦ Tα ◦ ϕα

coïncident sur Eβ , Fβ , Kβ (β ∈ Π).
Cela résulte des formules (2), (3), (7), (8) de [Jan96, p. 153] :

(2) : Tα ◦ ϕα(Kβ) = KβK−<α∨,β>
α

⇒ f ◦ Tα ◦ ϕα(Kβ) = K ′
βK ′−<α∨,β>

α = 1 ⊗ K̂βK̂−<α∨,β>
α

= (1 ⊗ T̂α)(1 ⊗ K̂β) = (1 ⊗ T̂α)(K ′
β)

= (1 ⊗ T̂α) ◦ f(Kβ)

(3) : Tα ◦ ϕα(Eα) = (−1)(α
∨,α)Tα(Eα) = Tα(Eα) = −FαKα ⇒ f ◦ Tα ◦ ϕα(Eα) = −F ′

αK ′
α = 1 ⊗ −F̂αK̂α =

(1 ⊗ T̂α)(1 ⊗ Êα) = (1 ⊗ T̂α) ◦ f(Eα).

De même, f ◦ T̂α ◦ ϕα(Fα) = (1 ⊗ T̂α) ◦ f(Fα).

(7) : Pour β 6= α, on a Tα ◦ ϕα(Eβ) = (−1)(α
∨,β)Tα(Eβ) = (−1)aαβ

−aαβ∑

s=0

(−1)sq−s
α E

(−aαβ−s)
α EβE(s)

α

=
∑−aαβ

s=0 (−1)aαβ+sq−s
α E

(−aαβ−s)
α EβE

(s)
α

⇒ f ◦ Tα ◦ ϕα(Eβ) =

−aαβ∑

s=0

(−1)−aαβ−sq−s
α E

′(−aαβ−s)
α E′

βE′(s)
α

=

−aαβ∑

s=0

(−1)−aαβ−sq−s
α (1 ⊗ Ê

(−aαβ−s)
α )(1 ⊗ Êβ)(1 ⊗ Ê(s)

α )

=

−aαβ∑

s=0

(−1)−aαβ−sq−s
α (1 ⊗ Ê

(−aαβ−s)
α ÊβÊ(s)

α )

=

−aαβ∑

s=0

(−1)−aαβ−s(q−s
α ⊗ Ê

(−aαβ−s)
α ÊβÊ(s)

α ).

Comme, dans K muni de sa structure de A algèbre, on a q−s
α = 1 × v−s

α , on en déduit :

f ◦ Tα ◦ ϕα(Eβ) =

−aαβ∑

s=0

(−1)−aαβ−s(1 ⊗ v−s
α Ê

(−aαβ−s)
α ÊβÊ(s)

α )

= 1 ⊗ T̂α(Êβ) = (1 ⊗ T̂α)(1 ⊗ Êβ) = (1 ⊗ T̂α) ◦ f(Eβ).

De même (au moyen de (8)), f ◦ Tα ◦ ϕα(Fβ) = (1 ⊗ T̂α) ◦ f(Fβ).
�

36



2.1. L’algèbre enveloppante quantique Uq(g)

Remarque 2.1.28.
Soient α ∈ Π et X ∈ U+

q (g) homogène de poids γ ∈ Φ+. On a ϕα(X) = (−1)(α
∨,γ)X

Démonstration : Comme X ∈ U+
q (g) est homogène de poids γ, il s’écrit X =

∑
a1α1+...+apαp=γ

a1,...,ap,p∈N,

caEa1
α1

...E
ap
αp

(α1, ...., αp ∈ Π et ca ∈ K). On a alors

ϕα(X) =
∑

a1α1+...+apαp=γ
a1,...,ap,p∈N,

caϕα(Eα1)
a1 ...ϕα(Eαp

)ap =
∑

a1α1+...+apαp=γ
a1,...,ap,p∈N,

(−1)(α
∨,a1α1+...+apαp)caEa1

α1
...E

ap
αp

= (−1)(α
∨,γ)X.

�

On en déduit

Proposition 2.1.29.
Les Xβj

(j ∈ J1, NK) de la définition 2.1.4, vérifient :

f(Xβj
) = ±

(
1 ⊗ X̂βj

)

Démonstration : Soit j ∈ J1, NK. Par définition de Xβj
, on a f(Xβj

) = f ◦ Tα1 ◦ ... ◦ Tαj−1(Eαj
).

Par la proposition 2.1.27, on a f ◦ Tα1 ◦ ϕα1 = (1 ⊗ T̂α1) ◦ f ⇒ f ◦ Tα1 = (1 ⊗ T̂α1) ◦ f ◦ ϕα1 ⇒
f(Xβj

) = (1 ⊗ T̂α1) ◦ f ◦ ϕα1 ◦ Tα2 ◦ ... ◦ Tαj−1 ◦ (Eαj
).

Comme Tα2 ◦ ... ◦ Tαj−1(Eαj
) est homogène de degré γ := sα2 ◦ ... ◦ sαj−1 (αj) ∈ Φ+, on déduit de la remarque

2.1.28 que f(Xβj
) = ±(1 ⊗ T̂α1) ◦ f ◦ Tα2 ◦ ... ◦ Tαj−1 ◦ (Eαj

). En itérant ce calcul, il vient :

f(Xβj
) = ±(1 ⊗ T̂α1) ◦ (1 ⊗ T̂α2) ◦ ... ◦ (1 ⊗ T̂αj−1) ◦ f(Eαj

)

= ±(1 ⊗ T̂α1) ◦ (1 ⊗ T̂α2) ◦ ... ◦ (1 ⊗ T̂αj−1)(1 ⊗ Êαj
)

= ±(1 ⊗ T̂α1 ◦ T̂α2 ◦ ... ◦ T̂αj−1(Êαj
))

= ±(1 ⊗ X̂βj
)

�

Observation 2.1.30. Soit j ∈ J1, NK et m ∈ N. Si on note X
(m)
βj

=
Xm

βj

[m]!qαj

, on a f(X
(m)
βj

) = ±
(
1 ⊗ X̂

(m)
βj

)
.

Démonstration : Par la proposition 2.1.29, on a

f(Xm
βj

) = ±(1 ⊗ X̂m
βj

) = ±(1 ⊗ [m]!vαj
X̂

(m)
βj

) = ±([m]!qαj
⊗ X̂

(m)
βj

) = ±[m]!qαj
(1 ⊗ X̂

(m)
βj

).

�

Observation 2.1.31. Si i : U+ → U est l’injection canonique, alors 1⊗ i : K⊗U+ → K⊗U est un homomor-
phisme d’algèbres injectif.

Démonstration : B est une base de U comme A-module ⇒ 1⊗B est une base de K ⊗U comme K-espace
vectoriel ⇒ 1 ⊗ B+ est un système libre (puisque extrait d’une base) de K ⊗ U .
Comme B est une base de U+, 1 ⊗ B+ est aussi une base de K ⊗ U+. Donc 1 ⊗ i transforme une base en un
système libre. Donc 1 ⊗ i est injectif.

�

Ceci permet d’identifier K ⊗ U+ à son image par 1 ⊗ i, c’est à dire au K-espace vectoriel de base 1 ⊗ B+ =

(1 ⊗ X̂
(tN)
βN

...X̂
(t1)
β1

)(tN ,...,t1)∈NN . Si (tN , ..., t1) ∈ NN , on déduit de la proposition 2.1.29 que 1 ⊗ X̂
(tN )
βN

...X̂
(t1)
β1

=

±f((X
(tN )
βN

...X
(t1)
β1

). On sait ([Jan96, Théorème 8.24, p. 163]) que la famille (XtN

βN
...Xt1

β1
)(tN ,...,t1)∈NN est une

base de U+
q (g) (comme K-espace vectoriel). Il en résulte que la famille (X

(tN )
βN

...X
(t1)
β1

)(tN ,...,t1)∈NN est aussi une

base de U+
q (g). Par l’observation 2.1.30, f transforme cette base en une famille (f(X

(tN )
βN

...X
(t1)
β1

))(tN ,...,t1) =

(±(1 ⊗ X̂
(tN)
βN

...X̂
(t1)
β1

))(tN ,...,t1) qui est une base de K ⊗ U+. On en déduit :

Proposition 2.1.32.
f(U+

q (g))= K ⊗ U+ et f : U+
q (g) → K ⊗ U+ est un isomorphisme d’algèbre.
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Dans toute la suite de la section 2.1, on suppose que la décomposition réduite de w0 provient
d’un ordre de Lusztig sur Φ+ (on a vu dans la section 1.1.2 que si on choisit un ordre de Lusztig sur Φ+,

il existe une décomposition réduite de w0 qui induit le même ordre). On peut alors considérer les éléments Êβ

(β ∈ Φ+) construits par Lusztig (cf section 2.1.3) et on rappel que

Théorème 2.1.33 ([Lus90b, Thérorème 6-7 pages 104]).
Les monômes Ê

(tN )
βN

...Ê
(t1)
β1

((tN , ..., t1) ∈ NN ) forment une base de U+ (comme A-algèbre).

Soit j ∈ J1, NK.

Observation 2.1.34. Si f désigne l’isomorphisme de la proposition 2.1.32 et si βj ∈ Π, on a, par définition
de f , Eβj

= f−1(1 ⊗ Êβj
).

Conventions.
Dans le cas général, on convient de noter Eβj

:= f−1(1 ⊗ Êβj
) et, pour tout entier m positif ou nul, de poser

E
(m)
βj

:= f−1(1 ⊗ Ê
(m)
βj

).

On observe que E
(m)
βj

=
Em

βj

[m]!qαj

(car f(Em
β ) = 1 ⊗ Êm

βj
= 1 ⊗ [m]!vαj

Ê
(m)
βj

= [m]!qαj
(1 ⊗ Ê

(m)
βj

)).

Théorème 2.1.35.
Les monômes ordonnés EtN

βN
...Et1

β1
((tN , ..., t1) ∈ NN ) forment une base de U+

q (g).

Démonstration : D’après le théorème ci-dessus, les 1 ⊗ Ê
(tN )
βN

...Ê
(t1)
β1

((tN , ..., t1) ∈ NN ) forment une base

de K ⊗ U+. En transformant par f−1, les monômes E
(tN )
βN

...E
(t1)
β1

((tN , ..., t1) ∈ NN ) forment donc une base de

U+
q (g). D’où le résultat.

�

Théorème 2.1.36.
Les Eβ (β ∈ Φ+ = {β1, β2, ..., βN}) vérifient les formules de redressement des propositions 2.1.15, 2.1.16 et du

corollaire 2.1.17, dans lesquelles on remplace v par q, chaque Êβ par Eβ et A par K⋆.

Démonstration : Cela résulte de l’observation suivante :
Considérons trois racines positives β, β′, β′′ et supposons [Êβ , Êβ′ ]v = λÊr

β′′ , avec r ≤ 1, λ ∈ A, de sorte que

λ = P (v) est un polynôme de Laurent de la forme va
∏

b∈F (vb − 1)[c]v avec a ∈ Z, c ∈ N⋆ et F une partie finie

(éventuellement vide) de N⋆. On donc, dans K ⊗ U+, 1 ⊗ ÊβÊβ′ − 1 ⊗ v(β,β′)Êβ′Êβ = 1 ⊗ λÊr
β′′ , soit :

1 ⊗ ÊβÊβ′ − q(β,β′)(1 ⊗ Êβ′Êβ) = µ(1 ⊗ Êr
β′′), avec µ = P (q) 6= 0 puisque q n’est pas une racine de l’unité. En

transformant par f−1, il vient [Eβ , Eβ′ ]q = µEr
β′′ , avec µ ∈ K⋆.

�

2.1.5 Relations de commutation entre les Xγ dans les plans admissibles

Le but de cette partie est de démontrer que les Xγ (γ ∈ Φ+) construits dans la section 2.1.2, vérifient
également des formules de redressement analogues à celles des propositions 2.1.15, 2.1.16 et du corollaire 2.1.17.
On rappelle qu’on dispose d’un ordre de Lusztig sur Φ+ avec Π = {ǫ1 < ... < ǫn} et qu’on lui associe
une décomposition réduite de w0 = sα1 ◦ ... ◦ sαN

.

2.1.5.1 Construction d’une nouvelle famille de variables dans U+
q (g)

Conventions.
• Soit i un entier de J1, nK. τ désignant l’anti-automorphisme de Uq(g) défini au lemme 2.1.7 et Tǫi

l’auto-
morphisme de Lusztig associé à ǫi (cf section 2.1.2), notons T ′

ǫi
= τ ◦ Tǫi

◦ τ . Ceci est un automorphisme
de Uq(g) qui, par 2.1.2, vérifie les relations suivantes :

T ′
ǫi

Eǫi
= −K−1

ǫi
Fǫi

, T ′
ǫi

Fǫi
= −Eǫi

Kǫi
T ′

ǫi
Kǫj

= Kǫj
K−aij

ǫi
(j ∈ J1, nK)
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et pour j 6= i :

T ′
ǫi

Eǫj
=

−aij∑

s=0

(−1)sq−disE(s)
ǫi

Eǫj
E(−aij−s)

ǫi

T ′
ǫi

Fǫj
=

−aij∑

s=0

(−1)sqdisF (−aij−s)
ǫi

Fǫj
F (s)

ǫi

• Si j ∈ J1, NK, on définit X ′
βj

:= T ′
α1

...T ′
αj−1

(Eαj
).

Observation 2.1.37. Si α ∈ Π, on a X ′
α = Eα.

Démonstration : Notons α = βj avec j ∈ J1, NK, de sorte que

X ′
α = X ′

βj
:= T ′

α1
...T ′

αj−1
(Eαj

) = τ ◦ Tα1 ...Tαj−1 ◦ τ(Eαj
) = τ ◦ Tα1 ...Tαj−1(Eαj

) = τ(Eα) = Eα

�

Le théorème de Levendorskǐı et Soibelman (théorème 2.1.6) prend alors la forme suivante :

Proposition 2.1.38.
Avec les notations précédentes, si i et j sont deux entiers tels que 1 ≤ i < j ≤ N

X ′
βi

X ′
βj

− q−(βi,βj)X ′
βj

X ′
βi

=
∑

βi<γ1<...<γp<βj,
p≥1, ki∈N

c
k,γX ′k1

γ1
...X ′kp

γp

avec c
k,γ ∈ K et c

k,γ 6= 0 ⇒ wt(X ′k1
γ1

...X
′kp
γp ) := k1 × γ1 + ... + kp × γp = βi + βj

Démonstration : On observe que, pour tout l ∈ J1, NK, on a :

X ′
βl

= T ′
α1

...T ′
αl−1

(Eαl
) = τ ◦ Tα1 ...Tαl−1

◦ τ(Eαl
) = τ(Xβl

).

Ainsi, compte tenu du théorème de Levendorskǐı et Soibelman (théorème 2.1.6), on a :

X ′
βi

X ′
βj

− q−(βi,βj)X ′
βj

X ′
βi

= τ(Xβj
Xβi

− q−(βi,βj)Xβi
Xβj

)

= −q−(βi,βj)τ(Xβi
Xβj

− q(βi,βj)Xβj
Xβi

)

= −q−(βi,βj)τ(
∑

βi<γ1<...<γp<βj ,
p≥1, ki∈N

c
k,γXk1

γ1
...Xkp

γp
)

=
∑

βi<γ1<...<γp<βj ,
p≥1, ki∈N

c′
k,γ

τ(Xγp
)kp ...τ(Xγ1)

k1

=
∑

βi<γ1<...<γp<βj ,
p≥1, ki∈N

c′
k,γ

X ′kp
γp

...X ′k1
γ1

Pour terminer la preuve, il nous reste à montrer que, si 1 < k < l < N , tout monôme M (désordonné) en
X ′

βk
, ..., X ′

βl
peut s’écrire comme une combinaison linéaire de monômes ordonnés en X ′

βk
, ..., X ′

βl
. On raisonne

par récurrence sur le nombre m := l − k + 1 des variables considérées.

• Si m = 1, le résultat est évident.
• Supposons m ≥ 2 et le résultat vrai au rang m − 1. On raisonne alors par récurrence sur le nombre t

d’occurrences de X ′
βk

dans M .
•• Si t = 0, M est un monôme en X ′

βk+1
, ..., X ′

βl
et on conclut par l’hypothèse de récurrence sur m.

•• Si t = 1, on a M = M1X
′
βk

M2 avec M1 et M2 deux monômes en X ′
βk+1

, ..., X ′
βl

. On raisonne alors par
récurrence sur p = dM1, le degré de M1.
• • • Si p = 0, on a M = X ′

βk
M2 avec M2 ∈ K〈X ′

βk+1
, ..., X ′

βl
〉 et on conclut par l’hypothèse de récurrenc

sur m.
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• • • Supposons p ≥ 1 et le résultat vrai au rang p − 1. On a alors M1 = M ′
1X

′
βs

avec s ∈ Jk + 1, lK et
M ′

1 ∈ K〈X ′
βk+1

, ..., X ′
βl
〉, de degré p− 1. Le calcul effectué au début de la démonstration montre que

X ′
βk

X ′
βs

= q−(βk,βs)X ′
βs

X ′
βk

+ P avec P ∈ K〈X ′
βk+1

, ..., X ′
βs−1

〉 ⊂ K〈X ′
βk+1

, ..., X ′
βl
〉. il en résulte que

M = M ′
1X

′
βs

X ′
βk

M2 = q(βk,βs)M ′
1X

′
βk

X ′
βs

M2 − q(βk,βs)M ′
1PM2

= M ′
1X

′
βk

M ′
2 + M ′′

2

avec M ′
1, M

′
2, M

′′
2 ∈ K〈X ′

βk+1
, ..., X ′

βl
〉 et dM ′

1 = p − 1.

Par l’hypothèse de récurrence sur p, M ′
1X

′
βk

M ′
2 est une combinaison linaire de monômes ordonnés

en X ′
βk

, ..., X ′
βl

. Par l’hypothèse de récurrence sur m, M ′′
2 est une combinaison linaire de monômes

ordonnés en X ′
βk+1

, ..., X ′
βl

. D’où le résultat.

•• Supposons t ≥ 2 et le résultat vrai au rang t − 1. On a M = M1X
′
βk

M2 avec M2 ∈ K〈X ′
βk+1

, ..., X ′
βl
〉,

M1 ∈ K〈X ′
βk

, ..., X ′
βl
〉 et le nombre d’occurences de X ′

βk
dans M1 égal à t − 1.

Par l’hypothèse de récurrente sur t appliquée à M1, on a M =
∑

i X ′ai

βk
M ′

iX
′
βk

M2 avec ai ∈ N et M ′
i

monôme (ordonné) en X ′
βk+1

, ..., X ′
βl

. On conclut alors par le cas t = 1.

�

2.1.5.2 Relations entre les Eβ et les X ′
β.

Comme dans les paragraphes précédents, Φ+ est muni d’un ordre de Lusztig associé une décomposition
réduite w0 = sα1 ...sαN

. Dans ce cas, on peut préciser comme suit la version du théorème de Levendorskǐı et
Soibelman (proposition 2.1.38).

Théorème 2.1.39.
Si i et j sont deux entiers tels que 1 ≤ i < j ≤ N , on a :

X ′
βi

X ′
βj

− q−(βi,βj)X ′
βj

X ′
βi

=
∑

βi<γ1<...<γp<βj

C
k,γX ′k1

γ1
...X ′kp

γp
.

Les monômes du second membres apparaissant avec un coefficient C
k,γ non nul vérifient :

• wt(X ′k1
γ1

...X
′kp
γp ) = βi + βj ;

• γ1 n’est pas dans la même boîte que βi ;
• γp n’est pas dans la même boîte que βj.

La preuve de ce théorème repose essentiellement sur le lemme suivant :

Lemme 2.1.40.
Soit B = {βp, ..., βp+l} une boîte et soit αp, ..., αp+l les racines simples correspondantes. Alors ∀k ∈ J0, lK,

T ′
αp

...T ′
αp+k−1

(Eαp+k
) = Eαp+k

= T ′
αp

...T ′
αp+k−1

T ′
αp+k+1

...T ′
αp+l

(Eαp+k
)

Démonstration : Soit αr et αs deux racines simples. Si αr et αs sont orthogonales, alors on sait (sec-
tion 2.1.5.1) que T ′

αr
(Eαs

) = Eαs
. Comme αp, ..., αp+l sont 2 à 2 orthogonales (cf proposition 1.1.14), on a

immédiatement les formules ci-dessus.
�

Démonstration du théorème 2.1.39 : Le premier point résulte du théorème 2.1.38. Si dans la décom-
position de w0, on change l’ordre des réflexions associées à des racines simples correspondant à une même boîte
B, on trouve une nouvelle décomposition réduite de w0. Les racines positives de B sont permutées de la même
manière et les autres sont inchangés. Par le lemme ci-dessus, les X ′

β, β ∈ B, sont aussi permutées de la même
manière mais non modifiées. Il reste à montrer que les X ′

γ , pour γ /∈ B, sont inchangées :
• Si γ est une racine plus petite que celles de B alors la partie de la décomposition utilisée pour construire γ

et X ′
γ n’a pas été modifiée.

• Si γ est une racine plus grande que celles de B alors la relation de tresse vérifiée par les sα étant aussi vérifiée
par les T ′

α, X ′
γ n’est pas modifié.

On peut donc supposer, sans perte de généralité, que βi est maximale dans sa boîte et que βj est minimale dans
la sienne. Il en résulte que, si βi < γ1 < ... < γp < βj , alors γ1 n’est pas dans la même boîte que βi et γp n’est
pas dans le même boîte que βj .
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Remarque 2.1.41.
La preuve du théorème précédent est aussi valable pour les éléments Xβ, β ∈ Φ+, de sorte qu’on appliquera aussi
le théorème 2.1.39 à ces éléments.

On peut à présent démontrer :

Théorème 2.1.42.

∀β ∈ Φ+, ∃λβ ∈ K \ {0} tel que X ′
β = λβEβ

Démonstration : Soit β et β′ deux racines positives telles que β > β′. On note (par analogie avec
[Eβ , Eβ′ ]q) [X ′

β, X ′
β′ ]q = X ′

βX ′
β′ − q(β,β′)X ′

β′X ′
β .

Traitons d’abord le cas Φ = G2 et reprenons les conventions de la proposition 2.1.15. Par le théorème 2.1.36,
les Eβ vérifient des relations de commutation analogues à celles vérifiées par les Êβ dans cette proposition. On
sait (observation 2.1.37) que, puisque β1 et β6 sont simples, on a X ′

β1
= Eǫ1 = Eβ1 et X ′

β6
= Eǫ2 = Eβ6 .

On a donc

[X ′
β6

, X ′
β1

]q = [Eβ6 , Eβ1 ]q = λEβ5 avec λ ∈ K⋆.

Par le théorème 2.1.39, on a aussi [X ′
β6

, X ′
β1

]q = µX ′
β5

avec µ ∈ K et, par suite, X ′
β5

= λβ5Eβ5 avec λβ5 ∈ K⋆.
De là, [X ′

β5
, X ′

β1
]q = λβ5 [Eβ5 , Eβ1 ]q = νEβ3 avec ν ∈ K⋆. On en déduit comme ci-dessus que X ′

β3
= λβ3Eβ3 avec

λβ3 ∈ K⋆.
De la même manière, en considérant [X ′

β3
, X ′

β1
]q = λβ3 [Eβ3 , Eβ1 ]q, on montre que X ′

β2
= λβ2Eβ2 avec λβ2 ∈ K⋆.

Enfin, on a [X ′
β5

, X ′
β3

]q = λβ5λβ3 [Eβ5 , Eβ3 ]q = νEβ4 avec ν ∈ K⋆, d’où on déduit que X ′
β4

= λβ4Eβ4 avec
λβ4 ∈ K⋆.

Supposons maintenant Φ 6= G2, considérons une colonne Ct (t ∈ J1, nK) et démontrons le théorème pour toutes
les racines de Ct. Comme dans le cas de G2, on utilise les relations de commutations vérifiées par les Eβ comme
indiqué dans le théorème 2.1.36.

On étudie d’abord le cas des racines non exceptionnelles.
Soit donc β ∈ Ct, β non exceptionnelle. Raisonnons par récurrence sur h(β).

Initialisation : Si h(β) = 1, alors β = ǫt et d’après les conventions de X ′
β = Eǫt

= Eβ .

Hérédité : Supposons h(β) > 1 et le résultat vrai pour chaque δ ∈ Ct, δ non exceptionnelle telle que h(δ) <
h(β). Par la proposition 1.1.18, il existe une racine simple ǫi (i < t) telle que β − ǫi = γ ∈ Ct. De plus, γ
n’est pas exceptionnelle car, sinon β = γ + ǫi le serait. P :=< ǫi, β > est alors un plan admissible de type
(2.1), (2.2) ou (2.3) et on a par la proposition 2.1.16, [Eγ , Eǫi

]q = cEβ (c ∈ K \ {0}).
Comme h(γ) = h(β) − 1 < h(β), on a X ′

γ = λγEγ (λγ ∈ K \ {0}), et comme Eǫi
= X ′

ǫi
, on a :

[X ′
γ , X ′

ǫi
]q = λγ [Eγ , Eǫi

]q = λγcEβ .

Par le théorème 2.1.39, Eβ est une combinaison linaire de monômes X ′
δ1

...X ′
δs

avec
ǫi < δ1 ≤ ... ≤ δs < γ, δs n’appartient pas à la boîte de γ, δ1 n’appartient pas à la boîte de ǫi et

δ1 + ... + δs = ǫi + γ = β (⋆).

Pour chacun de ces monômes, δs ∈ Ct et δs n’est pas exceptionnelle (puisque β ∈ Ct et β n’est pas
exceptionnelle). Comme δs < γ et δs n’appartient pas à la boîte de γ, on a h(δs) > h(γ) ⇒ h(δs) ≥ h(β) ⇒
(s = 1 et δ1 = β) ⇒ Eβ = aX ′

β avec a ∈ K \ {0}, d’où le résultat.
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Supposons à présent que β est la racine exceptionnelle de Ct (cf figure ci-contre). Soit
γ l’élément de Ct qui précède β dans l’ordre de Lusztig et soit δ = sD(γ), de sorte que
δ +γ = β. Par le proposition 1.1.19, on a h′(β) = m+ 1

2 avec m ∈ N⋆ et h′(Ct) = J1, 2mK.
Si B est la boîte de Ct qui précède β, on a donc h′(B) = h(B) = m + 1. Comme la boîte
de β est réduite à un élément, on a γ ∈ B, donc h(γ) = m + 1 et, par suite, h(δ) = m.
P = V ect(γ, δ) est alors un plan admissible de type (1.1) ou (1.2), et [Eδ, Eγ ]q = cEβ(c 6=
0) par la proposition 2.1.16.
Comme γ et δ sont non exceptionnelles, on sait déjà (voir ci dessus) que X ′

γ = λγEγ et
X ′

δ = λδEδ (λγ 6= 0, λδ 6= 0). Ainsi, on a :

[X ′
δ, X

′
γ ]q = λδλγ [Eδ, Eγ ]q = λδλγcEβ (λγ 6= 0, λδ 6= 0).

βk

Ct :
...
γ
β
δ
...

βN

Comme ci-dessus, Eβ est une combinaison linaire de monômes X ′
δ1

...X ′
δs

avec
γ < δ1 ≤ ... ≤ δs < δ, δs n’appartient pas à la boîte de δ et δ1 n’appartient pas à la boîte de γ. Comme β est la
seule racine de Ct vérifiant γ < β < δ, β n’appartient pas à la boîte de δ et β n’appartient pas à la boîte de γ,
on en déduit que s = 1 et δ1 = β. Donc Eβ = aX ′

β avec a ∈ K \ {0}.

�

Des théorèmes 2.1.39 et 2.1.42, on en déduit :

Corollaire 2.1.43.
Si i et j sont deux entiers tels que 1 ≤ i < j ≤ N , on a :

Eβi
Eβj

− q−(βi,βj)Eβj
Eβi

=
∑

βi<γ1<...<γp<βj,
p≥1, ki∈N

C′
k,γ

Ek1
γ1

...Ekp
γp

.

Les monômes du second membres apparaissant avec un coefficient C′
k,γ

non nul vérifient :

• wt(X ′k1
γ1

...X
′kp
γp ) = βi + βj ;

• γ1 n’est pas dans la même boîte que βi ;
• γp n’est pas dans la même boîte que βj.

2.1.5.3 Lien avec la construction de Jantzen

Proposition 2.1.44.
Soient β1 < β2 deux racines positives.

1. Si Eβ1Eβ2 − q−(β1,β2)Eβ2Eβ1 = kEm
γ (k ∈ K⋆, m ≥ 1 et γ ∈ Φ+), alors

Xβ1Xβ2 − q+(β1,β2)Xβ2Xβ1 = k′Xm
γ (k′ ∈ K⋆).

2. Si Eβ1Eβ2 − q−(β1,β2)Eβ2Eβ1 = kEγEδ (k ∈ K⋆, γ, δ ∈ Φ+, γ et δ appartenant à une même boîte), alors
Xβ1Xβ2 − q+(β1,β2)Xβ2Xβ1 = k′XγXδ (k′ ∈ K⋆).

Démonstration : Soit β ∈ Φ+. Rappelons (preuve de la proposition 2.1.38) que Xβ = τ(X ′
β). Rappelons

également (théorème 2.1.42) que X ′
β = λβEβ avec λβ ∈ K⋆.

Soient β1 < β2 deux racines positives.
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1. Si Eβ1Eβ2 − q−(β1,β2)Eβ2Eβ1 = kEm
γ (k ∈ K⋆, γ ∈ Φ+), alors :

Xβ1Xβ2 − q+(β1,β2)Xβ2Xβ1 = τ(X ′
β1

)τ(X ′
β2

) − q+(β1,β2)τ(Xβ2)τ(Xβ1)

= τ(X ′
β2

X ′
β1

− q+(β1,β2)X ′
β1

X ′
β2

)

= −q+(β1,β2)τ(X ′
β1

X ′
β2

− q−(β1,β2)X ′
β2

X ′
β1

)

= −q+(β1,β2)λβ1λβ2τ(Eβ1Eβ2 − q−(β1,β2)Eβ2Eβ1)

= −q+(β1,β2)λβ1λβ2τ(kEm
γ )

=
−q+(β1,β2)λβ1λβ2k

λγ

τ((X ′
γ)m)

= k′Xm
γ avec k′ ∈ K⋆

2. Si Eβ1Eβ2 − q−(β1,β2)Eβ2Eβ1 = kEγEδ (k ∈ K⋆, γ, δ ∈ Φ+, γ et δ appartenant à une même boîte) alors, en
effectuant le même calcul qu’en 1., on trouve :

Xβ1Xβ2 − q(β1,β2)Xβ2Xβ1 = k′τ(X ′
γX ′

δ) = k′XδXγ (k′ ∈ K⋆)

Comme γ et δ sont dans la même boîte, on sait (proposition 1.1.14) que (δ, γ) = 0, de sorte que, par le
théorème 2.1.6, XγXδ = XγXδ, ce qui termine la démonstration.

�

2.2 Les sous-algèbres U [w]

2.2.1 Définition et propriétés

On prend w ∈ W quelconque, on pose t = l(w) et on considère une décomposition réduite

w = sα1 ◦ ... ◦ sαt
(αi ∈ Π pour 1 ≤ i ≤ t) (2.14)

Il est bien connu que

β1 = α1, β2 = sα1(α2), ... , βt = sα1 ... sαt−1(αt)

sont des racines positives distinctes et que l’ensemble {β1, ..., βt} ne dépend pas de la décomposition réduite
(2.14) de w. Pour tout α ∈ Π, on utilise l’automorphisme de tresse Tα de l’algèbre U+

q (g), de la définition
2.1.12, et on pose

Xβ1 = Eα1 , Xβ2 = Tα1(Eα2), ... , Xβt
= Tα1 ... Tαt−1(Eαt

).

Dans le cas w = w0, on retrouve les Xβ de la définition 2.1.4. Les résultats suivants sont classiques ([Jan96],
chapter 8) :

• Xβ1 , ... , Xβt
sont des éléments de U+

q (g) et chaque Xβi
(1 ≤ i ≤ t) est homogène de degré βi.

• On note U [w] la sous-algèbre de U+
q (g) engendrée par Xβ1 , ... , Xβt

. Cette algèbre ne dépend pas de la
décomposition réduite (2.14) de w (bien que les variables Xβ1 , ... , Xβt

en dépendent).
• Les monômes ordonnés Xa := Xa1

β1
... Xat

βt
, a = (a1, ... , a1) ∈ Nt, sont une base de U [w] (comme K

espace vectoriel).
• Comme les générateurs Xβi

ci-dessus sont homogènes, la ZΠ-graduation de Uq(g) induit une ZΠ-graduation
de U [w] et l’action du Tore T sur Uq(g) induit, par restriction, une action de T sur U [w] , de sorte que
∀ρ ∈ ZΠ, l’automorphisme hρ induit (par restriction) un automorphisme (encore noté hρ) de U [w].

• En considérant une décomposition réduite de w0 qui "commence" par 2.14 (ceci est possible d’après
[Hum90][p. 16]), Xβ1 , ... , Xβt

apparaissent comme les t premiers générateurs canoniques de U+
q (g), de

sorte qu’on dispose encore du théorème de Levendorskii et Soibelmann (2.1.6) ci-après.
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• Si 1 ≤ i < j ≤ t, on a la formule de redressement suivante :

Xβj
Xβi

− q−(βi,βj)Xβi
Xβj

= Pj,i où (2.15)

Pj,i =
∑

a = (ai+1,...,aj−1)

caX
ai+1

βi+1
...X

aj−1

βj−1
. (2.16)

avec a ∈ Nj−i−1, ca ∈ K et ca 6= 0 pour un nombre fini de a vérifiant ai+1βi+1 + ...+aj−1βj−1 = βi +βj.
• Quand w = w0, on a t = N , {β1, ..., βt} = Φ+ et U [w] = U+

q (g).

2.2.2 Un exemple où U [w] = Oq(Mp,m(K))

Supposons, pour simplifier, que K = C est le corps des complexes, que g est de type An avec n ≥ 3 et
que les racines simples ǫ1, ... , ǫn sont ordonnées de façon que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ1 −−− ǫ2 −−− ǫ3 −−− · · · −−− ǫn−1 −−− ǫn

Considérons la décomposition particulière de l’élément de plus grande longueur de W suivante :

w0 = sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1) ◦ ... ◦ (sǫj
◦ sǫj−1 ◦ ... ◦ sǫ1) ◦ ... ◦ (sǫn

◦ sǫn−1 ◦ ... ◦ sǫ1) (2.17)

On vérifie facilement (longueur de la décomposition et nombre d’inversions cohérents) que cette décomposition
est réduite et on note Y1,2, Y1,3, Y2,3, ... , Y1,j+1, Y2,j+1, ... , Yj,j+1, ... , Y1,n+1, Y2,n+1, ... , Yn,n+1 les
générateurs canoniques de U+

q (g) construits comme ci-dessus au moyen de cette décomposition réduite. On
observe que :

Lemme 2.2.1.
1. Yj,j+1 = Eǫj

pour 1 ≤ j ≤ n.

2. Yi,j+1 = Yi,jYj,j+1 − q−1Yj,j+1Yi,j pour 1 ≤ i < j ≤ n.

Démonstration :

1. Cela résulte de l’égalité

sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1) ◦ ... ◦ (sǫj
◦ sǫj−1 ◦ ... ◦ sǫ2)(ǫ1) = ǫj.

2. Rappelons que

Yi,j+1 = Tǫ1 ◦ (Tǫ2 ◦ Tǫ1) ◦ ... ◦ (Tǫj−1 ◦ Tǫj−2 ◦ ... ◦ Tǫ1) ◦ (Tǫj
◦ Tǫj−1 ◦ ... ◦ Tǫj+2−i

)(Eǫj+1−i
).

Comme {ǫj−i, ... , ǫ1} ⊥ {ǫj, ... , ǫj+2−i} et {ǫj−i−1, ... , ǫ1} ⊥ ǫj+1−i, Yi,j+1 est égal à

Tǫ1 ◦ (Tǫ2 ◦ Tǫ1) ◦ ... ◦ (Tǫj−1 ◦ Tǫj−2 ◦ ... ◦ Tǫj+1−i
) ◦ (Tǫj

◦ Tǫj−1 ◦ ... ◦ Tǫj+2−i
) ◦ Tǫj−i

(Eǫj+1−i
)

avec, par [Jan96, section 8.16],

Tǫj−i
(Eǫj+1−i

) = Eǫj−i
Eǫj+1−i

− q−1Eǫj+1−i
Eǫj−i

.

De plus, on a

sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1) ◦ ... ◦ (sǫj−1 ◦ sǫj−2 ◦ ... ◦ sǫj+1−i
) ◦ (sǫj

◦ sǫj−1 ◦ ... ◦ sǫj+2−i
)(ǫj+1−i)

= sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1) ◦ ... ◦ (sǫj−1 ◦ sǫj−2 ◦ ... ◦ sǫj+1−i
)(ǫj+1−i + ǫj+2−i + ... + ǫj)

= sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1) ◦ ... ◦ (sǫj−2 ◦ sǫj−3 ◦ ... ◦ sǫ1)(ǫj) = ǫj .

Ceci implique que

Tǫ1 ◦ (Tǫ2 ◦ Tǫ1) ◦ ... ◦ (Tǫj−1 ◦ Tǫj−2 ◦ ... ◦ Tǫj+1−i
) ◦ (Tǫj

◦ Tǫj−1 ◦ ... ◦ Tǫj+2−i
)(Eǫj+1−i

)
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= Eǫj
= Yj,j+1.

Comme {ǫj, ǫj−1 ... , ǫj+2−i} ⊥ ǫj−i, on a

Tǫ1 ◦ (Tǫ2 ◦ Tǫ1) ◦ ... ◦ (Tǫj−1 ◦ Tǫj−2 ◦ ... ◦ Tǫj+1−i
) ◦ (Tǫj

◦ Tǫj−1 ◦ ... ◦ Tǫj+2−i
)(Eǫj−i

)

= Tǫ1 ◦ (Tǫ2 ◦ Tǫ1) ◦ ... ◦ (Tǫj−1 ◦ Tǫj−2 ◦ ... ◦ Tǫj+1−i
)(Eǫj−i

) = Yi,j .

�

Notons v une racine carré de q et, comme dans [AD08], notons ei,j les générateurs de U+
q (g) construits

par H. Yamane [Yam89]. On sait que :

• ej,j+1 = Eǫj
pour 1 ≤ j ≤ n.

• ei,j+1 = vei,jej,j+1 − v−1ej,j+1ei,j pour 1 ≤ i < j ≤ n.
Ceci implique :

• vi−jei,j+1 = (vi−j+1ei,j)ej,j+1 − ej,j+1q
−1(vi−j+1ei,j) pour 1 ≤ i < j ≤ n et, d’après le lemme précédent,

on en déduit (par récurrence sur j − i) :

Lemme 2.2.2.

Yi,j+1 = vi−jei,j+1 pour 1 ≤ i ≤ j ≤ n.

Considérons un entier p avec 1 ≤ p ≤ n et posons

w = (sǫp
◦ sǫp−1 ◦ ... ◦ sǫ1) ◦ (sǫp+1 ◦ sǫp

◦ ... ◦ sǫ2) ◦ ... ◦ (sǫn
◦ sǫn−1 ◦ ... ◦ sǫn−p+1) (2.18)

Si p < j < n, on observe que
{ǫj−p, ... , ǫ1} ⊥ {ǫj+1, ... , ǫj+1−p+1, ... , ǫn, ... , ǫn−p+1}.

Ceci implique

w0 = w1 ◦ w ◦ w2

avec

w1 = sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1) ◦ ... ◦ (sǫp−1 ◦ sǫp−2 ◦ ... ◦ sǫ1),

w2 = sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1) ◦ ... ◦ (sǫn−p
◦ sǫn−p−1 ◦ ... ◦ sǫ1).

Si d, d1, d2 représentent le nombre de reflexions simples qui apparaissent respectivement dans les décom-
positions de w, w1, w2 donnés ci-dessus, on observe que d + d1 + d2 est égal à la longeur de w0. On peut
alors vérifier (en utilisant les calculs effectués pour la démonstration du lemme précédent) :

Lemme 2.2.3.

1. (2.18) est une décomposition réduite de w.

2. Si p ≤ j ≤ n, alors

Tw1 ◦ (Tǫp
◦ Tǫp−1 ◦ ... ◦ Tǫ1) ◦ ... ◦ (Tǫj−1 ◦ Tǫj−2 ◦ ... ◦ Tǫj−p+1)(Eǫj

) = Yj,j+1.

3. Si p ≤ j ≤ n et 1 ≤ i ≤ p, alors

Tw1 ◦ (Tǫp
◦ Tǫp−1 ◦ ... ◦ Tǫ1) ◦ ... ◦ (Tǫj

◦ Tǫj−1 ◦ ... ◦ Tǫj−i+2)(Eǫj−i+1 ) = Yi,j+1.

45



Chapitre 2. Les algèbres enveloppantes quantifiées

Ceci implique que les générateurs canoniques Xi,j+1 de U [w] vérifient

Xi,j+1 = T−1
w1

(Yi,j+1)

pour p ≤ j ≤ n et 1 ≤ i ≤ p.

Comme les générateurs de Yamane ei,j+1 (p ≤ j ≤ n , 1 ≤ i ≤ p) vérifient les relations de commutations
des matrices quantiques, il résulte du lemme 2.2.2 que les générateurs Yi,j+1 verifient la même propriété.
Comme T−1

w1
est un automorphisme de Uq(g) et comme les monômes ordonnés en les variables Xi,j+1 (où

l’ordre de ces variables est défini par l’ordre lexicographique inverse sur les indices (i, j + 1)) forment une base
de U [w], on en conclut que

Proposition 2.2.4.
U [w] est l’algèbre Oq(Mp,m(K)), avec m = n − p + 1, dont les générateurs canoniques sont les variables
Xi,j+1 (p ≤ j ≤ n , 1 ≤ i ≤ p).

Remarque 2.2.5 (Notion de diagramme dans ce cas).
Posons m = n−p+1, de sorte que t = l(w) = mp, et considérons le tableau rectangulaire consistant en p×m
boîtes numérotées de 1 à mp comme dans la figure suivante.

1 p + 1

p 2p mp

(m − 1)p + 1

Comme dans A. Postnikov [Pos06, section 19], remplissons ce tableau avec p brins horizontaux traversant les
lignes de la gauche vers la droite et m brins verticaux traversant les colonnes du haut vers le bas, et numérotons
les extrémités de ces brins de 1 à n + 1 comme dans la figure suivante.
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1

p

p + 1 p + 2 n + 1

n + 1

p + 1

p21

Identifions, comme d’habitude, W au groupe symétrique Sn+1 de manière que chaque sǫi
soit la transposition

(i, i + 1). Le permutation définie par le "pipe dream" construit ci-dessus est alors égale à v = w−1.
Considérons un diagramme ∆, c’est à dire un sous-ensemble de J1, mpK (définition 1.2.1). Colorions en noir les
cases du tableau dont le numéro est dans ∆ et remplaçons, à l’intérieur des boîtes non coloriées, les croisements
par des coudes :

case non coloriée case noire

Si ∆ = {i1 < ... < il}, on observe que la permutation définie par le nouveau "pipe dream" ainsi construit est
égale à sǫil

◦ ... ◦ sǫi1
= v∆ (cf section 1.2.1).

On observe que :

1. v est l’élément de W correspondant au pipe dream complet ∆ = J1, tK.

2. Id est l’élément de W correspondant au pipe dream vide ∆ = ∅.
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Chapitre 3

Effacement des dérivations dans U [w]

L’algorithme d’effacement des dérivations, pour une algèbre R de type fini vérifiant des hypothèses conve-
nables ([Cau03a]), consiste en une succession de changements de variables dans Frac (R). Cette méthode, intro-
duite par G. Cauchon ([Cau03a]), permet d’obtenir une description de la H-stratification de K. R. Goodearl et
E. S. Letzter ([GL98]) des spectres premier et primitif de R en terme d’objets combinatoires (remplissages de
tableaux par des cases noires et blanches) appelés diagrammes de Cauchon. Ces diagrammes ont été explicite-
ment calculés pour l’algèbre des matrices quantiques par G. Cauchon ([Cau03b]), ils ont été utilisés pour décrire
le spectre H-premier (ensemble des idéaux premiers invariants sous l’action d’un tore H) de la grassmannienne
quantique par S. Launois, T. Lenagan et L. Rigal ([LLR08]).
La première partie 3.1 a pour but d’introduire les notations nécessaires à la construction de l’algorithme d’ef-
facement des dérivations dans U [w] et de rappeler les résultats standards liés à cet algorithme ([Cau03a]).
La partie 3.2 présente de nouveaux résultats liés à l’effacement des dérivations pour les idéaux premiers H-
invariants.

3.1 Contexte de l’algorithme d’effacement des dérivations

3.1.1 Conventions

Dans cette partie, on utilise les conventions de la section 2.2.1 et on pose R = U [w]. Pour simplifier les
notations, on pose

• Xi = Xβi
pour tout i ∈ J1, tK, de sorte que R = K < X1, ... , Xt >. De plus, X1, ... , Xt sont

appelés les générateurs canoniques (par rappport à la décomposition réduite (2.14)) de R.
• Rappelons (section 2.2.1) que R est ZΠ-graduée, que pour tout élément homogène u de degré γ dans R

et pour tout ρ ∈ ZΠ, on a hρ(u) = q−(ρ,γ)u, de sorte que l’application hρ : u 7→ Kρ.u est dans Aut(R),
le groupe des automorphismes de l’algèbre R.

• Notons H = {hρ | ρ ∈ ZΠ} et observons que c’est un sous-groupe abélien de Aut(R).

• Pour tout (i, j) ∈ (J1, tK)2, posons λi,j = q−(βi,βj), qi = λi,i = q−‖βi‖
2

, et observons que qi n’est pas
une racine de l’unité.

• Si 1 ≤ i < j ≤ t, la formule de Levendorskii-Soibelman (section 2.2.1) peut être écrite :

XjXi − λj,iXiXj = Pj,i où (3.1)

Pj,i =
∑

a = (ai+1,...,aj−1)

caX
ai+1

i+1 ...X
aj−1

j−1 . (3.2)

avec a ∈ Nj−i−1, ca ∈ K, et ca 6= 0 pour un nombre fini de a . De plus, Pj,i est homogène de degré βi

+ βj de sorte que, si ca 6= 0, on a ai+1βi+1 + ... + aj−1βj−1 = βi + βj . Il en résulte, en particulier
que , lorsque j = i + 1, on a Pj,i = 0.

• Puisque βi et βj sont des racines positives, βi + βj est non nul. Donc, si ca 6= 0, alors a est non
nul.
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• Il résulte des points précédents que les générateurs X1, ... , Xt de R vérifient les égalités et les hypothèses
de 6.1.1. de ([Cau03a], section 6.1.).

• De plus, comme les monômes ordonnés Xa := Xa1
1 ... Xat

t , a = (a1, ... , a1) ∈ Nt, forment une base de
R (cf section 2.2.1, il résulte de ([Cau03a], propositions 6.1.1. et 6.1.2.) que R vérifie les conventions de
([Cau03a], section 3.1.). En particulier, R est une extension de Ore itérée du corps de base K (de la forme
R = K[X1][X2; σ2, δ2] ... [Xt; σt, δt]) et donc, R est noetherien.

• On note F = Fract(R) le corps des fractions de R.
• Par ([Cau03a], proposition 6.1.1.), on obtient aussi que R est la K-algèbre engendrée par les "variables"

X1, ... , Xt soumises aux relations (3.1).
• Pour tout l ∈ J1, tK, on pose hl := hβl

∈ H , et on observe que, si i ∈ J1, tK, on a hl(Xi) = λl,i Xi.
• Comme chaque Xi est homogène, c’est un H-vecteur propre et, puisque λ1,1 = q−(β1,β1) n’est pas une

racine de l’unité, l’hypothèse 4.1.2. de [Cau03a] est vérifiée. Comme chaque λi,j est une puissance de q,
l’hypothèse 4.1.1. de [Cau03a] est aussi vérifiée. Comme expliqué dans [Cau03a] (preuve du lemme 4.2.2.),
ceci implique que tout idéal premier de R est complétement premier.

• Rappelons que chaque automorphisme h ∈ H peut être prolongé en un (unique) automorphisme (encore
noté h ) de F , de sorte que H peut être vu comme un sous-groupe de Aut(F ).

3.1.2 Les algèbres R(m)

Rappelons ([Cau03a], section 3.) que, pour tout m ∈ J2, t + 1K, il existe une famille (X
(m)
1 , ... , X

(m)
t ) de

nouvelles "variables" de F , appelées générateurs canoniques (pour la décomposition réduite (2.14)) de l’algèbre

R(m) = K < X
(m)
1 , ... , X

(m)
t >, et qui vérifient les propriétés suivantes :

• Si 1 ≤ i < j ≤ t, on a la formule simplifiée de Levendorskii-Soibelman suivante :

X
(m)
j X

(m)
i − λj,iX

(m)
i X

(m)
j = P

(m)
j,i (3.3)

avec

⋄ m ≤ j ⇒ P
(m)
j,i = 0. (3.4)

⋄ j < m ⇒ P
(m)
j,i =

∑

a = (ai+1,...,aj−1)

ca(X
(m)
i+1 )ai+1 ...(X

(m)
j−1)

aj−1 (3.5)

où les coefficients ca sont les mêmes que dans (3.2).

(Donc P
(m)
j,i = 0 dans le cas i + 1 = j < m et, dans le cas général, si ca 6= 0,

on a ai+1βi+1 + ... + aj−1βj−1 = βi + βi , de sorte que a est non nul.)

• Ceci implique que les générateurs X
(m)
1 , ... , X

(m)
t de R(m) vérifient toujours les égalités de l’hypothèse

6.1.1. de ([Cau03a], section 6.1.).

• Les monômes ordonnés (X(m))a := (X
(m)
1 )a1 ... (X

(m)
t )at , a = (a1, ... , a1) ∈ Nt, forment une base de

R(m). Donc R(m) vérifie toujours les conventions de ([Cau03a], section 3.1.). En particuier, R(m) est une
extension de Ore itérée sur le corps de base K, et donc R(m) est noetherien.

• On a Fract(R(m)) = Fract(R) = F .

• Par ([Cau03a], proposition 6.1.1.), R(m) est la K-algèbre engendrée par les "variables" X
(m)
1 , ... , X

(m)
t

soumises aux relations (3.3).

• Pour tout ρ dans le réseau des racines ZΠ et pour tout i ∈ J1, tK, on a toujours hρ(X
(m)
i ) = q−(ρ,βi)X

(m)
i .

Ceci implique que hρ(R
(m)) = R(m). Donc H peut toujours être vu comme un sous-groupe de Aut(R(m))

et tout X
(m)
i est un H vecteur propre. Si l et i sont dans J1, tK, on a hl(X

(m)
i ) = λl,i X

(m)
i et, comme

ci-dessus, ceci implique que R(m) vérifie les hypothèses 4.4.2. et 4.4.1. de [Cau03a]. Comme expliqué dans
([Cau03a], preuve du lemme 4.2.2), ceci implique que tout idéal premier de R(m) est complètement
premier.

• Si u ∈ F et si γ ∈ ZΠ, on dit que u est homogène de degré γ, si hρ(u) = q−(ρ,γ)u pour tout ρ

de ZΠ. Donc, par exemple, tout X
(m)
i est homogène de degré βi.

• Si u1, ... , ur sont aussi homogènes de même degré γ, alors toute combinaison linéaire de u1, ... , ur

(avec coefficients dans K) est homogène de degré γ.
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• Clairement, si u1 est homogène de degré γ1 et u2 est homogène de degré γ2, alors u1u2 est homogène
de degré γ1 + γ2.

• De même, si u est non nul et de degré γ, alors u−1 est homogène de degré − γ.
• Donc, si u1, ... , ur sont non nuls et homogènes de degré γ1, ... , γr respectivement, si a = (a1, ... , ar)
∈ Zr, alors ua := ua1

1 ... uar
r est homogène de degré a1γ1 + ... + arγr.

• Pour tout j ∈ J1, tK, on note δ
(m)
j la hj - dérivation à gauche de R(m) definie par X

(m)
j . Ceci signifie que,

pour tout a ∈ R(m), δ
(m)
j (a) := X

(m)
j a − hj(a)X

(m)
j .

• Si j ∈ J1, tK, on a

hj(K < X
(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 >) = K < X

(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 >,

δ
(m)
j (K < X

(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 >) ⊂ K < X

(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 > .

Donc, hj induit un automorphisme , toujours noté hj , de l’algèbre K < X
(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 >. C’est l’unique

automorphisme de K < X
(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 > qui vérifie hj(X

(m)
i ) = λj,iX

(m)
i pour tout i.

De même, δ
(m)
j induit une hj - dérivation à gauche de K < X

(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 >, toujours notée δ

(m)
j . Elle

vérifie les propriétés suivantes :

1. Si 1 ≤ i < j, on a δ
(m)
j (X

(m)
i ) = P

(m)
j,i .

Ceci implique que δ
(m)
j est nulle sur K < X

(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 > et donc, que X

(m)
j a = hj(a)X

(m)
j pour

tout a dans K < X
(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 > dès que j ≥ m.

2. δ
(m)
j est localement nilpotente sur K < X

(m)
1 , ... , X

(m)
j−1 >.

3. R(m) est une extension itérée de la forme :

R(m) = K[X
(m)
1 ][X

(m)
2 ; h2, δ

(m)
2 ] ... [X

(m)
m−1; hm−1, δ

(m)
m−1] [X(m)

m ; hm] ... [X
(m)
t ; ht].

• Pour tout i ∈ J1, tK, on a X
(t+1)
i = Xi, de sorte que R(t+1) = R.

Jusqu’à la fin de cette partie, on suppose que m ∈ J2, tK.

• Rappelons que qm = λm,m n’est pas une racine de l’unité, ce qui permet de définir des q-entiers [l]qm

(resp. q-factorielles) [l]!qm
) pour l ∈ N, comme dans ([Cau03a], section 2.).

• Pour tout i ∈ J1, tK, on a

1. m ≤ i ⇒ X
(m)
i = X

(m+1)
i . En particulier, on a X

(m)
m = X

(m+1)
m .

2.

i < m ⇒ X
(m)
i = X

(m+1)
i +

+∞∑

l=1

C
(m+1)
l (X(m+1)

m )−l

avec

C
(m+1)
l =

(1 − qm)−l

[l]!qm

λ−l
m,i (δ(m+1)

m )l (X
(m+1)
i ).

• On observe que, comme K < X
(m+1)
1 , ... , X

(m+1)
m−1 > est δ

(m+1)
m - stable, on a C

(m+1)
l ∈ K <

X
(m+1)
1 , ... , X

(m+1)
m−1 > et, comme δ

(m+1)
m est localement nilpotente sur K < X

(m+1)
1 , ... , X

(m+1)
m−1 >,

seuls un nombre fini de C
(m+1)
l sont non nuls.

• Si i < m et X
(m+1)
m X

(m+1)
i −λm,jX

(m+1)
i X

(m+1)
m = P

(m+1)
m,i = 0, alors δ

(m+1)
m (X

(m+1)
i ) = 0 et donc,

X
(m)
i = X

(m+1)
i .

• Il existe un unique homomorphisme de K-algèbre

Θ(m) : K < X
(m+1)
1 , ... , X

(m+1)
m−1 > → K < X

(m)
1 , ... , X

(m)
m−1 >

qui vérifie Θ(m)(X
(m+1)
i ) = X

(m)
i pour 1 ≤ i ≤ m − 1. En outre, on peut démontrer que Θ(m) est

un isomorphisme.
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• Quand m = 2, on pose

1. Zi = X
(2)
i pour i ∈ J1, tK.

2. R = R(2).

• R = K < Z1, ... , Zt > est la K - algèbre engendrée par les variables Z1, ... , Zt soumises aux relations :

(1 ≤ i < j ≤ t) ⇒ ZjZi = λj,iZiZj (3.6)

• Pour tout i ∈ J1, tK, on a X
(2)
i = ... = X

(i+1)
i = Zi.

• Sm = {(X(m+1)
m )l | l ∈ N} = {(X(m)

m )l | l ∈ N} est un système multiplicatif d’éléments réguliers dans
R(m) et dans R(m+1). Il satisfait la condition de Ore (des deux côtés) dans chacun de ces anneaux et on
a R(m)S−1

m = R(m+1)S−1
m .

3.1.3 Spectres premier et H-premier de R(m), diagrammes admissibles

Considérons un entier m ∈ J2, t + 1K. Comme d’habitude, on note Spec(R(m)) (resp. H − Spec(R(m)))
l’ensemble de tous les idéaux premiers (resp. premiers H- invariants) de R(m). Rappelons (voir partie 3.1.2)
que tout idéal premier de R(m) est complètement premier. Si m ∈ J2, tK, on note

φm : Spec(R(m+1)) → Spec(R(m))

l’injection canonique définie dans ([Cau03a], section 4.3).
Si m′ ≤ m + 1 et si P ∈ Spec(R(m+1)), alors P ′ = φm′ ◦ ... ◦ φm(P) est appelé l’image canonique de P
dans Spec(R(m′)). (Si m′ = m + 1, cette image canonique est P lui même.)

On notera
φ := φ2 ◦ ... ◦ φt : Spec(R) (= Spec(R(t+1))) → Spec(R) (= Spec(R(2))).

Cette application est injective. On l’appelle l’injection canonique de Spec(R) vers Spec(R).

Rappelons maintenant les propriétés principales des applications φm.

Proposition 3.1.1.
Soit P(m+1) un idéal premier de Spec(R(m+1)). On pose P(m) = φm(P(m+1)).

1. Si X
(m+1)
m /∈ P(m+1), alors P (m+1) ∩ Sm = ∅ et

P(m) = R(m) ∩ P(m+1 )S−1
m .

Dans ce cas, X
(m)
m = X

(m+1)
m /∈ P(m).

2. Si X
(m+1)
m ∈ P (m+1), il existe un unique homomorphisme d’algèbre g : R(m) → R(m+1)/P(m+1 )

qui vérifie g(X(m)
i ) = X

(m+1)
i + P(m+1 ) pour tout i ∈ J1, tK, et P(m) = Ker(g).

Dans ce cas, X
(m)
m = X

(m+1)
m ∈ P(m).

3. Pour tout h ∈ H, on a h(P (m)) = φm(h(P(m+1 ))) ([Cau03a], Lemme 5.5.5.) de sorte que, par
injectivité de φm, P(m+1 ) est H - invariant si et seulement si P(m) est H - invariant.

On peut à présent définir la notion de diagramme de Cauchon (ou admissible) qui nous intéresse. On rapelle
qu’un diagramme ∆ est, par définition (1.2.1), un sous ensemble quelconque de J1, tK.

Définition 3.1.2.
Un diagramme ∆ est dit de Cauchon (ou admissible) (pour la décomposition réduite (2.14)) s’il existe un idéal
premier P de R ( = R(t+1)) dont l’image canonique P(2) dans Spec(R) ( = Spec(R(2))) vérifie :

P(2) ∩ {Zi |1 ≤ i ≤ t} = {Zi | i ∈ ∆}.
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Par ([Cau03a], proposition 5.5.1.), on a

Proposition 3.1.3.
Considérons un diagramme ∆ et notons P(2)

∆ = ({Zi | i ∈ ∆}) l’idéal engendré par les variables Zi avec
i ∈ ∆.

1. P(2)
∆ ∈ H − Spec(R(2)).

2. Réciproquement, pour tout Q ∈ H − Spec(R(2)), il existe un (unique) diagramme ∆ tel que Q =
P(2)

∆ , plus précisément ∆ = {i ∈ J1, tK | Zi ∈ Q}.
La caractérisation suivante nous servira à déterminer les diagrammes de Cauchon dans le cas w = w0.

Proposition 3.1.4.
1. Un diagramme ∆ est de Cauchon si et seulement si il existe P∆ ∈ Spec(R) (= Spec(R(t+1))) tel que

P(2)
∆ = φ(P∆) (φ := φ2 ◦ ... ◦ φt ).

S’il en est ainsi, P∆ est unique.
2. L’application ∆ 7→ P∆ est une bijection de l’ensemble des diagrammes de Cauchon dans l’ensemble

H − Spec(R) (= H − Spec(R(t+1))).

Démonstration :

1. On sait ([Cau03a], début du paragraphe 5.5) que P(2)
∆ vérifie l’égalité de la définition 3.1.2. Par suite,

l’existence de P∆ entraîne que ∆ est de Cauchon. Réciproquement, si ∆ est de Cauchon, l’existence de P∆

résulte de [Cau03a, Théorème 5.5.1]. De plus, P∆ est unique par l’injectivité de φ.

2. Si ∆ est de Cauchon, alors P∆ est H - invariant par le point 3. de la proposition 3.1.1 (puisque

P(2)
∆ = φ (P∆) est clairement H-invariant). Donc, ∆ 7→ P∆ est une application de l’ensemble des

diagrammes de Cauchon dans H −Spec(R). Elle est injective car l’application ∆ 7→ P(2)
∆ est injective.

Si P ∈ H − Spec(R) , alors, par le point 3. de la proposition 3.1.1, φ (P) ∈ H − Spec(R(2)). Donc,

par la proposition 3.1.3, φ (P) = P(2)
∆ avec ∆ diagramme de Cauchon tel que P = P∆.

�

On a enfin, par [Cau03a, Théorèmes 5.1.1, 5.5.1 et 5.5.2] :

Proposition 3.1.5.
Pour tout diagramme ∆ (pour la décomposition réduite (2.14)), on note :

Spec∆(R) := {Q ∈ Spec(R) | Q ∩ {Zβ1, ..., Zβt
} = {Zβ | β ∈ ∆}}.

1. Si ∆ est un diagramme de Cauchon, on a φ(Spec∆(R)) = Spec∆(R) et φ induit un homéomorphisme
bi-croissant de Spec∆(R) sur Spec∆(R).

2. La famille Spec∆(R) (avec ∆ diagramme de Cauchon) coïncide avec la H-stratification de Goodearl-Letzter
de Spec(R) ([BG02]).

3.2 Nouveaux résultats sur les idéaux premiers H-invariants

Cette section est consacrée à la démonstration de deux propositions (propositions 3.2.1 et 3.2.20) qui per-
mettent par la suite d’établir les théorème fondamentaux. Si la première proposition se démontre sans trop de
difficultés (section 3.2.1), la seconde est le résultat d’un enchaînement de lemmes et de propositions (sections
3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4) qui ne seront pas réutilisés en dehors de ce chapitre. Ces résultats sont techniques et utilisent
de façon profonde la théorie de l’effacement des dérivations.

Dans cette partie, on considère un entier m ∈ J2, t+1K et on note P(m) un idéal premier H-invariant. On
pose A(m) = R(m)/P (m) et on observe que cette algèbre est un anneau noetherien intègre (puisque R(m) est
noetherienne et que P (m) est complètement premier). Notons Dm = Frac(A(m)) son corps des fractions,

fm : R(m) → A(m) l’homomorphisme canonique et, pour tout i ∈ J1, tK, notons x
(m)
i = fm(X

(m)
i ) l’image

canonique de X
(m)
i dans A(m). Si h est un élément du groupe H , on a (par définition) h(P(m)) = P(m),

de sorte que h induit un automorphisme de l’algèbre A(m), noté h, qui vérifie h ◦ fm = fm ◦ h. Cet
automorphisme induit un automorphisme, toujours noté h, du corps des fractions Dm.
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3.2. Nouveaux résultats sur les idéaux premiers H-invariants

3.2.1 Une condition nécessaire et suffisante pour que P(m) soit dans Im(φm)

Supposons que m ≤ t et rappelons (section 3.1.2) que R(m) est la K - algèbre engendrée par les variables

X
(m)
1 , ... , X

(m)
t soumises aux relations (3.3) :

X
(m)
j X

(m)
i − λj,iX

(m)
i X

(m)
j = P

(m)
j,i (X

(m)
i+1 , ... , X

(m)
j−1)

pour i < j, avec P
(m)
j,i (X

(m)
i+1 , ... , X

(m)
j−1) ∈ K < X

(m)
i+1 , ... , X

(m)
j−1 >.

Proposition 3.2.1.
P(m) ∈ Im(φm) si et seulement si une des deux conditions suivantes est satisfaite

a) X
(m)
m /∈ P(m).

b) X
(m)
m ∈ P(m) et Θ(m)(δ

(m+1)
m (X

(m+1)
i )) ∈ P(m) pour 1 ≤ i ≤ m − 1.

Démonstration : Supposons que P(m) ∈ Im(φm), de sorte que P(m) = φm(P(m+1 )) avec P(m+1 )

∈ Spec(R(m+1)), et supposons que la condition a) n’est pas satisfaite. Ceci implique que P(m) = ker(g) où

g : R(m) → R(m+1)/P(m+1 ) est l’homomorphisme qui transforme chaque X
(m)
i en x

(m+1)
i = X

(m+1)
i +

P(m+1 ). Considérons un entier i, 1 ≤ i ≤ m − 1.

Rappelons que δ
(m+1)
m (X

(m+1)
i ) = P

(m+1)
m,i (X

(m+1)
i+1 , ... , X

(m+1)
m−1 ) et que Θ(m) : K < X

(m+1)
1 , ... , X

(m+1)
m−1 >

→ K < X
(m)
1 , ... , X

(m)
m−1 > est l’homomorphisme qui transforme chaque X

(m+1)
l en X

(m)
l . Puisque X

(m)
m

∈ P(m), on a X
(m+1)
m ∈ P(m+1 ) ([Cau03a], proposition 4.3.1.) et donc, δ

(m+1)
m (X

(m+1)
i ) ∈ P(m+1 ). Il en

résulte que

g(Θ(m)(δ
(m+1)
m (X

(m+1)
i ))) = g(Θ(m)(P

(m+1)
m,i (X

(m+1)
i+1 , ... , X

(m+1)
m−1 )))

= g(P
(m+1)
m,i (X

(m)
i+1 , ... , X

(m)
m−1))

= P
(m+1)
m,i (x

(m+1)
i+1 , ... , x

(m+1)
m−1 )

= P
(m+1)
m,i (X

(m+1)
i+1 , ... , X

(m+1)
m−1 ) [P(m+1 )]

= δ
(m+1)
m (X

(m+1)
i ) [P(m+1 )] = 0 .

Ceci implique que Θ(m)(δ
(m+1)
m (X

(m+1)
i ))) ∈ ker(g) = P(m), de sorte que la condition b) est satisfaite.

Si la condition a) est satisfaite, alors P(m) ∈ Im(φm) par ([Cau03a], Lemme 4.3.1.).

Supposons que la condition b) est satisfaite. Donc, si 1 ≤ i ≤ m − 1, on a, comme précédemment,

P
(m+1)
m,i (X

(m)
i+1 , ... , X

(m)
m−1) = Θ(m)(δ

(m+1)
m (X

(m+1)
i )) ∈ P(m). Donc, dans A(m) = R(m)/P(m), on a

P
(m+1)
m,i (x

(m)
i+1 , ... , x

(m)
m−1) = 0.

Puisque P
(m)
m,i = 0 (voir section 3.1.2), on peut écrire x

(m)
m x

(m)
i − λm,ix

(m)
i x

(m)
m = P

(m)
m,i (x

(m)
i+1 , ... , x

(m)
m−1)

= 0 = P
(m+1)
m,i (x

(m)
i+1 , ... , x

(m)
m−1).

Si 1 ≤ i ≤ j − 1 avec j 6= m, on a (voir section 3.1.2)

x
(m)
j x

(m)
i − λj,ix

(m)
i x

(m)
j = P

(m)
j,i (x

(m)
i+1 , ... , x

(m)
j−1) = P

(m+1)
j,i (x

(m)
i+1 , ... , x

(m)
j−1).

Donc, par la propriété universelle des algèbres définies par générateurs et relations, il existe un (unique) homo-

morphisme ǫ : R(m+1) → A(m) qui transforme chaque X
(m+1)
l en x

(m)
l . Cet homomorphisme est surjectif

et son noyau ker(ǫ) = P(m+1 ) est un idéal premier de R(m+1). On observe que, puisque X
(m)
m ∈ P(m),

on a X
(m+1)
m ∈ P(m+1 ), et que ǫ induit un isomorphisme

ǫ : R(m+1)/P(m+1 ) → A(m) = R(m)/P(m)

qui transforme chaque x
(m+1)
l en x

(m)
l . Rappelons que fm : R(m) → R(m)/P(m) représente l’homo-

morphisme canonique, de sorte que g = (ǫ)−1 ◦ fm : R(m) → R(m+1)/P(m+1 ) est l’homomorphisme qui

transforme chaque X
(m)
l en x

(m+1)
l . Comme ker(g) = ker(fm) = P(m), on conclut que P(m) =

φm(P(m+1 )).

�
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Corollaire 3.2.2.
Supposons que 2 ≤ m ≤ t + 1 et considérons un idéal Q ∈ Spec(R(m)).

Supposons que X
(m)
m /∈ Q, ... , X

(m)
t /∈ Q.

Alors il existe P ∈ Spec(R) tel que Q soit l’image canonique de P dans Spec(R(m)). De plus, si P(2) est
l’image canonique de P dans Spec(R(2)), alors

P(2) ∩ {Zm, ... , Zt} = ∅.

Démonstration : On prouve ceci par récurrence descendante sur m.

• Si m = t + 1, on a Q ∈ Spec(R) et P = Q vérifie les propriétés requises.
• Supposons 2 ≤ m ≤ t. Par la proposition 3.2.1, on a Q = φm(Q′) avec Q′ ∈ Spec(R(m+1)). Comme

X
(m)
m /∈ Q, on a (voir section 3.1.3) X

(m+1)
m /∈ Q′ et, si on pose Sm = {(X(m+1)

m )d | d ∈ N},

Q = R(m) ∩ Q′S−1
m .

Supposons X
(m+1)
j ∈ Q′ avec j ≥ m. Comme X

(m+1)
j = X

(m)
j (voir section 3.1.2), on a X

(m)
j ∈ R(m) ∩ Q′

⊆ R(m) ∩ Q′S−1
m = Q, ce qui est faux. On a donc :

•• X
(m+1)
m /∈ Q′.

•• X
(m+1)
m+1 /∈ Q′, ... , X

(m+1)
t /∈ Q′ et, par l’hypothèse de récurrence, il existe P ∈ Spec(R) tel que Q′

soit l’image canonique de P dans Spec(R(m+1)). Ceci implique que Q = φm(Q′) est l’image canonique
de P dans Spec(R(m)). De plus, encore par l’hypothèse de récurrence, on a

P(2) ∩ {Zm+1, ... , Zt} = ∅.

Comme X
(m+1)
m /∈ Q′, on sait ([Cau03a], proposition 5.2.1.) que Zm /∈ P(2).

�

3.2.2 Quelques propriétés de A(m)

Pour tout entier j ∈ J2, m− 1K, on pose P(j) = φj ◦ ... ◦φm−1(P(m)). Construisons d’abord dans A(m)

une nouvelle version de l’algorithme d’effacement des dérivations.

Proposition 3.2.3.

Pour tout entier j ∈ J2, m − 1K, il existe une famille (x
(j)
1 , ... , x

(j)
t ) dans Dm = Frac(A(m)) et une

sous-algèbre A(j) = K < x
(j)
1 , ... , x

(j)
t > de Dm qui vérifient les propriétés suivantes.

1. Si l et i sont dans J1, tK, on a hl(x
(j)
i ) = λl,ix

(j)
i , hl(A

(j)) = A(j) et hl induit, par restriction,
un automorphisme ( toujours noté hl) de A(j).

2. Prenons l ∈ J1, tK et notons d
(j)
l la hl - dérivation à gauche de A(j) associée à x

(j)
l (d

(j)
l (a) =

x
(j)
l a − hl(a)x

(j)
l pour tout a ∈ A(j)). Alors d

(j)
l (K < x

(j)
1 , ... , x

(j)
l−1 >) ⊂ K < x

(j)
1 , ... , x

(j)
l−1 >

et d
(j)
l est localement nilpotente sur K < x

(j)
1 , ... , x

(j)
l−1 >.

3. Il existe un unique homomorphisme fj : R(j) → A(j) qui transforme chaque X
(j)
i en x

(j)
i (1 ≤ i ≤ t).

fj est surjectif et ker(fj) = P(j).

4. Si l ∈ J1, tK, on a d
(j)
l ◦ fj = fj ◦ δ

(j)
l et hl ◦ fj = fj ◦ hl.

5. Si l, e ∈ J1, tK, on a hl ◦ he = he ◦ hl et hl ◦ d
(j)
e = λl,ed

(j)
e ◦ hl.

6. Si x
(j+1)
j = 0, alors x

(j)
i = x

(j+1)
i pour tout i ∈ J1, tK.

7. Si x
(j+1)
j 6= 0, et i ∈ J1, tK, alors
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(a) j ≤ i ⇒ x
(j)
i = x

(j+1)
i . En particulier, on a x

(j)
j = x

(j+1)
j .

(b) i < j ⇒ x
(j)
i = x

(j+1)
i +

+∞∑

d=1

c
(j+1)
d (x

(j+1)
j )−d avec c

(j+1)
d =

(1 − qj)
−d

[d]!qj

λ−d
j,i (d

(j+1)
j )d (x

(j+1)
i ).

(On observe que, comme K < x
(j+1)
1 , ... , x

(j+1)
j−1 > est d

(j+1)
j - stable, on a c

(j+1)
d ∈ K < x

(j+1)
1 , ... , x

(j+1)
j−1 >

et, comme d
(j+1)
j est localement nilpotente sur K < x

(j+1)
1 , ... , x

(j+1)
j−1 >, seulement un nombre fini

des c
(j+1)
d sont non nuls.)

Démonstration :
Observons d’abord que, si 3. est vérifiée et si hl ◦ fj = fj ◦ hl (en tant que morphismes de R(j) dans Dm)
pour tout l, alors les propriétés 1. à 5. sont toutes vérifiées. En effet,

1. Pour tout l et i dans J1, tK, on a hl(x
(j)
i ) = hl ◦ fj(X

(j)
i ) = fj ◦ hl(X

(j)
i ) = λl,ifj(X

(j)
i ) = λl,ix

(j)
i .

Ceci implique immédiatement que hl(A
(j)) = A(j) et hl induit, par restriction, un automorphisme de

A(j).

4. Si P ∈ R(j), on a d
(j)
l (fj(P )) = x

(j)
l fj(P ) − hl(fj(P ))x

(j)
l , = fj(X

(j)
l P − hl(P )X

(j)
l ) = fj ◦ δ

(j)
l (P ).

Ceci démontre que d
(j)
l ◦ fj = fj ◦ δ

(j)
l .

2. Par 4., on a d
(j)
l (K < x

(j)
1 , ... , x

(j)
l−1 >) = d

(j)
l (fj(K < X

(j)
1 , ... , X

(j)
l−1 >)) = fj(δ

(j)
l (K < X

(j)
1 , ... , X

(j)
l−1 >))

⊂ fj(K < X
(j)
1 , ... , X

(j)
l−1 >) = K < x

(j)
1 , ... , x

(j)
l−1 >. De plus, si a ∈ K < x

(j)
1 , ... , x

(j)
l−1 >, on

peut écrire a = fj(P ) avec P ∈ K < X
(j)
1 , ... , X

(j)
l−1 >. Comme δ

(j)
l est localement nilpotente sur

K < X
(j)
1 , ... , X

(j)
l−1 >, on a (δ

(j)
l )r(P ) = 0 pour un certain r ∈ N, et (d

(j)
l )r(a) = (d

(j)
l )r ◦ fj(P )

= fj ◦ (δ
(j)
l )r(P ) = 0. Donc, d

(j)
l est localement nilpotente sur K < x

(j)
1 , ... , x

(j)
l−1 >.

5. Si i appartient à J1, tK, on a hl ◦ he(x
(j)
i ) = λl,iλe,ix

(j)
i = he ◦ hl(x

(j)
i ) et, comme A(j) est engendrée

par les éléments x
(j)
i , on a hl ◦ he = he ◦ hl.

Considérons deux éléments a, b de A(j) tels que les applications hl ◦ d
(j)
e et λl,ed

(j)
e ◦ hl coïncident

sur a et b. Alors, on a hl ◦ d
(j)
e (ab) = hl(d

(j)
e (a)b + he(a)d

(j)
e (b)) = λl,ed

(j)
e (hl(a))hl(b) +

λl,ehe(hl(a))d
(j)
e (hl(b)) = λl,ed

(j)
e ◦hl(ab). Donc, il suffit de montrer que hl◦d

(j)
e et λl,ed

(j)
e ◦hl coïncident

sur chaque x
(j)
i . Or hl ◦ d

(j)
e (x

(j)
i ) = hl(x

(j)
e x

(j)
i − λe,ix

(j)
i x

(j)
e ) = λl,eλl,i(x

(j)
e x

(j)
i − λe,ix

(j)
i x

(j)
j ) =

λl,eλl,id
(j)
e (x

(j)
i ) = λl,ed

(j)
e (hl(x

(j)
i )), de sorte que l’on a bien hl ◦ d

(j)
e = λl,ed

(j)
e ◦ hl.

Pour j ∈ J2, m − 1K, on note Hj l’hypothèse suivante :

Il existe une famille (x
(j+1)
1 , ... , x

(j+1)
t ) ∈ (Dm)t et une sous-algèbre A(j+1) = K < x

(j+1)
1 , ... , x

(j+1)
t >

de Dm qui vérifie les analogues des propriétés 1. à 5. obtenues en changeant j en j + 1.

Observons que l’hypothèse Hm−1 est satisfaite. En effet, les constructions de fm et des variables x
(m)
i

(voir le début de la section 3.2) impliquent directement la propriété 3. et l’égalité h ◦ fm = fm ◦ h pour tout
h dans H .
Suppososns à présent que Hj est satisfaite, définissons les éléments x

(j)
i comme dans 6. et 7. et posons A(j)

= K < x
(j)
1 , ... , x

(j)
t >. Il reste à prouver que la propriété 3. est satisfaites et que hl ◦ fj = fj ◦ hl.

• Supposons que x
(j+1)
j = 0, de sorte que X

(j+1)
j ∈ Ker(fj+1) = P(j+1 ). Rappelons que, dans ce cas,

P(j) est le noyau du morphisme g : R(j) → R(j+1)/P(j+1 ) qui transforme chaque X
(j)
i en X

(j+1)
i +

P(j+1 ).
Par l’hypothèse Hj , fj+1 : R(j+1) → A(j+1) induit un isomorphisme f̂j+1 : R(j+1)/P(j+1 ) → A(j+1 )

qui transforme chaque X
(j+1)
i + P(j+1 ) en x

(j+1)
i . Donc fj = f̂j+1 ◦ g : R(j) → A(j+1) est

l’homomorphisme qui transforme chaque X
(j)
i en x

(j+1)
i , et on a ker(fj) = ker(g) = P(j). Comme,
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dans ce cas, on a x
(j)
i = x

(j+1)
i pour tout i, on obtient que fj satisfait la propriété 3. De plus, si l et i

sont dans J1, tK, on a hl ◦ fj(X
(j)
i ) = hl(x

(j)
i ) = hl(x

(j+1)
i ) = λl,i(x

(j+1)
i ) = λl,i(x

(j)
i ) = fj ◦ hl(X

(j)
i ).

Donc, hl ◦ fj = fj ◦ hl.

• Supposons que x
(j+1)
j 6= 0, de sorte que X

(j+1)
j /∈ Ker(fj+1) = P(j+1 ). Posons Sj = {(X(j+1)

j )l | l ∈
N} et rappelons que

P(j) = P(j+1 )S−1
j ∩R(j).

Comme fj+1(X
(j+1)
j ) = x

(j+1)
j est inversible dans Dm, fj+1 peut être étendu en un homomorphisme

f̃j+1 : R(j+1)S−1
j → Dm (f̃j+1(Q(X

(j+1)
j )−l) = fj+1(Q)(x

(j+1)
j )−l pour tout Q dans R(j+1) et l dans

N) et on a ker(f̃j+1) = P(j+1 )S−1
j . Rappelons que R(j) ⊂ R(j+1)S−1

j et calculons f̃j+1(X
(j)
i ) pour

tout i ∈ J1, tK.

•• Si j ≤ i, alors on a X
(j)
i = X

(j+1)
i (voir section 3.1.2) et f̃j+1(X

(j)
i ) = x

(j+1)
i = x

(j)
i .

•• Si i < j, alors on a

X
(j)
i = X

(j+1)
i +

+∞∑

d=1

C
(j+1)
d (X

(j+1)
j )−d

avec

C
(j+1)
d =

(1 − qj)
−d

[d]!qj

λ−d
j,i (δ

(j+1)
j )d (X

(j+1)
i ).

Comme C
(j+1)
d ∈ R(j+1), on a f̃j+1(C

(j+1)
d ) = fj+1(C

(j+1)
d ) =

(1 − qj)
−d

[d]!qj

λ−d
j,i fj+1◦(δ

(j+1)
j )d (X

(j+1)
i )

=
(1 − qj)

−d

[d]!qj

λ−d
j,i (d

(j+1)
j )d ◦ fj+1(X

(j+1)
i ) =

(1 − qj)
−d

[d]!qj

λ−d
j,i (d

(j+1)
j )d (x

(j+1)
i ) = c

(j+1)
d . Donc, on a

f̃j+1(X
(j)
i ) = x

(j+1)
i +

+∞∑

d=1

c
(j+1)
d (x

(j+1)
j )−d = x

(j)
i

Ainsi, on a f̃j+1(X
(j)
i ) = x

(j)
i pour tout i ∈ J1, tK, de sorte que la restriction fj de f̃j+1 à R(j) est

l’unique homomorphisme de R(j) dans A(j) qui transforme chaque X
(j)
i en x

(j)
i . fj est surjectif et

ker(fj) = ker(f̃j+1) ∩ R(j) = P(j+1 )S−1
j ∩ R(j) = P(j). Ceci montre que fj satisfait la propriété 3,

et il reste à vérifier que, pour tout l dans J1, tK, on a hl ◦ fj = fj ◦ hl. Comme hl(X
(j)
i ) = λl,iX

(j)
i , il

suffit de vérifier que hl(x
(j)
i ) = λl,ix

(j)
i pour tout i.

Si j ≤ i, on a hl(x
(j)
i ) = hl(x

(j+1)
i ) = λl,ix

(j+1)
i = λl,ix

(j)
i .

Supposons i < j.
Par l’hypothèse Hj , on peut utiliser la propriété 5. au rang j + 1, de sorte que

hl ◦ d
(j+1)
j = λl,jd

(j+1)
j ◦ hl.

Pour tout d ∈ N, on a donc, compte tenu de la propriété 1. au rang j + 1

hl(c
(j+1)
d ) = hl(

(1 − qj)
−d

[d]!qj

λ−d
j,i (d

(j+1)
j )d (x

(j+1)
i ))

=
(1 − qj)

−d

[d]!qj

λ−d
j,i λd

l,j(d
(j+1)
j )d ◦ hl(x

(j+1)
i ) = λl,iλ

d
l,jc

(j+1)
d .

Ainsi, toujours au moyen de la propriété 1. au rang j + 1, on a hl( c
(j+1)
d (x

(j+1)
j )−d) = λl,ic

(j+1)
d (x

(j+1)
j )−d ,

de sorte que hl(x
(j)
i ) = λl,ix

(j)
i .

�
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Rappelons (voir section 3.1.3) que, comme P(m) est H - invariant, chaque P(j) (2 ≤ j ≤ m) est H -
invariant. En particulier, P(2) est H - invariant. Notons

∆ = {i ∈ J1, tK | Zi ∈ P(2)} = {j1 < ... < js} (lorsque cet ensemble est non vide)

et

∆ = J1, tK \ ∆ = {l1 < ... < le} (lorsque cet ensemble est non vide).

Rappelons que P(2) = P(2)
∆ (voir section 3.1.3), R = R(2) et posons A = A(2). Pour tout i ∈ J1, tK,

posons zi = x
(2)
i et observons que f2 : R → A transforme chaque Zi = X

(2)
i en zi. On peut donc aussi

décrire ∆ et ∆ comme suit :

∆ = {i ∈ J1, tK | zi = 0}

∆ = {i ∈ J1, tK | zi 6= 0}

Observation 3.2.4.

Si ∆ est vide alors x
(m)
i est nul pout tout i ∈ J1, tK .

Démonstration : Si ∆ est vide, on a x
(j+1)
j = zj = 0 pour chaque j ∈ J1, m− 1K]. Par le point 6. de

la proposition 3.2.3, ceci implique que, si i ∈ J1, tK et j ∈ J1, m − 1K, on a x
(j+1)
i = x

(j)
i . Donc, chaque

x
(m)
i = x

(2)
i = zi = 0.

�

Jusqu’à la fin de la section 3.2.2, on suppose que ∆ est non vide. Alors, on a :

Proposition 3.2.5.
1. A = K < zl1 , ... , zle > .

2. Si 1 ≤ i < d ≤ e, on a zldzli = λld,lizlizld .

3. zl1 , ... , zle sont tous non nuls et les polynômes de Laurent (ordonnés) za = za1

l1
... zae

le
(a = (a1, ... , ae) ∈ Ze) sont K-linéairement indépendants.

Démonstration :

1. A = K < z1, ... , zt > (voir proposition 3.2.3) et, pour i /∈ {l1, ... , le}, on a i ∈ ∆ ⇒ Zi ∈
P(2) = ker(f2) ⇒ zi = 0.

2. On sait (section 3.1.2) que ZldZli = λld,liZliZld . Si on transforme par f2, on obtient l’égalité voulue.

3. On note R̂ = K < Zl1 , ... , Zle > la sous-algèbre de R engendrée par Zl1 , ... , Zle . Par la propriété

1., f2 induit (par restriction) un homomorphisme surjectif f̂2 : R̂ → A et ker(f̂2) = R̂ ∩ P(2).

Comme chaque P ∈ P(2) = P(2)
∆ = ({Zj1 , ..., Zjs

}) est une combinaison linéaire de monômes dans
laquelle au moins l’une des variables Zji

avec 1 ≤ i ≤ s apparaît, cette intersection est réduite à zero.

Donc f̂2 est un isomorphisme qui transforme chaque Zli en zli . Comme les monômes ordonnés en
Zl1 , ... , Zle sont linéairement indépendants, on a la même propriété pour les monômes ordonnées en
zl1 , ... , zle . Par suite, zl1 , ... , zle sont non nuls et les monômes de Laurent ordonnés en zl1 , ... , zle

sont aussi linéairement indépendants.

�
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3.2.3 Chaque x
(m)
i est un polynôme de Laurent en zl1 , ... , zle

Les conventions sont les mêmes que dans la section 3.2.2 et on suppose toujours que ∆ est non vide.

Considérons un entier i ∈ J1, tK.

Si u ∈ Dm et si γ ∈ ZΠ, on dit (comme dans la section 3.1.2) que u est homogène de degré γ si
hρ(u) = q−(ρ,γ)u pour tout ρ dans ZΠ. Comme q n’est pas une racine de l’unité, et comme E est engendré
par Π, le degré d’un élément homogène non nul est défini de manière unique. De plus, on a immédiatement
les propriétés suivantes :

• Si u1, ... , ur sont homogènes de même degré γ, alors toute combinaison linéaire de u1, ... , ur (dont
les coefficients sont dans K) est homogène de degré γ.

• Si u1 est homogène de degré γ1 et u2 est homogène de degré γ2, alors u1u2 est homogène de degré
γ1 + γ2.

• De même, si u est non nul et homogène de degré γ, alors u−1 est homogène de degré − γ.
• Donc, si u1, ... , ur sont non nuls et homogènes de degré γ1, ... , γr respectivement, si a = (a1, ... , ar)
∈ Zr, alors ua := ua1

1 ... uar
r est homogène de degré a1γ1 + ... + arγr.

Lemme 3.2.6.
Considérons un entier j ∈ J2, mK.

1. Si j ≤ i + 1, alors x
(j)
i = zi. En particulier, x

(i+1)
i = zi.

2. Si 1 ≤ i < l ≤ t, alors x
(j)
l x

(j)
i − λl,ix

(j)
i x

(j)
l = d

(j)
l (x

(j)
i ) = fj(P

(j)
l,i ) ∈ K < x

(j)
i+1, ... , x

(j)
l−1 >. De

plus, si l ≥ j ou l = i + 1, alors d
(j)
l (x

(j)
i ) = 0.

3. Si U ∈ R(j) est homogène de degré γ, alors fj(U) est homogène de même degré γ. En particulier,

x
(j)
i est homogène de degré βi.

4. Si j ≤ l ≤ t et u ∈ K < x
(j)
1 , ... , x

(j)
l−1 >, alors zlu = hl(u)zl.

Démonstration :

1. Par la proposition 3.2.3, on a x
(i+1)
i = x

(i)
i = ... = x

(2)
i = zi.

2. Par la proposition 3.2.3, on a x
(j)
l x

(j)
i − λl,ix

(j)
i x

(j)
l = x

(j)
l x

(j)
i − hl(x

(j)
i )x

(j)
l = d

(j)
l (x

(j)
i ) = d

(j)
l ◦ fj(X

(j)
i )

= fj ◦ δ
(j)
l (X

(j)
i ) et on sait (voir section 3.1.2) que δ

(j)
l (X

(j)
i ) = P

(j)
l,i ∈ K < X

(j)
i+1, ... , X

(j)
l−1 >. De

plus, si l ≥ j ou l = i + 1, on sait (voir section 3.1.2) que P
(j)
l,i = 0. En appliquant fj , on a le résultat

voulu.

3. Considérons ρ dans ZΠ. Par la proposition 3.2.3, on a hρ(fj(U)) = fj(hρ(U)) = q−(ρ,γ)fj(U).

4. Par 1., on a zl = x
(j)
l . Donc, zlu − hl(u)zl = x

(j)
l u − hl(u)x

(j)
l = d

(j)
l (u).

Comme j ≤ l, il résulte de 2. que d
(j)
l (x

(j)
i ) = 0 pour tout i < l. Ceci implique que d

(j)
l est nulle sur

K < x
(j)
1 , ... , x

(j)
l−1 > et, en particulier, d

(j)
l (u) = 0.

�

Lemme 3.2.7.

Considérons un entier j ∈ J2, mK.

1. Si j ≤ l1, alors x
(j)
i = zi.

2. Supposons que l1 < j et notons d le plus grand entier tel que ld < j (1 ≤ d ≤ p). Alors x
(j)
i

= x
(ld+1)
i .
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Démonstration :

2. On prouve ceci par récurrence sur j. Si j = ld + 1, il n’y a rien à démontrer. Supposons que j >

ld + 1 et posons j′ = j − 1 > ld. Par le lemme 3.2.6, on a x
(j′+1)
j′ = zj′ = 0 (car j′ ∈ ∆). Donc,

par la proposition 3.2.3, x
(j)
i = x

(j′+1)
i = x

(j′)
i = x

(ld+1)
i (par l’hypothèse de récurrence).

1. La preuve est la même ( en observant qu’il n’y a rien à démontrer si j = 2).

�

Supposons que l1 < m et notons p le plus grand entier tel que lp < m.

Proposition 3.2.8.
Considérons un entier j ∈ J2, mK et supposons que i < j.

1. Si i < j ≤ l1, alors x
(j)
i = zi = 0.

Supposons que l1 < j et notons d le plus grand entier tel que ld < j (1 ≤ d ≤ p).

2. (a) Si ld ≤ i < j, alors x
(j)
i = zi.

(b) Si i < ld < j, alors

x
(j)
i = x

(ld)
i + Q1z

−1
ld

+ ... + QKz−K
ld

avec K ≥ 1 et :
• Si d = 1, alors chaque Ql = 0 (i.e. x

(j)
i = x

(ld)
i ).

• Si d > 1 et i ≥ ld−1, alors chaque Ql = 0 (i.e. x
(j)
i = x

(ld)
i ).

• Si d > 1 et i < ld−1, alors chaque Ql ∈ K < x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

>.

Démonstration :

1. Par le lemme 3.2.7 (1.), on a x
(j)
i = zi et, comme i < l1, on a i ∈ ∆, de sorte que zi = 0.

2. (a) Par le lemme 3.2.7 (2.), on a x
(j)
i = x

(ld+1)
i et, comme ld + 1 ≤ i, c’est aussi égal à zi.

(b) On démontre ce résultat par récurrence descendante sur i.

Comme dans 2.a., on a x
(j)
i = x

(ld+1)
i et, comme x

(ld+1)
ld

= zld 6= 0, il résulte de la proposition
3.2.3 (7.(b)) que

x
(j)
i = x

(ld)
i + P1z

−1
ld

+ ... + PLz−L
ld

avec L ≥ 1 et chaque Pl = µl (d
(ld+1)
ld

)l (x
(ld+1)
i ) (µl ∈ K∗). Par le lemme 3.2.6, chaque Pl ∈

K < x
(ld+1)
i+1 , ... , x

(ld+1)
ld−1 > = K < x

(j)
i+1, ... , x

(j)
ld−1 > (compte tenu du lemme 3.2.7).

Supposons que i = ld − 1. Alors, par le lemme 3.2.6, on a d
(ld+1)
ld

(x
(ld+1)
i ) = 0. Ceci implique que

Pl = 0 pour chaque l. Donc, x
(j)
i = x

(ld)
i et la démonstration est finie.

Supposons à présent que i < ld − 1 et, pour i + 1 ≤ h ≤ ld − 1,

x
(j)
h = x

(ld)
h + Q1,hz−1

ld
+ ... + QM,hz−M

ld

avec M ≥ 1, et :

• chaque Ql,h = 0 si d = 1,
• chaque Ql,h = 0 si d > 1 et h ≥ ld−1,

• chaque Ql,h ∈ K < x
(ld)
h+1, ... x

(ld)
ld−1

> si d > 1 et h < ld−1.

Ceci implique les résultats suivants :

• Si d = 1, alors chaque x
(j)
h = x

(ld)
h (i + 1 ≤ h ≤ ld − 1).
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• Si d > 1 et ld−1 ≤ h ≤ ld − 1, alors x
(j)
h = x

(ld)
h .

• Si d > 1 et i + 1 ≤ h < ld−1, alors x
(j)
h ∈ K < x

(ld)
h , x

(ld)
h+1, ... , x

(ld)
ld−1

, z−1
ld

>.

Il en résulte que chaque Pl ∈ K < x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1, z

−1
ld

>.

• Si d = 1 et h < ld, on a (par le premier point de la proposition) x
(ld)
h = zh = 0. Donc, dans ce

cas, chaque Pl ∈ K et

x
(j)
i = x

(ld)
i + Q1z

−1
ld

+ ... + QKz−K
ld

avec K ≥ 1 et chaque Ql appartient à K. Comme x
(j)
i et x

(ld)
i sont homogènes de poids βi, il en est

de même pour Q1z
−1
ld

+ ... +QKz−K
ld

. Comme zld est homogène de degré βld et comme les monômes
za

ld
, (a ∈ Z) sont K-linéairement indépendants, on voit immédiatement que Q1 = ... = QK = 0.

• Supposons maintenant que d > 1.

Si ld−1 < h ≤ ld − 1, on a (par 2.a.) x
(ld)
h = zh = 0 (car h ∈ ∆). Donc,

•• Si i ≥ ld−1, chaque Pl ∈ K et comme ci-dessus

x
(j)
i = x

(ld)
i

•• Si i < ld−1, chaque Pl ∈ K < x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

, z−1
ld

>. Comme, par le lemme 3.2.6, zld =

x
(ld)
ld

q - commute avec x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

, chaque Pl peut s’écrire comme suit :

Pl = S0,l + S1,lz
−1
ld

+ ... + SE,lz
−E
ld

avec E ≥ 1 et chaque Sj,l ∈ K < x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

> . On en déduit que

x
(j)
i = x

(ld)
i + Q1z

−1
ld

+ ... + QKz−K
ld

avec K ≥ 1 et chaque Ql appartient à K < x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

>.

�

Proposition 3.2.9.

Considérons un entier j ∈ J2, mK, supposons que i+1 < j et considérons un élément u de K < x
(j)
i+1, ..., x

(j)
j−1 > .

1. Si j ≤ l1, alors u ∈ K.

2. Supposons que l1 < j et notons d le plus grand entier tel que ld < j (1 ≤ d ≤ p).

(a) Si ld ≤ i, alors u ∈ K.

(b) Si i < ld, alors
u = u1z

a1

ld
+ ... + uKzaK

ld

avec K ≥ 1, (a1, ... , aK) ∈ ZK et :

• Si d = 1, alors chaque ul ∈ K.
• Si d > 1 et i ≥ ld−1, alors chaque ul ∈ K.
• Si d > 1 et i < ld−1, alors chaque ul ∈ K < x

(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

>.

Démonstration :

1. Par la proposition 3.2.8 (1.), on a x
(j)
h = 0 pour tout h < j. Donc, u ∈ K.

2. (a) Considérons un entier h avec i < h < j.

Comme ld ≤ i, on déduit de la proposition 3.2.8 (2.a.) que x
(j)
h = zh = 0 (car h ∈ ∆). Donc u ∈

K.
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(b) Considérons à nouveau un entier h avec i < h < j.

Si ld < h, alors, comme en 2.a., on a x
(j)
h = 0. Si h = ld, alors, encore par la proposition 3.2.8

(2.a.), on a x
(j)
h = zh = zld .

Il en résulte que

u ∈ K < x
(j)
i+1, ..., x

(j)
ld−1, zld > . (3.7)

• Supposons d = 1.
Si h < ld, alors, par la proposition 3.2.8 (2.b. et 1.), on a

x
(j)
h = x

(ld)
h = 0

Il en résulte donc que u ∈ K < zld >, il en résulte que

u = u1z
a1

ld
+ ... + uKzaK

ld

avec N ≥ 1, (a1, ... , aN ) ∈ NN et chaque ul ∈ K.

• Supposons d > 1 et i ≥ ld−1.
Si i < h < ld, on a ld−1 < h < ld et, par la proposition 3.2.8 (2.b. et 2.a.),

x
(j)
h = x

(ld)
h = zh = 0 (h ∈ ∆)

Comme ci-dessus, on conclut que

u = u1z
a1

ld
+ ... + uKzaK

ld

avec K ≥ 1, (a1, ... , aK) ∈ NK et chaque ul ∈ K.
• Supposons que d > 1 et i < ld−1. Si i < h < ld, on a, toujours par la proposition 3.2.8 (2.b.),

x
(j)
h = x

(ld)
h + Q1z

−1
ld

+ ... + QMz−M
ld

avec M ≥ 1 et :

•• Si ld−1 < h, on conclut comme ci dessus que x
(j)
h = 0. On en déduit par (3.7)

u ∈ K < x
(j)
i+1, ..., x

(j)
ld−1

, zld > . (3.8)

•• Par la proposition 3.2.8 (2.b.), on a x
(j)
ld−1

= x
(ld)
ld−1

.

•• Si h < ld−1, alors chaque Ql ∈ K < x
(ld)
h+1, ... , x

(ld)
ld−1

> et, par conséquent,

x
(j)
h ∈ K < x

(ld)
h , x

(ld)
h+1, ... , x

(ld)
ld−1

, z−1
ld

> ⊂ K < x
(ld)
i+1, x

(ld)
h+1, ... , x

(ld)
ld−1

, z−1
ld

> .

Il en résulte que u ∈ K < x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

, z±1
ld

>. Comme, par le lemme 3.2.6, zld = x
(ld)
ld

q -

commute avec x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

, on en déduit que

u = u1z
a1

ld
+ ... + uKzaK

ld

avec K ≥ 1, (a1, ... , aK) ∈ ZK et chaque ul ∈ K < x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

>.

�

Proposition 3.2.10.

Considérons un entier j de J2, mK avec i < j.

1. Si {l1, ... , lp} ∩ Ji + 1, j − 1K = ∅, alors x
(j)
i = zi.
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2. Supposons que {l1, ... , lp}∩Ji+1, j−1K 6= ∅ et posons {l1, ... , lp}∩Ji+1, j−1K = {lc < ... < ld}.
Alors, on a

x
(j)
i = zi +

∑

a = (ac, ... , ad) ∈ F

η(a)zac

lc
... zad

ld
,

où

• F est un sous-ensemble fini (qui peut être vide) de Zd−c+1.
• Si � représente l’ordre lexicographique inverse dans Zd−c+1, alors, pour tout a dans F , on a a
≺ 0 (ie. a = (ac, ... , ar, 0, ... , 0) avec ar < 0.)

• Pour chaque a dans F , on a η(a) ∈ K∗.

Démonstration :

1. On suppose donc que {l1, ... , lp} ∩ Ji + 1, j − 1K = ∅, et on observe qu’il y a deux possibilités :

(a) j ≤ l1. Par la proposition 3.2.8, on sait que x
(j)
i = zi.

(b) l1 < j et, si d est le plus grand entier tel que ld < j, alors ld ≤ i < j. Encore, par la proposition

3.2.8, on sait que x
(j)
i = zi.

2. On démontre cette assertion par récurrence sur j − i.
Supposons j − i = 1. Dans ce cas, on a {l1, ... , lp} ∩ Ji + 1, j − 1K = ∅ et l’égalité à démontrer
résulte de 1.
Supposons j − i > 1. Comme l’ assertion 1. est déja prouvée, on peut supposer que {l1, ... , lp} ∩ Ji+
1, j − 1K = {lc < ... < ld} est non vide. Donc, on a l1 < j, d est le plus grand entier tel que ld < j
et i < ld < j. Par la proposition 3.2.8, on peut écrire :

x
(j)
i = x

(ld)
i + Q1z

−1
ld

+ ... + QKz−K
ld

avec K ≥ 1 et il y a trois cas possibles :

(a) d = 1. Alors chaque Ql = 0 et, comme x
(ld)
i = zi (proposition 3.2.8, 1.), le résultat est démontré.

(b) d > 1 et i ≥ ld−1. Alors chaque Ql = 0 et, comme x
(ld)
i = zi (voir proposition 3.2.8, 2.a.), le résultat

est démontré.

(c) d > 1 et i < ld−1 (de sorte que c ≤ d − 1). Dans ce cas, chaque Ql ∈ K < x
(ld)
i+1, ... , x

(ld)
ld−1

>.

Comme ld < j, il résulte de l’hypothèse de récurrence que la proposition est vraie pour chaque x
(ld)
h

avec i ≤ h < ld. Ceci implique que

• Si i + 1 ≤ h ≤ ld−1, on a x
(ld)
h ∈ K < z±1

lc
, ... , z±1

ld−1
> (car {l1, ... , lp} ∩ Jh + 1, ld − 1K

⊆ {lc < ... < ld−1} et zh est soit nul soit égal à zlr avec c ≤ r ≤ d− 1). Donc, chaque Ql ∈
K < z±1

lc
, ... , z±1

ld−1
>.

•
x

(ld)
i = zi +

∑

a = (ac, ... , ad−1) ∈ F1

η(a)zac

lc
... z

ad−1

ld−1
,

où

⋄ F1 est un sous ensemble fini (peut être vide) de Zd−c.
⋄ Pour chaque a dans F1, on a a ≺ 0 et η(a) ∈ K∗.

Comme chaque Ql est une somme de monômes de Laurent (ordonnés) en les zlc , ... , zld−1
, on en

déduit que

x
(j)
i = zi +

∑

a = (ac, ... , ad) ∈ F

η(a)zac

lc
... zad

ld
,

où

⋄ F est un sous-ensemble fini (peut être vide) de Zd−c+1.
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⋄ Pour chaque a dans F , on a a ≺ 0 et η(a) ∈ K∗.

�

Cette proposition implique immédiatement

Corollaire 3.2.11.
Considérons un entier d avec 1 < d ≤ p. Si 1 ≤ i < ld, alors x

(ld)
i ∈ K < z±1

l1
, ... , z±1

ld−1
> .

Démonstration : Par la proposition 3.2.10, x
(ld)
i = zi + Q avec Q un polynôme de Laurent (peut

être égal à 0) en les zl1 , ... , zld−1
. Comme zi est soit 0 ou zlr avec 1 ≤ r ≤ d− 1, la démonstration est

terminée.
�

Corollaire 3.2.12.
Considérons un entier d avec 1 < d ≤ p. Dans Dm , considéré comme un module à gauche sur K <

x
(ld)
1 , ... , x

(ld)
ld−1 >, les monômes de Laurent zad

ld
... z

ap

lp
(ad, ... , ap dans Z) sont linéairement indépendents.

Démonstration : Par le corollaire 3.2.11, on a K < x
(ld)
1 , ... , x

(ld)
ld−1 > ⊆ K < z±1

l1
, ... , z±1

ld−1
>. Donc

le corollaire résulte immédiatement de l’indépendance K - linéaire des monômes de Laurent ordonnés en les
zl1 , ... , zle (voir proposition 3.2.5).

�

3.2.4 Une nouvelle condition suffisante pour que P(m) appartienne à Im(φm)

Les notations sont les mêmes que pour les sections précédentes, mais on ne suppose plus que ∆ est non
vide a priori.

Supposons m ≤ t et supposons que P(m) n’appartiennent pas à Im(φm) de sorte que, par la proposition

3.2.1, X
(m)
m ∈ P(m) et il existe un entier j de J1, m − 1K tel que

U = Θ(m)(δ(m+1 )
m (X

(m+1 )
j )) /∈ P(m).

Choisissons un tel j maximal. Alors, on a

Θ(m)(δ(m+1 )
m (X

(m+1 )
i )) ∈ P(m)

pour tout i dans Jj + 1, m− 1K et on observe que, comme U /∈ P(m), on a u := fm(U) 6= 0 dans A(m).

Rappelons que

∆ = {i ∈ J1, tK | Zi ∈ P(2)} = {j1 < ... < js} (si cet ensemble est non vide),

∆ = J1, tK \ ∆ = {l1 < ... < le} (si cet ensemble est non vide).

Lemme 3.2.13.
∆ est non vide, l1 < m, m /∈ ∆ et, si p est le plus grand entier tel que lp < m, on a j < lp < m.

Démonstration : Tout d’abord, rappelons que :

• Si ∆ est vide, alors (observation 3.2.4) chaque x
(m)
l (l ∈ J1, tK]) est nul.

• δ
(m+1)
m (X

(m+1)
j ) = P

(m+1)
m,j . Cet élément est 0 si m = j + 1 ou une somme (finie)

∑

a = (aj+1,...,am−1)

ca(X
(m+1)
j+1 )aj+1 ...(X

(m+1)
m−1 )am−1

avec chaque a dans Nm−1−j si m > j + 1 . De plus, a est non nul quand ca 6= 0.
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• Θ(m) : K < X
(m+1)
1 , ... , X

(m+1)
m−1 > → K < X

(m)
1 , ... , X

(m)
m−1 > est un homomorphisme d’algèbre qui

transforme chaque X
(m+1)
l en X

(m)
l .

Supposons que m = j + 1. Dans ce cas, on a

δ(m+1)
m (X

(m+1)
j ) = 0 ⇒ U = Θ(m)(δ(m+1)

m (X
(m+1)
j )) = 0 ∈ P(m)

et on obtient une contradiction.

Donc, on a m > j + 1, et

δ(m+1)
m (X

(m+1)
j ) =

∑

a = (aj+1,...,am−1)

ca(X
(m+1)
j+1 )aj+1 ...(X

(m+1)
m−1 )am−1 ⇒

U = Θ(m)(δ(m+1 )
m (X

(m+1 )
j )) =

∑

a = (aj+1 ,...,am−1 )

ca(X
(m)
j+1 )aj+1 ...(X

(m)
m−1 )am−1 ⇒

u = fm(U) =
∑

a = (aj+1,...,am−1)

ca(x
(m)
j+1)

aj+1 ...(x
(m)
m−1)

am−1 .

Supposons que ∆ est vide. Alors, chaque x
(m)
l est nul et, comme a est non nul quand ca 6= 0, on déduit

que u = 0 . Donc U ∈ Kerfm = P(m) et on a encore une contradiction. Ainsi ∆ est non vide.

Si l1 ≥ m, alors, pour tout l ∈ J1, m − 1K, on a ( lemme 3.2.7, puisque l < l1) x
(m)
l = zl = 0. Comme

ci-dessus, ceci implique que u = 0 et on a encore une contradiction. Donc l1 < m.

Comme X
(m)
m ∈ P(m), on a x

(m)
m = 0. Comme x

(m)
m = zm (lemme 3.2.6), on a Zm ∈ P(2) et donc, m

∈ ∆. De plus, si lp ≤ j, alors, pour tout l ∈ Jj + 1, m− 1K, on a (propostion 3.2.8 2.a., puisque lp < l < m)

x
(m)
l = zl = 0. Comme ci-dessus, ceci implique que u = 0 et on a encore une contradiction. Donc, j < lp.

�

On pose V = δ
(m+1)
m (X

(m+1)
j ) = X

(m+1)
m X

(m+1)
j − q−(βm,βj)X

(m+1)
j X

(m+1)
m (voir section 3.1.2), de sorte

que U = Θ(m)(V ).

Lemme 3.2.14.

Considérons un entier l avec j < l < m. Alors on a, dans R(m+1),

X
(m+1)
l V = q(βl,βm−βj)V X

(m+1)
l

+ q(βl,βm) [ q−(βj,βl+βm)X
(m+1)
j δ(m+1)

m (X
(m+1)
l ) − δ(m+1)

m (X
(m+1)
l )X

(m+1)
j ]

+ q(βl,βm)δ(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j ).

Démonstration : On observe que, comme chaque X
(m+1)
i est homogène de degré βi (voir section 3.1.2),

on a

δ
(m+1)
l (V ) = δ

(m+1)
l (X(m+1)

m )X
(m+1)
j + q−(βl,βm)X(m+1)

m δ
(m+1)
l (X

(m+1)
j )

−q−(βm,βj)δ
(m+1)
l (X

(m+1)
j )X(m+1)

m − q−[(βm,βj)+(βl,βj)]X
(m+1)
j δ

(m+1)
l (X(m+1)

m ).

Donc, on peut écrire

δ
(m+1)
l (V ) = A + B − C − D

avec
A = δ

(m+1)
l (X(m+1)

m )X
(m+1)
j ,
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B = q−(βl,βm)X(m+1)
m δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j ),

C = q−(βm,βj)δ
(m+1)
l (X

(m+1)
j )X(m+1)

m ,

D = q−[(βm,βj)+(βl,βj)]X
(m+1)
j δ

(m+1)
l (X(m+1)

m ).

Calculons séparément A, B, C et D :

• δ
(m+1)
l (X

(m+1)
m ) = X

(m+1)
l X

(m+1)
m − q−(βl,βm)X

(m+1)
m X

(m+1)
l . Comme on a aussi δ

(m+1)
m (X

(m+1)
l ) = X

(m+1)
m X

(m+1)
l

− q−(βl,βm)X
(m+1)
l X

(m+1)
m , on peut écrire X

(m+1)
l X

(m+1)
m = q(βl,βm) [ X

(m+1)
m X

(m+1)
l − δ

(m+1)
m (X

(m+1)
l ) ].

Donc

δ
(m+1)
l (X(m+1)

m ) = (q(βl,βm) − q−(βl,βm))X(m+1)
m X

(m+1)
l − q(βl,βm)δ(m+1)

m (X
(m+1)
l ).

• De là, on déduit que

δ
(m+1)
l (X(m+1)

m )X
(m+1)
j = (q(βl,βm) − q−(βl,βm))X(m+1)

m X
(m+1)
l X

(m+1)
j − q(βl,βm)δ(m+1)

m (X
(m+1)
l )X

(m+1)
j .

Mais on a aussi

δ
(m+1)
l (X

(m+1)
j ) = X

(m+1)
l X

(m+1)
j − q−(βl,βj)X

(m+1)
j X

(m+1)
l , de sorte que δ

(m+1)
l (X

(m+1)
m )X

(m+1)
j =

(q(βl,βm) − q−(βl,βm))X
(m+1)
m [q−(βl,βj)X

(m+1)
j X

(m+1)
l + δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j )] − q(βl,βm)δ

(m+1)
m (X

(m+1)
l )X

(m+1)
j .

Donc, on obtient :

A = (q(βl,βm) − q−(βl,βm))q−(βl,βj)X
(m+1)
m X

(m+1)
j X

(m+1)
l

+ (q(βl,βm) − q−(βl,βm))X
(m+1)
m δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j )

− q(βl,βm)δ
(m+1)
m (X

(m+1)
l )X

(m+1)
j .

• On en déduit que

A + B − C = (q(βl,βm) − q−(βl,βm))q−(βl,βj)X
(m+1)
m X

(m+1)
j X

(m+1)
l

+ q(βl,βm)X
(m+1)
m δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j ) − q−(βm,βj)δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j )X

(m+1)
m

− q(βl,βm)δ
(m+1)
m (X

(m+1)
l )X

(m+1)
j

= (q(βl,βm) − q−(βl,βm))q−(βl,βj)X
(m+1)
m X

(m+1)
j X

(m+1)
l

+ q(βl,βm)[X
(m+1)
m δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j ) − q−(βm,βl+βj)δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j )X

(m+1)
m ]

− q(βl,βm)δ
(m+1)
m (X

(m+1)
l )X

(m+1)
j .

Comme δ
(m+1)
l (X

(m+1)
j ) est homogène de degré βl + βj , on a

X
(m+1)
m δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j ) − q−(βm,βl+βj)δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j )X

(m+1)
m = δ

(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j ),

de sorte que

A + B − C = (q(βl,βm) − q−(βl,βm))q−(βl,βj)X(m+1)
m X

(m+1)
j X

(m+1)
l

+ q(βl,βm)δ
(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j ) − q(βl,βm)δ

(m+1)
m (X

(m+1)
l )X

(m+1)
j .

• En utilisant le calcul de δ
(m+1)
l (X

(m+1)
m ) fait dans le premier point ci-dessus, on peut écrire :

D = q−[(βm,βj)+(βl,βj)]X
(m+1)
j δ

(m+1)
l (X

(m+1)
m ) = q−(βj,βl+βm)X

(m+1)
j [(q(βl,βm) − q−(βl,βm))X

(m+1)
m X

(m+1)
l −

q(βl,βm)δ
(m+1)
m (X

(m+1)
l )],

de sorte que

D = q−(βj,βl+βm)(q(βl,βm) − q−(βl,βm))X
(m+1)
j X(m+1)

m X
(m+1)
l − q−(βj ,βl+βm)q(βl,βm)X

(m+1)
j δ(m+1)

m (X
(m+1)
l ).
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• On en déduit
δ
(m+1)
l (V ) = A+B−C−D = q−(βj,βl)(q(βl,βm)−q−(βl,βm))[X

(m+1)
m X

(m+1)
j −q−(βj ,βm)X

(m+1)
j X

(m+1)
m ]X

(m+1)
l

+ q(βl,βm)[q−(βj ,βl+βm)X
(m+1)
j δ

(m+1)
m (X

(m+1)
l ) − δ

(m+1)
m (X

(m+1)
l )X

(m+1)
j ]

+ q(βl,βm)δ
(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j ),

soit

δ
(m+1)
l (V ) = q−(βj ,βl)(q(βl,βm) − q−(βl,βm))V X

(m+1)
l

+ q(βl,βm)[q−(βj ,βl+βm)X
(m+1)
j δ(m+1)

m (X
(m+1)
l ) − δ(m+1)

m (X
(m+1)
l )X

(m+1)
j ]

+ q(βl,βm)δ(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j )

Comme V est homogène de degré βj + βm, on a aussi

δ
(m+1)
l (V ) = X

(m+1)
l V − q−(βl,βj+βm)V X

(m+1)
l ,

ce qui donne la formule annoncée.

�

Observons que, si j < l < m, on a les résultats suivants :

• δ
(m+1)
m (X

(m+1)
l ) ∈ K < X

(m+1)
l+1 , ... , X

(m+1)
m−1 > (ou est nul si l = m − 1) (voir section 3.1.2).

• De même, V = δ
(m+1)
m (X

(m+1)
j ) ∈ K < X

(m+1)
j+1 , ... , X

(m+1)
m−1 > (j < m − 1 par le lemme 3.2.13).

• δ
(m+1)
l (X

(m+1)
j ) ∈ K < X

(m+1)
j+1 , ... , X

(m+1)
l−1 > (ou est nul si l = j + 1), ce qui implique que

δ
(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j ) ∈ K < X

(m+1)
j+1 , ... , X

(m+1)
m−1 >.

Donc, V , δ
(m+1)
m (X

(m+1)
l ), δ

(m+1)
m ◦δ(m+1)

l (X
(m+1)
j ), X

(m+1)
l , X

(m+1)
j sont tous dans K < X

(m+1)
1 , ... , X

(m+1)
m−1 >

et, si on transforme l’égalité du lemme 3.2.14 par l’homomorphisme d’algèbre Θ(m), on obtient :

Lemme 3.2.15.

X
(m)
l U = q(βl,βm−βj)UX

(m)
l

+ q(βl,βm) [ q−(βj,βl+βm)X
(m)
j Θ(m)(δ(m+1)

m (X
(m+1)
l )) − Θ(m)(δ(m+1)

m (X
(m+1)
l ))X

(m)
j ]

+ q(βl,βm)Θ(m)(δ(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1)
j )).

Supposons toujours j < l < m et observons que

• Par définition de j, on a Θ(m)(δ
(m+1)
m (X

(m+1)
l )) ∈ P(m).

• On suppose que l > j + 1, de sorte que (par la section 3.1.2)

δ
(m+1)
l (X

(m+1)
j ) =

∑

a = (aj+1,...,al−1)

ca(X
(m+1)
j+1 )aj+1 ...(X

(m+1)
l−1 )al−1

avec chaque ca ∈ K.

Comme tout X
(m+1)
i est un hm - vecteur propre, chaque δ

(m+1)
m

(
(X

(m+1)
j+1 )aj+1 ...(X

(m+1)
l−1 )al−1

)
est

une combinaison linéaire de produits M1δ
(m+1)
m (X

(m+1)
i )M2 avec j < i < l et M1 (resp. M2) un

monôme ordonné en les X
(m+1)
j+1 , ... , X

(m+1)
i (resp. en les X

(m+1)
i , ... , X

(m+1)
l−1 ). Ceci implique que

Θ(m)(δ
(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1 )
j )) est une combinaison linéaire de produits N1Θ

(m)(δ
(m+1)
m (X

(m+1)
i ))N2

avec j < i < l et N1 (resp. N2) un monôme ordonné en les X
(m)
j+1 , ... , X

(m)
i (resp. en les X

(m)
i , ... ,

X
(m)
l−1 ).

Comme Θ(m)(δ
(m+1)
m (X

(m+1)
i )) ∈ P(m) pour j < i < m, on conclut que

Θ(m)(δ(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1 )
j )) ∈ P(m).
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On observe que ce résultat est aussi vrai quand l = j + 1 car, dans ce cas, δ
(m+1)
l (X

(m+1)
j ) est nul (voir

section 3.1.2). On a donc, pour j < l < m,

• Θ(m)(δ
(m+1)
m ◦ δ

(m+1)
l (X

(m+1 )
j )) ∈ P(m).

On en déduit, par le lemme 3.2.15,

• X
(m)
l U − q(βl,βm−βj)UX

(m)
l ∈ P(m).

En transformant par l’homomorphisme d’algèbre fm, on obtient :

Lemme 3.2.16 (j < l < m).

x
(m)
l u = q(βl,βm−βj)ux

(m)
l . (3.9)

Rappelons (voir section 3.1.2) que V = δ
(m+1)
m (X

(m+1)
j )) est un polynôme homogène en X

(m+1)
j+1 , ... , X

(m+1)
m−1

de degré βm + βj . Donc, comme Θ(m) transforme chaque X
(m+1)
i (1 ≤ i < m) en X

(m)
i , U = Θ(m)(V )

est un polynôme homogène en X
(m)
j+1 , ... , X

(m)
m−1 de degré βm + βj . Ceci implique :

Lemme 3.2.17.
u est un polynôme non nul, homogène de degré βm + βj, en x

(m)
j+1, ... , x

(m)
m−1.

Démonstration : u = fm(U) est non nul car U /∈ P(m). Comme fm transforme chaque X
(m)
i en

x
(m)
i , u est un polynôme en x

(m)
j+1, ... , x

(m)
m−1. De plus, U étant homogène de degré βm + βj , u = fm(U) est

homogène de degré βm + βj par le lemme 3.2.6.

�

Rappelons (lemme 3.2.13) que j < lp et que p est le plus grand entier tel que lp < m. Notons c le plus

petit entier tel que j < lc (1 ≤ c ≤ p). Comme u ∈ K < x
(m)
j+1, ... , x

(m)
m−1 >, il résulte de la proposition

3.2.9 (2.b.) que

u = u1z
a1

lp
+ ... + uMzaM

lp

avec M ≥ 1, (a1, ... , aM ) ∈ ZM et :
• Si p = 1, alors chaque ui ∈ K.
• Si p > 1 et j ≥ lp−1, alors chaque ui ∈ K.

• Si p > 1 et j < lp−1, alors chaque ui ∈ K < x
(lp)
j+1, ... , x

(lp)
lp−1

>,

de sorte que l’on peut écrire

• Si c = p, alors chaque ui ∈ K.

• Si c < p, alors chaque ui ∈ K < x
(lp)
j+1, ... , x

(lp)
lp−1

>.

Dans les deux cas, on peux supposer que u1, ... , uM sont tous non nuls et que a1 < ... < aM . On observe
alors que

• Chaque ui ∈ K < x
(lp)
1 , ... , x

(lp)
lp−1

> \{0}.
• Chaque ui est homogène de degré βm + βj − aiβlp .

En effet, comme u est homogène de degré βm + βj et zlp = x
(lp)
lp

est homogène de degré βlp , on a, pour
tout ρ ∈ ZΠ,

hρ(u) = q−(ρ, a1βlp)hρ(u1)z
a1

lp
+ ... + q−(ρ, aM βlp )hρ(uM )zaM

lp
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= q−(ρ, βm+βj) [u1z
a1

lp
+ ... + uMzaM

lp
].

Le corollaire 3.2.12 permet d’identifier les coefficients des zai

lp
pour chaque i. Ainsi q−(ρ, aiβlp)hρ(ui) =

q−(ρ, βm+βj)ui , de sorte que hρ(ui) = q−(ρ, βm+βj−aiβlp )ui pour chaque i.

�

Par la proposition 3.2.10 (1.), on a x
(m)
lp

= zlp = x
(lp)
lp

. Donc, au moyen du lemme 3.2.16 avec l = lp, on
obtient :

zlpu = q(βlp , βm−βj)uzlp (3.10)

et, par le lemme 3.2.6 (4.),

zlpu = zlp

[
u1z

a1

lp
+ ... + uMzaM

lp

]
= hlp(u1)z

a1+1
lp

+ ... + hlp(uM )zaM+1
lp

.

Chaque ui étant homogène de degré βm + βj − aiβlp , on en déduit

zlpu = [q−(βlp , βm+βj−a1βlp )u1z
a1

lp
+ ... + q−(βlp , βm+βj−aN βlp )uMzaM

lp
]zlp . (3.11)

Par les égalités (3.10) et (3.11), et après simplification par zlp , on obtient

q(βlp , βm−βj) [u1z
a1

lp
+ ... + uMzaM

lp
] = q−(βlp , βm+βj−a1βlp )u1z

a1

lp
+ ... + q−(βlp , βm+βj−aN βlp)uMzaM

lp
.

Si 1 ≤ i ≤ M , en identifiant les coefficients de zai

lp
(corollaire 3.2.12), il vient (puisque ui 6= 0 et q non racine

de l’unité)
−(βlp , βm + βj − aiβlp) = (βlp , βm − βj).

De là, ai‖βlp‖2 = 2(βlp , βm) et, par suite, ai = (β∨
lp

, βm).
Comme par construction, les ai sont supposés deux à deux distincts, ceci implique que M = 1 et on conclut :

Lemme 3.2.18.

u = upz
ap

lp

avec

• Si c = p, alors up ∈ K∗.

• Si c < p, alors up ∈ K < x
(lp)
j+1, ... , x

(lp)
lp−1

> \ {0}.
• ap = (β∨

lp
, βm).

• up est homogène de degré βm + βj − apβlp = γp + βj avec γp = sβlp
(βm).

Cela va nous permettre de démontrer

Lemme 3.2.19.
Pour chaque entier d avec c ≤ d ≤ p, on a

u = udz
ad

ld
... z

ap

lp

avec

• Si c = d, alors ud ∈ K∗.
• Si c < d, alors ud ∈ K < x

(ld)
j+1, ... , x

(ld)
ld−1

> \ {0}.
• Notons (γd, ... , γp, γp+1) la suite des racines (non necessairement positives) définie par γp+1 = βm et,

pour d ≤ i ≤ p, γi = sβli
(γi+1). Alors, chaque ai = (β∨

li
, γi+1).

• ud est homogène de degré γd + βj .
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Démonstration :
On procède par récurrence descendante sur d.
Si d = p, tout résulte du lemme 3.2.18.
Supposons que c ≤ d < p et que le lemme est vrai au rang d + 1, c’est à dire :

u = ud+1z
ad+1

ld+1
... z

ap

lp

avec

• ud+1 ∈ K < x
(ld+1)
j+1 , ... , x

(ld+1)
ld

> \ {0}.
• Si (γd+1, ... , γp, γp+1) est la suite des racines (non necessairement positives) définie par γp+1 = βm et,

pour d + 1 ≤ i ≤ p, γi = sβli
(γi+1), alors, chaque ai = (β∨

li
, γi+1).

• ud+1 est homogène de degré γd+1 + βj .

Par la proposition 3.2.9 (2.b. avec j = ld), on a :

ud+1 = v1z
b1
ld

+ ... + vMzbM

ld

avec M ≥ 1, (b1, ... , bM ) ∈ ZM et :
• Si d = c, alors chaque vi ∈ K.

• Si d > c, alors chaque vi ∈ K < x
(ld)
j+1, ... , x

(ld)
ld−1

>.

Comme ci-dessus, on peut supposer que v1, ... , vM sont tous non nuls et que b1 < ... < bM . Comme ud+1 est
homogène de degré γd+1 + βj et chaque zbi

ld
est homogène de degré biβld , on déduit du corollaire 3.2.12 (par

un raisonnement analogue à celui effectué ci-dessus pour les ui) que

• chaque vi est homogène de degré γd+1 + βj − biβld .

Par la proposition 3.2.10 (2.), on a

x
(m)
ld

= zld +
∑

s = (sd+1, ... , sp) ∈ F

η(s)z
sd+1

ld+1
... z

sp

lp
, (3.12)

où

• F est un sous-ensemble fini (éventuellement vide) de Zp−d.
• Si � représente l’ordre lexicographique inverse de Zp−d, alors, pour tout s dans F , on a s ≺ 0.
• Pour tout s dans F , on a η(s) ∈ K∗.

Par le lemme 3.2.6 (4.), on a (au moyen de (3.12))

zldud+1 = hld(v1)z
b1+1
ld

+ ... + hld(vM )zbM+1
ld

.

Pour chaque e = (ed+1, ... , ep) ∈ Z p−d, notons ze := z
ed+1

ld+1
... z

ep

lp
et observons, au moyen du lemme 3.2.6

(4.) et compte tenu de l’homogénéité des vi, que

zeud+1 = λe,1v1z
b1
ld

ze + ... + λe,MvMzbM

ld
ze.

avec (λe,1, ... , λe,M ) ∈ (K∗)M .

Si on pose a = (ad+1, ... , ap), on a

x
(m)
ld

u = (1) + (2)

avec
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(1) = zldud+1z
a = hld(v1)z

b1+1
ld

za + ... + hld(vM )zbM+1
ld

za

= q−(βld
, γd+1+βj−b1βld

)v1z
b1+1
ld

za + ... + q−(βld
, γd+1+βj−bM βld

)vMzbM+1
ld

za

et

(2) = (
∑

s ∈ F

η(s)zs ) ud+1z
a =

∑

s ∈ F

η(s) (λs,1v1z
b1
ld

zs + ... + λs,MvMzbM

ld
zs ) za.

D’autre part, on a aussi

ux
(m)
ld

= (1′) + (2′)

avec

(1′) = ud+1z
azld = v1z

b1
ld

zazld + ... + vMzbM

ld
zazld

= q−(ad+1βld+1
+ ... + apβlp , βld

)(v1z
b1+1
ld

+ ... + vMzbM+1
ld

)za

et

(2′) = ud+1z
a [

∑

s ∈ F

η(s)zs ] =
∑

s ∈ F

η(s)(v1z
b1
ld

zazs + ... + vMzbM

ld
zazs).

En utilisant le lemme 3.2.16 et avec l = ld, on obtient :

(1) + (2) = q(βld
, βm−βj) [ (1′) + (2′) ].

On observe que (1) et (1′) dont des combinaisons linéaires à gauche de monômes du type zh
ld

za (h ∈ Z)

dont les coefficients sont dans A = K < x
(ld)
j+1, ... , x

(ld)
ld−1

>, alors que (2) et (2′) sont des combinaisons

linéaires à gauche de monôme du type zh
ld

ze (h ∈ Z, e = a + s, s ∈ F ) dont les coefficients sont dans A.
Rappelons que, pour tout s ∈ F , on a s ≺ 0 ⇒ e = a + s ≺ a. Donc, par le corollaire 3.2.12, on a (1) =
q(βld

, βm−βj)(1′), ce qui implique que, si 1 ≤ i ≤ M ,

q−(βld
, γd+1+βj−biβld

) = q(βld
, βm−βj)q−(ad+1βld+1

+ ... + apβlp , βld
).

Rappelons que, pour d + 1 ≤ h ≤ p, on a γh = sβlh
(γh+1) = γh+1 − (β∨

lh
, γh+1)βlh = γh+1 − ahβlh . Si on

ajoute toutes ces egalités, on obtient γd+1 = γp+1 − (ad+1βld+1
+ ... + apβlp). Comme γp+1 = βm, on

obtient la formule

−(βld , γd+1 + βj − biβld) = (βld , βm − βj) − (βm − γd+1, βld)

pour tout i ∈ J1, MK.

Ceci implique que bi‖βld‖2 − (βld , γd+1) = (βld , γd+1). Donc, comme les entiers bi sont distincts, on a
nécessairement M = 1, b1 = (β∨

ld
, γd+1) et v1 est homogène de degré γd+1 − b1βld + βj = γd + βj si on

pose γd := γd+1 − b1βld = sβld
(γd+1).

Donc

u = udz
ad

ld
z

ad+1

ld+1
... z

ap

lp

avec ud = v1 6= 0, de sorte que
• si d = c, ud ∈ K⋆,

• si d > c, alors ud ∈ K < x
(ld)
j+1, ... , x

(ld)
ld−1

> \{0},
• ad = b1 = (β∨

ld
, γd+1),

• ud est homogène de degré γd + βj avec γd = sβld
(γd+1).

�
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3.2. Nouveaux résultats sur les idéaux premiers H-invariants

Dans le cas particulier d = c, le lemme 3.2.19 permet d’écrire :

u = ucz
ac

lc
... z

ap

lp

avec
• uc ∈ K∗.
• Si (γc, ... , γp, γp+1) est la suite des racines (non nécessairement positives) définies récursivement par

γp+1 = βm et, pour c ≤ i ≤ p, γi = sβli
(γi+1), alors chaque ai = (β∨

li
, γi+1).

Comme uc ∈ K∗et comme chaque zld = x
(ld)
ld

est homogène de degré βld (voir lemme 3.2.6), u est aussi
homogène de degré acβlc + ... + apβlp . Donc, comme le degré de u est défini de façon unique, on a

βm + βj = acβlc + ... + apβlp .

Par la proposition 1.2.16, on conclut :

Proposition 3.2.20.

Si P(m) n’est pas dans Im(φm), alors

∆ = {i ∈ J1, tK | Zi ∈ P(2)}

n’est pas un diagramme positif pour (2.14) au sens de la définition 1.2.6.
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Chapitre 4

Diagrammes de Cauchon dans U+
q (g) avec

un ordre de Lusztig

Les diagrammes de Cauchon de U+
q (g) sont étroitement liés à la décomposition de w0 utilisée pour construire

les générateurs canoniques (Eβ , Xβ ou X ′
β du chapitre 2). A l’aide de la théorie des plans admissibles de Lusztig

(voir section 2.1.3), des résultats démontrés dans la section 2.1.5 et des nouveaux résultats obtenus dans le cadre
de l’effacement des dérivations (chapitre 3), nous décrivons dans ce chapitre ces diagrammes.
La première partie est dédiée à la démonstration du résultat suivant (premier théorème fondamental) :
Un diagramme ∆ vérifie toutes les contraintes provenant des plans admissibles (notion à définir) si et seulement
si ∆ est un diagramme de Cauchon (au sens de la définition 3.1.2) .
La seconde partie présente un calcul explicite des contraintes pour chaque type d’algèbre de Lie simple avec une
décomposition de w0 bien choisie. Ce calcul explicite permet de déterminer le nombre de diagramme de Cauchon
dans chaque cas car ce nombre, égal au cardinal du spectre H-premier, est indépendant de la décomposition de
w0 choisie. En particulier, on établit ici que :

∣∣H − Spec U+
q (g)

∣∣ =
∣∣{Diagrammes de Cauchon de U+

q (g)}
∣∣ = |W |

4.1 Construction algorithmique des diagrammes

4.1.1 Contraintes dans un diagramme

On utilise à nouveau les notations de la section 3.1 mais, comme on se place dans le cas w = w0, on a
t = N = |Φ+| et R = U [w0] = U+

q (g). On munit Φ+ d’un ordre de Lusztig et on considère la décomposition de
w0 associée à cet ordre.
On rappelle qu’un diagramme est une partie (quelconque) ∆ de l’ensemble des indices J1, NK. Afin de faire
le lien entre les diagrammes de Cauchon et la géométrie des systèmes de racines, nous sommes
conduits (dans ce chapitre uniquement) à faire la convention suivante.

Convention.
L’application i 7→ βi étant une bijection de J1, NK sur Φ+ (section 1.1.2), nous identifions ces deux ensembles.
Ainsi les diagrammes serons identifiés aux parties ∆ de Φ+ et pour tout i ∈ J1, NK et tout r ∈ J2, N + 1K,
nous noterons indifféremment Xi ou Xβi

(respectivement X
(r)
i ou X

(r)
βi

) le ième générateur canonique de R

(respectivement R(r)).

Lemme 4.1.1.
Soit j ∈ J1, NK. Soient l ∈ J2, NK, P(l+1) un idéal premier de R(l+1) et P(l) = ϕl(P(l+1)).

1. Si X
(l+1)
j ∈ P(l+1) alors X

(l)
j ∈ P(l).

2. Si X
(l+1)
j = X

(l)
j (donc, en particulier, si j ≥ l), on a X

(l+1)
j ∈ P(l+1) ⇔ X

(l)
j ∈ P(l).

Démonstration : Le 2. se démontre comme [Cau03a, lemme 4.3.4]. Montrons donc le 1. lorsque j < l.
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4.1. Construction algorithmique des diagrammes

1er cas : Si le pivot ̟ := X
(l+1)
l ∈ P(l+1), rappelons (cf. section 3.2.1) qu’il existe un homomorphisme d’al-

gèbres surjectif

g : R(l) → R(l+1)

(P(l+1))

qui vérifie g(X
(l)
i ) = X

(l+1)
i (:= X

(l+1)
i + (P(l+1))) pour tout i ∈ J1, NK. Comme X

(l+1)
j ∈ P(l+1), on a

g(X
(l)
j ) ∈ P(l+1)

(X
(l+1)
l

)
de sorte que X

(l)
j ∈ g−1( P(l+1)

(X
(l+1)
l

)
) := P(l).

2nd cas : Supposons que le pivot ̟ := X
(l+1)
l /∈ P(l+1) et notons Sl := {̟n|n ∈ N}. Rappelons (cf section

3.1.3) que l’on a alors P(l) = R(l) ∩ (P(l+1)S−1
l ).

Notons J :=
⋂

h∈H

h(P(l+1)) et observons que J est un idéal bilatère H-invariant par construction. Comme

R(l+1) vérifie l’hypothèse 4.1.2 de [Cau03a] (section 3.1.2), X
(l+1)
j est un H-vecteur propre. De là, puisque

X
(l+1)
j appartient à P(l+1), il appartient aussi à J .

Observation 4.1.2. h
(l+1)
l (J ) ⊂ J et δ

(l+1)
l (J ) ⊂ J .

En effet, J est un idéal bilatère H-invariant par construction donc h
(l+1)
l (J ) ⊂ J . Et si J ∈ J ,

δ
(l+1)
l (J) = X

(l)
l J − h

(l+1)
l (J)X

(l)
l ∈ J .

Par l’observation ci-dessus, on en déduit que
(
δ
(l+1)
l

)n

◦
(
h

(l+1)
l

)−n (
X

(l+1)
j

)
∈ J ⊂ P(l+1) pour tout

n ∈ N. Il en résulte que :

X
(l)
j =

+∞∑

n=0

[
(1 − ql)

−n

[n]!ql

(
δ
(l+1)
l

)n

◦
(
h

(l+1)
l

)−n (
X

(l+1)
j

)](
X

(l+1)
l

)−n

∈ P(l+1)S−1
l .

Ainsi, X
(l)
j ∈ R(l) ∩ (P(l+1)S−1

l ) = P(l).

�

Lemme 4.1.3.
Soient l ∈ J2, NK et P(l+1) un idéal premier de R(l+1). Considérons un entier j avec 2 ≤ j < l et notons
P(j) = φj ◦ ... ◦ φl(P(l+1)).

1. Supposons que βj est dans la boîte de βl ou dans la boîte précédente. Alors

• X
(j+1)
j = X

(j+2)
j = ... = X

(l+1)
j ,

• X
(j+1)
j ∈ P(j+1) ⇒ X

(j+2)
j ∈ P(j+2) ⇒ ... ⇒ X

(l+1)
j ∈ P(l+1).

2. Supposons que les boites B et B′ de βj et βl (respectivement) soient séparées par une boite B′′ réduite à

un élément βe tel que X
(e+1)
e ∈ P(e+1). Alors X

(j+1)
j ∈ P(j+1) ⇒ X

(l+1)
j ∈ P(l+1).

Démonstration :

1. Soit k ∈ Jj + 1, lK de sorte que βk est, soit dans la boîte de βj , soit dans celle de βl. Comme ces boîtes sont
consécutives, grâce au théorème 2.1.39, on a XkXj = q−<βk,βj>XjXk, de sorte que par la formule (3.3)

de la section 3.1.2, X
(k+1)
k X

(k+1)
j = q−<βk,βj>X

(k+1)
j X

(k+1)
k . On a donc δ

(k+1)
k (X

(k+1)
j ) = 0 et, encore par

la section 3.1.2, on a :

X
(k)
j =

∑+∞
s=0 λs

(
δ
(k+1)
k

)s

◦
(
h

(k+1)
k

)−s

(X
(k+1)
j )

(
X

(k+1)
k

)−s

=
∑+∞

s=0 λ′
s

(
δ
(k+1)
k

)s

(X
(k+1)
j )

(
X

(k+1)
k

)−s

= X
(k+1)
j

(λs, λ
′
s ∈ K).

Ceci montre le premier point. Le second point résulte du lemme 4.1.1.
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U+
q (g) avec un ordre de Lusztig

2. B et B′′ étant consécutives, il résulte du point 1. que X
(j+1)
j = ... = X

(e+1)
j et que X

(j+1)
j ∈ P(j+1) ⇒

... ⇒ X
(e+1)
j ∈ P(e+1). Pour terminer montrons, par récurrence sur k, que :

X
(k)
j ∈ P(k) ⇒ X

(k+1)
j ∈ P(k+1) pour e + 1 ≤ k ≤ l

On écrit comme dans le 1. :

X
(k)
j = X

(k+1)
j +

+∞∑

s=1

λs

(
δ
(k+1)
k

)s

◦
(
h

(k+1)
k

)−s

(X
(k+1)
j )

(
X

(k+1)
k

)−s

(λs ∈ K)

• Si δ
(k+1)
k (X

(k+1)
j ) = 0, alors on a X

(k)
j = X

(k+1)
j et on conclut par le lemme 4.1.1.

• Sinon, on a δ
(k+1)
k (X

(k+1)
j ) = λ

(
X

(k+1)
e

)m

(m ∈ N⋆, λ ∈ K⋆) par la formule (3.3) de la section 3.1.2 et,

puisque B′ et B′′ sont adjacentes (théorème 2.1.39),

δ
(k+1)
k

(
X

(k+1)
e

)
= 0

⇒
(
δ
(k+1)
k

)s

(X
(k+1)
j ) = λ

(
δ
(k+1)
k

)s−1 ((
X

(k+1)
e

)m)
= 0 pour s > 1

⇒ X
(k)
j = X

(k+1)
j + λ′

(
X

(k+1)
e

)m (
X

(k+1)
k

)−1

avec λ′ ∈ K⋆.

•• Si Xk+1
k ∈ P(k+1), on considère l’homomorphisme g : R(k) → R(k+1)

(P(k+1))
qui vérifie g(X

(k)
i ) = X

(k+1)
i

pour i ∈ J1, NK. Par définition de φk ([Cau03a, Notation 4.3.1.]), on a P(k) = g−1

(
P(k+1)

(X
(k+1)
k

)

)
. Donc

X
(k)
j ∈ P(k) ⇒ g(X

(k)
j ) = X

(k+1)
j ∈ P(k+1)

(X
(k+1)
k )

⇒ X
(k+1)
j ∈ P(k+1)

•• Par le 1., on a X
(e+1)
e = ... = X

(k)
e = X

(k+1)
e et X

(e+1)
e ∈ P(e+1) ⇒ ... ⇒ X

(k)
e ∈ P(k) ⇒ X

(k+1)
e ∈

P(k+1). Posons, comme dans [Cau03a, Théorème 3.2.1], Sk := {
(
X

(k+1)
k

)n

|n ∈ N} de sorte que

P(k+1) = R(k+1) ∩ (P(k)S−1
k ) par définition de φk [Cau03a, Notation 4.3.1.]. On a alors :

X
(k+1)
j = X

(k)
j − λ′

(
X

(k+1)
e

)m (
X

(k+1)
k

)−1

= X
(k)
j − λ′

(
X

(k)
e

)m (
X

(k+1)
k

)−1

∈ P(k)S−1
k .

Comme X
(k+1)
j est aussi dans R(k+1), on a bien X

(k+1)
j ∈ P(k+1).

�

Pour trouver la forme des diagrammes de Cauchon, nous utilisons la proposition 5.2.1 de [Cau03a]. Avec les
notations utilisées ici, cette proposition s’énonce :

Proposition 4.1.4.
Soit ∆ un diagramme de Cauchon et soit P ∈ Spec(R). Pour que P appartienne à Spec∆(R) il faut et il suffit
qu’il vérifie le critère ci-dessous :

(∀ l ∈ J1, NK) (X
(l+1)
l ∈ P(l+1) ⇔ βl ∈ ∆)

Ceci permet de démontrer :

Proposition 4.1.5.
Soient ∆ un diagramme de Cauchon et βl ∈ ∆ (1 ≤ l ≤ N). Supposons qu’il existe un entier k ∈ J1, l − 1K

vérifiant Xβl
Xβk

− q−(βl,βk)Xβk
Xβl

= cXβi1
...Xβis

avec c ∈ K⋆, s ≥ 1 et k < i1 ≤ ... ≤ is < l. Alors l’un des
βir

(1 ≤ r ≤ s) appartient à ∆.
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4.1. Construction algorithmique des diagrammes

Démonstration : Soit P ∈ Spec∆(R). Par la formule 3.3, on a :

X
(l+1)
l X

(l+1)
k − q−(βl,βk)X

(l+1)
k X

(l+1)
l = cX

(l+1)
βi1

...X
(l+1)
βis

:= M.

Par la proposition 4.1.4, on a X
(l+1)
l ∈ P(l+1), de sorte que M ∈ P(l+1). Comme P(l+1) est un idéal premier

de R(l+1), on sait (section 3.1.2) que P(l+1) est complètement premier de sorte qu’il existe r ∈ J1, sK tel que

X
(l+1)
βir

∈ P(l+1). Par le lemme 4.1.1, on en déduit X
(ir+1)
ir

∈ P(ir+1) et, par la proposition 4.1.4, βir
∈ ∆.

�

Conventions.
On appelle contrainte tout graphe orienté (coloré) de l’un des deux types suivants :

1. β → β′ avec β et β′ deux éléments (distincts) de Φ+.

2.

β′
1

β
...

β′
s

avec s ≥ 2 et β, β′
1, ..., β′

s, s+1 éléments (distincts) de Φ+.

On dit qu’un diagramme ∆ vérifie la contrainte 1. (ou que la flèche pleine β → β′ est une contrainte pour ∆)
si β ∈ ∆ ⇒ β′ ∈ ∆.
On dit qu’un diagramme ∆ vérifie la contrainte 2. (ou que le système de flèches pointillées

β′
1

β
...

β′
s

est une contrainte pour ∆) si β ∈ ∆ ⇒ (β′
1 ∈ ∆ ou ... ou β′

s ∈ ∆).

La proposition 4.1.5 peut donc se réécrire :

Proposition 4.1.6.
Soient ∆ un diagramme de Cauchon et βl ∈ ∆ (1 ≤ l ≤ N). Supposons qu’il existe un entier k ∈ J1, l − 1K

vérifiant Xβl
Xβk

− q−(βl,βk)Xβk
Xβl

= cXm1

βi1
...Xms

βis
avec c ∈ K⋆, s ≥ 1, k < i1 < ... < is < l et m1, ..., ms ∈ N⋆.

Alors

1. Si s = 1, la flèche pleine βl → βi1 est une contrainte pour ∆.

2. Si s ≥ 2, le système

βi1

βl

...

βis

est une contrainte pour ∆.

Dans les trois propriété qui suivent, on considère ∆ un diagramme de Cauchon.

Proposition 4.1.7.
Soient 1 ≤ l ≤ n et β ∈ Cl. S’il existe i ∈ J1, l − 1K tel que β + ǫi = mβ′ avec m ∈ N⋆ et β′ ∈ Φ+, alors β → β′

est une contrainte (pour ∆).

Démonstration : On sait (théorème 2.1.36 et, proposition 2.1.15 lorsque Φ = G2, corollaire 2.1.17 lorsque
Φ 6= G2) que l’on dispose alors d’une formule de redressement de la forme EβEǫi

− q(β,ǫi)Eǫi
Eβ = kEm

β′ avec

k 6= 0 (où les Eγ sont les générateurs de Lusztig de U+
q (g)).

Il résulte alors de la proposition 2.1.44 que XβXǫi
− q−(β,ǫi)Xǫi

Xβ = k′Xm
β′ avec k′ 6= 0 puis, de la proposition

4.1.6, que β → β′ est une contrainte.
�

Proposition 4.1.8.
Soit Cl (1 ≤ l ≤ n) une colonne exceptionnelle. Si β ∈ Cl est dans la boîte qui suit celle de la racine exception-
nelle βex, alors β → βex est une contrainte (pour ∆).

75



Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U+
q (g) avec un ordre de Lusztig

Démonstration : Supposons d’abord que Φ est de type G2. Avec les notations de la proposition 2.1.15,
on a donc l = 2, βex = β4, β = β5 et on dispose (au moyen du théorème 2.1.36) d’une formule de redresse-
ment de la forme Eβ5Eβ3 − q(β3,β5)Eβ3Eβ5 = kEβ4 avec k ∈ K⋆. On en déduit, par la proposition 4.1.6 que
β = β5 → βex = β4 est une contrainte.

Supposons maintenant Φ 6= G2. On sait (proposition 1.1.19) que h′(βex) = t + 1
2 (t ∈ N⋆), de sorte que

h′(β) = h(β) = t. On sait également (proposition 1.1.10) que si D =Vect(βex), on a β′ = sD(β) = βex − β ∈ Cl,
de sorte que h′(β′) = h(β′) = h(βex) − h(β) = t + 1. Il en résulte (définition 1.1.20 et remarque 1.1.21) que
P =Vect(β, β′) est un plan admissible de type (1.1) ou (1.2). Par la proposition 2.1.16 (et le théorème 2.1.36),
on dispose alors d’une formule de redressement de la forme EβEβ′ − q(β,β′)Eβ′Eβ = kEβex

avec k ∈ K⋆. On en
déduit, par la proposition 4.1.6, que β → βex est une contrainte.

�

Proposition 4.1.9.
Soit Cl (1 ≤ l ≤ n) une colonne exceptionnelle et βex sa racine exceptionnelle. Supposons qu’il existe i ∈ J1, lJ
tel que βex + ǫi = β′

i1
+ β′

i2
avec β′

i1
6= β′

i2
dans la boîte qui précède celle de βex. Alors le système

β′
i1

βex

β′
i2

est une contrainte.

Démonstration : Comme, par hypothèse, β′
i1
6= β′

i2
sont dans la boîte qui précède celle de βex, le système

de racines n’est pas de type G2 (cf exemple 1.1.4).
Comme dans la preuve proposition 4.1.7, il suffit de montrer que :

[Eβex
, Eǫi

]q := Eβex
Eǫi

− q(βex,ǫi)Eǫi
Eβex

= λEβ′

i1
Eβ′

i2
avec λ ∈ K⋆

Rappelons (proposition 1.1.10) que βex ⊥ ǫi, de sorte que :

(ǫi, β
′
i1

+ β′
i2

) = (ǫi, βex + ǫi) = ||ǫi||2 ⇒ (ǫi, β
′
i1

) > 0 ou (ǫi, β
′
i2

) > 0.

On peut donc supposer, sans perte de généralité, que (ǫi, β
′
i2

) > 0, de sorte que (corollaire 2.1.17 (et théorème
2.1.36)) [Eβ′

i2
, Eǫi

]q = 0.

Comme dans la preuve de la proposition précédente, on a :
• h′(βex) = t + 1

2 (t ∈ N⋆) et h′(β′
i1

) = h′(β′
i2

) = t + 1,
• βi1 = sD(β′

i1
) et βi2 = sD(β′

i2
) sont alors dans Cl et vérifient h′(βi1) = h′(βi2) = t,

• Eβi2
Eβ′

i2
− q(βi2 ,β′

i2
)Eβ′

i2
Eβi2

= kEβex
avec k 6= 0. (⋆)

Par définition de βi2 , on a βex = βi2 + β′
i2

, de sorte que

β′
i1

+ β′
i2

= βex + ǫi = βi2 + β′
i2

+ ǫi ⇒ β′
i1

= βi2 + ǫi.

Par le corollaire 2.1.17, on a donc [Eβi2
, Eǫi

]q := hEβ′

i1
(h 6= 0).

On sait que U+
q (g) est ZΦ-graduée. Il existe donc un (unique) automorphisme σ de U+

q (g) qui vérifie pour tout

Q ∈ U+
q (g), homogène de degré β, σ(Q) = q(β,ǫi)Q.

Notons δ la σ-dérivation intérieure à droite associée à Eǫi
, de sorte que

δ(Q) = QEǫi
− Eǫi

σ(Q) (∀Q ∈ U+
q (g))

Si β ∈ Cl, on a δ(Eβ) = EβEǫi
− q(β,ǫi)Eǫi

Eβ = [Eβ , Eǫi
]q et, de là : δ(Eβ′

i2
) = 0 et δ(Eβi2

) = hEβ′

i1
. On déduit

alors de (⋆) que

k[Eβex
, Eǫi

]q = kδ(Eβex
) = δ(Eβi2

Eβ′

i2
) − q(βi2 ,β′

i2
)δ(Eβ′

i2
Eβi2

)

= Eβi2
δ(Eβ′

i2
) + δ(Eβi2

)σ(Eβ′

i2
) − q(βi2 ,β′

i2
)(Eβ′

i2
δ(Eβi2

) + δ(Eβ′

i2
)σ(Eβi2

))

= h[q(β′

i2
,ǫi)Eβ′

i1
Eβ′

i2
− q(βi2 ,β′

i2
)Eβ′

i2
Eβ′

i1
]
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Comme β′
i2

et β′
i1

sont dans une même boîte, on sait (corollaire 2.1.43) que Eβ′

i1
Eβ′

i2
= Eβ′

i2
Eβ′

i1
, de sorte que :

k[Eβex
, Eǫi

]q = h(q(β′

i2
,ǫi) − q(βi2 ,β′

i2
))Eβ′

i1
Eβ′

i2

Puisque βi2 +β′
i2

= βex, P = Vect(βi2 , β
′
i2

) est un plan admissible de type (1.1) ou (1.2) (remarque 1.1.21) avec
{βi2 , β

′
i2
} = {β, β′}, de sorte que (βi2 , β

′
i2

) ≤ 0. Comme on a supposé (ǫi, β
′
i2

) > 0, on a (βi2 , β
′
i2

) 6= (ǫi, β
′
i2

) de
sorte que le coefficient ci-dessus de Eβ′

i1
Eβ′

i2
est non nul. De là :

[Eβex
, Eǫi

]q = λEβ′

i1
Eβ′

i2
avec λ 6= 0.

�

4.1.2 Contraintes provenant d’un plan admissible

On définit ici la notion de contrainte provenant d’un plan admissible P et on va vérifier que les diagrammes
de Cauchon vérifient toute les contraintes provenant des plans admissibles. Rappelons d’abord les notations
utilisées.

Notations.
• On note C1, ..., Cn les sous ensembles de Φ+ représentant les colonnes.
• Dans la suite, on considère un diagramme ∆, c’est à dire une partie de Φ+

• On considère un entier j ∈ J1, nK, on note ∆j := ∆ ∩ Cj = {βu1 , ..., βul
} ⊂ Cj = {βk, ..., βr}. On note

ensuite, lorsqu’elles existent, βex la racine exceptionnelle et Bex := {βex} la boîte qui la contient. S’il en
est ainsi, on note B1 la boîte de Cj qui précède Bex et, B′

1 celle qui suit Bex ; de sorte que sD(B1) = B′
1.

Dans les propositions 4.1.7, 4.1.8 et 4.1.9 , on a établi l’existence de contraintes en utilisant des plans admissibles.
On va formaliser ce fait dans la définition de "contrainte provenant d’un plan admissible" suivante :

Définition 4.1.10.
Soit β une racine de la colonne Cj telle que h′(β) = l et P un plan admissible (cf G. Lusztig [Lus90b] et
[Lus90a]) de l’un des types suivants avec Φ+

P = Φ+ ∩ P :

1. Φ+
P = {β, β + ǫi, ǫi} avec i < j. type (2.1)

2. Φ+
P = {β, β + ǫi, β + 2ǫi, ǫi} avec i < j. type (2.3)

3. Φ+
P = {β, β + β′ = βex, β′}, β′ ∈ Cj et h(β′) = h(β) + 1. type (1.1)

4. Φ+
P = {β, ǫi + 2β = βex, ǫi + β, ǫi} avec i < j, h′(ǫi + 2β) = 2l+1

2 et h(β) = l. type (1.2) ou type (2.2)

5. Φ+
P = {β = βex, ǫi} avec i < j, ǫi ⊥ β et il existe β1 et β2 dans B1 telles que β + ǫi = β1 + β2. type (2.4)

(β1 6= β2 sinon β1 ∈ Φ+
P et β1 6= β et ǫi)

6. Φ+
P = Φ+ = {β1, ..., β6} est la partie positive d’un système de racines de type G2 (notations de la propo-

sition 2.1.15).

Dans chacun des cas ci-dessus, on appelle contrainte(s) provenant de P, la ou les contraintes suivantes :

1. β → β + ǫi.

2. β → β + ǫi et β + ǫi → β + 2ǫi.

3. β → β + β′.

4. β → ǫi + β, β → ǫi + 2β et ǫi + 2β → ǫi + β.

5.

β1

βex

β2

6. β6 → β5, β5 → β4, β5 → β3, β4 → β3, β3 → β2.

Lemme 4.1.11.
Soit β ∈ Cj.

1. Si Cj est exceptionnelle et si β appartient à la boîte qui suit {βex}, alors β → βex est une contrainte
provenant d’un plan admissible.
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2. S’il existe i < j tel que γ = β + ǫi ∈ Φ+ alors β → γ est une contrainte provenant d’un plan admissible.

3. Soit β → γ une contrainte provenant d’un plan admissible (γ ∈ Φ+). Alors γ ∈ Cj , γ < β et, si aucune
des racines β et γ n’est exceptionnelle, alors γ = β + ǫi avec i < j.

Démonstration : Le résultat est immédiat dans le cas où Φ est de type G2. Dans la suite de la démons-
tration on considère donc un système de racines qui n’est pas de type G2.

1. Soit P =< β, βex >. Alors β′ = sD(β) = βex − β (proposition 1.1.10) appartient à P , de sorte qu’on a
aussi P =< β, β′ >. Par la proposition 1.1.19, on a h′(βex) = t + 1

2 (t ∈ N) et, puisque β est dans la boîte
qui suit βex, h′(β) = t. Il en résulte que h′(β′) = h(β′) = h(βex) − h(β) = 2t + 1 − t = t + 1 = h′(β) + 1.
Donc (définition 1.1.20) P est un plan admissible de l’un des types suivants :
• type 1.1 avec Φ+

P = {β, βex = β + β′, β′}.
• type 1.2 avec Φ+

P = {β, βex = ǫi + 2β, β′ = ǫi + β, ǫi} (i < j).
Dans chaque cas, β → βex est une contrainte provenant de P par définition.

2. Le plan P =< β, ǫi > est admissible (définition 1.1.20), de l’un des types suivants (remarque 1.1.21) :
• type 2.1 avec Φ+

P = {β1, β2 = β1 + ǫi, ǫi}, β = β1 ou β2.
• type 2.2 avec Φ+

P = {β1, βex = ǫi + 2β1, β2 = ǫi + β1, ǫi} (i < j), β = β1, β2 ou βex.
• type 2.3 avec Φ+

P = {β1, β2 = β1 + ǫi, β3 = β2 + ǫi, ǫi}, β = β1, β2 ou β3.
• type 2.4 avec Φ+

P = {β, ǫi}.
Comme γ = β + ǫi est une racine, alors on n’est pas dans le type 2.4. Si on est dans le type 2.1, alors
β = β1. Si on est dans le type 2.2, alors β = β1. Si on est dans le type 2.3, alors β = β1 ou β2. Dans ces
quatre cas, β → β + ǫi est une contrainte provenant de P par définition.

3. C’est une conséquence immédiate de la définition.

�

Proposition 4.1.12.
Soit ∆ un diagramme de Cauchon. ∆ vérifie toutes les contraintes (au sens de la section 4.1.1) provenant des
plans admissibles.

Démonstration : Soit β ∈ Cj . Supposons que β ∈ ∆ et soit P un plan admissible contenant β. Notons,
comme dans la définition 4.1.10, Φ+

P = Φ+ ∩ P .

1. Si Φ+
P = {β, β + ǫi, ǫi} avec i < j, alors, d’après la proposition 4.1.7, ∆ vérifie la contrainte β → β + ǫi.

2. Si Φ+
P = {β, β + ǫi, β + 2ǫi, ǫi} avec i < j, alors, d’après la proposition 4.1.7 appliquée à β et β + ǫi, ∆

vérifie les contraintes β → β + ǫi et β + ǫi → β + 2ǫi.

3. Si Φ+
P = {β, β +β′ = βex, β′} avec β′ ∈ Cj et h(β′) = h(β)+1, alors, d’après la proposition 4.1.8, ∆ vérifie

la contrainte β → β + β′.

4. Si Φ+
P = {ǫi, ǫi + β, ǫi + 2β = βex, β} avec i < j et h′(ǫi + 2β) = 2l+1

2 , alors, d’après les propositions 4.1.7,
4.1.8 et 4.1.9, ∆ vérifie respectivement les contraintes β → ǫi + β, β → ǫi + 2β et ǫi + 2β → ǫi + β.

5. Si Φ+
P = {β = βex, ǫi} avec i < j, ǫi ⊥ β et s’il existe β1 et β2 dans B1 tels que β + ǫi = β1 + β2, alors,

d’après la proposition 4.1.9, ∆ vérifie la contrainte

β1

β

β2
.

6. Si Φ+
P = Φ+ est de type G2, la proposition 4.1.7 implique que ∆ vérifie les contraintes β6 → β5, β5 →

β3, β4 → β3, β3 → β2. La proposition 4.1.8 implique quant à elle que ∆ vérifie la contrainte β5 → β4.

�

4.1.3 Le premier théorème fondamental

Le but de cette partie est de démontrer le théorème suivant :

Théorème 4.1.13.
Soit ∆ un diagramme (c’est à dire une partie de Φ+). C’est un diagramme de Cauchon si et seulement si il
vérifie toutes les contraintes provenant des plans admissibles.
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Soit β ∈ Φ+, une racine positive de la colonne Cj avec 1 < j < n. On note B0 la boîte de β, B1 la boîte qui
précède B0 (si elle existe) et B2 celle qui précède B1 (si elle existe) dans la colonne Cj .
On pose Φ+

β = {ǫi | i < j} ∪ {γ < β | γ ∈ B0} ∪B1 ∪ (B2 si B1 = {βex}). Si γ ∈ Φ+, il existe k ∈ J1, NK tel que
γ = βk et on rappelle (cf section 3.1.1) que Xγ = Xk.
On pose enfin Dβ = K < Xγ | γ < β >.

Lemme 4.1.14.

Dβ = K < Xγ | γ ∈ Φ+
β >

Démonstration : On pose D′
β = K < Xγ | γ ∈ Φ+

β > ⊂ Dβ . Commençons par montrer que pour i < j,
{Xγ , γ ∈ Ci} ⊂ D′

β . Si Φ est de type G2, {Xγ , γ ∈ Ci} est soit vide, soit réduit à Xǫ1 ∈ D′
β . Pour Φ 6= G2, on

démontre ce résultat par récurrence sur h(γ).

Si h(γ) = 1 : alors γ = ǫi et Xγ ∈ D′
β par définition de Φ+

β .

Si h(γ) > 1 et γ non exceptionnelle : Par la proposition 1.1.18, il existe l < i tel que γ′ = γ − ǫl ∈ Φ+, de
sorte que, par le corollaire 2.1.17 et la proposition 2.1.44, on a Xγ ∈ K < Xγ′ , Xǫl

>⊂ D′
β (hypothèse de

récurrence).

Si h(γ) > 1 et γ exceptionnelle : On sait (proposition 1.1.10) que dans ce cas, il existe deux racines non
exceptionnelles de Ci, η1 et η2, telles que η1 + η2 = γ et h(η2) = h(η1) + 1. On en déduit par le corollaire
2.1.17 et la proposition 2.1.44 que Xγ ∈ K < Xη1 , Xη2 >⊂ D′

β (Xη1 et Xη2 sont dans D′
β car η1 et η2 sont

non exceptionnelle).

Reste à montrer que {Xγ |γ ∈ Cj , γ < β} ⊂ D′
β .

Si h(γ) = h(β) avec γ < β, alors γ ∈ Φ+
β . Donc Xγ ∈ D′

β .
On raisonne à nouveau par récurrence (sur h(B)) pour montrer que pour toute boîte non exceptionnelle B
de Cj telle que B < B0 (i.e. toute racine β de B est inférieure strictement à toutes les racines de B0), on a
{Xγ |γ ∈ B} ⊂ D′

β.
• Supposons B1 non exceptionnelle.

Initialisation : Le résultat est vrai pour la boîte B1 puisque B1 ⊂ Φ+
β .

Hérédité : Soient B une boîte non exceptionnelle de Cj telle que h(B) > h(B1) et γ ∈ B. Par la proposition
1.1.18, il existe ǫl ∈ Π (l < j) tel que γ− ǫl ∈ Φ+. γ′ := γ− ǫl est dans une boîte B′ non exceptionnelle de
Cj telle que h(B) = h(B′)+1 > h(B′) ≥ h(B1) > h(B0) et on a Xγ′ ∈ D′

β par l’hypothèse de récurrence.
Si Φ 6= G2, on déduit du corollaire 2.1.17 et de la proposition 2.1.44 que [Xγ′ , Xǫl

]q = kXγ avec k ∈ K⋆.
Comme Xǫl

∈ D′
β , on en déduit que Xγ ∈ D′

β.
Si Φ = G2, on déduit des propositions 2.1.15 et 2.1.44 que [Xγ′ , Xǫl

]q = kXγ avec k ∈ K⋆. Comme
Xǫl

∈ D′
β, on en déduit que Xγ ∈ D′

β.

• Supposons B1 exceptionnelle.

Initialisation : Le résultat est vrai pour la boîte B2 puisque, dans ce cas, B2 ⊂ Φ+
β .

Hérédité : On fait le même raisonnement que ci-dessus en remplaçant B1 par B2.

Reste à montrer que si B = {βex} est une boîte exceptionnelle de Cj telle B < B0, on a Xβex
∈ D′

β .

Si B = B1, on a B ⊂ Φ+
β , d’où le résultat.

Supposons donc B < B1. Comme ci-dessus, on a βex = η1 + η2 avec η1 et η2 deux racines non exceptionnelle
de Cj telles que h(η2) = h(η1) + 1. Les boîtes de η1 et η2 sont non exceptionnelles, de part et d’autre de B,
donc inférieures ou égales à B1, donc inférieures strictements à B0. Le résultat étant vrai pour les boîtes non
exceptionnelles, Xη1 ∈ D′

β et Xη2 ∈ D′
β .

Si Φ 6= G2, on déduit (comme ci-dessus) du corollaire 2.1.17 et de la proposition 2.1.44 que Xβex
∈ D′

β.
Si Φ = G2, on déduit (comme ci-dessus) des propositions 2.1.15 et 2.1.44 que Xβex

∈ D′
β.

On a donc bien Dβ = D′
β .

�

On rappelle que R = U+
q (g) = K < Xβi

|i ∈ J1, NK >:= K < Xi|i ∈ J1, NK >. Soient βr et βr+1 (1 ≤ r ≤ N − 1)

deux racines consécutives de Φ+ (βr < βr+1). On rappelle que R(r+1) = K < X
(r+1)
i > et R(r) = K < X

(r)
i > (1

< r < N) désignent les algèbres déduites de R par l’algorithme d’effacement des dérivations de la section 3.1.2.
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Lemme 4.1.15.
Soit βr ∈ Φ+, une racine positive de la colonne Cj et D

(r+1)
βr

= K < X
(r+1)
γ | γ < βr >. Alors

D
(r+1)
βr

= K < X(r+1)
γ | γ ∈ Φ+

βr
>

Démonstration : Par les formules (3.3) de la section 3.1.2, les formules de redressement entre les X
(r+1)
γ

lorsque γ ≤ βr sont les mêmes que les formules de redressement entre les Xγ avec γ ≤ βr. Il suffit donc de

réécrire la démonstration du lemme 4.1.14, en remplaçant chaque Xγ par X
(r+1)
γ .

�

Notons, comme dans la section 3.1, φ : Spec R →֒ Spec (R) (R = R(2)) l’injection canonique, c’est à dire la
composée des injections canoniques φr : Spec (R(r+1)) →֒ Spec (R(r)) pour r ∈ J2, NK, et rappelons qu’un sous-
ensemble ∆ de Φ+ est un diagramme de Cauchon si et seulement si (∃P ∈ Spec(R)) (φ(P) =< Zγ |γ ∈ ∆ >).

Démonstration du théorème 4.1.13 : Par la proposition 4.1.12, il nous suffit de démontrer que si ∆
vérifie les contraintes provenant des plans admissibles, c’est un diagramme de Cauchon.
Supposons donc que ∆ vérifie (toutes) les contraintes provenant des plans admissibles. Posons Q :=< Zγ |γ ∈
∆ >. Par [Cau03a, Section 5.5.], c’est un idéal H-premier, donc complètement premier, de R(2) = R et si
β ∈ Φ+ \ ∆, Zβ est régulier modulo Q. Par suite, Q∩ {Zγ |γ ∈ Φ+} = {Zγ |γ ∈ ∆}.
Montrons par récurrence, que pour chaque r ∈ J2, N + 1K, il existe P(r) ∈ Spec (R(r)) tel que Q = φ2 ◦ ... ◦
φr−1(P(r)).
Initialisation : Si r = 2, dans ce cas, on a φ2 ◦ ... ◦ φr−1 = IdSpec(R) et P(2) = Q convient.

Considérons un entier r ∈ J2, NK, supposons qu’il existe P(r) ∈ Spec(R(r)) tel que φ2◦ ...◦φr−1(P(r)) =
Q et montrons qu’il existe P(r+1) ∈ Spec(R(r+1)) tel que φr(P(r+1)) = P(r). Il en résultera que
φ2 ◦ ... ◦ φr(P(r+1)) = Q.

• Si X
(r)
r /∈ P(r), cela résulte du premier point de la proposition 3.2.1.

• Supposons donc que X
(r)
r ∈ P(r). D’après le second point de la proposition 3.2.1, tout revient à montrer que

Θ(r)
(
δ(r+1)
r (X

(r+1)
i )

)
∈ P(r) pour 1 ≤ i ≤ r − 1 .

Observation 4.1.16. Il suffit de démontrer que Θ(r)
(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i )

)
∈ P(r) pour chaque i ∈ J1, r − 1K tel

que βi ∈ Φ+
βr

.

Démonstration de l’observation : Soit i ∈ J1, r − 1K. D’après le lemme 4.1.15, on a :

X
(r+1)
i =

∑

j1,...,js∈Γ

mj1,...,js
X

(r+1)
j1

...X
(r+1)
js

où Γ := {j ∈ J1, r − 1K|βj ∈ Φ+
βr
} et mj1,...,js

∈ K.

On a alors :

δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i ) =

∑
mj1,...,js

δ
(r+1)
r (X

(r+1)
j1

...X
(r+1)
js

)

=
∑

mj1,...,js

[
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
j1

)X
(r+1)
j2

...X
(r+1)
js

+ σ
(r+1)
r (X

(r+1)
j1

)δ
(r+1)
r (X

(r+1)
j2

)...X
(r+1)
js

+

... + σ
(r+1)
r (X

(r+1)
j1

...X
(r+1)
js−1

)δ
(r+1)
r (X

(r+1)
js

)
]

=
∑

mj1,...,js

[
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
j1

)X
(r+1)
j2

...X
(r+1)
js

+ λr,j1X
(r+1)
j1

δ
(r+1)
r (X

(r+1)
j2

)...X
(r+1)
js

+

... + λr,j1 ...λr,js−1X
(r+1)
j1

...X
(r+1)
js−1

δ
(r+1)
r (X

(r+1)
js

)
]
.

Par suite

Θ(r)
(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i )

)
=

∑
mj1,...,js

[
Θ(r)

(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
j1

)
)

X
(r)
j2

...X
(r)
js

+λr,j1X
(r)
j1

Θ(r)
(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
j2

)
)

...X
(r)
js

+ ...

+λr,j1 ...λr,js−1X
(r)
j1

...X
(r)
js−1

Θ(r)
(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
js

)
)]

.

Comme chaque Θ(r)
(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
jl

)
)
∈ P(r) par hypothèse, on a bien Θ(r)

(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i )

)
∈ P(r).
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�

Retour à la démonstration du théorème 4.1.13 :
Pour chaque s ∈ J2, r − 1K, on notera P(s) = ϕs ◦ ...ϕr−1(P(r)).

Observation 4.1.17. βr ∈ ∆.

En effet, comme X
(r)
r ∈ P(r), on déduit du lemme 4.1.1 que l’on a, successivement

X
(r−1)
r ∈ P(r−1), ..., X

(2)
r ∈ P(2) = Q. Comme Q ∩ {Zβ|β ∈ Φ+} = {Zγ |γ ∈ ∆}, on a

Zβr
(= X

(2)
r ) ∈ Q ⇒ βr ∈ ∆.

On rappelle que, si βr ∈ Cj , Φ+
βr

= {ǫi | i < j} ∪ {γ < βr | γ ∈ B0} ∪ B1 ∪ (B2 si
B1 = {βex}) (B0 est la boîte qui contient βr, B1 est la boîte qui précède B0 dans Cj

quand elle existe et B2 la boîte qui précède B1 dans Cj lorsqu’elle existe).

Cj

... 

B2



B1

βr



B0

...
ǫj

Soit i ∈ J1, r − 1K tel que βi ∈ Φ+
βr

.

• Si βi ∈ B0 ∪ B1, il résulte du théorème 2.1.39 (et de la remarque qui suit) que δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i ) = 0. Par suite

Θ(r)
(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i )

)
= 0 ∈ P(r).

• Supposons que B1 = {βex} avec βex = βe (e < r), et que βi ∈ B2.

D’après le théorème 2.1.39, δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i ) = P

(r+1)
r,i est homogène de poids βr + βi et les variables X

(r+1)
l

apparaissant dans P
(r+1)
r,i sont telles que βl ∈ B1 = {βe}. Par suite P

(r+1)
r,i est nul ou de la forme λXm

e avec
λ ∈ K⋆ et mβex = βr + βi, de sorte que (en identifiant les coefficients de ǫj) on a m = 1.

Si P
(r+1)
r,i = 0, on a Θ(r)

(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i )

)
= 0 ∈ P(r).

Sinon, supposons P
(r+1)
r,i = λXm

e . Comme ∆ vérifie les contraintes provenant des plans admissibles, il résulte
du lemme 4.1.11 que ∆ vérifie la contrainte βr → βex et, puisque βr ∈ ∆, on a βex ∈ ∆.

On a donc X
(2)
e ∈ Q = P(2) et par le lemme 4.1.1, X

(e+1)
e ∈ P(e+1). Comme βe et βr sont dans des boîtes

adjacentes par construction, on déduit du lemme 4.1.3 que

X(e+1)
e ∈ P(e+1) ⇒ X(r)

e ∈ P(r).

Par suite, Θ(r)
(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i )

)
= Θ(r)(λX

(r+1)
e ) = λX

(r)
e ∈ P(r).

• Considérons à présent le cas βi = ǫk avec k < j.

Si δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i ) = 0, on a Θ(r)

(
δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i )

)
= 0 ∈ P(r).

Supposons δ
(r+1)
r (X

(r+1)
i ) 6= 0. D’après le théorème 2.1.39, on a

δ(r+1)
r (X

(r+1)
i ) =

∑

i<j1≤...≤js<r

cj1,...,js
X

(r+1)
j1

...X
(r+1)
js

(cj1,...,js
∈ K)

cj1,...,js
∈ K∗ ⇒ (βj1 + ... + βjs

= βr + ǫk et βj1 , ..., βjs
/∈ B0)

On a alors
Θ(r)

(
δ(r+1)
r (X

(r+1)
i )

)
=

∑

i<j1≤...≤js<r

cj1,...,js
X

(r)
j1

...X
(r)
js

et tout revient à démontrer que, si cj1,...,js
∈ K∗, on a X

(r)
j1

...X
(r)
js

∈ P(r).

Supposons donc cj1,...,js
6= 0. En considérant le coefficient de ǫj dans l’égalité

βj1 + ... + βjs
= βr + ǫk (4.1)

on voit que βjs
∈ Cj . Comme βjs

/∈ B0 et js < r, la boîte B1 existe.
Distinguons plusieurs cas.
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•• B0 et B1 sont ordinaires. Comme js < r et βjs
/∈ B0, on a h(βr) < h(βjs

). Par (4.1), on a aussi
h(βjs

) ≤ h(βr + ǫk) = h(βr) + 1. Il en résulte que s = 1 et que βjs
∈ B1. On dispose alors (lemme 4.1.11)

de la contrainte βr → βjs
. Comme βr ∈ ∆, on a βjs

∈ ∆ et, comme ci-dessus, X
(js+1)
js

∈ P(js+1) puis, de

là, X
(r)
js

∈ P(r). Le monôme considéré est donc bien dans P(r).

•• B0 est ordinaire et B1 est exceptionnelle de sorte que B2 existe. Comme dans le cas précédent, on vé-
rifie que s = 1 et que βjs

∈ B2. On dispose donc encore (lemme 4.1.11) de la contrainte βr → βjs
. On

dispose aussi (lemme 4.1.11) de la contrainte βr → βe. Comme βr ∈ ∆, on a βe, βjs
∈ ∆, de sorte que

X
(e+1)
e ∈ P(e+1) et X

(js+1)
js

∈ P(js+1). Par le second point du lemme 4.1.3, on en déduit que X
(r)
js

∈ P(r).

Le monôme considéré est donc bien dans P(r).

•• B0 est exceptionnelle. Puisque βjs
/∈ B0, βjs

est ordinaire dans Cj . Par l’égalité (4.1), on a s ≥ 2 et
βjs−1 ordinaire dans Cj . Si on note h(βr) = 2l + 1 (l ≥ 1), on sait que h(βjs−1) ≥ l + 1, h(βjs

) ≥ l + 1
et h(βr + ǫk) = 2l + 2. On en déduit que s = 2 et que βjs−1 , βjs

∈ B1. L’égalité (4.1) s’écrit alors
βr + ǫk = βjs−1 + βjs

.
• • • Supposons βjs−1 6= βjs

, de sorte que βjs−1 et βjs
étant dans la même boîte B1, elles sont orthogonales.

Il en résulte que Φ n’est pas de type G2 (dans le cas G2, les boîtes sont réduites à un élément). Notons
P =< βjs

, βjs−1 > le plan engendré par βjs
, βjs−1 , et supposons Φ+

P 6= {βjs−1 , βjs
}. Alors, puisque

ΦP 6= G2, ΦP est de type A2 ou B2. Comme βjs−1 et βjs
sont orthogonales, ΦP est de type B2 et il

existe β ∈ Φ+ telle que βr + ǫk = βjs−1 + βjs
= mβ avec m = 1 ou 2.

Si m = 1, alors β et βr sont deux racines exceptionnelles distinctes de Cj , ce qui est impossible.
Supposons m = 2. On a alors βr + ǫk = βjs−1 + βjs

= 2β. On en déduit que h(β) = l + 1, de sorte
que β est aussi un élément de B1 différent de βjs−1 et βjs

. Il en résulte que β, βjs−1 , βjs
sont deux à

deux orthogonales, ce qui est contradictoire avec l’égalité βjs−1 + βjs
= 2β.

On a donc Φ+
P = {βjs−1 , βjs

} et il résulte de la définition 4.1.10 que l’on dispose de la contrainte
βjs−1

βr

βjs
. L’une des deux racines βjs

ou βjs−1 est alors dans ∆. Si, par exemple, βjs
∈ ∆, on a

successivement, comme dans le premier cas, X
(js+1)
js

∈ P(js+1) et X
(r)
js

∈ P(r). Le monôme considéré

est donc bien dans P(r).
• • • Si βjs−1 = βjs

alors l’égalité (4.1) s’écrit alors βr +ǫk = 2βjs
. Si on pose β = sD(βjs

) = βr−βjs
∈ Φ+

et si on retranche βjs
à chaque membre de l’égalité précèdente, on obtient β + ǫk = βjs

. Notons
P =< βr, βjs

> le plan engendré par βr et βjs
.

Supposons Φ de type G2. Alors on a βr = β4, ǫk = β1 et βjs
= β3. Par la définition 4.1.10, on dispose

donc de la contrainte βr → βjs
.

Supposons que Φ n’est pas de type G2. Il résulte de l’égalité βr + ǫk = 2βjs
que ΦP est de type B2,

de sorte que Φ+
P = {ǫk, ǫk +β = βjs

, ǫk +2β = βr, β} avec h(β) = h(βr)−h(βjs
) = 2l+1−(l+1) = l.

P est donc un plan admissible de type 4 au sens de la définition 4.1.10. On dispose donc à nouveau
de la contrainte βr → βjs

.
Ainsi, dans tous les cas, on a βjs

∈ ∆. On a donc successivement, comme dans le premier cas,

X
(js+1)
js

∈ P(js+1) et X
(r)
js

∈ P(r). Le monôme considéré est donc bien dans P(r), ce qui termine la
démonstration.

�

4.2 Forme des diagrammes pour une décomposition de w0 particu-
lière.

Dans ce paragraphe, on note D l’ensemble des diagrammes de Cauchon et, pour une décomposition particu-
lière de w0, on donne une description explicite de tous les ∆ appartenant à D. Nous traiterons tous les types de
systèmes de racines irréductibles. Pour chaque racine β ∈ Φ+, on va chercher à exprimer la liste des contraintes
de la forme β → β′ avec β′ ∈ Φ+. C’est pourquoi on introduit la
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Définition 4.2.1.
Soit β ∈ Φ+. On appelle contrainte issue de β toute contrainte de la forme β → β′ ou de la forme

β′
1

β
...

β′
s

provenant d’un plan admissible (définition 4.1.10).

Comme toute contrainte provenant d’un plan admissible est de la forme ci-dessus, on peut donc remarquer :

Observation 4.2.2. Les contraintes provenant des plans admissibles sont les contraintes issues de toutes les
racines β de Φ+.

Nous sommes maintenant en mesure de donner une description précise de ces contraintes :

Lemme 4.2.3.
On suppose que Φ est un système de racine qui n’est pas de type G2.

1. Soit Cl une colonne non exceptionnelle. Si β ∈ Cl, alors les contraintes issues de β sont :

β → β′ avec β′ ∈ Cl, β′ = β + ǫi (i < l)

2. Soit Cl une colonne exceptionnelle et β ∈ Cl.

(a) Si β 6= βex et si β n’appartient pas à B, la boîte qui suit {βex}, alors les contraintes issues de β sont
les suivantes :

β → β′ avec β′ ∈ Cl, β′ = β + ǫi (i < l).

(b) Si β ∈ B, la boîte qui suit {βex}, alors les contraintes issues de β sont les suivantes :
• β → β′ avec β′ ∈ Cl, β′ = β + ǫi (i < l),
• β → βex.

3. Soit Cl une colonne exceptionnelle, βex sa racine exceptionnelle et B1 la boîte qui précède {βex}. Les
contraintes issues de β sont alors les suivantes :
• βex → β′ avec β′ ∈ B1 telle que P =< βex, β′ > soit un plan admissible de type 2.2 (i.e. Φ+

P = {β, βex =
ǫi + 2β, β′ = ǫi + β, ǫi} avec i < l et β ∈ B la boîte qui suit {βex}).

•
β′

1

βex

β′
2

avec β′
1, β′

2 ∈ B1, β′
1 + β′

2 = βex + ǫi (i < l) et P =< βex, ǫi > est un plan admissible de type 2.4 (i.e.
Φ+

P = {βex, ǫi}).
Démonstration :

1. Soit β′ ∈ Cl de la forme β′ = β + ǫi avec i < l. D’après le lemme 4.1.11, β → β′ est une contrainte
provenant d’un plan admissible. C’est donc une contrainte issue de β.
Réciproquement, considérons une contrainte β → β′ issue de β, de sorte que β′ ∈ Cl (lemme 4.1.11).
Comme Cl est non exceptionnelle, β et β′ sont non exceptionnelles et, par le lemme 4.1.11, on a β′ = β + ǫi

avec i < l.

2. (a) Soit β′ ∈ Cl de la forme β′ = β + ǫi avec i < l. D’après le lemme 4.1.11, β → β′ est une contrainte
provenant d’un plan admissible. C’est donc une contrainte issue de β.
Réciproquement, considérons une contrainte β → β′ issue de β, de sorte que β′ 6= β, P =< β, β′ >
est un plan admissible et β → β′ est une contrainte provenant de P . Par le lemme 4.1.11, on sait que
β′ ∈ Cl.
Supposons que β′ = βex, de sorte que P est de l’un des types suivants :
• type 1.1 avec Φ+

P = {β1, βex = β1 + β2, β2}, β1 > βex > β2.
• type 1.2 avec Φ+

P = {β1, βex = 2β1 + ǫi, β2 = β1 + ǫi, ǫi} (i < l), et β1 > βex > β2 > ǫi.
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Comme β → βex = β′ est une contrainte, il résulte de la définition 4.1.10 que β = β1. On en déduit
par l’observation 1.1.22 que β est dans la boîte qui suit βex, ce qui contredit notre hypothèse. Par
suite, β′ 6= βex.
Comme de plus, β 6= βex, il résulte du lemme 4.1.11 que β′ = β + ǫi avec i < l.

(b) Comme β ∈ B, la contrainte β → βex résulte du lemme 4.1.11. Si β′ = β + ǫi est une racine, la
contrainte β → β′ résulte également du lemme 4.1.11.
Réciproquement, soit β → β′ une contrainte issue de β. Par le lemme 4.1.11, on sait que β′ ∈ Cl.
Si β′ = βex, il n’y a rien à démontrer. Sinon, comme β 6= βex, on a β′ = β + ǫi avec i < l par le lemme
4.1.11.

3. Si β′ ∈ B1 vérifie les conditions de l’énoncé, il résulte de la définition 4.1.10 que βex → β′ est une contrainte
associée au plan admissible P.
Si β′

1, β
′
2 appartiennent à B1 et vérifient les conditions de l’énoncé, il résulte de la définition 4.1.10 que

β′
1

βex

β′
2

est une contrainte associée au plan admissible P.
Par ailleurs, il résulte de la définition 4.1.10 que toute contrainte issue de βex provient d’un plan admissible
P de type 1.2 ou 2.4.
• Si P est de type 1.2, on a Φ+

P = {β, βex = 2β + ǫ1, β
′ = β + ǫi, ǫi} (i < l) et β > βex > β′ > ǫi. Dans ce

cas, la seule contrainte issue de βex et provenant de P , est βex → β′ avec < βex, β′ >= P plan admissible
de type 1.2.

• Si P est de type 2.4, on a P = < βex, ǫi > et Φ+
P = {βex, ǫi}(i < l). Il résulte de la définition 4.1.10 que

toute contrainte provenant de P est de la forme

β′
1

βex

β′
2

où β′
1 et β′

2 appartiennent à B1 et vérifient β′
1 + β′

2 = βex + ǫi.

�

4.2.1 Le cas des familles infinies

4.2.1.1 Le cas An, n ≥ 1

Conventions.
On numérote les racines simples de manière que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ1 − ǫ2 − · · · − ǫn−1 − ǫn.

On sait (voir par exemple [Lit98, Section 5]) que l’écriture w0 = sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1) · · · ◦ (sǫn
◦ sǫn−1 ◦ · · · ◦ sǫ1) est

une décomposition réduite qui induit l’ordre ci-dessous sur les racines positives.

C1 C2 Cn

β1 = ǫ1 β2 = ǫ1 + ǫ2 · · · βN−n+1 = ǫ1 + · · · + ǫn−1 + ǫn

β3 = ǫ2 · · ·
...

. . .
...

βN = ǫn

On constate que ceci est un ordre de Lusztig, qu’aucune des colonnes C1, ..., Cn n’est exceptionnelle et que
si β, β′ sont deux racines d’une même colonne Cl avec β > β′, on a

β′ = β + ǫi (i < l) ⇔ β′ et β sont consécutives

On en déduit, au moyen du premier théorème fondamental (theorème 4.1.13) et du lemme 4.2.3 (1.),
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Proposition 4.2.4.
Soit ∆ un diagramme. Pour que ∆ soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la forme βj+1 → βj où βj et βj+1 sont deux racines consécutives d’une même colonne Cl.

Convention.
Si Cl = {βs, βs+1, ..., βr = ǫl} est la colonne l avec 1 ≤ l ≤ n, les colonnes tronquées contenues dans Cl sont les
parties de la forme {βs, βs+1, ..., βt}, t ∈ Js, rK.

La proposition 4.2.4 permet d’affirmer que les diagrammes de Cauchon sont les diagrammes ∆ qui sont des
réunions de colonnes tronquées.
Dans la figure ci dessous, on représente une racine positive β appartenant au diagramme ∆ par une case noire à
l’emplacement de β dans le tableau représentant l’ordre induit par la décomposition de w0 choisie. On utilisera
cette convention dans le reste du document.

∈ D /∈ D

Proposition 4.2.5.
L’ensemble des diagrammes de Cauchon D a même cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Pour tout l ∈ J1, nK, on a |Cl| = l, de sorte que le nombre de colonnes tronquées extraites
de la colonne Cl est égale à l + 1. Il en résulte que |D| = 2 × 3 × ... × (n + 1) = (n + 1)! = |W |.

�

4.2.1.2 Le cas Bn, n ≥ 2

Conventions.
On numérote les racines simples de manière que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ1 ⇐ ǫ2 − · · · − ǫn−1 − ǫn

On sait (voir par exemple [Lit98, Section 6]) que l’écriture

w0 = sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1 ◦ sǫ2) · · · ◦ (sǫn
◦ sǫn−1 ◦ · · · ◦ sǫ2 ◦ sǫ1 ◦ sǫ2 ◦ · · · ◦ sǫn

)

est une décomposition réduite qui induit l’ordre ci-dessous sur les racines positives.

β1 = ǫ1 β2 = 2ǫ1 + ǫ2 β(n−1)2+1 = 2ǫ1 + · · · + 2ǫn−1 + ǫn

β3 = ǫ1 + ǫ2
...

β4 = ǫ2
...

βN−n = 2ǫ1 + ǫ2 + · · · + ǫn−1 + ǫn

βN−n+1 = ǫ1 + · · · + ǫn−1 + ǫn

βN−n+2 = ǫ2 + · · · + ǫn−1 + ǫn

...
βN = ǫn

On constate que ceci est un ordre de Lusztig et qu’aucune des colonnes n’est exceptionnelle, et que si β, β′

sont deux racines d’une même colonne Cl avec β > β′, on a

β′ = β + ǫi (i < l) ⇔ β′ et β sont consécutives

On en déduit, au moyen du premier théorème fondamental (theorème 4.1.13) et du lemme 4.2.3 (1.),
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Proposition 4.2.6.
Soit ∆ un diagramme. Pour que ∆ soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la forme βj+1 → βj où βj et βj+1 sont deux racines consécutives d’une même colonne Cl.

La notion de colonne tronquée étant définie comme dans le cas An, on en déduit que les diagrammes de Cauchon
sont les diagrammes ∆ qui sont des réunions de colonnes tronquées (voir figure ci-dessous).

∈ D /∈ D

Proposition 4.2.7.
L’ensemble des diagrammes de Cauchon D a même cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Pour tout l ∈ J1, nK, on a |Cl| = 2l − 1, de sorte que le nombre de colonnes tronquées
extraites de la colonne Cl est égale à 2l. Il en résulte que |D| = 2 × 4 × ... × 2n = 2n(n!) = |W |.

�

4.2.1.3 Le cas Cn, n ≥ 3

Conventions.
On numérote les racines simples de manière que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ1 ⇒ ǫ2 − · · · − ǫn−1 − ǫn

On sait (voir par exemple [Lit98, Section 6]) que l’écriture

w0 = sǫ1 ◦ (sǫ2 ◦ sǫ1 ◦ sǫ2) · · · ◦ (sǫn
◦ sǫn−1 ◦ · · · ◦ sǫ2 ◦ sǫ1 ◦ sǫ2 ◦ · · · ◦ sǫn

)

est une décomposition réduite qui induit l’ordre ci-dessous sur les racines positives.

β1 = ǫ1 β2 = ǫ1 + ǫ2 β(n−1)2+1 = ǫ1 + 2ǫ2 + · · · + 2ǫn−1 + ǫn

β3 = ǫ1 + 2ǫ2
...

β4 = ǫ2
...

βN−n = ǫ1 + ǫ2 + · · · + ǫn−1 + ǫn

βN−n+1 = ǫ1 + 2ǫ2 + · · · + 2ǫn−1 + 2ǫn

βN−n+2 = ǫ2 + · · · + ǫn−1 + ǫn

...
βN = ǫn

On constate que ceci est un ordre de Lusztig et que toutes les colonnes, à l’exception de la première, sont
exceptionnelles. On a immédiatement :

Observation 4.2.8. Soit β ∈ Cl \ {βex} avec l ≤ 2. Soit β′ ∈ Cl.

1. Si β n’est pas la racine qui suit βex = ǫ1 + 2ǫ2 + ... + 2ǫl, on a :

β′ = β + ǫi (i < l) ⇔ β′ et β sont consécutives
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2. Si β est la racine qui suit βex, on a :

β′ = β + ǫi (i < l) ⇔ β′ = β + ǫ1 ⇔ β′est la racine de Cl qui précède βex

On en déduit, par le lemme 4.2.3,

Conséquence : Soit β ∈ Cl \ {βex} (l ≥ 2). Supposons que β ne soit pas le premier élément de Cl.

1. Si β n’est pas la racine qui suit βex, il existe une unique contrainte β → β′ issue de β avec β′ la racine de
Cl qui précède β.

2. Si β est la racine qui suit βex, alors il existe exactement deux contraintes issues de β, à savoir :

• β → βex

• β → β′ avec β′ = β + ǫ1 la racine qui précède βex.

Observation 4.2.9. Il existe exactement une contrainte issue de la racine exceptionnelle βex de la colonne Cl

(l ≥ 2), à savoir βex → β′ ou β′ est la racine de Cl qui précède βex.

Démonstration : Si β′ est la racine de Cl qui précède βex on constate que P =< βex, β′ > est un plan
admissible de type 1.2 (puisque Φ+

P = {β, βex = 2β + ǫ1, β
′ = β + ǫ1, ǫ1}). Il résulte alors du lemme 4.2.3 que

βex → β′ est une contrainte issue de βex. Comme la boîte B1 (qui précède {βex}) est réduite à un élément, il
résulte du lemme 4.2.3 que βex → β′ est l’unique contrainte issue de βex.

�

On déduit alors immédiatement du premier théorème fondamental (theorème 4.1.13) :

Proposition 4.2.10.
Soit ∆ un diagramme. Pour que ∆ soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie, pour tout
l ≥ 2,

• toutes les contraintes de la forme βj+1 → βj où βj et βj+1 sont deux racines consécutives de Cl ;
• la contrainte β → β′ où β est la racine qui suit βex et β′ est celle qui précède βex dans Cl.

On en déduit que les diagrammes de Cauchon sont les diagrammes ∆ qui sont des réunions de colonnes tronquées
(voir figure ci-dessous).

∈ D /∈ D

Proposition 4.2.11.
L’ensemble des diagrammes de Cauchon D a même cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Pour tout l ∈ J1, nK, on a |Cl| = 2l − 1, de sorte que le nombre de colonnes tronquées
extraites de la colonne Cl est égale à 2l. Il en résulte que |D| = 2 × 4 × ... × 2n = 2n(n!) = |W |.

�
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U+
q (g) avec un ordre de Lusztig

4.2.1.4 Le cas Dn, n ≥ 4

Conventions.
On numérote les racines simples de manière que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ1
�

ǫ3 — ǫ4 — · · · — ǫn−1 — ǫn

�

ǫ2

On sait (voir par exemple [Lit98, Section 6]) que l’écriture :

w0 = sǫ1 ◦ sǫ2 ◦ (sǫ3 ◦ sǫ1 ◦ sǫ2 ◦ sǫ3) · · · ◦ (sǫn
◦ sǫn−1 ◦ · · · ◦ sǫ3 ◦ sǫ1 ◦ sǫ2 ◦ sǫ3 ◦ · · · ◦ sǫn

)

est une décomposition réduite qui induit l’ordre ci-dessous sur les racines positives.

β1 = ǫ1 β2 = ǫ2 β3 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 · · · βN−2n+1 = ǫ1 + ǫ2 + 2ǫ3 · · · + 2ǫn−1 + ǫn

β4 = ǫ2 + ǫ3
...

β5 = ǫ1 + ǫ3
...

β6 = ǫ3 βN−n−1 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 · · · + ǫn−1 + ǫn

βN−n = ǫ1 ou⋆ ǫ2 + ǫ3 · · · + ǫn−1 + ǫn

βN−n+1 = ǫ2 ou⋆ ǫ1 + ǫ3 · · · + ǫn−1 + ǫn

βN−n+2 = ǫ3 + · · · + ǫn−1 + ǫn

...
βN = ǫn

⋆ : selon la parité de la colonne

On constate que ceci est un ordre de Lusztig et qu’aucune des colonnes n’est exceptionnelle.

Observation 4.2.12. Soit l ≥ 3.
• La colonne Cl comporte un nombre pair de racines, de sorte qu’il existe s ∈ N (s = l − 1) tel que

Cl = {βu1 < ... < βus
< βus+1 < ... < βu2s

}.
• Soit β un élément de Cl différent de βu1 .
•• Si β = βus+2 , il existe exactement 2 racines de Cl de la forme β′ = β + ǫi (i < l), à savoir βus

et
βus+1 .

•• Si β 6= βus+2 , il existe une unique racine de Cl de la forme β′ = β + ǫi (i < l), à savoir
• • • si β 6= βus+1 , β′ est la racine qui précède β.
• • • si β = βus+1 , β′ = βus−1 .

Comme il n’existe pas de colonne exceptionnelle, on déduit du premier théorème fondamental (theorème 4.1.13)
et du lemme 4.2.3 (1.),

Proposition 4.2.13.
Soit ∆ un diagramme. Pour que ∆ soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes ci dessous, pour chaque entier l ∈ J3, nK, en notant Cl = {βu1 < ... < βus

< βus+1 < ... < βu2s
}

(s = l − 1) :

βus

βu2s
βu2s−1 ... βus+2 βus−1 ... βu2 βu1

βus+1

La proposition 4.2.13 permet d’affirmer que les diagrammes de Cauchon sont les ensembles

∆ =
⊔

l∈J1,nK

∆l
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de w0 particulière.

où, ∆1 est une colonne tronquée extraite de C1, ∆2 est une colonne tronquée extraite de C2 et, pour l ∈ J3, nK,
en notant Cl = {βu1 < ... < βus

< βus+1 < ... < βu2s
} (s = l − 1), ∆l est

• soit une colonne tronquée {βu1 < ... < βuj−1 < βuj
} extraite de Cl,

• soit l’ensemble {βu1 < ... < βus−1 < βus+1} ⊂ Cl.

Ainsi :

∈ D /∈ D

Proposition 4.2.14.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a même cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : ∆1 prend deux valeurs (∅ ou C1). ∆2 prend deux valeurs (∅ ou C2). Si l ∈ J3, nK, on a
|C3| = 2l−2. On peut donc extraire 2l−1 colonne tronquée de Cl de sorte que ∆l prend 2l valeurs. Il en résulte
que |D| = 2 × 2 × 6 × ... × 2n = 4 × 6 × 8 × ... × 2n = 2n−1(n!) = |W |.

�

4.2.2 Les cas exceptionnels

4.2.2.1 Le cas G2

Conventions.
On numérote les racines simples de manière que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ1 ⇚ ǫ2

On sait que l’écriture w0 = sǫ1 ◦ sǫ2 ◦ sǫ1 ◦ sǫ2 ◦ sǫ1 ◦ sǫ2 est une décomposition réduite de w0 qui induit l’ordre
suivant sur les racines positives.

β2 = 3ǫ1 + ǫ2
β3 = 2ǫ1 + ǫ2

β1 = ǫ1 β4 = 3ǫ1 + 2ǫ2
β5 = ǫ1 + ǫ2

β6 = ǫ2

Remarque 4.2.15.
D’après la définition 4.1.10, les contraintes provenant de P = Vect Φ+ sont

β6 β5 β4 β3 β2

La remarque précédente permet d’affirmer que les diagrammes de Cauchon sont les diagrammes ∆ qui sont des
réunions de colonnes tronquées

Proposition 4.2.16.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a même cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Comme D est l’ensemble des diagrammes ∆ qui sont des réunions de colonnes tronquées

|D| = 2 × 6 = 12 = |W |.
�
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4.2.2.2 Le cas F4

Conventions.
On numérote les racines simples de manière que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ1 — ǫ2 ⇒ ǫ3 — ǫ4

On choisit la décomposition réduite de l’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl suivante :

w0 = s4s3s4s2s3s4s2s3s2s1s2s3s4s2s3s1s2s1s3s4s2s3s2s1

Cette décomposition induit l’ordre convexe suivant sur les racines positives :

β10(1, 3, 4, 2)
β11(1, 2, 4, 2)
β12(1, 2, 3, 2)
β13(1, 2, 3, 1)

β4(0, 1, 2, 2) β14(1, 2, 2, 2)
β5(0, 1, 2, 1) β15(1, 2, 2, 1)

β2(0, 0, 1, 1) β6(0, 1, 1, 1) β16(1, 1, 2, 2)
β1(0, 0, 0, 1) β3(0, 0, 1, 0) β7(0, 1, 2, 0) β17(2, 3, 4, 2)

β8(0, 1, 1, 0) β18(1, 2, 2, 0)
β9(0, 1, 0, 0) β19(1, 1, 2, 1)

β20(1, 1, 1, 1)
β21(1, 1, 2, 0)
β22(1, 1, 1, 0)
β23(1, 1, 0, 0)
β24(1, 0, 0, 0)

Les trois premières colonnes sont ordinaires et la quatrième est exceptionnelle. L’ordre induit par la décom-
position de w0 est bien un ordre de Lusztig. Par le lemme 4.2.3, on peut donner la liste des contraintes (en
représentant chaque racine βi par son indice i) :

• Les contraintes issues des racines de la deuxième colonne (qui est ordinaire) sont :
3 → 2

• Les contraintes issues des racines de la troisième colonne (qui est ordinaire) sont :
6

9 8 5 4,

7
• Les contraintes issues des racines ordinaires de la dernière colonne (qui est exceptionnelle) sont :

24

23

22

20 21

19 18

17

16 15

14 13

12

11

10
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de w0 particulière.

Cherchons les contraintes issues de la racine β17. La boîte qui précède {β17} est B1 = {β16, β15}. Le plan
P1 =< β17, β16 > vérifie Φ+

P1
= {β18 = β17 − β16, β17, β16}, il est de type 1.1. Le plan P2 =< β17, β15 > vérifie

Φ+
P2

= {β19, β17, β15, ǫ2, β16}, il est de type 1.2 de sorte que β17 → β15 est une contrainte issue de β17. Il résulte
donc du lemme 4.2.3 que les contraintes issues de β17 sont β17 → β15 et aucune autre sauf possiblement

β15

β17

β16

qui est redondante (pour la caractérisation des diagrammes de Cauchon par le premier théorème fondamental)
avec la précèdente.

La contrainte β19 → β15 est également redondante avec les deux contraintes β19 → β17 et β17 → β15. On
en déduit, par le premier théorème fondamental,

Proposition 4.2.17.
Soit ∆ un diagramme. Pour que ∆ soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie les contraintes
ci-dessous :

3 → 2,

6

9 8 5 4,

7

24

23

22

20 21

19 18

17

16 15

14 13

12

11

10 .

Cecinous permet d’affirmer que les diagrammes de Cauchon sont les ensembles

∆ =
⊔

l∈J1,4K

∆l

où ∆1 est une colonne tronquée extraite de C1, ∆2 est une colonne tronquée extraite de C2, ∆3 et ∆4 sont des
sous-ensemble de C3 et C4 respectivement qui vérifient les contraintes de la proposition 4.2.17.

Proposition 4.2.18.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a même cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Comme dans le cas An, ∆1 prend deux valeurs (∅ ou C1) et ∆2 prend trois valeurs (∅,
{β2} ou C2). Comme dans le cas Dn, ∆3 prend 8 valeurs.
On obtient le nombre de valeurs prises par ∆4 au moyen du tableau suivant :
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U+
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Plus grand élément de ∆4 : Nombre de valeurs possibles pour ∆4 :
∆4 = ∅ 1

10 1
11 1
12 1
13 1
14 2
15 1
16 3
17 2
18 2
19 2
20 2
21 2
22 1
23 1
24 1

TOTAL 24

On dénombre donc : 2 × 3 × 8 × 24 = 27 × 32 diagrammes soit le cardinal du groupe de Weyl.
�

4.2.2.3 Le cas E6

Conventions.
On numérote les racines simples de manière que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ2
|

ǫ1 — ǫ3 — ǫ4 — ǫ5 — ǫ6

Observons que les racines ǫ1 à ǫ5 engendrent un système de type D5. Si on note τ l’élément de plus grande
longueur utilisé ci-dessus pour le type D5, alors la décomposition

w0 = τs6s5s4s2s3s1s4s3s5s4s6s2s5s4s3s1

induit l’ordre convexe suivant sur les racines positives :
β21 = (1, 2, 2, 3, 2, 1)
β22 = (1, 1, 2, 3, 2, 1)
β23 = (1, 1, 2, 2, 2, 1)
β24 = (1, 1, 2, 2, 1, 1)

β13 = ǫ1 + ǫ2 + 2ǫ3 + 2ǫ4 + ǫ5 β25 = (1, 1, 1, 2, 2, 1)
β7 = ǫ2 + ǫ3 + 2ǫ4 + ǫ5 β14 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + 2ǫ4 + ǫ5 β26 = (0, 1, 1, 2, 2, 1)

β3 = ǫ2 + ǫ4 + ǫ5 β8 = ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 β15 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 β27 = (1, 1, 1, 2, 1, 1)
β1 = ǫ2 β2 = ǫ5 β4 = ǫ4 + ǫ5 β9 = ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 β16 = ǫ1 + ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 β28 = (0, 1, 1, 2, 1, 1)

β5 = ǫ2 + ǫ4 β10 = ǫ3 + ǫ4 + ǫ5 β17 = ǫ1 + ǫ2 + ǫ3 + ǫ4 β29 = (1, 1, 1, 1, 1, 1)
β6 = ǫ4 β11 = ǫ3 + ǫ4 β18 = ǫ1 + ǫ3 + ǫ4 β30 = (0, 1, 1, 1, 1, 1)

β12 = ǫ3 β19 = ǫ1 + ǫ3 β31 = (1, 0, 1, 1, 1, 1)
β20 = ǫ1 β32 = (0, 1, 0, 1, 1, 1)

β33 = (0, 0, 1, 1, 1, 1)
β34 = (0, 0, 0, 1, 1, 1)
β35 = (0, 0, 0, 0, 1, 1)
β36 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)

On observe que ceci est un ordre de Lusztig et que toutes les colonnes sont ordinaires. On en déduit, par le
lemme 4.2.3 (1.) et le premier théorème fondamental (theorème 4.1.13),

Proposition 4.2.19.
Soit ∆ un diagramme. Pour que ∆ soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la proposition 4.2.13 pour les 5 premières colonnes, ainsi que les contraintes ci-dessous pour la
dernière colonne.
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de w0 particulière.

36

35

34

33 32

31 30

29 28

27 26

24 25

23

22

21

Proposition 4.2.20.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a même cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Pour tout diagramme ∆, notons ∆1, ..., ∆6 les intersections respectives de ∆ avec
C1, ..., C6. Lorsque ∆ décrit D, le nombre de valeurs prises par la suite (∆1, ..., ∆5) s’obtient comme dans la
proposition 4.2.14 avec n = 5. Ce nombre est donc égal à 4 × 6 × 8 × 10 = 27 × 3 × 5. On obtient le nombre de
valeurs prises par ∆6 au moyen du tableau suivant :

Plus grand élément de ∆6 : Nombre de valeurs possibles pour ∆6 :
∆6 = ∅ 1

21 1
22 1
23 1
24 1
25 2
26 2
27 2
28 1
29 3
30 1
31 4
32 2
33 2
34 1
35 1
36 1

TOTAL 27 = 33

On obtient donc 27 × 3 × 5 × 33 = 27 × 34 × 5 diagrammes de Cauchon, et on a bien |D| = |W |.
�
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4.2.2.4 Le cas E7

Conventions.
On numérote les racines simples de manière que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ2
|

ǫ1 — ǫ3 — ǫ4 — ǫ5 — ǫ6 — ǫ7

Observons que les racines ǫ1 à ǫ6 enendrent un système de racines de type E6. Si on note σ, l’élément de plus
grande longueur utilisé ci-dessus pour le type E6, la décomposition

w0 = σs7s6s5s4s2s3s1s4s3s5s4s6s2s5s7s4s6s3s5s1s4s2s3s4s5s6s7

induit l’ordre convexe suivant sur les racines positives. (Pour pouvoir stocker toutes les informations sur une
page, on remplace les vecteurs par leurs coordonnées dans la base (ǫ1, · · · , ǫ7) en ne mettant que les coordonnées
utiles.)

ǫ1, ǫ2, ǫ3, ǫ4, ǫ5, ǫ6, ǫ7

β37(2, 2, 3, 4, 3, 2, 1)

β38(1, 2, 3, 4, 3, 2, 1)

β39(1, 2, 2, 4, 3, 2, 1)

β40(1, 2, 2, 3, 3, 2, 1)

β41(1, 1, 2, 3, 3, 2, 1)

ǫ1, ǫ2, ǫ3, ǫ4, ǫ5, ǫ6 β42(1, 2, 2, 3, 2, 2, 1)

β21(1, 2, 2, 3, 2, 1) β43(1, 2, 2, 3, 2, 1, 1)

β22(1, 1, 2, 3, 2, 1) β44(1, 1, 2, 3, 2, 2, 1)

β23(1, 1, 2, 2, 2, 1) β45(1, 1, 2, 3, 2, 1, 1)

ǫ1, ǫ2, ǫ3, ǫ4, ǫ5, ǫ6 β24(1, 1, 2, 2, 1, 1) β46(1, 1, 2, 2, 2, 2, 1)

ǫ2, ǫ3, ǫ4, ǫ5 β13(1, 1, 2, 2, 1) β25(1, 1, 1, 2, 2, 1) β47(1, 1, 2, 2, 2, 1, 1)

ǫ2, ǫ4, ǫ5 β7(1, 1, 2, 1) β14(1, 1, 1, 2, 1) β26(0, 1, 1, 2, 2, 1) β48(1, 1, 1, 2, 2, 2, 1)

ǫ2, ǫ5 β3(1, 1, 1) β8(1, 1, 1, 1) β15(1, 1, 1, 1, 1) β27(1, 1, 1, 2, 1, 1) β49(1, 1, 2, 2, 1, 1, 1)

β1(1, 0) β2(0, 1) β4(0, 1, 1) β9(1, 1, 1, 0) β16(1, 0, 1, 1, 1) β28(0, 1, 1, 2, 1, 1) β50(1, 1, 1, 2, 2, 1, 1)

β5(1, 1, 0) β10(0, 1, 1, 1) β17(1, 1, 1, 1, 0) β29(1, 1, 1, 1, 1, 1) β51(0, 1, 1, 2, 2, 2, 1)

β6(0, 1, 0) β11(0, 1, 1, 0) β18(1, 0, 1, 1, 0) β30(0, 1, 1, 1, 1, 1) β52(1, 1, 1, 2, 1, 1, 1)

β12(0, 1, 0, 0) β19(1, 0, 1, 0, 0) β31(1, 0, 1, 1, 1, 1) β53(0, 1, 1, 2, 2, 1, 1)

β20(1, 0, 0, 0, 0) β32(0, 1, 0, 1, 1, 1) β54(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

β33(0, 0, 1, 1, 1, 1) β55(0, 1, 1, 2, 1, 1, 1)

β34(0, 0, 0, 1, 1, 1) β56(1, 0, 1, 1, 1, 1, 1)

β35(0, 0, 0, 0, 1, 1) β57(0, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

β36(0, 0, 0, 0, 0, 1) β58(0, 1, 0, 1, 1, 1, 1)

β59(0, 0, 1, 1, 1, 1, 1)

β60(0, 0, 0, 1, 1, 1, 1)

β61(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1)

β62(0, 0, 0, 0, 0, 1, 1)

β63(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)

On observe que ceci est un ordre de Lusztig et que toutes les colonnes sont ordinaires. On en déduit, par le
lemme 4.2.3 (1.) et le premier théorème fondamental (theorème 4.1.13),

Proposition 4.2.21.
Soit ∆ un diagramme. Pour que ∆ soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la proposition 4.2.19 pour les 6 premières colonnes, ainsi que les contraintes ci-dessous pour la
dernière colonne.
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de w0 particulière.

63

62

61

60

59 58

56 57

54 55

52 53

49 50 51

47 48

45 46

43 44

42 41

40

39

38

37

Proposition 4.2.22.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a même cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Pour tout diagramme ∆, notons ∆1, ..., ∆7 les intersections respectives de ∆ avec
C1, ..., C7. Lorsque ∆ décrit D, le nombre de valeurs prises par la suite (∆1, ..., ∆6) s’obtient comme dans la
proposition 4.2.20. Ce nombre est donc égal à 27 × 34 × 5. On obtient le nombre de valeurs prises par ∆7 au
moyen du tableau suivant :
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Chapitre 4. Diagrammes de Cauchon dans U+
q (g) avec un ordre de Lusztig

Plus grand élément de ∆7 : Nombre de valeurs possibles pour ∆7 :
∆7 = ∅ 1

37 1
38 1
39 1
40 1
41 1
42 2
43 2
44 2
45 1
46 3
47 1
48 4
49 2
50 2
51 6
52 2
53 4
54 3
55 2
56 4
57 2
58 2
59 2
60 1
61 1
62 1
63 1

TOTAL 56 = 23 × 7

On obtient donc 27 × 34 × 5 × 23 × 7 = 210 × 34 × 5 × 7 diagrammes de Cauchon, et on a bien |D| = |W |.
�

4.2.2.5 Le cas E8

Conventions.
On numérote les racines simples de manière que le diagramme de Dynkin soit :

ǫ2
|

ǫ1 — ǫ3 — ǫ4 — ǫ5 — ǫ6 — ǫ7 — ǫ8

On observe que les racines ǫ1 à ǫ7 forment un système de racines de type E7. On note σ7, l’élément de plus
grande longueur utilisé ci-dessus pour le type E7 et on vérifie que la décomposition réduite suivante

w0 = σ7s8s7s6s5s4s2s3s1s4s3s5s4s6s2s5s7s4s6s8s3s5s7s1s4s6s3s2s5s4s5s2s3s6

s1s4s7s3s5s8s4s6s2s5s7s4s6s3s5s1s4s2s3s4s5s6s7s8.

induit l’ordre convexe suivant sur les racines positives (on ne fait apparaître ici que la dernière colonne et pour
chacune des racines βi, on calcule h′(βi)) :
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4.2. Forme des diagrammes pour une décomposition de w0 particulière.

βi h′(βi)
β64(2, 3, 4, 6, 5, 4, 3, 1) 28
β65(2, 3, 4, 6, 5, 4, 2, 1) 27
β66(2, 3, 4, 6, 5, 3, 2, 1) 26
β67(2, 3, 4, 6, 4, 3, 2, 1) 25
β68(2, 3, 4, 5, 4, 3, 2, 1) 24
β69(2, 2, 4, 5, 4, 3, 2, 1) 23
β70(2, 3, 3, 5, 4, 3, 2, 1) 23
β71(1, 3, 3, 5, 4, 3, 2, 1) 22
β72(2, 2, 3, 5, 4, 3, 2, 1) 22
β73(1, 2, 3, 5, 4, 3, 2, 1) 21
β74(2, 2, 3, 4, 4, 3, 2, 1) 21
β75(1, 2, 3, 4, 4, 3, 2, 1) 20
β76(2, 2, 3, 4, 3, 3, 2, 1) 20
β77(1, 2, 2, 4, 4, 3, 2, 1) 19
β78(1, 2, 3, 4, 3, 3, 2, 1) 19
β79(2, 2, 3, 4, 3, 2, 2, 1) 19
β80(1, 2, 2, 4, 3, 3, 2, 1) 18
β81(1, 2, 3, 4, 3, 2, 2, 1) 18
β82(2, 2, 3, 4, 3, 2, 1, 1) 18
β83(1, 2, 2, 3, 3, 3, 2, 1) 17
β84(1, 2, 2, 4, 3, 2, 2, 1) 17
β85(1, 2, 3, 4, 3, 2, 1, 1) 17
β86(1, 1, 2, 3, 3, 3, 2, 1) 16
β87(1, 2, 2, 3, 3, 2, 2, 1) 16
β88(1, 2, 2, 4, 3, 2, 1, 1) 16
β89(1, 1, 2, 3, 3, 2, 2, 1) 15
β90(1, 2, 2, 3, 2, 2, 2, 1) 15
β91(1, 2, 2, 3, 3, 2, 1, 1) 15
β92(2, 3, 4, 6, 5, 4, 3, 2) 29/2

βi h′(βi)
β93(1, 1, 2, 3, 2, 2, 2, 1) 14
β94(1, 1, 2, 3, 3, 2, 1, 1) 14
β95(1, 2, 2, 3, 2, 2, 1, 1) 14
β96(1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 1) 13
β97(1, 2, 2, 3, 2, 1, 1, 1) 13
β98(1, 1, 2, 3, 2, 2, 1, 1) 13
β99(1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 1) 12
β100(1, 1, 2, 3, 2, 1, 1, 1) 12
β101(1, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 1) 12
β102(0, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 1) 11
β103(1, 1, 2, 2, 2, 1, 1, 1) 11
β104(1, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1) 11
β105(1, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1) 10
β106(1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1) 10
β107(0, 1, 1, 2, 2, 2, 1, 1) 10
β108(1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1) 9
β109(0, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1) 9
β110(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 8
β111(0, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 1) 8
β112(1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 7
β113(0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 7
β114(0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1) 6
β115(0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1) 6
β116(0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1) 5
β117(0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1) 4
β118(0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1) 3
β119(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1) 2
β120(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1) 1

On observe que ceci est un ordre de Lusztig, que les 7 premières colonnes sont ordinaires et la huitième excep-
tionnelle. Sa racine exceptionnelle est βex = β92.

Cherchons les contraintes issues de βex.
Comme le système de racines est simplement lacé, il n’existe pas de plan admissible de type 1.2. Les contraintes
issues de βex sont donc les contraintes de la forme

β′
1

β92

β′
2

avec β′
1, β

′
2 dans la boîte B1 = {β89, β90, β91}, vérifiant β′

1 +β′
2 = βex + ǫi (i < 8) et P =< βex, ǫi > de type 2.4.

Si i < 8, on sait que βex⊥ǫi, de sorte que, puisque Φ+ est simplement lacé, P =< βex, ǫi > est toujours de type
2.4.
Par ailleurs, on a les égalités β90 +β91 = β92 + ǫ2, β89 +β91 = β92 + ǫ5, β89 +β90 = β92 + ǫ7. Il en résulte donc :

Observation 4.2.23. Les contraintes issues de la racine exceptionnelle β92 sont :

β90

β92

β91

β89

β92

β91

β90

β92

β89

On déduit du lemme 4.2.3 (2.) la liste des contraintes issues des racines non exceptionnelles de la colonne C8 :
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q (g) avec un ordre de Lusztig

Observation 4.2.24. Les contraintes issues des racines ordinaires de C8 sont :

120

119

118

117

116

115 114

112 113

110 111

108 109

105 106 107

103 104 102

100 101 99

97 98 96

95 94 93

92

91 90 89

88 87 86

85 84 83

82 81 80

79 78 77

76 75

74 73

72 71

69 70

68

67

66

65

64

On en déduit, par le premier théorème fondamental (theorème 4.1.13) :

Proposition 4.2.25.
Soit ∆ un diagramme. Pour que ∆ soit un diagramme de Cauchon, il faut et il suffit qu’il vérifie toutes les
contraintes de la proposition 4.2.21 pour les 7 premières colonnes, ainsi que les contraintes des observations
4.2.23 et 4.2.24 pour la dernière colonne.

Proposition 4.2.26.
L’ensemble D des diagrammes de Cauchon a même cardinal que le groupe de Weyl W .

Démonstration : Pour tout diagramme ∆, notons ∆1, ..., ∆8 les intersections respectives de ∆ avec
C1, ..., C8. Lorsque ∆ décrit D, le nombre de valeurs prises par la suite (∆1, ..., ∆7) s’obtient comme dans la
proposition 4.2.22. Ce nombre est donc égal à 210 × 34 × 5 × 7. On obtient le nombre de valeurs prises par ∆8

au moyen du tableau suivant :
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Plus grand élément Nombre de valeurs
de ∆8 : prises par ∆8 :
∆8 = ∅ 1

64 1
65 1
66 1
67 1
68 1
69 1
70 2
71 2
72 2
73 1
74 3
75 1
76 4
77 2
78 2
79 7
80 2
81 3
82 11
83 5
84 4
85 6
86 9
87 6
88 5
89 4
90 12
91 6
92 8

Plus grand élément Nombre de valeurs
de ∆8 : prises par ∆8 :

93 5
94 3
95 6
96 8
97 8
98 4
99 12
100 3
101 6
102 16
103 3
104 8
105 5
106 4
107 7
108 3
109 3
110 4
111 2
112 5
113 2
114 2
115 2
116 1
117 1
118 1
119 1
120 1

TOTAL 240 = 24 × 3 × 5

On obtient donc (210 × 34 × 5 × 7) × (24 × 3 × 5) = 214 × 34 × 52 × 7 diagrammes de Cauchon, et on a bien
|D| = |W |.

�

4.3 Nombre de diagrammes de Cauchon dans le cas général

On suppose toujours que w = w0, c’est à dire que R = U+
q (g), mais on ne fait plus d’hypothèse particulière

sur la décomposition réduite (2.14) de w. L’ensemble D des diagrammes de Cauchon étant en bijection avec
les idéaux premiers H-invariants de R (proposition 3.1.4), son cardinal est indépendant de cette décomposition
réduite. On déduit donc des propositions 4.2.5, 4.2.7, 4.2.11, 4.2.14, 4.2.16, 4.2.18, 4.2.20, 4.2.22 et 4.2.26 :

Théorème 4.3.1.
D désignant l’ensemble des diagrammes de Cauchon, on a toujours

|D| = |H − Spec(U+
q (g))| = |W |
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Chapitre 5

Liens entre les diagrammes de Cauchon et

les diagrammes positifs

Soit w ∈ W . L’algèbre R = U [w] est définie comme dans la section 2.2. Les diagrammes de Cauchon (pour
la décomposition réduite (2.14)) sont définis comme dans la section 3.1.

On sait [Hum90, p. 16] que le plus grand élément w0 possède une décomposition réduite de la forme :

w0 = sα1 ... sαN
(αi ∈ Π pour 1 ≤ i ≤ N = |Φ+|) (5.1)

où sα1 ... sαt
est la décomposition réduite (2.14) de w.

Dans cette partie, on utilisera les conventions suivantes :

• On note R0 = U [w0] (= U+
q (g)) l’algèbre associée à la décomposition réduite (5.1) décrite dans la section

2.2 et on note F0 = Fract(R0) son corps des fractions.
• Comme dans la section 3.1.1, on pose Xi = Xβi

pour 1 ≤ i ≤ N et on observe que X1, ... , Xt sont
aussi les générateurs de R = U+[w] définis dans la section 2.2, de sorte que R = K < X1, ... , Xt >
est une sous-algèbre de R0 = K < X1, ... , XN >.

• Pour tout ρ ∈ ZΠ, on note encore hρ l’automorphisme de R0 définit comme dans la section 3.1.1.
• Chaque hρ peut être étendu de manière unique en un automorphisme, toujours noté hρ, de F0.
• On note encore H l’ensemble de tous les automorphismes hρ de F0 (ρ ∈ ZΠ). C’est un sous-groupe

de Aut(F0).

• Pour tout m dans J2, N + 1K, on définit l’algèbre R
(m)
0 et ses générateurs canoniques X

(m)
1 , ..., X

(m)
N

comme dans la section 3.1.2.

5.1 Une propriété des diagrammes de Cauchon

Considérons ∆ un diagramme pour (2.14) (ie. un sous ensemble de J1, tK). C’est aussi un diagramme pour
(5.1) mais il n’est pas tout à fait clair que les propriétés "∆ est de Cauchon pour (2.14)" et "∆ est de
Cauchon pour (5.1)" sont équivalentes. Dans cette partie, on se propose de clarifier ce point.

Lemme 5.1.1.
1. Il existe un unique isomorphisme d’algèbre g : R = K < X1, ... , Xt > → K < X

(t+1)
1 , ... , X

(t+1)
t >

⊂ R
(t+1)
0 qui transforme chaque Xi (1 ≤ i ≤ t) en X

(t+1)
i .

2. Pour tout ρ ∈ ZΠ et B ∈ R, on a g ◦ hρ(B) = hρ ◦ g(B).

3. L’application P 7→ g(P) est une bijection de l’ensemble des idéaux premiers H - invariants de R dans
l’ensemble des idéaux premiers H - invariants de K < X

(t+1)
1 , ... , X

(t+1)
t >.
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5.1. Une propriété des diagrammes de Cauchon

Démonstration :

1. On sait (voir section 3.1.1) que R est la K - algèbre engendrée par les variables X1, ... , Xt soumises aux

relations de Levendorskii - Soibelman (3.1) et (3.2). Comme X
(t+1)
1 , ... , X

(t+1)
t vérifient les "mêmes"

relations (3.3) et (3.5) (voir section 3.1.2), il existe un unique homomorphisme g : R = K < X1, ... ,

Xt > → K < X
(t+1)
1 , ... , X

(t+1)
t > ⊂ R

(t+1)
0 qui transforme chaque Xi (1 ≤ i ≤ t) en X

(t+1)
i . g

est surjectif et il transforme la base des monômes ordonnés en X1, ... , Xt en le système des monômes

ordonnés en X
(t+1)
1 , ... , X

(t+1)
t . Ce système est libre car extrait de la base des monômes ordonnées en

X
(t+1)
1 , ... , X

(t+1)
N de R

(t+1)
0 (cf. section 3.1.2). Donc g est un isomorphisme.

2. Pour 1 ≤ i ≤ t, on a g ◦ hρ (Xi) = q−(ρ,βi)g (Xi) = q−(ρ,βi) X
(t+1)
i = hρ (X

(t+1)
i ) = hρ ◦ g (Xi). Ceci

implique que les homomorphismes g ◦ hρ et hρ ◦ g coïncident sur R.

3. Résulte directement de 1. et 2.

�

Jusqu’à la fin de cette section, on identifie les générateurs canoniques X1, ... , Xt de R avec X
(t+1)
1 ,

... , X
(t+1)
t respectivement, de sorte que R est identifié avec la sous-algèbre K < X

(t+1)
1 , ... , X

(t+1)
t >

de R
(t+1)
0 , H - Spec(R) est identifié avec l’ensemble des idéaux premiers H - invariants de K < X

(t+1)
1 , ...

, X
(t+1)
t > et le corps des fractions F = Fract(R) est identifié avec la sous-algèbre de F0 définie comme

suit : F = {as−1 |a ∈ R, s ∈ R \ {0}}. (R et F sont tous deux H - invariants.)

Lemme 5.1.2.
Considérons un entier m avec 2 ≤ m ≤ t + 1.

Si X
(m)
1 , ... , X

(m)
N sont les générateurs de R

(m)
0 , alors X

(m)
1 , ... , X

(m)
t sont les générateurs canoniques

de R(m).

Démonstration : On procède par récurence descendante sur m.

• Si m = t + 1, X
(t+1)
1 , ... , X

(t+1)
t sont les générateurs canoniques de R par l’identification précédente.

Donc, ils sont aussi les générateurs canoniques de R(t+1) par la définition de cette algèbre.

• Supposons que 2 ≤ m ≤ t et que X
(m+1)
1 , ... , X

(m+1)
t sont les générateurs canoniques de R(m+1).

Notons (temporairement) X
′(m)
1 , ... , X

′(m)
t les générateurs canoniques de R(m).

• Soit i ∈ J1, tK.

1. Si m ≤ i, on a X
′(m)
i = X

(m+1)
i = X

(m)
i (cf. section 3.1.2).

2. Supposons i < m et notons h′
m l’unique automorphisme de R(m+1) qui vérifie h′

m(X
(m+1)
j ) = λm,jX

(m+1)
j

(λm,j = q−(βm,βj)) pour 1 ≤ j ≤ t (cf. section 3.1.2). On a

X
′(m)
i = X

(m+1)
i +

+∞∑

l=1

C
′(m+1)
l (X(m+1)

m )−l

avec

C
′(m+1)
l =

(1 − qm)−l

[l]!qm

λ−l
m,i (δ′(m+1)

m )l (X
(m+1)
i ),

où δ
′(m+1)
m : R(m+1) 7→ R(m+1) est la h′

m-dérivation à gauche définie par

δ′(m+1)
m (a) = X(m+1)

m a − h′
m(a)X(m+1)

m

pour tout a ∈ R(m+1).

De la même manière, si on note hm(= hβm
) l’automorphisme de R

(m+1)
0 qui vérifie hm(X

(m+1)
j ) =

λm,jX
(m+1)
j pour 1 ≤ j ≤ N (cf. section 3.1.2), on a

X
(m)
i = X

(m+1)
i +

+∞∑

l=1

C
(m+1)
l (X(m+1)

m )−l

101



Chapitre 5. Liens entre les diagrammes de Cauchon et les diagrammes positifs

avec

C
(m+1)
l =

(1 − qm)−l

[l]!qm

λ−l
m,i (δ(m+1)

m )l (X
(m+1)
i ),

où δ
(m+1)
m : R

(m+1)
0 7→ R

(m+1)
0 est la hm-dérivation à gauche définie par

δ(m+1)
m (a) = X(m+1)

m a − hm(a)X(m+1)
m

pour tout a ∈ R
(m+1)
0 .

On observe que h′
m(X

(m+1)
j ) = hm(X

(m+1)
j ) = λm,jX

(m+1)
j pour 1 ≤ j ≤ t. Par suite, h′

m coïncide avec

hm sur R(m+1), donc δ
′(m+1)
m coïncide avec δ

(m+1)
m sur R(m+1), donc on a C

′(m+1)
l = C

(m+1)
l pour tout l,

donc X
′(m)
i = X

(m)
i .

�

Rappelons (voir sections 3.1.1 et 3.1.2) que chaque idéal premier de R
(t+1)
0 (resp. R) est complètement

premier. Donc, si Q est un idéal premier donné de R
(t+1)
0 , alors P = Q ∩ R est un idéal premier de R.

De plus, comme R = K < X
(t+1)
1 , ... , X

(t+1)
t > est H - invariant, on a : (Q est H - invariant) ⇒ (P est

H - invariant).

Lemme 5.1.3.
Si P est un ideal premier H - invariant de R, il existe un ideal premier H - invariant Q de R

(t+1)
0 , tel

que
• P = Q ∩ R.
• Q ∩ {X(t+1)

t+1 , ... , X
(t+1)
N } = ∅.

Démonstration :
Posons

Q =
∑

a = (at+1 , ... , aN )

P × (X (t+1 ))a ⊂ R
(t+1 )
0

avec a ∈ NN−t et (X(t+1))a := (X
(t+1)
t+1 )at+1 ... (X

(t+1)
N )aN .

Observons que, par les résultats rappelés en 3.1.2, la famille ((X(t+1))a) (a = (at+1, ... , aN ) ∈ NN−t) est

une base de R
(t+1)
0 comme R - module à gauche. Ceci implique que Q ∩ R = P et, comme 1 /∈ P , que

chaque (X(t+1))a /∈ Q (a ∈ NN−t). En particulier, Q ∩ {X(t+1)
t+1 , ... , X

(t+1)
N } = ∅.

Pour chaque a = (at+1, ... , aN ) ∈ NN−t et chaque u ∈ R, on a (X(t+1))a u = ha(u) (X(t+1))a avec ha

= h
at+1

βt+1
◦ ... ◦ haN

βN
∈ H (voir section 3.1.2).

Comme R est H-invariant, on a ha(R) = R, de sorte que Q est un R - bimodule.

Comme, pour tous a et b dans NN−t, on a (X(t+1))a (X(t+1))b = λ (X(t+1))c avec c = a + b et λ ∈ K∗,

Q est un R
(t+1)
0 - module à droite. De plus, comme (X(t+1))a P = ha(P) (X(t+1))a = P (X(t+1))a, on en

déduit que Q est un idéal de R
(t+1)
0 .

Considérons A, B dans R
(t+1)
0 et supposons que AB ∈ Q. Comme dans la section 3.2.3, notons � l’ordre

lexicographique sur NN−t et supposons que, ni A, ni B ne sont des éléments de Q. Ecrivons

A =
∑

a ∈F

Aa(X(t+1))a

avec F un sous-ensemble non-vide de NN−t et chaque Aa dans R. Comme, A /∈ Q, l’un au moins des
coefficients Aa n’est pas dans P . Si on choisit un tel coefficient avec a minimal, on obtient :
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5.1. Une propriété des diagrammes de Cauchon

A = A1 + Aa(X(t+1))a +
∑

a′ ∈F ′

Aa′(X(t+1))a′

avec A1 ∈ Q et a ≺ a′ pour tout a′ dans F ′. De même, on a

B = B1 + Bb(X
(t+1))b +

∑

b′ ∈G′

Bb′(X
(t+1))b′

avec B1 ∈ Q, Bb n’est pas dans P et b ≺ b′ pour tous b′ dans G′.

On a alors
(A − A1)(B − B1) = λAaBb(X

(t+1))c +
∑

c′ ∈E′

Cc′(X
(t+1))c′

avec λ dans K∗, c = a + b, chaque Cc′ appartient à R et, pour chaque c′ dans E′, c ≺ c′. Comme
(A − A1)(B − B1) ∈ Q, ceci implique que AaBb ∈ P , ce qui est impossible puisque P est complétement
premier. Il en résulte que Q est (complétement) premier.

Comme P est H - invariant, et comme chaque monôme (X(t+1))a (a ∈ NN−t) est un H - vecteur propre,
Q est H - invariant.

�

Lemme 5.1.4.
Considérons P0 ∈ Spec(R0) et P ∈ Spec(R).

Supposons que P = Q ∩ R avec Q = P(t+1 )
0 = l’image canonique de P0 dans Spec(R

(t+1)
0 ).

Pour tout m ∈ J2, t+1K, on note P(m) (resp. P(m)
0 ) l’image canonique de P (resp. P0 ) dans Spec(R(m))

(resp. Spec(R
(m)
0 )) et on rappelle que, par le lemme 5.1.2, R(m) est la sous-algère de R

(m)
0 engendrée par ses

t premiers générateurs canoniques X
(m)
1 , ... , X

(m)
t . Alors

P(m) = P(m)
0 ∩ R(m).

Démonstration : On démontre ceci par récurrence descendante sur m.

• Si m = t + 1, on a R(m) = R, P(m) = P et P(m)
0 = Q. Donc, on a l’égalité requise par hypothèse.

• Supposons que m ≤ t et P(m+1 ) = P(m+1 )
0 ∩ R(m+1 ).

•• Supposons que X
(m+1)
m /∈ P(m+1 )

0 , de sorte que X
(m+1)
m /∈ P(m+1 ).

Posons Sm = {(X(m+1)
m )d | d ∈ N} et rappelons (sections 3.1.2 et 3.1.3) que

⋄ R(m) S−1
m = R(m+1) S−1

m ,
⋄ P(m) = P(m+1 ) S−1

m ∩ R(m),

⋄ P(m)
0 = P(m+1 )

0 S−1
m ∩ R

(m)
0 .

Comme R(m) ⊆ R
(m)
0 et P(m+1 ) ⊆ P(m+1 )

0 , on a

P(m) = P(m+1 )S−1
m ∩ R(m) ⊆ P(m+1 )

0 S−1
m ∩ R

(m)
0 = P(m)

0 .

Ceci implique que

P(m) ⊆ P(m)
0 ∩ R(m).

Considérons un élément u de P(m)
0 ∩ R(m).

On a P(m)
0 ⊆ P(m+1 )

0 S−1
m ⇒ u (X

(m+1)
m )d1 ∈ P(m+1 )

0 avec d1 ∈ N.
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On a R(m) ⊆ R(m+1) S−1
m ⇒ u (X

(m+1)
m )d2 ∈ R(m+1) avec d2 ∈ N.

Comme m ≤ t, X
(m+1)
m est dans R(m+1) et donc, avec d = max (d1, d2), on obtient

u(X(m+1)
m )d ∈ P(m+1 )

0 ∩ R(m+1 ) = P(m+1 ) ⇒ u ∈ P(m+1 )S−1
m ∩ R(m) = P(m).

On a donc bien

P(m) = P(m)
0 ∩ R(m).

•• Supposons que X
(m+1)
m ∈ P(m+1 )

0 , de sorte que, comme m ≤ t,

X(m+1)
m ∈ P(m+1 )

0 ∩ R(m+1 ) = P(m+1 ).

On note

g : R(m) → R(m+1)

P(m+1 )

l’unique homomorphisme d’algèbre qui transforme chaque X
(m)
i (1 ≤ i ≤ t) en g(X

(m)
i ) = X

(m+1)
i +

P(m+1 ) (l’image canonique de X
(m+1)
i dans

R(m+1)

P(m+1 )
). On rappelle (section 3.1.3) que

P(m) = ker(g).

On note

g0 : R
(m)
0 → R

(m+1)
0

P(m+1 )
0

l’unique homomorphisme d’algèbre qui transforme chaque X
(m)
i (1 ≤ i ≤ N) in g0(X

(m)
i ) = X

(m+1)
i +

P(m+1 )
0 (l’image canonique de X

(m+1)
i dans

R
(m+1)
0

P(m+1 )
0

), de sorte que

P(m)
0 = ker(g0 ).

L’homomorphisme canonique R
(m+1)
0 → R

(m+1)
0

P(m+1 )
0

restreint à R(m+1) a pour noyau P(m+1 )
0 ∩ R(m+1)

= P(m+1 ). Il induit donc un homomorphisme injectif

ǫ :
R(m+1)

P(m+1 )
→ R

(m+1)
0

P(m+1 )
0

qui transforme chaque X
(m+1)
i + P(m+1 ) (1 ≤ i ≤ t) en X

(m+1)
i + P(m+1 )

0 . Donc

ǫ ◦ g : R(m) → R
(m+1)
0

P(m+1 )
0

est un homomorphisme d’algèbre qui transforme chaque X
(m)
i (1 ≤ i ≤ t) en X

(m+1)
i + P(m+1 )

0 = g0

(X
(m)
i ). Ceci implique que ǫ ◦ g est la restriction de g0 à R(m) et donc, que Ker (ǫ ◦ g) = P(m)

0 ∩
R(m). Comme ǫ est injectif, on a aussi Ker(ǫ ◦ g) = Ker (g) = P(m), d’où l’égalité

P(m) = P(m)
0 ∩ R(m).

�

Proposition 5.1.5.
Considérons un diagramme ∆ pour (2.14) (ie. un sous-ensemble de J1, tK), de sorte que ∆ est aussi un
diagramme pour (5.1). Alors ∆ est de Cauchon pour (2.14) si et seulement si ∆ est de Cauchon pour (5.1).

Démonstration :
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• Supposons que ∆ est de Cauchon pour (5.1). Ceci signifie (voir section 3.1.3) qu’il existe P0 dans Spec(R0)

dont l’image canonique P(2 )
0 dans Spec(R

(2)
0 ) vérifie :

P(2 )
0 ∩ {Z1 , ... , ZN } = {Zi | i ∈ ∆}.

Notons par Q = P(t+1 )
0 l’image canonique de P0 dans Spec(R

(t+1)
0 ) et posons P = Q ∩ R. On sait

que P ∈ Spec(R) et, par le lemme 5.1.4, que son image canonique P(2) dans Spec(R(2)) vérifie

P(2) = P(2 )
0 ∩ R(2 ).

Donc

P(2) ∩ {Z1, ... , Zt} = P(2 )
0 ∩ R(2 ) ∩ {Z1 , ... , Zt} = P(2 )

0 ∩ {Z1 , ... , Zt} .

Comme ∆ est un sous-ensemble de J1, tK, ceci implique que

P(2) ∩ {Z1, ... , Zt} = {Zi | i ∈ ∆}.
Donc ∆ est de Cauchon par rapport à (2.14).

• Supposons que ∆ est de Cauchon pour (2.14). Ceci implique (proposition 3.1.4) qu’il existe P dans H −
Spec(R) dont l’image canonique P(2) ∈ Spec(R(2)) est l’idéal de R(2) engendré par {Zi | i ∈ ∆} (P(2)

= 0 si ∆ = ∅).
Comme P est H − invariant, il résulte du lemme 5.1.3 qu’il existe un idéal premier (H − invariant) Q de

R
(t+1)
0 , tel que

⋄ P = Q ∩ R.
⋄ Q ∩ {X(t+1)

t+1 , ... , X
(t+1)
N } = ∅.

Par le corollaire 3.2.2, il existe P0 dans Spec(R0) dont l’image canonique P(t+1 )
0 dans Spec(R

(t+1)
0 )

est égale à Q , et dont l’image canonique P(2 )
0 dans Spec(R

(2)
0 ) ne rencontre pas l’ensemble {Zt+1, ... ,

ZN}.
Comme précédemment, par le lemme 5.1.4, on a

P(2) = P(2 )
0 ∩ R(2 ).

Comme P(2 )
0 ne rencontre pas l’ensemble {Zt+1, ... , ZN}, on a

P(2 )
0 ∩ {Z1 , ... , ZN } = P(2 )

0 ∩ {Z1 , ... , Zt} .

Donc, comme {Z1, ... , Zt} ⊆ R(2), on peut écrire

P(2 )
0 ∩ {Z1 , ... , ZN } = P(2 )

0 ∩ R(2 ) ∩ {Z1 , ... , Zt}
= P(2) ∩ {Z1, ... , ZN} = {Zi | i ∈ ∆}.

Ceci prouve que ∆ est de Cauchon pour (5.1).

�

5.2 Le cas w = w0

Lemme 5.2.1.

Pour chaque diagramme ∆ ( pour (2.14)) on a :

∆ positif ⇒ ∆ de Cauchon.

Démonstration : Comme dans la section 3.1.3, on note P(2)
∆ l’idéal de R = R(2) engendré par les

générateurs canoniques Zi avec i ∈ ∆ (P(2)
∆ = 0 si ∆ = ∅). Rappelons (voir section 3.1.3) que P(2)

∆ ∈ H
− Spec(R(2)).
Considérons un entier m avec 2 ≤ m ≤ t+1. On montre d’abord, par récurrence sur m, qu’il existe un idéal

105



Chapitre 5. Liens entre les diagrammes de Cauchon et les diagrammes positifs

premier P(m) ∈ Spec(R(m)) tel que P(2)
∆ soit l’image canonique de P(m) dans Spec(R(2)).

• Si m = 2, il suffit de prendre P(2) = P(2)
∆ .

• Supposons que 2 ≤ m ≤ t et qu’il existe un idéal premier P(m) ∈ Spec(R(m)) dont P(2)
∆ soit l’image

canonique de P(m) dans Spec(R(2)). Comme ∆ est positif, on déduit de la proposition 3.2.20 que P(m)

= φm(P(m+1 )) avec P(m+1 ) ∈ Spec(R(m+1)).

Ainsi P(2)
∆ est l’image canonique de P(m+1 ) dans Spec(R(2)), et l’affirmation est démontrée.

En particulier, il existe P ∈ Spec(R(t+1)) = Spec(R) tel que P(2)
∆ est l’image canonique de P dans

Spec(R(2)). Ceci signifie (voir section 3.1.3) que ∆ est un diagramme de Cauchon.

�

Proposition 5.2.2.
Supposons w = w0 (de sorte que les décompositions (5.1) et (2.14) coïncident).
Les diagrammes positifs (pour (2.14)) coïncident avec les diagrammes de Cauchon (pour (2.14)).

Démonstration : Par le lemme 5.2.1 précédent, l’ensemble des diagrammes positifs est contenu dans
l’ensemble des diagrammes de Cauchon. Par la proposition 1.2.12 et par le théorème 4.3.1, ces deux ensembles
ont même cardinal que le groupe de Weyl W . Ils sont donc égaux.

�

Observons que dans cette preuve, on utilise le fait que le nombre de diagrammes de Cauchon (qui est aussi
le cardinal de H − Spec(U+)) est égal à |W | (théorème 4.3.1). Cette égalité peut aussi être obtenue en
utilisant les résultats de M. Gorelik, N. Andruskiewitsch et F. Dumas ([Gor00] et [AD08]) ou T. J. Hodges et T.
Levasseur et M. Toro [HLT97], mais ces résultats nécessitent quelques restrictions (mineures) supplémentaires
sur le choix du corps de base K (char(K) = 0) ou sur le paramétre q (q transcendant).

5.3 Le cas général (deuxième théorème fondamental)

On peut à présent prouver, dans le cas général (ie. w n’est plus forcément l’élément de plus grande longueur
W ) :

Théorème 5.3.1.

Les diagrammes positifs (pour (2.14)) coïncident avec les diagrammes de Cauchon (pour (2.14)).

Démonstration :
Considérons un diagramme ∆ pour (2.14) (ie. un sous-ensemble de J1, tK), de sorte que ∆ est aussi un
diagramme pour (5.1). On a alors les équivalences :

∆ est positif (pour (2.14)) ⇔ ∆ est positif pour (5.1) (proposition 1.2.13)
∆ est positif pour (5.1) ⇔ ∆ est de Cauchon pour (5.1) (proposition 5.2.2)
∆ est de Cauchon pour (5.1) ⇔ ∆ est de Cauchon pour (2.14) (proposition 5.1.5)

Il en résulte que :
∆ est positif (pour (2.14)) ⇔ ∆ est de Cauchon pour (2.14).

�

On en déduit, avec les conventions de la section 1.2,

Corollaire 5.3.2.

1. L’application ζ : ∆ = {j1, ... , js} 7→ u = w∆ = sαj1
◦ ... ◦ sαjs

est une bijection de l’ensemble des
diagrammes de Cauchon dans l’ensemble {u ∈ W | u ≤ w} (ζ(∅) = Id).

2. Considérons un diagramme de Cauchon ∆ = {j1, ... , js} et un entier i ∈ J1, tK. Posons ∆ ∩ Ji+1, tK
= {jc, ... , js} (1 ≤ c ≤ s). Alors l’expression sαi

◦ sαjc
◦ ... ◦ sαjs

est réduite. En particulier, sαj1

◦ ... ◦ sαjs
est une décomposition réduite de ζ(∆).
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5.3. Le cas général (deuxième théorème fondamental)

3. Considérons un élément u ∈ W avec u ≤ w. Alors, le seul diagramme de Cauchon ∆ tel que ζ(∆)
= u est défini récursivement comme suit :

• 1 ∈ ∆ ⇔ l(sα1 ◦ u) = l(u) − 1 ⇔ u−1(α1) est une racine négative.

• Considérons un entier i ∈ J1, t − 1K et supposons que ∆ ∩ J1, iK = {j1, ... , jd}.
Posons ui = sαjd

◦ ... ◦ sαj2
◦ sαj1

◦ u (ui = u si ∆ ∩ J1, iK = ∅). Alors

i + 1 ∈ ∆ ⇔ l(sαi+1 ◦ ui) = l(ui) − 1 ⇔ u−1
i (αi+1) est une racine négative.

Démonstration :

Comme les diagrammes de Cauchon coïncident avec les diagrammes positifs, 1. est la proposition 1.2.12 (asser-
tion 2.) et 2. est la proposition 1.2.10. Maintenant, prouvons 3.

• Supposons que 1 ∈ ∆, de sorte que ∆ = {j1, ... , js} avec j1 = 1. Comme u = ζ(∆) = sαj1
◦ ... ◦ sαjs

,
on a l(sα1 ◦ u) = l(sαj2

◦ ... ◦ sαjs
) = s − 1 = l(u) − 1.

Réciproquement, supposons que l(sα1 ◦ u) = l(u) − 1. Si 1 /∈ ∆, alors ∆ ∩ J2, tK = ∆ et, par 2., l(sα1 ◦
u) = l(u) + 1. Donc, nécessairement, 1 ∈ ∆.
Classiquement, on a : l(sα1 ◦ u) = l(u) − 1 ⇔ l(u−1 ◦ sα1) = l(u−1) − 1 ⇔ u−1(α1) est une racine
négative.

• Supposons que i + 1 ∈ ∆, de sorte que ∆ ∩ Ji + 1, tK = {jd+1, ... , js} avec jd+1 = i + 1. Comme ui =
sαjd

◦ ... ◦ sαj2
◦ sαj1

◦ u = sαjd+1
◦ ... ◦ sαjs

, on a l(sαi+1 ◦ u) = l(sαjd+2
◦ ... ◦ sαjs

) = s − (d + 1) =

l(ui) − 1.
Réciproquement, supposons que l(sαi+1 ◦ ui) = l(ui) − 1. Si i + 1 /∈ ∆, alors ∆ ∩ Ji + 2, tK = {jd+1, ... ,
js} et, par 2., l(sαi+1 ◦ ui) = l(ui) + 1. Donc, nécessairement, i + 1 ∈ ∆.

�

Du corollaire 5.3.2 (assertions 1. et 2.) et du lemme 1.2.2 (assertion 2.), on déduit :

Corollaire 5.3.3.
1. L’application ζ′ : ∆ = {j1, ... , js} 7→ u′ = v∆ = sαjs

◦ ... ◦ sαj1
est une bijection de l’ensemble des

diagrammes de Cauchon sur l’ensemble {u ∈ W | u ≤ v = w−1} (ζ′(∆) = (ζ(∆))−1, ζ′(∅) = Id).

2. Considérons un diagramme de Cauchon ∆ = {j1, ... , js} et un entier i ∈ J1, tK. Posons ∆ ∩ Ji+1, tK
= {jc, ... , js} (1 ≤ c ≤ s). Alors l’expression sαjs

◦ ... ◦ sαjc
◦ sαi

est réduite. En particulier, sαjs

◦ ... ◦ sαj1
est une décomposition réduite de ζ′(∆).

Si w et sa décomposition réduite sont choisies comme dans l’exemple de la section 2.2.2, on sait (proposition
2.2.4) que U [w] est l’algèbre des matrices quantiques Oq(Mp,m(k)) avec m = n − p + 1 et avec les mêmes
générateurs canoniques. Donc, par [Cau03b], les diagrammes de Cauchon peuvent être considérés (comme dans
le chapitre 4) comme des remplissages d’un tableau rectangulaire de taille m×p par des cases noires et blanches.
On constate alors qu’ils coïncident avec les

Γ

- diagrammes de A. Postinikov. Dans ce cas, le corollaire 5.3.3 a
aussi été prouvé (par des méthodes différentes) par A. Postnikov ([Pos06], theorem 19.1.) et par T. Lam and L.
Williams ([LW08], theorem 5.3.).

Dans le cas général, en utilisant la bijection entre l’ensemble des diagrammes de Cauchon et H − Spec(U [w])
rappelée dans la section 3.1.3, les deux bijections de la proposition 1.2.12, ainsi que la coïncidence des diagrammes
de Cauchon avec les diagrammes positifs (théorème 5.3.1), on obtient, avec les notations de la section 3.1.3,

Corollaire 5.3.4.
1. Il existe une bijection naturelle de l’ensemble {u ∈ W | u ≤ v = w−1} sur H − Spec(U [w]). Elle

est définie par

v∆ 7→ P∆

où ∆ décrit l’ensemble des diagrammes de Cauchon.
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2. Il existe une bijection naturelle de l’ensemble {u ∈ W | u ≤ w} dans H − Spec(U [w]). Elle est définie
par

w∆ 7→ P∆

où ∆ décrit l’ensemble des diagrammes de Cauchon.
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Annexe A

Description des w∆ à l’aide de pipe

dreams

A partir d’une décomposition réduite (arbitraire) de w, on a construit (corollaire 5.3.2) une bijection ∆ 7→ v∆

entre l’ensemble D des diagrammes de Cauchon et {u ∈ W |u ≤ v = w−1}. Dans le cas de l’exemple de la section
2.2.2, W est le groupe symétrique Sn+1 et A. Postnikov [Pos06, section 6 et 19] a construit une bijection entre
les “

Γ

-diagrams”, qui sont ici les diagrammes de Cauchon [Cau03b], par l’intermédiaire d’objets combinatoires
appelés “pipe dreams”. On vérifie sans difficulté que la bijection de A. Postnikov coïncide avec la bijection
∆ 7→ v∆ ci-dessus.
Dans cette annexe, nous considérons le cas des exemples traités dans la section 4.2.1. Dans ces exemples on a
w = w0, de sorte que ∆ 7→ v∆ est une bijection de D sur W . Dans le premier d’entre eux (An), on a W = Sn+1,
dans les trois autres exemples (Bn, Cn et Dn) W peut se décrire en termes de permutations signées. Le but
de cette annexe est de s’inspirer de la construction de A. Postnikov pour obtenir un lien entre les diagrammes
de Cauchon et le groupe de Weyl dans ces quatres exemples. La difficulté première vient du fait que la forme
des tableaux n’est pas connue à priori et que celle-ci dépend de la décomposition de w0 choisie. Nous allons
utiliser les tableaux qui contenaient les racines simples dans la section 4.2.1 et placer les réflections simples de
la décomposition réduite de w0 dans les cases à la place des racines. Nous explicitons ensuite comment coder
un diagramme de Cauchon par un pipe dreams puis par une permutation (signée ou non en fonction des cas).
Les preuves sont techniques mais ne présentent pas de difficultés majeures, nous ne les faisons pas figurer dans
cette annexe.

A.1 Le type An

La décomposition réduite considérée ici est

w0 = s1 ◦ (s2 ◦ s1) ◦ (s3 ◦ s2 ◦ s1) ◦ ... ◦ (sn ◦ sn−1 ◦ ... ◦ s2 ◦ s1) (si := sǫi
)

On la représente au moyen du tableau T (qui est le tableau contenant les racines positives de la section 4.2.1.1)
ci-dessous dans lequel on lit les reflexions simples colonne par colonne (en partant de la colonne de gauche) et
du haut vers le bas.

s1 s2 s3 · · · sn

s1 s2 · · · sn−1

s1 · · · sn−2

. . .
...
s1

On rappelle que, W étant identifié à Sn+1 ([Hum78, section 12.1]), si est la transposition (i, i + 1) pour tout
i ∈ J1, nK.
Considérons un diagramme ∆, c’est à dire un ensemble de cases du tableau ci-dessus. Colorions ces cases en
noir et construisons, dans chacune d’elles, deux flèches croisées comme ci-dessous
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(croisement)

Construisons, dans chacune des autres cases (blanches), deux arcs fléchés comme ci-dessous

(coude)

De plus, deux cases consécutives de la diagonales sont systématiquement reliées par un arc fléché de la gauche
vers la droite.

On obtient ainsi un "pipe dream" comme dans l’exemple ci-dessous en type A5.

∆ = {2, 3, 4, 7, 8, 9, 11, 12} : Pipe dream associé :

1

2 3 4 5 6

6

5

4

3

2

1

( T =

s1 s2 s3 s4 s5

s1 s2 s3 s4

s1 s2 s3

s1 s2

s1

)

Ce pipe dream définit une permutation et on peut démontrer :

Proposition A.1.1.
Si ∆ est un diagramme de Cauchon, la permutation construite ci-dessus n’est autre que v∆.

Dans le cas de l’exemple ci-dessus, cette permutation est égale à

(
1 2 3 4 5 6
3 6 1 5 2 4

)
. On peut vérifier

qu’elle est bien égale à v∆ = s4 ◦ s5 ◦ s2 ◦ s3 ◦ s4 ◦ s3 ◦ s1 ◦ s2.

A.2 Les types Bn et Cn

La décomposition réduite considérée ici est

w0 = s1 ◦ (s2 ◦ s1 ◦ s2) ◦ (s3 ◦ s2 ◦ s1 ◦ s2 ◦ s3) ◦ ... ◦ (sn ◦ sn−1 ◦ ... ◦ s2 ◦ s1 ◦ s2 ◦ ... ◦ sn−1 ◦ sn)

On la représente au moyen du tableau T (qui est le tableau contenant les racines positives de la section 4.2.1.2)
ci-dessous (cas n = 5) dans lequel on lit les reflexions simples colonne par colonne (en partant de la colonne de
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gauche) et du haut vers le bas.

s1 s2 s3 s4 s5

s1 s2 s3 s4

s2 s1 s2 s3

s2 s1 s2

s3 s2 s1

s3 s2

s4 s3

s4

s5

On rappelle que, W étant identifié au groupe des permutations signées de l’ensemble {1, ..., n} ([Hum78, section

12.1]), s1 =

(
1 2 ... n
−1 2 ... n

)
et, pour i > 1, si est la transposition (i − 1, i). Considérons un diagramme

de Cauchon ∆, c’est à dire un ensemble de cases du tableau T qui est une réunion de colonnes tronquées.
Colorions ces cases en noir. On associe à ce coloriage un tableau T ′ de type An où chaque case est soit blanche,
soit hachurée. Cette construction s’opère colonne par colonne. Pour une colonne donnée C de T , la manière de
colorier la colonne correspondante de T ′ est différente selon que la dernière case noire de C est au dessus de la
diagonale, sur la diagonale ou au dessous de la diagonale. Ce processus est décrit ci-dessous (lorsque C est la
troisième colonne de T ) :
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Troisième colonne de T Troisième colonne de T ′

Par exemple, si n = 5 et ∆ = {1, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25}, on obtient le coloriage
suivant pour T
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auquel on associe le tableau T ′ :

Chaque case de T ′ est ensuite fléchée, comme dans le cas An, par un croisement ou un coude, mais les flêches
peuvent être pleines ou pointillées. Le processus de fléchage est le suivant :

• Chaque case blanche est fléchée par un coude sans changement de style (plein ou pointillé) des flèches.
(Si une case est située en haut d’une colonne, la flèche d’arrivée supérieure est considérée par défaut en
style plein. Si la case est située à l’extrémité gauche d’une ligne, la flèche d’arrivée à gauche est considérée
par défaut en style plein.)

• Chaque case hachurée vers la droite ( ) ou hachurée dans les deux sens est fléchée par un coude avec
changement de style des flèches.

• Chaque case hachurée vers la gauche ( ) est fléchée par un croisement sans changement de style des
flèches.

On obtient ainsi un "pipe dream" auquel on peut associer une permutation signée, l’image de j (1 ≤ j ≤ n
étant affecté d’un signe "+" si la flêche d’arrivée est pleine et d’un signe "-" si elle est pointillée.
On peut démontrer

Proposition A.2.1.
Si ∆ est un diagramme de Cauchon, la permutation signée construite ci-dessus n’est autre que v∆.

Ainsi, dans l’exemple ci-dessus, le pipe dream obtenu est le suivant :
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1 2 3 4 5

5

4

3

2

1

Il définit la permutation signée (
1 2 3 4 5
−4 −2 −3 1 −5

)

On peut vérifier qu’elle est bien égale à

v∆ = s5s4s3s2s1s2s3s4s5s2s3s4s2s1s2s3s1s2s1.

A.3 Le type Dn

La décomposition réduite considérée ici est

w0 = s1 ◦ s2 ◦ (s3 ◦ s1 ◦ s2 ◦ s3) ◦ (s4 ◦ s3 ◦ s1 ◦ s2 ◦ s3 ◦ s4) ◦ ... ◦ (sn ◦ sn−1 ◦ ... ◦ s3 ◦ s1 ◦ s2 ◦ s3 ◦ ... ◦ sn−1 ◦ sn)

On la représente au moyen du tableau T (qui est le tableau contenant les racines positives de la section 4.2.1.4)
ci-dessous (cas n = 5) dans lequel on lit les reflexions simples colonne par colonne (en partant de la colonne de
gauche) et du haut vers le bas.

s1 s3 s4 s5

s2 s1 s3 s4

s2 s1 s3

s3 s2 s1

s3 s2

s4 s3

s4

s5

On rappelle que, W étant identifié au groupe des permutations signés de l’ensemble {1, ..., n} ([Hum78, section

12.1]), s1 =

(
1 2 ... n
−2 −1 ... n

)
et, pour i > 1, si est la transposition (i − 1, i).

Considérons un diagramme de Cauchon ∆, c’est à dire un ensemble de cases du tableau T vérifiant les contraintes
de la section 4.2.1.4. Colorions ces cases en noir. On associe à ce coloriage un tableau T ′ de type An où chaque
case est soit blanche, soit hachurée. Comme dans la section précédente, cette construction s’opère colonne par
colonne.
Etant donnée une colonne C de T , Le processus de coloriage de la colonne correspondante C′ de T ′ est le suivant :

• Pour chaque case noire, située au dessus de la ligne médiane, on hachure la case correspondante de C′

vers la gauche ( ).
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• Pour chaque case noire, située au dessous de la ligne médiane, on hachure la case de C′ correspondant à

sa symétrique par rapport à la ligne médiane vers la droite ( ).

Exemple A.3.1. Si on considère le diagramme de Cauchon

∆ := {β1, β2, β3, β5, β7, β8, β9, β10, β13, β14, β15, β16},

on obtient

Coloriage de T Coloriage correspondant de T ′

Chaque case de T ′ est ensuite fléchée, comme dans les cas Bn et Cn, par un croisement ou un coude avec des
flêches pleines ou pointillées. Le processus de fléchage est maintenant le suivant :

• Chaque case blanche est fléchée par un coude sans changement de style (plein ou pointillé) des flèches.
(Si une case est située en haut d’une colonne, la flèche d’arrivée supérieure est considérée par défaut en
style plein. Si la case est située à l’extrémité gauche de la première ligne, la flèche d’arrivée à gauche est
considérée par défaut en style plein.)

• Deux cases consécutives de la diagonales sont systématiquement reliées par un arc fléché de la gauche vers
la droite sans chagement de style.

• Chaque case hachurée vers la droite ( ) est fléchée par un croisement avec changement de style des
flèches.

• Chaque case hachurée vers la gauche ( ) est fléchée par un croisement sans changement de style des
flèches.

• Chaque case hachurée dans les deux sens ( ) est fléchée par un coude avec changement de style des
flèches.

On obtient ainsi un "pipe dream" auquel on peut associer une permutation signée, l’image de j (1 ≤ j ≤ n
étant affecté d’un signe "+" si la flêche d’arrivée est pleine et d’un signe "-" si elle est pointillée.
On peut démontrer

Proposition A.3.2.
Si ∆ est un diagramme de Cauchon, la permutation signée construite ci-dessus n’est autre que v∆.

Ainsi, dans l’exemple ci-dessus, le pipe dream obtenu est le suivant :
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Annexe A. Description des w∆ à l’aide de pipe dreams

1

2 3 4 5

5

4

3

2

1

Il définit la permutation signée (
1 2 3 4 5
4 −5 2 −3 1

)

On peut vérifier qu’elle est bien égale à

v∆ = s1s3s4s5s2s1s3s4s2s3s2s1.
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Etude des spectres premier et primitif de l’analogue quantique de la partie positive de l’algèbre
enveloppante d’une algèbre de Lie simple complexe.

RESUMÉ : Soit Φ un système de racines irréductible de rang n ≥ 1 dans un espace vectoriel euclidien E,
correspondant à une algèbre de Lie simple complexe g. Choisissons une base Π = (ǫ1, ..., ǫn) de Φ, notons Φ+

(resp. Φ−) l’ensemble des racines positives (resp. négatives) et posons N = |Φ+| (1 ≤ n ≤ N).
Notons W le groupe de Weyl de Φ et, pour tout β ∈ Φ, notons sβ la réflexion par rapport à l’hyperplan normal
à β. Soit K un corps (commutatif) de caractéristique différente de 2 (et différente de 3 si Φ est de type G2), et
q un élément de K \ {0} qui n’est pas une racine de l’unité.
L’algèbre Uq(g) et ses générateurs canoniques Eα, Fα, K±1

α sont définis comme dans le livre de Jantzen et on
note U+

q (g) la sous-algèbre engendrée par les Eα (α ∈ Π). Si w ∈ W , on lui associe une sous algèbre U [w] de
U+

q (g). A chaque décomposition réduite w = sα1 ◦ ... ◦ sαt
(αi ∈ Π) correspond une famille de générateurs

"canoniques" X1, ..., Xt de U [w].
Nous démontrons que, dans le cas où la décomposition de w0 (élément de plus grande longueur de W) induit sur
Φ+ un bon ordre au sens de G. Lusztig, on peut décrire par un procédé récursif l’ensemble des diagrammes de
Cauchon de U+

q (g). Ces diagrammes de Cauchon fournissent une description combinatoire de la H-stratification
du spectre premier au sens de K. Brown et K. Goodearl. A l’aide d’une décomposition particulière de w0 pour
chaque type d’algèbre de Lie simple, nous retrouvons et généralisons le résultat démontré par M. Gorelik dans
le cas où q n’est pas une racine de l’unité : l’ensemble des idéaux premiers H-invariants et le groupe de Weyl
ont même cardinal.
Nous établissons aussi que les diagrammes de Cauchon de l’algèbre U [w] sont en correspondance bi-univoque
naturelle avec l’ensemble des sous-décompositions positives de w au sens de R. Marsh et K. Rietsch et par la
même occasion construisons une bijection explicite entre les diagrammes de Cauchon de U [w] et l’ensemble
W≤w = {u ∈ W |u ≤ w} où "≤" désigne l’ordre de Bruhat sur W.

Study of the prime and primitive spectrum of the positive part of the quantized envelopping
algebra of a simple Lie algebra over C.

ABSTRACT : Let Φ be an irreducible root system of rank n ≥ 1 in a euclidian vector space E, corresponding
to g a simple lie algebra over C. Set a basis Π = (ǫ1, ..., ǫn) of Φ, denote by Φ+ (resp. Φ−) the set of positive
roots (resp. negatives) and set N = |Φ+| (1 ≤ n ≤ N).
Denote the Weyl group by W and, for all β ∈ Φ, sβ is the reflexion with respect to β. Let K be a (commutative)
field with caracteristic not equal to 2 (and not equal to 3 if the type of Φ is G2), and q an element of K \ {0}
which is not a root of unity.
The algebra Uq(g) and its canonical generators Eα, Fα, K±1

α are defined as in Jantzen’s book and denote by
U+

q (g) the subalgebra generated by the Eα’s (α ∈ Π). For w ∈ W , one constructs the subalgebra U [w] of U+
q (g).

Each reduced decomposition w = sα1 ◦ ... ◦ sαt
(αi ∈ Π) corresponds to a familiy of "canonicals" generators

X1, ..., Xt Of U [w].
We prove that, when the decomposition of w0 (longest Weyl word) induced on Φ+ a good order as defined by
G. Lusztig, we can describe by a recursive procedure the set of Cauchon diagrams of U+

q (g). These diagrams
give a combinatorial description of the H-stratification of the prime spectrum as defined byf K. Brown et K.
Goodearl. Thanks to a particular decomposition of w0 in each type of simple Lie algebra, we prove again and
generalize a result from M. Gorelik to the case of q is not a root of unity : the set of H-prime ideal and the Weyl
group have the same cardinality.
We also prove that the Cauchon diagrams of U [w] are in one to one correspondance with the set of positive su-
bexpressions of w as defined by R. Marsh and K. Rietsch and by the same time we construct an explicit bijection
between the cauchon diagrams of U [w] and the set W≤w = {u ∈ W |u ≤ w} where "≤" is the Bruhat order on W.

DISCIPLINE : Mathématiques.

MOTS-CLES : Groupes quantiques, Algèbres enveloppantes quantifiées, Idéaux premiers, H-stratification,
Effacement des dérivations.

Laboratoire de Mathématiques - FRE 3111, Université de Reims
Moulin de la Housse - BP 1039 - 51687 REIMS Cedex 2, France.
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