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Champagne-Ardenne
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hargement doublement sinusoïdal.Résultats du dépla
ement transversal et des 
ontraintes de CT� 
as-2 � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 883.17 Plaque 
arrée 
omposite à 3 
ou
hes (0°/90°/0°) �même épaisseur�simplement supportées sous 
hargement uniforme. Comparaisondu dépla
ement transversal et des 
ontraintes maximums � 
as-3 � 893.18 Flexion 
entrale d'une plaque re
tangulaire sous 
hargement sinu-soïdal : w̄ = 100E2h3

q0a4 wc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 913.19 Plaque 
arrée sandwi
h (f/
/f). Résultats de la �è
he au 
entre dela plaque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 933.20 Plaque 
arrée sandwi
h (f/
/f). Résultats des 
ontraintes de CTmaximales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 933.21 Plaque 
arrée sandwi
h (f/c/f) simplement supportée sous 
har-gement sinusoïdal. Dépla
ement 
entral et 
ontrainte de CT . . . 963.22 Plaque 
arrée sandwi
h (f/c/f) simplement supportée sous 
har-gement sinusoïdal. Contraintes normales . . . . . . . . . . . . . . 973.23 Plaque 
arrée sandwi
h sous 
hargement uniforme. Flè
he au pointC des 
ontraintes planes et des 
ontraintes de CT maximales . . 1003.24 Plaque 
arrée isotrope simplement supportée (L/h = 10). Compa-raison des 4 premières fréquen
es propres . . . . . . . . . . . . . 1023.25 Plaque 
arrée isotrope simplement supportée. In�uen
e de L/h surla fréquen
e fondamentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1023.26 Plaque 
arrée sandwi
h simplement supportée (L/h=10). Compa-raison des fréquen
es propres fondamentales . . . . . . . . . . . . 1033.27 Vibrations libres d'une plaque en 
arton ondulé. Pulsations propresexpérimentales en fon
tion de la longueur de la plaque . . . . . . 1063.28 Résultats numériques des pulsations propres. Comparaison ave
l'expérien
e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1084.1 Fon
tions d'interpolation bi-linéaires et quadratiques in
omplètesde l'élément initial DMQSβ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111



114.2 N÷uds i-j du bord k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1195.1 Poutre vrillée. Résultats des dépla
ements en A pour h = 0, 32 . 1335.2 Poutre vrillée. Résultats des dépla
ements en A, pour h = 0, 0032 1335.3 Cylindre orthotrope sous pression interne. Dépla
ement maximum 1385.4 Plaque 
arrée Sandwi
h non symétrique simplement supportée sous
hargement uniforme. Dépla
ement maximum . . . . . . . . . . . 1395.5 Cylindre simplement supporté sous 
hargement sinusoïdal. Flè
heau point C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1415.6 Panneau 
ylindrique simplement supporté sous 
hargement sinu-soïdal. Convergen
e de la �è
he au 
entre . . . . . . . . . . . . . 1435.7 Vibrations libres d'une pale de ventilateur. Fréquen
es propres(Hz) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1445.8 Vibrations libres de panneaux 
omposites. Fréquen
es propres (Hz) 146
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Notationsx, y, z Repère lo
al de l'élémentX, Y, Z Repère 
artésien global
(

~i, ~j, ~k
) Base du repère globalL, T, z Repère d'orthotropieU, V, W Dépla
ements globauxu, v, w Dépla
ements lo
aux

θx, θy, θz Rotations autour des axes x, y, zdV Élément de volumedA Élément de surfa
e moyenne de la 
oque ou de la plaqueds Élément de longueur de la 
oque ou de la plaqueh Épaisseur de la 
oque ou de la plaque
σij , τij Composantes du tenseur des 
ontraintes
εij, γij Composantes du tenseur des déformations
〈σ〉 Ve
teur des 
ontraintes planes
〈τ〉 Ve
teur des 
ontraintes de 
isaillement transversal
〈ε〉 Ve
teur des déformations planes
〈γ〉 Ve
teur des déformations de 
isaillement transversal

〈e〉, 〈χ〉 Ve
teur des déformations de membrane et des 
ourbures de �exion* Symbole relatif à une quantité virtuelle
f,x Dérivée d'une fon
tion f par rapport à x
∑ Symbole de sommation
∂ Dérivée partielle

〈N〉 E�orts de membrane
〈M〉 Moments de �exion
〈T 〉 E�orts tran
hants ou de 
isaillement transversal

〈Un〉, 〈un〉 Ve
teur des degrés de liberté nodaux dans les repères global et lo
al
[H ] Matri
e de 
omportement élastique (rigidité) dans le repère de 
al
ul
[G] Matri
e de 
omportement (rigidité) en 
isaillement transversal

[Hm] , [Hmf ] Rigidités de membrane et de 
ouplage membrane-�exion
[Hf ] , [Hc] Rigidités de �exion et de 
isaillement transversal

EL, ET , Ez Modules d'Young dans les dire
tions d'orthotropie L, T, z
GLT , GLz, GTz Modules de 
isaillement dans les plans L-T, L-z, T-z
νLT , νLz, νTz C÷�
ients de Poisson13
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k11, k22, k12 C÷�
ients de 
orre
tion du 
isaillement transversal

Wint Travail virtuel des e�orts internes
Wext Travail virtuel des for
es externes
[K] Matri
e de rigidité
()e e : lettre traduisant une quantité élémentaire
[Km] Matri
e de rigidité de membrane
[Kf ] Matri
e de rigidité de �exion
[Kmf ] Matri
e de rigidité de 
ouplage membrane-�exion
[Kct] Matri
e de rigidité de 
isaillement transversal
[M ] Matri
e masseddl Degrés de libertéCT Cisaillement Transversal



Introdu
tion générale et obje
tifsCette étude do
torale à 
ara
tère s
ienti�que et te
hnologique a pour objet laformulation théorique, la mise en ÷uvre numérique et l'évaluation d'un nouveaumodèle d'éléments �nis du premier ordre (théorie de Reissner/Mindlin) pour lesproblèmes de plaques et de 
oques isotropes et 
omposites. Elle s'ins
rit dans le
adre du développement d'un outil d'aide à la 
on
eption et à l'optimisation desstru
tures 
omposites. Asso
ié à des lois de 
omportement appropriées, 
e modèlesera en mesure de fournir des résultats pré
is en dépla
ements, en déformations eten 
ontraintes, pour un dimensionnement optimal des stru
tures 
omposites. Lesappli
ations pourront 
on
erner l'ensemble des se
teurs utilisant des matériaux
omposites multi
ou
hes. Nous 
itons en parti
ulier les se
teurs de l'automobile,de l'aéronautique, de la défense ou de l'emballage.Le modèle à développer 
on
ernera un élément �ni de plaque et de 
oque
ourbe géométriquement simple (4 n÷uds), basé sur une nouvelle appro
he va-riationnelle appelée DDM (Displa
ement Dis
rete Mindlin). Il prend en 
omptel'e�et du 
isaillement transversal CT à travers l'épaisseur. Le modèle DDM intro-duit de manière dis
rète deux hypothèses de Mindlin. La première hypothèse est
inématique, elle 
onsiste à introduire sous la forme d'une intégrale de 
ontourune équation 
inématique de la déformation de CT. Elle permet l'élimination duverrouillage en CT sans introduire des fon
tions bulles ou sans re
ourir à l'inté-gration réduite ou sele
tive. Il s'agit de l'appro
he des déformations de CT desubstitution, 
onnue sous le nom de �ANS method : Assumed Natural Strains�.La se
onde hypothèse fait appel à deux lois de 
omportement, l'une en �exionet l'autre en CT, et deux équations d'équilibre d'une plaque en �exion/CT. Ellea pour prin
ipal avantage une élimination lo
ale des degrés de libertés de rota-tion, introduits initialement au milieu d'un bord élémentaire par le biais d'uneapproximation quadratique des rotations de la normale à la surfa
e moyenne. Lesdeux hypothèses seront développées en détail dans 
ette présente étude do
to-rale. Elles peuvent être adaptées à des matériaux isotropes ou anisotropes, et plusparti
ulièrement à des matériaux orthotropes à plusieurs 
ou
hes.Les performan
es des deux modèles d'éléments �nis développés sont 
onfron-tées à 
elles des modèles existants dans la littérature, qu'ils soient basés sur lathéorie du premier ordre de Reissner/Mindlin ou sur des théories d'ordre supé-rieur. 15



16 CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE ET OBJECTIFSL'obje
tif de l'étude do
torale initialement dé�ni était la formulation du mo-dèle de 
oque multi
ou
he ave
 la prise en 
ompte des non linéarités géométriques.En e�et, les di�
ultés que nous avions ren
ontrées au niveau de l'implémenta-tion du modèle isotrope de 
oque 
ourbe nous ont 
onduit à reformuler l'élémentde plaque homogène isotrope, développé par Katili [71℄, pour une validation enpremier lieu sur des plaques 
onsidérées 
omme 
as parti
uliers de modèles de
oque 
ourbe, et au se
ond lieu pour une extension au 
as des plaques 
ompositesmulti
ou
hes.Ainsi, trois nouveaux éléments �nis ont été développés sur la base du modèleDDM :
➤ DMQPml : Dis
rete Mindlin Quadrilateral for Plates multilayered (Élé-ment �ni de plaque 
omposite multi
ou
he, quadrilatéral à 4 n÷uds et 3ddl par n÷uds, basé sur des hypothèses dis
rètes de Mindlin) ;
➤ DMQSiso : Dis
rete Mindlin Quadrilateral for isotropi
 Shells (Élément�ni de 
oque 
ourbe isotrope, ave
 ou sans gau
hissement, quadrilatéral à4 n÷uds, basé sur des hypothèses dis
rètes de Mindlin) ;
➤ DMQSml : Dis
rete Mindlin Quadrilateral for multilayered Shells (Élément�ni de 
oque 
ourbe 
omposite multi
ou
he, ave
 ou sans gau
hissement,quadrilatéral à 4 n÷uds, basé sur des hypothèses dis
rètes de Mindlin).Les trois éléments �nis développés sont basés sur une interpolation initiale qua-dratique des rotations de la normale à la surfa
e moyenne, faisant dériver pré-maturément un élément de départ à 8 n÷uds, très peu re
ommandable sur leplan pratique. Deux hypothèses dis
rètes de Mindlin, que nous développons dans
ette étude, sont introduites lo
alement pour éliminer 4 n÷uds et ne garder queles 4 n÷uds � sommets � ave
 les ddl 
lassiques d'une plaque : le dépla
ementtransversal w et les rotations de la normale à la surfa
e moyenne βx et βy.
➤ Le premier 
hapitre est 
onsa
ré à une synthèse bibliographique sur les ap-pro
hes existantes de plaques multi
ou
hes, ave
 leurs avantages et in
on-vénients. Ainsi, nous présentons dans 
e 
hapitre un ensemble d'éléments�nis sophistiqués basés en parti
ulier sur des théories dites d'ordre supé-rieur.
➤ Dans le se
ond 
hapitre, nous présentons la formulation théorique et l'éva-luation d'un nouvel élément �ni du premier ordre pour les plaques 
ompo-sites multi
ou
hes. Il est basé sur un modèle variationnel en dépla
ementque nous 
onsidérons 
omme dis
rêt, dans la mesure où l'on introduit lo
a-lement, et de manière dis
rète, deux hypothèses 
inématique et mé
anique.Ce modèle que nous appelons DDM (Displa
ement Dis
rete Mindlin) four-nit un élément �ni géométriquement simple (un quadrilatère à 4 n÷uds et3 ddl par n÷ud) et e�
a
e. Ainsi, une 
ourbure de �exion appro
hée li-



17néairement est le résultat d'une représentation quadratique des rotationsde la normale à la surfa
e moyenne. Le nouvel élément de plaque, baptiséDMQPml(Dis
rete Mindlin Quadrilateral Plate multilayer), est une exten-sion au 
as multi
ou
he du modèle isotrope DKMQ proposé par Katili [71℄.Nous avons introduit lo
alement deux hypothèses modi�ées de Mindlindans l'élément DKMQ, pour prendre en 
ompte le 
ara
tère multi
ou
hedes plaques 
omposites. Le modèle DMQPmlprend en 
ompte les e�etsde CT à travers l'épaisseur et reproduit les résultats de plaques min
esquelque soit l'élan
ement (absen
e de verrouillage en CT). Les 
ontraintesde CT sont 
al
ulées en intégrant suivant l'épaisseur les équations d'équi-libre ; elles véri�ent les 
onditions aux limites et la 
ontinuité aux interfa
es.Elles sont linéaires à travers l'épaisseur, d'où la né
essité d'introduire desfa
teurs de 
orre
tion de CT. Ces fa
teurs sont 
al
ulés par équivalen
ede l'énergie de CT asso
iée à la théorie du premier ordre ave
 
elle dueaux 
ontraintes de CT. Des modèles d'ordre supérieur ont fait l'objet de
omparaison ave
 notre modèle dans le 
hapitre 3. Les résultats obtenussont en
ourageants, voire meilleurs dans 
ertains 
as.
➤ Le 
hapitre 3 est 
onsa
ré à la validation de l'élément de plaque DMQPmlsurdes 
as-tests standards de plaques isotropes, sandwi
hs et strati�ées.
➤ Le 
hapitre 4 est 
onsa
ré au développement du modèle DMQSiso(Dis
reteMindlin Quadrilateral for isotropi
 Shells). Il est formulé sur la base d'unélément quadrilatéral à 4 n÷uds et 6 ddl par n÷ud. Il est basé sur l'ap-pro
he isoparamétrique (
ourbe) du solide tridimensionnel dégénéré dansl'épaisseur. Il prend en 
ompte les e�ets de gau
hissement ; sa formulationest de type dépla
ement ave
 une représentation naturelle des déforma-tions de CT au niveau élémentaire. Il est enri
hi en introduisant initia-lement une approximation quadratique in
omplète des rotations autourde la normale à la surfa
e moyenne. Une des 
onséquen
es de 
e typed'interpolation est l'apparition de ddl supplémentaires au milieu des 
�-tés. Ceux-
i sont éliminés par l'introdu
tion d'hypothèses dis
rètes, quenous développons dans 
e 
hapitre, sans altérer la pré
ision de l'élémentquadratique initial. Nous aboutissons en 
onséquen
e à un élément �niisoparamétrique 
ourbe, géométriquement simple (quadrangle à 4 n÷uds),pouvant atteindre des pré
isions appré
iables, pro
hes de ses homologuesà huit n÷uds, voire meilleures dans 
ertaines situations. Celui-
i est librede tout verrouillage, passe l'ensemble des pat
h-tests de déformations et de
ontraintes 
onstantes, ne présente pas de modes parasites et demeure peusensible aux distorsions géométriques des maillages. Il peut être 
onsidéré
omme une alternative aux éléments �nis de 
oques min
es 
ourbes, ditsde Kir
ho� dis
rêts, qui ont largement fait leurs preuves dans des appli-
ations industrielles aux stru
tures non sensibles au CT. Pour formuler le



18 CHAPITRE 0. INTRODUCTION GÉNÉRALE ET OBJECTIFSmodèle multi
ou
he DMQSml, nous 
onservons dans une première étapel'expression de l'hypothèse 
inématique utilisée dans la formulation du mo-dèle isotrope DMQSiso, à partir du moment où elle ne fait pas intervenirdes termes liés au 
omportement mé
anique d'une 
oque. Nous proposonsdans une se
onde étape une modi�
ation de l'hypothèse mé
anique pourprendre en 
ompte les propriétés d'une se
tion de 
oque multi
ou
he. Lemodèle de 
oque isotrope améliore sensiblement les résultats de 
oquesprésentant des 
omportements assez 
omplexes en �exion.
➤ Le 
hapitre 5 est 
onsa
ré à la validation numérique des éléments de 
oqueproposés. Une série de 
as-tests standards 
onsidérés par les ingénieurs
omme des outils importants de validation d'éléments de 
oque, est utili-sée par la suite. Di�érents types de solli
itations statiques et dynamiques(vibrations libres) sont traités pour des stru
tures 
omposites strati�ées etsandwi
hs.
➤ Le 
hapitre 6 fournit une 
on
lusion globale mettant en éviden
e les 
apa-
ités et les limites de nos modèles de premier ordre. Des perspe
tives à 
etravail do
toral y sont présentées par la suite.



Chapitre 1Analyse bibliographique
1.1 Evolution des théories aux éléments �nis pourla modélisation des 
omposites multi
ou
hesLa théorie des stru
tures min
es la plus an
ienne est 
elle de Kir
ho� [77℄ quinéglige l'e�et de CT. Elle ne peut en 
onséquen
e être appliquée qu'aux stru
-tures très min
es. La théorie du premier ordre 
lassique, 
ommunément asso
iéeà Reissner [123℄ ou Mindlin [91℄ qui furent les premiers à énon
er ses bases, prenden 
ompte les e�ets du CT à travers l' épaisseur. Elle 
onduit, de part l'hypo-thèse des � se
tions droites restent droites� à un ve
teur des 
ontraintes de CT
onstant dans l'épaisseur, en 
ontradi
tion ave
 une représentation quadratique
lassiquement obtenue pour les poutres (théorie de Timoshenko) ou les plaquesen �exion/CT (Fig. 1.1). Pour 
orriger 
ette insu�san
e, des fa
teurs dits de
orre
tion du CT y sont introduits.Il est rare de trouver une théorie qui soit appli
able à tous les 
as possibles(matériau 
omposite, anisotrope, isotrope, grand nombre de 
ou
hes, strati�
a-tion sandwi
h et
.) et aux di�érents domaines (statique, dynamique et �ambage),et qui de plus serait simple, fa
ile et peu 
oûteuse en temps de 
al
ul. Une mo-délisation adéquate pour la prise en 
ompte des déformations de CT, dans lesplaques 
omposites et dans les sandwi
hs est un des domaines a
tifs de re
her
heau 
ours de 
es dernières années. Les théories de plaques 
lassiques basées sur leshypothèses de Kir
hho� [124, 147℄, négligeant les e�ets de CT, ne sont adéquatesque pour l'analyse des plaques 
omposites min
es. Ces théories prévoient mal lesréponses des stru
tures multi
ou
hes modernes épaisses ave
 un degré d'aniso-tropie élevé : 
ela est dû au faible module de 
isaillement de 
es matériaux parrapport à leur rigidité d'extension, qui les a rendus faibles en 
isaillement, 
e quiinduit une distribution 
omplexe des 
ontraintes de CT à travers l'épaisseur dansles plaques. Dans 
e 
ontexte, plusieurs modèles de plaques 2D ont été proposéspour prendre en 
ompte l'e�et du CT. On peut regrouper 
es théories de plaque19
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τxz

z

Théorie du premier ordre

    (τxz  Constante en z)
Approximation quadratique 

(représentation réelle de τxz )

Fig. 1.1 � Approximation des 
ontraintes de CT : 
onstantes (théorie du premierordre) et quadratiques (ordre supérieur)2D en deux 
atégories : les modèles à mono
ou
he équivalente (approximationglobale) et les modèles à 
ou
hes dis
rètes (approximation lo
ale).La première 
atégorie 
ontient des théories du type Reissner-Mindlin [91℄ éten-dues aux multi
ou
hes où l'on rempla
e 
es derniers par une plaque anisotropehomogène équivalente [144, 133℄. Reddy et Chao [122℄ ont introduit l'e�et dedéformation de CT dans les plaques 
omposites, en prenant une déformation de
isaillement uniforme 
onstante sur l'ensemble de l'épaisseur de la plaque ; 
ettethéorie est populairement 
onnue sous l'appellation FSDT � First Order ShearDeformation Theory �. Elle exige un fa
teur arbitraire de 
orre
tion de 
isaille-ment, en raison de la variation non-linéaire des dépla
ements dans le plan à tra-vers l'épaisseur qui doit être supposée linéaire. On trouve également des théoriesd'ordre supérieur HSDT � Higher Order Shear Deformation Theory � basées surl'approximation non linéaire des dépla
ements 3D, des 
ontraintes 3D ou mixtes[42, 75, 146℄, ainsi que des théories plus �nes appelées RHSDT � Re�ned HigherOrder Shear Deformation Theory � [38℄. Le prin
ipal obje
tif de toutes 
es théo-ries de plaque est plus ou moins le même, 
ertaines se distinguent par rapportaux autres en terme de pré
isions, parti
ulièrement sur les 
ontraintes de CT.Une prévision des dépla
ements et des 
ontraintes des plaques sandwi
hs etstrati�ées est donnée par Kim et Cho [75℄, en utilisant la théorie du premierordre renfor
ée, basée sur une théorie variationnelle mixte appelée � EFSDTM(Enhan
ed �rst-order plate theory based on the mixed variational theorem) �.Dans la formulation mixte, les 
ontraintes de CT sont basées sur une théorie deplaque d'ordre supérieur e�
a
e appelée � EHOPT (E�
ient Higher Order Plate



1.1. EVOLUTION DES THÉORIES AUX ÉLÉMENTS FINIS 21Theory) � qui fût développée par Cho et Paramerter [38℄.Dans la deuxième 
atégorie, les modèles sont basés sur l'appro
he par 
ou
heet se distinguent par la linéarité ou la non-linéarité des 
hamps dans l'épaisseurde 
haque 
ou
he. Ce sont des modèles sophistiqués qui permettent d'étudier desréponses lo
ales, notamment sur l'interfa
e entre les 
ou
hes. Bien évidemment lenombre de variables dépend du nombre de 
ou
hes, 
e qui augmente 
onsidérable-ment le volume de 
al
ul. Di S
iuva [45, 46, 47℄ propose le modèle dit � Zig-Zag �,sour
e de nombreux travaux 
omplémentaires. Celui-
i se base sur une appro
hepar 
ou
he mais ave
 un nombre de variables indépendants du nombre de 
ou
hes. Les 
ara
téristiques de base de toutes 
es théories sont la 
onsidération d'unevariation parabolique des déformations et des 
ontraintes de CT à travers l'épais-seur et, en même temps, la dis
ontinuité des 
ontraintes sur les 
ou
hes � inter-fa
es � du strati�é. Nous présentons sur la �gure 1.2 la distribution des 
ontraintesde CT à travers l'épaisseur, obtenue par trois théories di�érentes.Des revues bibliographiques ré
entes sur les di�érentes théories pour la modéli-sation des stru
tures multi
ou
hes sont données par [29, 68, 31, 32, 33, 43, 92, 61℄.Une 
omparaison intéressante entre les di�érentes théories est donnée par [29, 61℄.Des travaux très ré
ents, basés sur la théorie du troisième ordre, ont égalementfait l'objet de publi
ation [58℄.Une synthèse sur les aspe
ts �éléments �nis� et le lien entre les théories dupremier ordre et d'ordre supérieur sont développés dans la se
tion suivante.
τxz 

FSDT  

HSDT  

RHSDT  

z 

FSDT    :  First Shear Deformation Theory

HSDT   :  High order Shear Deformation Theory

RHSDT : Refined High order Shear Deformation TheoryFig. 1.2 � Distribution des 
ontraintes de CT σxz selon 3 théories



22 CHAPITRE 1. ANALYSE BIBLIOGRAPHIQUE1.2 Synthèse bibliographique sur les modèles destru
tures multi
ou
hes.Un matériau 
omposite est 
onstitué de l'assemblage de plusieurs matériauxde nature di�érente, se 
omplétant et permettant d'aboutir à un matériau dontl'ensemble des performan
es est supérieur à la performan
e des 
omposants prisséparément. Il est 
onstitué d'une matri
e et d'un renfort 
onstitué de �bres. Lamatri
e est-elle même 
omposée d'une résine (polyester, époxyde, et
.). Le renfortapporte au matériau 
omposite ses performan
es mé
aniques élevées, alors que lamatri
e permet de transmettre aux �bres les solli
itations mé
aniques extérieureset de les protéger vis-à-vis des agressions extérieures.Une stru
ture 
omposite multi
ou
he peut être 
onsidérée 
omme un 
orpshétérogène 
onstitué d'un nombre �ni de 
ou
hes homogènes anisotropes 
ollées.La modélisation des stru
tures multi
ou
hes modernes ave
 une forte anisotropie(par exemple : faible rapport du module de CT de l'âme par rapport au moduled'élasti
ité longitudinal des peaux dans le 
as des stru
tures sandwi
hs) exige desthéories ra�nées qui prennent en 
ompte une bonne des
ription des 
isaillementstransversaux. On trouve dans [98, 67, 28, 66, 29℄ des revues 
omplètes sur lesdi�érents modèles existants de type élasti
ité tridimensionnelle ou de type plaque.L'intérêt d'une appro
he tridimensionnelle réside dans l'obtention de résultatsexa
ts tridimensionnels, utiles notamment 
omme référen
e. L'adoption d'uneappro
he tridimensionnelle ne présente toutefois d'utilité que dans la mesure oùles équations di�érentielles �nalement obtenues peuvent être résolues. L'appro
hetridimensionnelle (3D) est don
 limitée à 
ertains 
as de géométrie, empilementet 
hargement simple [105, 106, 131, 130℄. De même, la prise en 
ompte desendommagements spé
i�ques aux strati�és (délaminage, �ssure transverse, . . .) exige une bonne des
ription des 
hamps au voisinage des interfa
es. Durant
es dernières années, plusieurs modèles bidimensionnels ont été développés pourla modélisation des stru
tures multi
ou
hes tenant 
ompte des e�ets de CT oudes endommagements. Ils peuvent être regroupés en fon
tion du type d'appro
headoptée :
➤ Appro
he mono
ou
he équivalente ;
➤ Appro
he par 
ou
he ;
➤ Appro
he par développement asymptotique.1.2.1 Appro
he mono
ou
he équivalenteDans l'appro
he mono
ou
he équivalente, le nombre d'équations ne dépendpas du nombre de 
ou
hes, la plaque multi
ou
he est homogénéisée et est don

onsidérée 
omme une seule 
ou
he. Depuis le premier travail de Sophie Germainen 1815 sur les plaques min
es, en passant par les modèles du premier ordre
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Fig. 1.3 � Cinématique de Love-Kir
hho�de Love-Kir
hho� et de Reissner-Mindlin, de nombreux auteurs ont développédes théories de plaques à partir de 
inématiques ou 
hamps de 
ontraintes plusra�nés. Nous présentons dans les se
tions suivantes, les prin
ipaux modèles baséssur 
ette appro
he.Les modèles 
lassiques de Love-Kir
hho�Ces modèles sont basés sur une distribution linéaire des dépla
ements dansl'épaisseur [124, 147℄. L'hypothèse de 
ontraintes planes adoptée est 
elle de Love-Kir
hho� [77℄, les déformations dues au CT étant négligées. La normale restedroite et perpendi
ulaire à la surfa
e moyenne après déformation (Fig. 1.3).
u1 (x1, x2, x3 = z) = u0

1 (x1, x2) − zw,x1 (x1, x2) (1.1)
u2 (x1, x2, x3 = z) = u0

2 (x1, x2) − zw,x2 (x1, x2) (1.2)
u3 (x1, x2, x3 = z) = w (x1, x2) (1.3)ave
 ;

u0
α : le dépla
ement de membrane dans la dire
tion α = 1, 2 ;

w : le dépla
ement transversal ;
wxα : la rotation due à la �exion (sans 
isaillement).



24 CHAPITRE 1. ANALYSE BIBLIOGRAPHIQUELes modèles de Reissner-MindlinL'hypothèse 
inématique de Reissner-Mindlin [91, 123℄ est adoptée pour in-troduire l'e�et du CT. Elle est basée essentiellement sur les hypothèses suivantes :
➤ Hypothèses 
inématiques� H1 : Hypothèse des se
tions droites� Les points matériels situés sur une normale à la surfa
e moyennenon déformée restent sur une droite mais non né
essairement normaleà la surfa
e moyenne dans la 
on�guration déformée �� H2 : La 
omposante transversale de la déformation suivant l'épaisseurest 
onstante.
➤ Hypothèses mé
aniques� H3 : Hypothèse des 
ontraintes planes� La 
ontrainte σz est négligeable devant les autres 
omposantes dutenseur des 
ontraintes �� H4 : Hypothèse d'anisotropie plane pour 
haque 
ou
he dans le 
as d'uneplaque 
omposite. Cette hypothèse 
onsidère z 
omme axe d'orthotropiede toutes les 
ou
hes (orthotropie dans le plan LT)
➤ Le 
hamp de dépla
ements de Reissner-Mindlin s'é
rit (Fig. 1.4) :

u1 (x1, x2, x3 = z) = u0
1 (x1, x2) + zφ1 (x1, x2) (1.4)

u2 (x1, x2, x3 = z) = u0
2 (x1, x2) + zφ2 (x1, x2) (1.5)

u3 (x1, x2, x3 = z) = w (x1, x2) (1.6)ave

φα : la rotation de la normale au plan moyen dans le plan xαx3 (α = 1, 2) ;
γ0

α = (w,α + φα) : la déformation de CT mesurée sur le plan moyen.Ave
 
e 
hoix des 
hamps de dépla
ements, les déformations de CT γα sont
onstantes en z. Les 
ontraintes de CT sont don
 uniformes dans 
haque 
ou
he etdis
ontinues entre les 
ou
hes. Cette mauvaise des
ription oblige à introduire des
÷�
ients 
orre
teurs pour mieux prendre en 
ompte dans l'é
riture de l'énergie,les e�ets de 
isaillement transversal.
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 Fig. 1.4 � Cinématique de Reissner-MindlinLes modèles d'ordre supérieurPour fran
hir les limites des théories du premier ordre, plusieurs auteurs pro-posent des théories à un ordre supérieur. Les modèles sont basés sur une distribu-tion non linéaire des 
hamps de dépla
ements ou des 
ontraintes dans l'épaisseur.Ces modèles permettent de représenter le gau
hissement de la se
tion dans la
on�guration déformée (Fig. 1.5).La plupart des modèles d'ordre supérieur utilisent un développement en sériede Taylor des 
hamps de dépla
ements qui s'é
rivent, ave
 iǫ {1, 2, 3} :
ui (x1, x2, x3) = u0

i (x1, x2) + zφ
0(1)
i (x1, x2) + z2φ

0(2)
i (x1, x2) + z3φ

0(3)
i (x1, x2)+

z4φ
0(4)
i (x1, x2) + ... (1.7)Dans le 
as des théories du premier ordre de Reissner-Mindlin, nous avons

φ
0(j)
i = 0 pour j = 2, 3, 4 et φ

0(1)
3 = 0. Pour réduire le nombre de para-mètres des dépla
ements, plusieurs simpli�
ations sont proposées a�n d'abou-tir à des modèles d'ordre supérieur. Souvent, on impose les 
onditions de nul-lité des 
ontraintes de CT aux surfa
es supérieure et inférieure de la plaque.Le développement de (1.7) est utilisé ave
 (φ0(4)

i = φ
0(2)
i = φ

0(3)
3 = φ

0(1)
3 = 0

) ,
φ

0(3)
α . α = {1, 2} dépendent à φ

0(3)
α et w,xα. L'expression 
orrespondante devient :
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 Fig. 1.5 � Cinématique d'ordre supérieur
u1 (x1, x2, x3 = z) = u0

1 (x1, x2) − zw,x1 (x1, x2) + f (z) γ0
x1 (x1, x2) (1.8)

u2 (x1, x2, x3 = z) = u0
2 (x1, x2) − zw,x2 (x1, x2) + f (z) γ0

x2 (x1, x2) (1.9)
u3 (x1, x2, x3 = z) = w (x1, x2) (1.10)Dans 
e qui suit, nous rappelons quelques appro
hes de la littérature asso
iéesà des modèles d'odre supérieur. Elles di�èrent selon l'expression de la fon
tionde 
isaillement f (z) :

➤ Appro
he de Ambartsumyan [5℄ :
f (z) =

z

2

(

h2

4
− z2

3

) ;
➤ Appro
he de Reissner [123℄, Pan
 [109℄ et Ka
zkowski [65℄ :

f (z) =
5

4
z

(

1 − 4z2

3h2

) ;
➤ Appro
he de Levinson [84℄, Murthy [95℄, Reddy [120℄ et [68℄ :

f (z) = z

(

1 − 4z2

3h2

)h étant l'épaisseur de la plaque multi
ou
he.



1.2. SYNTHÈSE BIBLIOGRAPHIQUE 27Dans le modèle de Reddy [120℄, le 
hamp des dépla
ements membranaires est
ubique et le dépla
ement normal w est 
onstant. Ce modèle donne une bonneapproximation des 
ontraintes de CT par rapport à la solution élastique tridi-mensionnelle. La distribution de 
es 
ontraintes est parabolique dans l'épaisseur.Les 
onditions aux limites sur les surfa
es libres sont satisfaites. Les modèlesissus d'une appro
he mono
ou
he équivalente présentent des 
ontraintes de CTdis
ontinues aux interfa
es si les 
ou
hes ont des propriétés di�érentes, même si la
ontinuité du 
hamp de déformations est assurée. Ce
i présente un in
onvénientsérieux lors de l'analyse lo
ale sur l'interfa
e des stru
tures multi
ou
hes.1.2.2 Appro
he par 
ou
heCes appro
hes sont destinées justement à mieux dé
rire les e�ets d'interfa
e.Plusieurs modèles issus de l'appro
he par 
ou
he ont été proposés [130, 45, 46,94, 36, 27, 49, 2, 30, 42, 43℄. Le multi
ou
he est subdivisé en sous-stru
tures (
or-respondant en fait à 
haque 
ou
he ou 
haque ensemble de 
ou
hes). On appliqueà 
haque sous-stru
ture une théorie du premier ordre ou un modèle d'ordre supé-rieur. Les modèles de 
e type sont relativement 
oûteux (le nombre de variablesdépend du nombre de 
ou
hes), mais permettent l'obtention de résultats pluspré
is, notamment en 
e qui 
on
erne le 
al
ul des 
ontraintes hors plan. D'unemanière générale, les modèles issus de l'appro
he par 
ou
he peuvent être 
lassésen deux groupes : les modèles à 
ou
hes dis
rètes, où 
haque 
ou
he est 
onsidérée
omme une plaque en imposant les 
onditions de 
ontinuité en dépla
ements ouen 
ontraintes aux interfa
es, et les modèles Zig-Zag où la 
inématique satisfait àpriori les 
onditions de 
onta
t et est indépendante du nombre de 
ou
hes (Fig.1.6).Les modèles Zig-ZagA�n de réduire le nombre de paramètres in
onnues, Di S
iuva est le premier àproposer le modèle Zig-Zag du premier ordre [45, 46, 38℄. Dans 
e modèle, les dé-pla
ements membranaires sont les résultats de la superposition du 
hamp globaldes dépla
ements d'une théorie du premier ordre et d'une fon
tion Zig-Zag (ave
l'emploi de la fon
tion d'Heaviside) [52℄. La fon
tion Zig-Zag donne une 
ontri-bution des dépla
ements membranaires, 
ontinue en z, mais sa dérivée premièreest dis
ontinue à l'interfa
e (Fig. 1.7). Les déformations transversales sont don
dis
ontinues et la 
ontinuité des 
ontraintes de CT aux interfa
es est assurée.L'avantage prin
ipal du 
hamp de dépla
ements des modèles Zig-Zag réside dansla bonne modélisation de la distorsion de la normale à la surfa
e déformée, ainsique dans la véri�
ation des 
onditions de 
ontinuité, sans augmenter pour autantle nombre et l'ordre des équations fondamentales de la théorie du premier ordre.Le re
ours à des 
÷�
ients de 
orre
tion du CT est évité.
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 (b) modèle Zig-ZagFig. 1.6 � Champ de dépla
ements pour les deux 
atégories de modèles. Appro
he
inématiqueEn se basant sur le 
on
ept � Zig-Zag premier ordre � [45℄, plusieurs auteursont réalisé des améliorations signi�
atives du modèle en question [94, 10, 63,29, 30, 68℄. L'amélioration prin
ipale est l'introdu
tion d'une distribution nonlinéaire des dépla
ements. On superpose le 
hamp zig-zag (linéaire par mor
eau)à un 
hamp de dépla
ements d'ordre supérieur (souvent 
ubique) [139, 138, 68,75, 110℄ (Fig. 1.8). Les 
onditions de 
ompatibilité sont satisfaites sur les surfa
essupérieure et inférieure des plaques pour réduire le nombre de paramètres.Les résultats numériques de tous 
es travaux montrent que le modèle Zig-Zagassure un bon 
ompromis entre la pré
ision des solutions et le 
oût de 
al
ul.Néanmoins, les modèles Zig-Zag ont des limites de validation dans l'analyse dudélaminage. Le 
al
ul des 
ontraintes de CT par les équations 
onstitutives desmodèles Zig-Zag devient, moins pré
is quand le rapport d'élan
ement diminue[63℄. Un autre in
onvenient des modèles Zig-Zag, tout 
omme pour les modèlesd'ordre supérieur, est la 
ontinuité de type C1 requise qui 
omplique leur implé-mentation numérique.Les modèles à 
ou
hes dis
rètesLes modèles à 
ou
hes dis
rètes adoptent une approximation plus �ne des
hamps suivant l'épaisseur du multi
ou
he que les modèles de plaque d'ordresupérieur ou Zig-Zag, puisqu'ils proposent une 
inématique par 
ou
he plut�tqu'une 
inématique globale (Figs. 1.6 et 1.9). En fait, ave
 les modèles à 
ou
hesdis
rètes, le multi
ou
he est représenté par un ensemble de plaques (objets 2D)
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Linéaire Zig-Zag Linéaire + Zig-Zag
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Fig. 1.7 � Champ de dépla
ements des modèles zig-zag du premier ordre [29℄
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Fig. 1.8 � Champ de dépla
ements des modèles zig-zag d'ordre supérieur [29℄
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 Fig. 1.9 � Représentation des dépla
ements et des fon
tions d'interpolation La-grangienne globales utilisées dans la théorie LWT. [29℄
ouplées par des e�orts d'interfa
e. Les 
onditions de 
ontinuité aux interfa
essont assurées. Le nombre de paramètres in
onnues dépend du nombre de 
ou
hesde la plaque 
omposite.
➤ Dans leurs travaux [130, 121, 96, 135, 129, 146℄, les auteurs proposent une
inématique du premier ordre ou d'ordre supérieur par 
ou
he. Les équa-tions fondamentales par 
ou
he sont obtenues en utilisant le prin
ipe destravaux virtuels. Les 
onditions aux limites sont également données 
ou
hepar 
ou
he.
➤ Les travaux suivants [104, 125, 69, 114℄ et [148, 149℄ utilisent une approxi-mation des 
hamps de 
ontraintes et de dépla
ements par 
ou
he ou une
ontrainte mixte 
inématique :� [104℄ utilisent une fon
tion parabolique pour les 
ontraintes de CT et ledépla
ement transversal. Ils développent un modèle basé sur l'appro
hedis
rète par 
ou
he en introduisant un élément �ni lagrangien à 9 n÷udset l'élément Hétérosis ;� [125℄ utilisent un 
hamp de 
ontraintes dont la 
omposante de CT estquadratique par 
ou
he et les dépla
ements sont 
onsidérés 
ubiques par
ou
he et 
ontinus aux interfa
es ;� [69℄ proposent une appro
he dans laquelle le 
hamp de 
ontraintes est
onstruit sous la forme d'un produit de fon
tions à variables séparées par
ou
he, à partir de l'équilibre des for
es et des moments. Les 
ontraintesplanes sont supposées 
onstantes dans l'épaisseur ;� [148, 149℄ utilisent les fon
tions de 
ontraintes par 
ou
he [82℄ pour dé-terminer les 
ontraintes interlaminaires. Elles sont appro
hées de façonpolyn�miale dans l'épaisseur ;� [114℄ proposent une appro
he dans laquelle le 
hamp de dépla
ements
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haque 
ou
he dis
rète, à travers l'épaisseur du strati�é, in
lut desdistributions quadratiques et 
ubiques des dépla
ements plans, ajouté à
ela des approximations linéaires ass
oiées à la théorie du premier ordrepar 
ou
he.
➤ Parmi les modèles à 
ou
hes dis
rètes existants, nous pouvons trouverdes modèles multiparti
ulaires. Le premier travail semble être 
elui dePagano [107℄ qui propose le modèle lo
al. Celui-
i est 
onstruit à partirde la formulation variationnelle de Hellinger-Reissner et d'une approxima-tion polyn�miale des 
hamps de 
ontraintes par 
ou
he. Les polyn�messont du premier degré pour les 
ontraintes membranaires, quadratiquespour les 
ontraintes de CT et don
 
ubiques pour les 
ontraintes nor-males. La formulation variationnelle de Hellinger-Reissner, restreinte auxapproximations de 
es 
hamps de 
ontraintes, 
onduit à une 
inématiquedu multi
ou
he à 7n
hamps en (x ; y) ( n étant le nombre de 
ou
hes dela plaque). Ces 
hamps 
inématiques 
ontiennent des 
omposantes 
orres-pondantes à des moments du se
ond ordre qui n'ont pas un sens physiquetrès 
lair. La formulation mixte de Hellinger-Reissner permet de déduirele 
omportement élastique linéaire généralisé du modèle. Ce modèle posequelques di�
ultés au niveau des 
onditions aux limites et reste assez lourd
ompte tenu du nombre élevé de 
hamps 
inématiques intervenant dans laformulation. Ce modèle a été le point de départ pour un ensemble de tra-vaux, dont l'obje
tif est de proposer une série de simpli�
ations permettantd'alléger la formulation tout en 
onservant un bon niveau de prédi
tibi-lité, nous 
itons en parti
ulier les travaux développés dans les référen
es[36, 26, 59, 48, 27, 97℄.1.2.3 Appro
he par développement asymptotiqueLe développement asymptotique est appliqué à des stru
tures a priori peuépaisses, où le rapport entre l'épaisseur et la plus grande dimension est petit. Ilest don
 naturel d'envisager un développement asymptotique suivant 
e rapport.Ce développement intervient au niveau de l'intégration des équations de l'élasti-
ité (équations 
onstitutives, équations de mouvement). Les référen
es [78, 4, 150℄utilisent les résultats de la théorie 
lassique des plaques. Puis, au voisinage dubord, les auteurs 
orrespondants posent le problème tridimensionnel de la déter-mination des 
hamps (dépla
ements et 
ontraintes). Ce problème est dé
omposéen problèmes bidimensionnels (
ou
hes limites perpendi
ulaires au bord). En-suite, on introduit une appro
he mixte en 
ontrainte-dépla
ement résolue par desdéveloppements en séries de Fourier par exemple. L'endommagement dans les
ou
hes et aux interfa
es sont pris en 
ompte.
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teurs de 
orre
tion du CTDans les années 70, le 
hamp de dépla
ements d'un point quel
onque de plaquefût basé sur la théorie du premier ordre. En optant pour 
e 
hoix, les 
her
heurs
onsidéraient que les 
ontraintes et les déformations de CT sont 
onstantes àtravers l'épaisseur. Dans le 
as réel, 
e
i n'est pas vrai. En e�et, les 
ontraintesde CT sont quadratiques à travers l'épaisseur (Fig. 1.1). Pour 
orriger la 
onstan
edes 
ontraintes de CT, dont l'expression est issue de la théorie du premier ordre,des fa
teurs de 
orre
tion sont introduits.Les fa
teurs de 
orre
tion sont 
al
ulés à l'aide d'une 
omparaison entre l'éner-gie de CT asso
iée à la théorie du premier ordre et 
elle due aux 
ontraintes deCT. Ces 
ontraintes sont déduites des équations de l'équilibre tridimensionnel[80, 136, 23℄. Un 
al
ul plus exa
t [6℄ des fa
teurs de 
orre
tion est obtenu en
omparant l'énergie de 
isaillement du premier ordre et 
elle asso
iée à la théo-rie d'ordre supérieur. Dans le 
as de la théorie du premier ordre, le 
÷�
ient
orre
tif k permet d'estimer a priori la sensibilité des poutres au 
isaillementtransversal. Dans une se
tion 
omposite, 
ela permet d'optimiser les orientationsdes �bres quand il s'agit de matériau unidire
tionnel ou les épaisseurs relativesdes di�érentes 
ou
hes dans les autres 
as.Les fa
teurs de 
orre
tion k11 ; k22 ; k12 sont dé�nis par :Pour un matériau isotrope [15, 6℄, nous obtenons en général Uct = kŨct (Ũctet Uct sont les énergies de 
isaillement obtenues par les équations d'équilibreet par la théorie du premier ordre � Mindlin � respe
tivement), 
e qui donne
(k = k11 = k22 = 5/6). Pour les matériaux 
omposites, deux fa
teurs de 
orre
tion
k11 et k22 sont introduits :

Uct1 = k11Ũct1 Uct2 = k22Ũct2 (1.11)
Uct1 et Ũct1 : énergies suivant l'axe x ;

Uct2 et Ũct2 : énergies suivant l'axe y.Les fa
teurs peuvent devenir très petits pour les stru
tures sandwi
hs. Vla-
houtsis [141℄ propose une étude détaillée sur l'évolution de 
es fa
teurs suivant letype de strati�
ation. Il a notamment 
onstaté que, quand on 
onsidère un mul-ti
ou
he à nombre de 
ou
hes 
roissant, les fa
teurs de 
orre
tion ne 
onvergentpas vers 5/6, mais vers une autre valeur, dépendant du matériau utilisé dans la
ou
he élémentaire. Nous pouvons apporté une expli
ation à 
e phénomène. Ene�et, lorsque le nombre de 
ou
hes augmente, les 
ontraintes de CT tendent àdevenir paraboliques (
omme dans une plaque homogène). Par 
ontre, les défor-mations de CT seront toujours paraboliques par mor
eaux, ave
 des dis
ontinuitésproportionnelles à G13/G23 si les �bres sont su

essivement orientées à 0° et 90°.Or le fa
teur de 
orre
tion, essentiellement basé sur un 
ritère énergétique, uti-lise le produit de la 
ontrainte par la déformation. Il ne peut tendre vers 5/6



1.4. MODÈLES ÉLÉMENTS FINIS 33que si les deux distributions (
ontrainte et déformation) sont quadratiques, sansdis
ontinuité.
➤ Bouabdllah [23℄ a développé une méthode de 
al
ul des fa
teurs de 
orre
-tion du CT pour les 
oques 
ylindriques 
ourbes. Il les identi�e par une
omparaison entre l'énergie de 
isaillement résultante des équations d'équi-libre et 
elle provenant de la déformation de CT de premier ordre (énergiee�e
tive). L'auteur a aussi étudié l'in�uen
e du rapport épaisseur/rayon(h /R) sur les fa
teurs de 
orre
tion kxz et kyz. On note que R est le rayonde 
ourbure de la 
oque. Il a 
on
lu que plus h/R augmente, plus l'é
artentre k = 5/6 � d'une plaque isotrope � et kxz � d'une plaque multi
ou
he �augmente ;
➤ Auri
hio et al [6℄ ont adopté le prin
ipe d'équivalen
e entre l'énergie de CT
al
ulée par la 
ontrainte de CT τk (elle même obtenue par les relations
onstitutives de la théorie du premier ordre) et l'énergie de CT 
al
ulée enadoptant la 
ontrainte τ̂ (k) (ré
upérée par les équations d'équilibre tridi-mensionnelle) ;
➤ Choa et al [37℄ ont proposé une autre méthode de 
al
ul des fa
teurs de
orre
tion en 
omparant l'énergie de 
isaillement résultante de la théorie dupremier ordre et 
elle déduite des équations d'équilibre, de façon à obtenirdes fa
teurs de 
orre
tion initiaux entre FSDT � First Shear DeformationTheory � et EHOST �E�
ient High Order Shear Theory �. Cela permet de
orriger les déformations de CT qui réduisent l'e�et de rotation de l'anglede 
isaillement γ.1.4 Modèles éléments �nis pour les stru
tures iso-tropes et multi
ou
hesLes solutions analytiques fournies par les appro
hes dé
rites pré
édemmentne 
on
ernent que des 
as de géométrie, 
hargement et empilement simples. Pourles 
as 
omplexes, plusieurs méthodes numériques ont été développées. On nes'intéresse i
i qu'à la méthode des éléments �nis, outil d'ingénierie dominantpour l'analyse des stru
tures. Les éléments �nis sont généralement 
lassés suivantle type de des
ription géométrique (2D, 3D), la méthode de 
onstru
tion et le
hoix du type d'in
onnues prin
ipales du modèle (dépla
ement, 
ontrainte, mixteet hybride). Ci-dessous, nous présentons les appro
hes géométriques né
essairespour le développement des éléments �nis et di�érentes 
ontributions d'éléments�nis relatives à des modèles mé
aniques dé
rits pré
édemment.1.4.1 Appro
hes géométriquesNous rappelons brièvement que la modélisation des 
oques par éléments �nisrepose sur trois appro
hes distin
tes :
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he par fa
ettes planes : Utilisée dès 1961 par Green et al [57℄, elle
onsiste à superposer à un élément de plaque (�exion) un élément de mem-brane. Cette appo
he présente 
ertains avantages dont la simpli
ité de laformulation et la des
ription géométrique ainsi que la représentation 
or-re
te des modes rigides. Parmi ses in
onvénients, on 
ompte la restri
tionaux éléments triangulaires lorsque les 
oques étudiées présentent des gau-
hissements importants. Les résultats qu'elle produit sont a

eptables tantque les 
ourbures ne sont pas importantes, 
ar dans 
es 
as, il existe un
ouplage entre les 
omportements de membrane et de �exion qu'elle n'in-
lut pas.L'élément de plaque que nous présentons dans 
ette étude utilise 
ette ap-pro
he. Une représentation plus �dèle de la géométrie des 
oques et deleurs 
omportements est assurée par des éléments 
ourbes dans les deuxappro
hes qui suivent.2. Appro
he 
urviligne : la formulation des éléments 
orrespondants reposesur une théorie de 
oque 
ourbe et utilise un repère 
urviligne pour la dé-�nition des grandeurs 
inématiques et statiques. La qualité des résultatsobtenus à partir de 
ette appro
he dépend aussi bien du modèle numériqueque de la théorie de 
oque utilisée. Di�érentes théories de 
oques, utilisantles mêmes hypothèses 
inématiques, se distinguent par le degré d'approxi-mation des grandeurs géométriques retenues dans la dé�nition des relationsdéformations-dépla
ements. Les prin
ipaux problèmes ren
ontrés dans 
etteappro
he sont liés à la mauvaise représentation des modes de déformations
onstantes ou nulles, et aux blo
ages en membrane et/ou 
isaillement.3. Appro
he 
artésienne : initiée au début des années 70 par Ahmad, Ironset Zienkiewi
z [3℄, elle utilise des éléments isoparamétriques 
ourbes ou tri-dimensionnels dégénérés. Cette appro
he 
onsiste à dis
rétiser dire
tementles équations tridimensionnelles de la mé
anique. On passe du problème 3Dà un problème bidimensionnel en introduisant les hypothèses que les nor-males à la surfa
e moyenne sont inextensibles et restent droites. Sa prin
i-pale qualité réside dans la souplesse d'utilisation pour modéliser des 
oquesde formes quel
onques. Les éléments 
orrespondants utilisent les mêmes ap-proximations pour dis
rétiser la géométrie et la 
inématique. L'appro
he dusolide dégénéré trouve son appli
ation dans des domaines variés de 
al
uldes stru
tures 
omme l'analyse linéaire des 
oques 
omposites multi
ou
hes[104, 141, 142, 145, 118℄ ou la prise en 
ompte des non-linéarités géomé-triques et matérielles [62, 54, 50, 19, 117, 127, 128, 39, 111, 22, 13℄. Destravaux ré
ents utilisant l'appro
he en question ont vu le jour, ave
 notam-ment des 
inématiques parti
ulières rendant les éléments robustes ave
 unminimum de n÷uds et de ddl/n÷ud. Nous 
itons en parti
ulier les travauxdes référen
es [151, 83, 81, 13, 12, 44, 76, 134℄. L'élément de 
oque que nousprésentons dans 
ette étude utilise 
ette dernière appro
he.



1.4. MODÈLES ÉLÉMENTS FINIS 351.4.2 Modèles éléments �nis de plaques et de 
oques 
om-positesOn ne peut aborder la littérature sur le sujet sans 
iter l'arti
le de référen
ede Ahmad, Irons et Zienkiewi
z [3℄. Ces auteurs ont proposé pour la premièrefois un élément �ni assez parti
ulier : il s'agit d'un modèle de 
oque à 8 n÷udsdérivant d'un solide 3D qui dégénère sur une surfa
e moyenne, ave
 la possibilitéde prendre en 
ompte le gau
hissement d'une 
oque. Ce travail pionnier a laissépla
e à un développement extraordinaire durant les quatre dernières dé
ennies, enmatière d'éléments �nis à 
inématique parti
ulière. Une synthèse bibliographiqueest résumée par [73℄ et [88℄. Un grand nombre d'auteurs, 
omme Bathe, Hughes,Zienkiewi
h, Taylor, Dhatt, et
. ont apporté un savoir faire qui a permis de rendrela formulation d'éléments �nis de Reissner-Mindlin simple et abordable.Les premiers éléments �nis multi
ou
hes sont 
onstruits en se basant sur lesthéories du premier ordre, notamment les modèles de premier ordre de Reissner-Mindlin ave
 des fa
teurs de 
orre
tion [80, 7, 6, 11, 35, 8, 60, 9, 75, 43, 92℄. Ceséléments �nis possèdent 5 degrés de liberté par n÷ud. L'intégration numériqueréduite est souvent utilisée pour éviter le phénomène de blo
age en CT. Grâ
eà leurs avantages numériques (formulation simple, 
ontinuité C0, les degrés deliberté et les 
onditions limites physiquement fa
iles à interpréter, 
onvergen
erapide . . . ) et leur pré
ision en estimant des 
hamps globaux, 
es éléments �nisrestent les plus utilisés et sont présents dans tous les 
odes de 
al
ul 
ommer
iaux.Un des in
onvénients majeurs de 
e type d'éléments réside dans l'estimation desfa
teurs de 
orre
tion du CT pour modéliser des stru
tures 
omposites.Eléments �nis basés sur la théorie du premier ordre (FSDT : Firstorder Shear Deformation Theory) :Les dernières dé
ennies ont vu le développement d'éléments �nis, basés surdes théories du premier ordre (Reissner/Mindlin pour les plaques en �exion/CTet/ou Kir
hho� pour les plaques min
es sans e�et de CT), l'emporter sur 
eluid'éléments �nis plus � exotiques �, dits d'ordre supérieurs, qui à l'époque étaienten
ore à leur stade embryonnaire. Une liste non exhaustive d'éléments �nis dupremier ordre, en parti
ulier pour les plaques épaisses en �exion/CT, mérite ainsid'être 
itée :
➤ Les éléments DSQ et DST de Lardeur [80℄ sont basés sur un modèle varia-tionnel mixte modi�é. L'auteur 
al
ule la déformation de CT en partantdes équations d'équilibre ({γ} 
onstant, w 
ubique, β quadratique). En-suite, il ajoute à 
haque 
�té de l'élément deux variables 
inématiques (wx,wy ) et deux rotations au milieu (βs et βn). Il obtient par exemple 8βet 4w pour un quadrilatère qui seront éliminés par les équations d'équi-libres. Les deux éléments éliminent le verrouillage et ne présentent pas demodes parasites. Cependant, la formulation théorique reste 
omplexe et



36 CHAPITRE 1. ANALYSE BIBLIOGRAPHIQUEnous devons 
al
uler pour 
haque problème les fa
teurs de 
orre
tion ;
➤ Bouabdallah [23℄ a utilisé une formulation mixte de type Hellinger-Reissneren 
ontrainte. Toutes les 
ontraintes sont dé�nies dans un seul ve
teur

{σ} qu'il exprime en termes des paramètres {α}. Au moins 14 paramètressont né
essaires pour pouvoir éviter l'apparition des modes parasites ; ilssont éliminés par 
ondensation statique au niveau élémentaire. L'élémentquadrilatéral à 4 n÷uds donne de bons résultats sans modes parasites.Cependant, 
ette te
hnique reste limitée à l'étude des stru
tures 
ourbesessentiellement 
ylindriques. D'autre part, elle fait appel aux fa
teurs de
orre
tion du CT pour simuler le 
omportement mé
anique de stru
tures
omposites multi
ou
hes ;
➤ L' élément �ni proposé par Katili [72℄ pour les plaques est basé sur la théo-rie des plaques épaisses de Reissner/Mindlin (théorie du premier ordre).La fon
tionnelle utilisée est de type mixte modi�é de Hu-Washizu. Lesvariables 
inématiques (w, βx, βy) de 
ontinuité C

0 sont interpolées de ma-nière quadratique en introduisant des variables αk au milieu du 
�té k. αksont éliminés par une te
hnique utilisant les équations d'équilibre. L'élé-ment �ni, baptisé DST-BK élimine le verrouillage en CT et ne présentepas de modes parasites. Il utilise également les fa
teurs de 
orre
tion duCT pour simuler le 
omportement mé
anique de stru
tures 
ompositesmulti
ou
hes ;
➤ ELM4 [6℄ est un élément à 4 n÷uds et 5ddl/n÷ud. Celui-
i est obtenuvia une appro
he mixte améliorée. La formulation variationnelle adoptéeintroduit des modes in
ompatibles pour améliorer la pré
ision sur les dé-formations planes ;
➤ DMTS �Dis
rete Mindlin Triangle for Shells � [11℄ est un élément de 
oquetriangulaire à 3 n÷uds, formulé sur la base du nouveau modèle variationnelDDM (Displa
ement Dis
rete Mindlin). On introduit de la même façonque pour DMQS deux hypothèses dis
rètes de Mindlin (
inématique etmé
anique) au niveau de la plaque ou de la partie ��exion/CT�. DMTSutilise l'appro
he par � fa
ettes planes� ave
 une 
ombinaison de l'élémentplan de membrane 
lassique CST à 
elui de plaque en �exion/CT DKMT[70℄ ;
➤ CTMQ20 [35℄ est un élément �ni simple de plaque en �exion/CT à 4n÷uds et 20 ddl � 5 ddl / n÷ud � basé sur la théorie du premier ordre. Ilest proposé pour l'analyse des plaques 
omposites et strati�ées arbitraires.Cet élément est 
onstruit selon la pro
édure suivante :� les fon
tions de variation de la rotation et de la déformation de CT lelong de 
haque 
�té de l'élément sont déterminées à l'aide de la théoriedes poutres de Timo
henko ;� les 
hamps élémentaires des dépla
ements dans le plan et des rotationsainsi que le 
hamp des déformations de CT sont déterminés par utilisa-tion de la te
hnique de l'interpolation améliorée. En outre, une pro
édure



1.4. MODÈLES ÉLÉMENTS FINIS 37hybride simple est également proposée pour améliorer les solutions de
ontrainte.
➤ Belinha et al [21℄ ont étendu puis utilisé la méthode � EFGM : ElementFree Galerkin Method � pour l'analyse des plaques anisotropes et strati-�ées, en 
onsidérant la théorie de Reissner-Mindlin (FSDT). Les fon
tionsd'approximation sont 
al
ulées sur la base d'une appro
he au sens desmoindres 
arrés (MLS : Moving Least Square). Le verrouillage en CT estévité par l'utilisation de polyn�mes d'interpolation appropriés. La 
onti-nuité étant bien évidemment assurée selon les auteurs ;
➤ NHMiSP4/ml [134℄ (Natural Hybrid Mixed with Shear Proje
tion 4-node/MultiLayer) est un élément de 
oque quadrilatéral à 4 n÷uds isopara-métrique 
ourbe, ave
 une formulation variationnlle hybride naturelle (ausens de Pian modi�é) pour la membrane et une formulation variationnellemixte-hybride pour la �exion et le CT ;
➤ Dahia et al [43℄ ont développé un élément �ni quadrilatéral à 4 n÷udset 5 ddl/n÷ud pour les plaques strati�ées, à partir de l'appro
he hybridedes 
ontraintes basée sur la théorie du premier ordre. Le nouvel élémentappelé � HQ4 � est une extension de l'élément 9βQ4 proposé par Mirandaet Ubertini en 2006. Ces derniers l'ont reformulé pour introduire le 
ou-plage membrane-�exion des plaques strati�ées. L'élément est 
onçu pourêtre simple, stable et sans verrouillage. Les 
ontraintes de CT à traversl'épaisseur du strati�é sont re
onstruites par l'utilisation des équationsd'équilibre tridimensionnelles ;
➤ Moleiro et al [92℄ ont ré
emment présenté un modèle d'élément �ni mixteà 4 n÷uds et 5 ddl/n÷ud pour l'analyse statique des plaques 
ompositesstrati�ées. La formulation est basée sur un prin
ipe variationnel au sensdes moindres 
arrés que les auteurs 
onsidérent 
omme une appro
he al-ternative aux modèles éléments �nis issus de formulations variationnellesfaibles 
lassiques.Eléments �nis basés sur les théories d'ordre supérieur :
➤ Engblom et O
hoa[51℄ ont développé le modèle QHD40 sur la base d'unethéorie d'ordre supérieur en dépla
ement ave
 variation quadratique de uet v dans l'épaisseur. Il possède huit n÷uds et sept degrés de liberté parn÷ud dans les 
oins (3 dépla
ements, deux rotations, deux termes d'ordresupérieur 
orrespondant au dépla
ement dans le plan) et trois degrés deliberté par n÷ud aux milieux des 
�tés (dépla
ement transversal et deuxrotations). Les 
ontraintes de CT sont obtenues à partir des équationsd'équilibre et les 
ontraintes planes via les équations 
onstitutives ;
➤ Topdar et al [139℄ ont développé un élément �ni � PRHSDT : Present Re-�ned Higher Order Shear Deformation Theory � basé sur la théorie desplaques proposée par Cho et Paramerter [38℄. Celui-
i possède 4 n÷uds et



38 CHAPITRE 1. ANALYSE BIBLIOGRAPHIQUE7 ddl par n÷ud (u, v, w, βx, βy, φx, φy), φx etφy étant les angles de gau-
hissement. Le dépla
ement transversal w est appro
hé par des fon
tionsd'interpolation bi-
ubique d'Hermite, les autres variables sont appro
héespar des fon
tions d'interpolation bilinéaires. L'élément �ni proposé satisfaitles 
onditions de 
ontinuité C1 du dépla
ement transversal aux interfa
eset les 
onditions de 
ontraintes nulles sur les deux fa
es inférieure et supé-rieure. Les 
ontinuités inter-élémentaires sont ainsi satisfaites ;
➤ Ferreira et al. [53℄ ont proposé un élément �ni d'ordre supérieur formulé surla base de la théorie de Reddy [120℄, mais ave
 une méthode sans maillage(Meshless Method) basée sur des fon
tions de base multiquadratiques ra-diales RBFs ;
➤ Xiao et al. [146℄ ont développé deux modèles éléments �nis, nommés MQ-MLPG et TPS-MLPG, pour l'analyse des plaques 
omposites strati�éesépaisses élastiques. Pour développer leur modèle, les auteurs utilisent d'unepart la méthode sans maillage (MLPG : Meshless Lo
al Petrov�Galerkin )ave
 deux fon
tions radiales MQ �MultiQuadrati
s � et TPS � Thin PlateSplines � et, d'autre part la théorie HOSNDPT (Higher Order Shear andNormal Deformable Plate Theory) ;
➤ Pandit et al. [110℄ ont proposé un élément �ni de plaque isoparamétriquequadrilatéral à 9 n÷uds et 11 ddl par n÷ud, basé sur la théorie d'ordresupérieur dite � Zig-Zag �, ave
 une variation 
ubique des dépla
ementsplans ; le dépla
ement transversal étant quadratique.1.5 Con
lusionGrâ
e à son 
ara
tère universel, la méthode des éléments �nis (MEF) est l'outild'ingénieur indispensable pour l'analyse des stru
tures 
omposites par les modèlesdé
rits 
i-dessus. La plupart des modèles EF ra�nés basés sur les théories d'ordresupérieur ou de 
ou
hes dis
rètes présentent un nombre de variables nodales, quiaugmente ave
 le nombre de 
ou
hes, ou des degrés de liberté non 
onventionnels,souvent di�
iles à appliquer en pratique. L'ingénieur doit 
hoisir entre les EF
lassiques, moins 
oûteux mais beau
oup moins pré
is au niveau lo
al, et lesEF ra�nés, sophistiqués mais 
oûteux. Il s'agit bien là de l'obje
tif visé par 
emémoire ; à savoir proposer des modèles EF simples et robustes pour l'analysesdes plaques et des 
oques 
omposites et strati�ées.



Chapitre 2Formulation théorique d'un modèled'élément �ni dis
rêt pour lesplaques 
omposites. Le modèleDDM
2.1 Introdu
tionL'objet de toute théorie de plaque est le 
al
ul appro
hé des grandeurs général-isées, sur la base d'équations d'équilibre, de 
ompatibilité et de 
onditions auxlimites. Ces équations sont 
omplétées par une loi de 
omportement reliant les
ontraintes aux déformations généralisées. Rappelons en
ore une fois que l'onpeut regrouper les théories de plaque multi
ou
hes en deux 
atègories génèrales.La première 
atégorie est relative aux théories du type Reissner-Mindlin [91℄ éten-dues aux multi
ou
hes, où l'on rempla
e le multi
ou
he par une plaque homogèneéquivalente. Dans la deuxième 
atégorie, les modèles sont basés sur l'appro
hepar 
ou
he et se distinguent par la linéarité ou non des 
hamps dans l'épaisseur de
haque 
ou
he. Néanmoins en pratique, le modèle le plus répandu est le modèle
lassique [143℄ où l'on introduit des 
÷�
ients de 
orre
tion sur les 
omposantesde la matri
e de 
omportement en 
isaillement transversal, pour améliorer lareprésentativité de l'e�ort tran
hant. Les résultats obtenus, en parti
ulier pourles 
ontraintes de CT, dépendent essentiellement du 
hoix des 
÷�
ients 
or-re
teurs de CT et l'étude des plaques 
omposites épaisses reste assez aléatoirepar 
e type d'appro
he 
inématique. En e�et, la démar
he adoptée pour identi-�er 
es 
÷�
ients 
orre
teurs 
onsiste à postuler l'égalité de 
ertaines réponsesglobales (
ontraintes moyennes, énergie de déformation transverse, modes propres. . . ), 
al
ulées par des théories du premier ordre, et 
elles obtenues par la théoriede l'élasti
ité tridimensionnelle. Ces fa
teurs de 
orre
tion, notés k11, k22, k12,sont don
 liés d'une part au matériau et d'autre part au 
hargement. Ils sont39



40 CHAPITRE 2. LE MODÈLE DE PLAQUES COMPOSITES DMQPMLévalués en 
onsidérant des hypothèses asso
iées au matériau ou au 
hargement(�exion 
ylindrique) qui rendent l'identi�
ation possible, mais di�
ile à justi�erdans les 
as 
omplexes. On trouvera dans les référen
es [98, 136℄ quelques pro
é-dures de 
al
ul pour prendre en 
ompte le 
ara
tère multi
ou
he des stru
utres
omposites.Dans 
e 
hapitre, nous présentons la formulation théorique et l'évaluation d'unnouvel élément �ni du premier ordre pour les plaques 
omposites multi
ou
hes. Ilest basé sur un modèle variationnel en dépla
ement que nous 
onsidérons 
ommedis
rêt, dans la mesure où l'on introduit lo
alement et de manière dis
rête deshypothèses 
inématiques et mé
aniques. Ce modèle que nous appelons DDM(Dis
rete Displa
ement Mindlin) fournit un élément �ni géométriquement sim-ple (un quadrilatère à 4 n÷uds et 3 ddl par n÷ud) et e�
a
e par l'existen
e de
ourbures de �exion linéaires, issues d'une représentation quadratique des rota-tions de la normale à la surfa
e moyenne. Le nouvel élément de plaque, baptiséDMQPml (Dis
rete Mindlin Quadrilateral Plate multilayer), est une extensionaux 
as multi
ou
hes du modèle isotrope DKMQ proposé par Katili [71℄. Nousavons introduit lo
alement des hypothèses modi�ées de Mindlin dans l'élémentDKMQ, pour prendre en 
ompte le 
ara
tère multi
ou
he des 
omposites. Ilprend en 
ompte les e�ets de CT à travers l'épaisseur et reproduit les résultatsde plaques min
es, quelque soit l'élan
ement (absen
e de vérrouillage en CT).Des modèles mixte-hybrides isotropes basés sur la même appro
he ont égalementété proposés par Ayad et ses 
ollaborateurs [14, 11℄.2.2 Formulation théorique de l'élément de plaquesmulti
ou
hes DMQPmlDans 
ette se
tion, nous développerons les parties géométriques, 
inématiques etmé
aniques né
essaires à la 
onstru
tion du modèle DMQPiso1. L'extension au
as de plaques multi
ou
hes fera l'objet de la se
tion 2.2.2.2.2.1 Rappel du modèle isotrope. L'élément DMQPisoUne plaque est un solide 3D dé�ni par une surfa
e de référen
e plane (plan xynoté A qui est généralement le plan moyen de la plaque) et par une épaisseur(notée h) petite par rapport aux autres dimensions (longueur et largeur) (Fig.2.1). Pour les plaques homogènes isotropes, la validité de la théorie de plaqueretenue dépend des 
ara
téristiques géométriques. On admet généralement leshypothèses de Mindlin si 4 ≤ L/h ≤ 20 et 
elles de Kir
hho� si L/h ≻ 50 où Lest une dimension 
ara
téristique dans le plan xy. Le 
as 20 < L/h ≤ 50 
onstitue1DMQPiso : Displa
ement Mindlin Quadrilateral plate isotropi




2.2. FORMULATION THÉORIQUE DU DMQPML 41une transition pour laquelle la plaque peut-être 
onsidérée 
omme modérémentépaisse.
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 Figure 2.1: Géométrie d'une plaqueApproximation des variables 
inématiques� Géométrie de l'élément DMQPiso :L'élément DMQPiso (Fig. 2.2) possède quatre n÷uds et 3ddl par n÷ud (wi, βxi, βyi): le dépla
ement transversal suivant l'axe z et les deux rotations de la normale àla surfa
e moyenne dans les deux plans x − z et y − z.
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Figure 2.2: Géomètrie de l'élément DMQP
x =

4
∑

i=1

Nixi et y =
4
∑

i=1

Niyi (2.1)
xi, yi sont les 
oordonnées des n÷uds, Ni les fon
tions d'interpolation bilinéaires
lassiques, données par :
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{Ni} {Pk}

4N1 = (1 − ξ)(1 − η)
4N2 = (1 + ξ)(1 − η)
4N3 = (1 + ξ)(1 + η)
4N4 = (1 − ξ)(1 + η)

2P5 = (1 − ξ2) (1 − η)
2P6 = (1 + ξ) (1 − η2)
2P7 = (1 − ξ2) (1 + η)
2P8 = (1 − ξ) (1 − η2)Table 2.1: Fon
tions d'interpolation bi-linéaires et quadratiques in
omplètes del'élément initial DMQSβ� Cinématique d'une plaque de Reissner-Mindlin :Dans la 
on�guration intiale C0, le ve
teur position du point quel
onque q0 estdonné par :

~xq0 = ~xp0 + z~k ; {~xq0} =







x
y
z







(2.2)En 
onsidérant uniquement les e�ets de �exion et de CT, le ve
teur position d'unpoint quel
onque q de la plaque s'é
rit dans la 
on�guration déformée C (Fig.2.3) :
~xq = ~xp0 + w(x, y)~k + z~kΛ~θ ;

{

~θ
}T

= 〈θx θy θz〉 (2.3)� Champ des dépla
ements :Le 
hamp des dépla
ements virtuels 
orrespondant, supposé petit entre les deux
on�gurations C
0 et C, est dé�ni par :

−→u ∗

q(x, y, z) =







−→u ∗ (x, y, z)
−→v ∗ (x, y, z)
−→w ∗ (x, y, z)







=







0
0

−→w ∗(x, y)







+ z











−→
β ∗

x(x, y)−→
β ∗

y(x, y)
0











(2.4)
w, βx, βy sont respe
tivement le dépla
ement transversal et les deux rotationsde la normale dans les plans x-z et y-z. Leur approximation doit satisfaire la
ondition de 
ontinuité C0.L'élément DMQPiso étant formulé seulement en �exion/CT, les 
omposantes
u∗(x, y) et v∗(x, y) du ve
teur dépla
ement de membrane n'apparaissent don
pas dans l'expression de −→u ∗

q(x, y). Nous proposons d'appro
her les rotations
βx etβy à l'aide d'une interpolation quadratique in
omplète qui fera apparaîtredes a

roissements de rotations ∆βsk sur les quatre bords élémentaires.
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{

βx

βy

}

=

4

∑

i=1

Ni

{

βxi

βyi

}

+

8
∑

k=5

Pk

{

Ck

Sk

}

∆βsk (2.5)
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k

k
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c  cos θ k

= sin θ k 

=
 

 

 

 

X 

 

 

θ kFigure 2.4: Cosinus dire
teurs sur un bord élémentaire k
∆βsk sont les variables asso
iées à la représentation quadratique de βx et βy.Les 
÷�
ients Ck et Sk sont les 
osinus dire
teurs d'un 
�té k asso
ié aux n÷uds
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Figure 2.5: Variation des rotations
i et j (Fig. 2.4). A partir des 
oordonnées des n÷uds, on peut dé�nir 
es
÷�
ients de la façon suivante :

Ck = cosθk =
xji

Lk
=

xj−xi

Lk

Sk = sinθk =
yji

Lk
=

yj−yi

Lkave
 : L
2

k = x
2

ji + y
2

ji

(2.6)La relation entre les rotations βx et βy et les rotations βs et βn devient ainsipossible grâ
e à 
es deux 
÷�
ients :
{

βs

βn

}

i,j

=

[

Ck Sk

Sk −Ck

]{

βx

βy

}

i,j

(2.7)De façon plus générale, nous pouvons noter que, sur un 
�té de n÷uds � ex-trémités � i et j et de n÷ud �milieu� k, l'approximation des rotations βs et βns'é
rit :
βs = (1 − s

Lk

)βsi +
s

Lk

βsj + 4
s

Lk

(1 − s

Lk

)∆βsk (2.8)
βn = (1 − s

Lk
)βni +

s

Lk
βnj (2.9)Le le
teur pourra 
onstater que les approximations retenues pour βx et βy sonttelles que βs est quadratique et βn linéaire en fon
tion de s sur un 
�té (Fig. 2.5).Champs des déformationsDans le 
adre des petites déformations et des petits dépla
ements entre les 
on-�gurations initiale et �nale, l'hypothèse de Mindlin/Reissner permet de dé�nirles di�érentes 
omposantes du ve
teur des déformations 
omme suit :

{εs} = {ε0} + z {ε1} (2.10)
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{ε1} = {χ} , {χ} =







βx,x

βy,y

βx,y + βy,x







(2.11)
{γ} =

{

γxz

γyz

}

=

{

βx + w,x

βy + w,y

} (2.12)
{ε0}, z {ε1} et {γ} sont respe
tivement les ve
teurs déformations de membrane,de �exion et de CT. {χ} est le ve
teur des 
ourbures de �exion. Il est importantde remarquer que dans la dire
tion de l'épaisseur (axe z), les déformations de�exion sont linéaires et les déformations de CT sont 
onstantes.REMARQUE : On se limitera au 
as d'une plaque de Reissner/Mindlin en�exion et CT, sans la prise en 
ompte du 
omportement membranaire.Seules les 
ourbures de �exion {χ} et les déformations de CT seront par
onséquent 
onsidérées dans l'étude.

➤ Courbures de �exion :L'é
riture d'une représentation matri
ielle du ve
teur des 
ourbures de �exion né-
essite l'approximation des termes βx,x, βx,y, βy,y et βy,x. Un exemple d'approximationde βx,x à partir de l'interpolation de la rotation βx (2.5) 
onduit à :
βx,x = ∂N1

∂x
βx1 + ∂N2

∂x
βx2 + ∂N3

∂x
βx3 + ∂N4

∂x
βx4 +

∂P5

∂x
c5∆βs5 + ∂P6

∂x
c6∆βs6 + ∂P7

∂x
c7∆βs7 + ∂P8

∂x
c8∆βs8

(2.13)Les dérivées en x peuvent être obtenues en fon
tion des dérivées en ξ du sys-tème de référen
e à l'aide de la relation suivante :
{

δ
δx
δ
δy

}

=

[ δξ
δx

δη
δx

δξ
δy

δη
δy

]{ δ
δξ
δ
δη

}

=

[

j11 j12

j21 j22

]{ δ
δξ
δ
δη

} (2.14)
j11; j12; j21; j22 sont les 
omposantes de la matri
e [j] inverse de la matri
e Ja
o-bienne [J ]. Cette dernière s'é
rit 
omme suit :

[J ] =

[

J11 J12

J21 J22

]

=

[

x,ξ y,ξ

x,η y,η

]

=

[

〈N,ξ〉
〈N,η〉

]

[

{xn} {yn}
] (2.15)

δNi

δx
= Ni,x = j11Ni,ξ + j12Ni,η et

δNi

δy
= Ni,y = j21Ni,ξ + j22Ni,η (2.16)et :

δPk

δx
= Pk,ξj11 + Pk,ηj12 et

δPk

δy
= Pk,ξj21 + Pk,ηj22 (2.17)

Ni,ξ, Ni,η, Pk,ξ etPk,η sont les dérivées des fon
tions Ni et Pk par rapport à ξ et à
η respe
tivement. De la même manière, nous pouvons 
al
uler βx,y, βy,y et βy,x.Nous obtenons �nalement :
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{χ} = [Bf ]

{

Un

∆βn

}

= [Bbβ ] {Un} + [Bb∆β ] {∆βn} (2.18)Ave
:
[Bbβ ] =





0 ai 0 ...
0 0 bi ... i = 1, 2, 3, 4
0 bi ai ...



 ;
ai = j11Ni,ξ + j12Ni,η

bi = j21Ni,ξ + j22Ni,η
(2.19)et :

[Bb∆β] =





(Pk,ξj11 + Pk,ηj12)Ck

... (Pk,ξj21 + Pk,ηj22) Sk ...k = 5, 6, 7, 8
(Pk,ξj21 + Pk,ηj22)Ck + (Pk,ξj11 + Pk,ηj12) Sk



(2.20)
〈Un〉 = 〈w1 βx1 βy1 w2 βx2 βy2 w3 βx3 βy3 w4 βx4 βy4〉 (2.21)

〈∆βn〉 = 〈∆βs5 ∆βs6 ∆βs7 ∆βs8〉 (2.22)Il est important de noter que les in
onnues nodales wi n'ont au
un terme asso
iédans la matri
e [Bf ]. Elles sont introduites naturellement lors de l'évaluation del'équation (2.28).� Déformations naturelles de CT. Utilisation de la méthode desdéformations de substitution (méthode ANS)Nous dé�nissons les déformations 
artésiennes de CT {γ0} en fon
tion des défor-mations isoparamétriques {γξ} que nous interpolons linéairement, deux à deux,sur les bords élémentaires (Fig. 2.6).
{γ0} =

{

γxz

γyz

}

=

[

j11 j12

j21 j22

]{

γξz

γηz

} (2.23)
γξz = 1

2
(1 − η) γξζ5 + 1

2
(1 + η) γξζ7

γηz = 1
2
(1 − ξ) γηζ8 + 1

2
(1 + ξ) γηζ6

(2.24)
γξζ5, γης6, γξζ7, γηζ8 sont les déformations de CT isoparamétriques dé�niessur les quatre 
�tés (5, 6, 7, 8) respe
tivement. Elles sont reliées aux déformationstangentielles de bord γs5, γs6, γs7, γs8 par :

γξζ5 = (detJs5) x (γs5) = +L5

2
γs5

γηζ6 = (detJs6) x (γs6) = +L6

2
γs6

γξζ7 = (detJs7) x (γs7) = −L7

2
γs7

γηζ8 = (detJs8) x (γs8) = −L8

2
γs8

(2.25)
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Figure 2.6: Déformations de CT de bordsNous é
rivons don
 {γ0} en fon
tion de {γsk} sous la forme matri
ielle suivante:
{γ0} = [Nγ ] {γsk} ; {γsk}T =< γs5 γs6 γs7 γs8 > (2.26)

[Nγ ] = 1
4

[

j12 (1 − η)L5 j11 (1 + ξ)L6

j22 (1 − η)L5 j21 (1 + ξ)L6

−j12 (1 + η)L7 −j11 (1 − ξ)L8

−j22 (1 + η)L7 −j21 (1 − ξ)L8

]

(2.27)
Hypothèses dis
rètes de MindlinNous introduisons les hypothèses dis
rètes de Mindlin, dans le but d'éliminer lesrotations quadratiques {∆βsk} et d'é
rire les déformations de �exion et de CTuniquement en fon
tion des degrés de liberté élémentaires {Un}.� Hypothèse 
inématique :Les déformations naturelles ou isoparamétriques de bord {γsk} sont projetées surles degrés de liberté élémentaires {Un} et {∆βsk} sous une forme dis
rète, dé�niepar une intégrale de 
ontour le long de 
haque 
�té k :

Lk
∫

0

(γsk − γ̃sk) ds = 0 (Hyp. 
inématique) (2.28)Cette équation nous indique que la di�éren
e entre les déformations réelles γset 
elles exprimées sous forme dis
rète γ̃s doivent s'annuler sur 
ha
un des 
�tés
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�té en fon
tion des déformations γxket γyk est donnée par :
γsk = Ckγxk + Skγyk = (w,s + βs)k (2.29)

γskLk = wj − wi + Lk

2
(βsi + βsj) + 2

3
Lk∆βsk

γskLk = wj − wi + Lk

2
(Ckβxi + Skβyi) + Lk

2
(Ckβxj + Skβyj) + 2

3
Lk∆βsk

(2.30)
βsm = Ckβxm + Skβym (2.31)L'appli
ation de l'hypothèse 
inématique (2.30) sur le 
�té k 
onduit à un élémentà 8 n÷uds ave
 des degrés de liberté additionnels aux n÷uds milieux des 
�tés.Celui-
i possède en
ore les rotations {∆βsk} 
omme ddl dont l'utilisation est peupratique 
ar elle né
essite des maillages éléments �nis adaptés. Ce problème aété signalé dans les travaux de Zienkiewi
z et ses 
ollaborateurs [152, 103℄ ainsique 
eux de Ayad et al.[14℄. Nous avons opté pour une méthode heuristiquequi 
onsiste à utiliser une deuxième hypothèse modi�ée de Mindlin, dans le butd'extraire 
es mêmes rotations {∆βsk} et de les éliminer en les substituant dansl'expression des déformations de bords {γsk}.� Hypothèse mé
anique :L'hypothèse mé
anique, issue de la loi de 
omportement en CT, s'é
rit pour unmatériau homogène isotrope :

γ̄sk =
Ts

Dct
(2.32)Considérons les relations d'équilibre reliant l'e�ort Ts aux moments de �exionsur le bord k (Fig. 2.7) :

Ts = Ms,s + Msn,n (2.33)
Ms et Msn,n sont donnés par :

Ms = Df (βs,s + νβn,n)
Msn = Df

1−ν
2

(βs,n + νβn,s)
(2.34)

Dct =
Eh

2(1 + ν)
k et Df =

Eh3

12(1 − ν2)
(2.35)Il est possible d'obtenir l'hypothèse mé
anique en fon
tion des rotations tan-gentielle βs et normale βn, par l'introdu
tion des équations (2.33 et 2.34) dansl'équation (2.32). Nous é
rivons :

γ̄sk =
Df

Dct

[

βs,ss + νβn,ns +
1 − ν

2
(βs,nn + νβn,ns)

] (2.36)
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Figure 2.7: Hypothèses de Mindlin sur un bord élémentaire i -jLes expressions de βs et βn sont données par les deux équations (2.8, 2.9). Nousobtenons �nalement l'expression de γ̄sk en fon
tion seulement de la dérivée se
-onde de βs par rapport à s :
βs,nn = βn,ns = 0 (2.37)

γsk =
Df

Dct
βs,ss = −2

3
Φk∆βsk

Φk =
12Df

L2
k
Dct

= 1
k(1−ν)

(

h2

L2
k

) (2.38)
Φk est le fa
teur d'in�uen
e du CT. Finalement, nous aboutissons à une expres-sion matri
ielle reliant les déformations de CT {γ0} aux rotations tangentielles
{△βsk}

{γ0} = [Bs∆β] {∆βn} (2.39)
[Bs∆β] = 1

6

[

−j12 (1 − η)L5Φ5 −j11 (1 + ξ)L6Φ6

−j22 (1 − η)L5Φ5 −j21 (1 + ξ)L6Φ6

j12 (1 + η)L7Φ7 j11 (1 − ξ)L8Φ8

j22 (1 + η)L7Φ7 j21 (1 − ξ)L8Φ8

]

(2.40)La 
ombinaison des équations (2.30 et 2.38) 
onduit à:
wj − wi +

Lk

2
(Ckβxi + Skβyi) +

Lk

2
(Ckβxj + Skβyj) +

2

3
Lk (1 + Φk)∆βsk = 0(2.41)
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k : (ξ, η) 5 : (1,0) 6 : (0,1) 7 : (-1,0) 8 : (0,-1)n÷ud i 1 2 3 4n÷ud j 2 3 4 1Table 2.2: N÷uds i − j du bord kUne é
riture matri
ielle des rotations {∆βsk} en fon
tion des degrés de libertéélémentaires {Un} est obtenue en appliquant l'équation (2.41) sur les quatre bordsde l'élément. Nous é
rivons :

{∆βn} = [An] {Un}
[An] = [AΦ]−1 [AG]

(2.42)
[AΦ] =









2
3
L5(1 + Φ5) 0 0 0

0 2
3
L6(1 + Φ6) 0 0

0 0 2
3
L7(1 + Φ7) 0

0 0 0 2
3
L8(1 + Φ8)









(2.43)
[AG] = −1

2









−2 C5L5 S5L5 2 C5L5 S5L5

0 0 0 −2 C6L6 S6L6

0 0 0 0 0 0
2 C8L8 S8L8 0 0 0

0 0 0 0 0 0
2 C6L6 S6L6 0 0 0
−2 C7L7 S7L7 2 C7L7 S7L7

0 0 0 −2 C8L8 S8L8









(2.44)
La substitution de {∆βn} dans l'expresion des 
ourbures de �exion et de CT
onduit aux é
ritures �nales suivantes :

{ε1} = {χ} = [Bf ] {Un} ; [Bf ] = [B1] + [B1∆β] [An] (2.45)
{γ0} = [Bc] {Un} ; [Bc] = [Bs∆β] [An] (2.46)2.2.2 Formulation du nouveau modèle de plaque multi
ou
heNous avons introduit une hypothèse mé
anique modi�ée de Mindlin qui permet deprendre en 
ompte le 
ara
tère multi
ou
he des plaques 
omposites. Elle s'é
rit
omme suit

∫ Lk

0

(

γsk −
〈

H inv
ck11 H inv

ck12

〉

{

Ts

Tn

})

ds = 0 (hyp. mé
anique) (2.47)
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H inv

ck11 et H inv
ck12 sont deux termes de 
omportement en CT de la matri
e inverse

[Hck]
−1, ave


[Hck] = [Pk] [Hc] [Pk]
−1 ; [Hc] (équation B.25)

[Pk] = [Pk]
−1 =

[

Ck Sk

Sk −Ck

]

;

{

Ck = cosθk

Sk = sinθkNous utilisons les relations d'équilibre sur la surfa
e moyenne dans le 
as où iln'y a pas de 
ouplage membrane-�exion ([Hmf ] = 0), pour détérminer les e�ortstran
hants (Fig. 2.7). Elles s'é
rivent de la façon suivante :
{T} =

{

Ts

Tn

}

=

{

Ms,s + Msn,n

Msn,s + Mn,n

} (2.48)Ave
 :
{M} =







Ms

Mn

Msn







= [Hf ] {χ} ; ([Hf ] : B.21, voir annexe B) (2.49)
{χ} =







χs = βs,s

χn = βn,n

χsn = βs,n + βn,s.





Nous dé�nissons les déformations {γsk} en fon
tion des dérivées se
ondes de
βs et βn par l'intermédiaire des équations d'équilibre (2.48), et de deux lois de
omportement, en �exion et en 
isaillement. Nous obtenons :

γsk =
(

H inv
ck11Hf11 + H inv

ck12Hf13

)

βs,ss ; βs,ss = − 8

L2
k

∆βsk (2.50)ou sous forme matri
ielle
{γsk} =

[

Aml
φ

]

{∆βsk} ;
[

Aml
φ

]

=









−φml
5 0 0 0

0 −φml
6 0 0

0 0 −φml
7 0

0 0 0 −φml
8









(2.51)Ainsi, le ve
teur des déformations de CT s'é
rit
{γ0} = [Nγ ]

[

Aml
φ

]

{∆βsk} = [Bsk] {∆βsk} (2.52)
φml

k = 8

(

Hf11
H inv

ck11

L2
k

+ Hf13
H inv

ck12

L2
k

)

; (ml : multi
ou
he) (2.53)
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φml

k est le fa
teur d'in�uen
e du CT.La 
ombinaison des deux équations (2.30 et 2.51) donne
∆βsk =

3

2 + 3φml
k

(

wi − wj

Lk
− βsi + βsj

2

) (2.54)L'expression �nale de γsk fera intervenir en 
onséquen
e uniquement les ddlnodaux 
lassiques d'une plaque :
γsk =

3φml
k

2 + 3φml
k

(

wj − wi

Lk
+

βsi + βsj

2

) (2.55)Notons que dans les situations de plaques très min
es (φml
k → 0

), γsk diminuepour s'annuler, montrant ainsi l'absen
e du verrouillage en CT. L'équation (2.54)appliquée aux di�érents 
�tés élémentaires k 
onduit aux résultats suivants :
{∆βn} =

[

Aml
n

]

{Un} ;
[

Aml
n

]

=
[

Aml
φ

]

−1
[AG] (2.56)La matri
e [AG] reste in
hangeable, la matri
e [Aml

φ

] est donnée par :
[

Aml
φ

]

=









−L5

(

2
3

+ φml
5

)

0 0 0
0 −L6

(

2
3

+ φml
6

)

0 0
0 0 −L7

(

2
3

+ φml
7

)

0
0 0 0 −L8

(

2
3

+ φml
8

)







(2.57)2.2.3 Expressions �nales des 
ourbures de �exion {χ} etdes déformations de CT {γ0}Nous avons pu exprimer les variables {∆βsk} en fon
tion des variables nodales
{Un} par l'introdu
tion des deux hypothèses modi�ées de Mindlin.Courbures de �exionLes 
ourbures de �exion s'é
rivent en fon
tion des degrés de liberté aux quatren÷uds sommets de l'élément quadrilatéral :

{χ} = [Bf ]
{

Un

}

; [Bf ] = [Bbβ ] + [Bb∆β]
[

Aml
n

] (2.58)
< Un >=< wi βxi βyi ... i = 1 à 4 > (2.59)Déformations de Cisaillement Transversal

{γ0} = [Bct]
{

Un

}

; [Bct] = [Nγ ]
[

Aml
φ

] [

Aml
n

] (2.60)
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e de rigidité globaleEn admettant l'existen
e d'une fon
tion s
alaire dite énergie interne élémentairede déformation Wint, 
elle-
i est donnée dans le 
as des plaques en formulation �dépla
ement � ave
 l'hypothèse des 
ontraintes planes (σz = 0) par :
Wint = W f

int + W ct
int =

1

2
〈Un〉 [ke] {Un} (2.61)ave


W f
int =

1

2

∫

A

〈χ〉 [Hf ] {χ} dA (2.62)
W ct

int =
1

2

∫

A

〈γ0〉 [Hc] {γ0} dA (2.63)Les ve
teurs {χ} et {γ0} sont donnés par les deux équations (2.58) et (2.60). Lamatri
e de rigidité �nale [ke] est une somme des matri
es de rigidité de �exion etde CT : (le 
ouplage membrane-�exion n'étant pas 
onsidéré dans 
e 
hapitre)
[ke] =

[

ke
f

]

+ [ke
ct] (2.64)ave
 ;

[

ke
f

]

=
∫

A
[Bf ]

T [Hf ] [Bf ] dA ([Hf ] : B.21, voir annexe B)

[ke
ct] =

∫

A
[Bct]

T [Hc] [Bct] dA ([Hc] : B.23, voir annexe B)
(2.65)2.4 Relations 
ontraintes-déformations et e�ortsrésultantsPour une plaque 
onstituée d'un matériau isotrope, orthotrope ou 
omposite,nous é
rivons les relations 
ontraintes-déformations 
omme suit :

{σ (z)} = [H (z)] {ε (z)} ; {τ} = [Hτ (z)] {γ} (2.66)
{σ (z)} =







σx

σy

τxy







, {τ} =

{

τxz

τyz

}

2.4.1 Expressions des e�orts résultantsLes ve
teurs {ε} et {γ} sont donnés par les équations (2.58) et (2.60). Les e�ortsnormaux {N}, les moments �é
hissants {M} et les e�orts tran
hants {T} (Fig.2.8) sont liés respe
tivement aux déformations de membrane {e}, aux 
ourburesde �exion {χ} et aux déformations de CT {γ} par les relations suivantes :
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Y 
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Mn  

Mns 
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Y 
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Mxy 

Ty  

Mxy 

Mx  
Tx 

Figure 2.8: E�orts résultants d'une plaque
{N} =







Nx

Ny

Nxy







=

+ h
2

∫

−
h
2







σx

σy

τxy







dz = [Hm] {e} + [Hmf ] {χ} (2.67)Dans la formulation du modèle de plaque, 
es e�orts sont supposés nuls.
{M} =







Mx

My

Mxy







=

+ h
2

∫

−
h
2







σx

σy

τxy







zdz = [Hmf ] {e} + [Hf ] {χ} (2.68)
{T} =

{

Tx

Ty

}

=

+ h
2

∫

−
h
2

{

τxz

τyz

}

dz = [Hc] {γ0} (2.69)Le 
al
ul en post-traitement des e�orts {M} et {T}, en l'absen
e du 
ouplagemembrane-�exion, fera intervenir les relations déformations-ddl nodaux :
{M} = [Hf ] [Bf (ξ, η)]{Un} ; {T} = [Hc] [Bct(ξ, η)] {Un}2.4.2 Cal
ul des 
ontraintes planes et de 
isaillement transver-salLa �gure 2.9 montre les 
ontraintes agissant sur les se
tions d'un élément dif-férentiel de plaque, soumis à une 
harge extérieure q suivant l'axe z et 
onstituéde matériau homogène linéairement élastique.L'équilibre au point q d'une plaque 
onsidérée 
omme un solide 3D parti
ulierest dé�ni en général par :

div [¯̄σ] + fv = 0 (2.70)
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dy 

dx 

h 

 

y 

x 

z 

q 

τxz

σy

σx

τyx

τyz

τxyFigure 2.9: Contraintes agissant sur un élément di�érentiel de plaque homogèneCette forme tensorielle de l'équilibre en 
ontraintes se traduit sous la formed'un système d'équations aux dérivées partielles :
σxx,x + τxy,y + τxz,z + fvx = 0
τxy,x + σyy,y + τyz,z + fvy = 0
τxz,x + τyz,y + σzz,z + fvz = 0

(2.71)Contraintes planes σxx, σyy et τxyLe 
al
ul des 
ontraintes planes est fait à partir de la relation (déformations -
ontraintes) suivante:
{σ} = [H ] {ε}
{σ} = z [H ] [Bf ] {Un}
{σ} = z [H ]

[

H−1
f

]

{M}
(2.72)

[H ] est la matri
e de 
omportement, elle est donnée en annexe B pour unmatériau isotrope, orthotrope et multi
ou
he.Les 
ontraintes normales (σx ; σy) et de 
isaillement plan τxy varient linéaire-ment selon z et sont asso
iées aux moments de �exion (Mx ; My) et de torsion
Mxy respe
tivement (Fig. 2.8).Contraintes de CT τxz et τyzIl est bien 
onnu que l'estimation des 
ontraintes de CT, dans un modèle deReissner-Mindlin 
lassique, par les équations de 
omportement n'est pas adéquate.
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he souvent adoptée pour améliorer 
ette estimation 
onsiste à inté-grer les équations d'équilibre dans l'épaisseur du multi
ou
he [99℄.En intégrant les deux premières équations de l'équilibre tridimensionnel, les 
on-traintes de CT s'é
rivent :
τxz = −

∫ z

−t

(σx,x + τxy,y) dz ; t =
h

2
(2.73)

τyz = −
∫ z

−t

(τxy,x + σy,y) dz ; t =
h

2
(2.74)Ces équations véri�ent les 
onditions aux limites sur les peaux supérieure etinférieure de la plaque :

τxz

(

x, y,
−h

2

)

= τxz

(

x, y,
+h

2

)

= τyz

(

x, y,
−h

2

)

= τyz

(

x, y,
+h

2

)

= 0(2.75)Numériquement, nous avons introduit les e�orts de CT Tx et Ty dans l'expressiondes 
ontraintes de CT en utilisant les deux équations d'équilibre asso
iées auxmoments de �exion :
{T} =

{

Tx

Ty

}

=

{

Mx,x + Mxy,y

Mxy,x + My,y

} (2.76)Nous obtenons le ve
teur des 
ontraintes de CT à travers l'épaisseur. Il s'é
rit
omme suit
{τ (z)} =

{

τxz

τyz

}

= [D1] {T} + [D2] {λ} (2.77)Les 
ontraintes de CT varient quant à elles quadratiquement selon z et sontasso
iées aux e�orts de CT Tx et Ty (Fig. 2.8).
[D1] = −

∫ z

−t
z
2

[

A11 + A33 A13 + A32

A31 + A23 A22 + A33

]

dz

=
∑nc

i=1
(t2−z2)i

4

[

A11 + A33 A13 + A32

A31 + A23 A22 + A33

]

i

(2.78)
[D2] = −

∫ z

−t
z
2

[

A11 − A33 A13 − A32

A31 − A23 A33 − A2233

2A12 2A31

2A32 2A21

]

dz

=
∑nc

i=1
(t2−z2)i

4

[

A11 − A33 A13 − A32

A31 − A23 A33 − A2233

2A12 2A31

2A32 2A21

]

i

(2.79)
〈λ〉 = 〈Mx,x − Mxy,y ; Mxy,x − My,y ; My,x ; Mx,y〉 (2.80)
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Aij sont les 
omposantes de la matri
e [A (z)] :

[A (z)] = [H (z)]
[

H−1
f

] (2.81)
[A (z)] est une matri
e (3 x 3). Elle est à la fois 
ara
téristique de 
ha
unedes 
ou
hes et de la strati�
ation globale.� [H (z)] est 
al
ulée pour 
haque 
ou
he, nous é
rivons :

[H (z)] = [T1]
T [HL] [T1] ([HL] : B.12 et [T1] : B.11) (2.82)� [H−1

f

] est l'inverse de la somme de [Hfi] :
[

H−1
f

]

=

(

nc
∑

i=1

(

z3
i+1 − z3

i

)

3
[H ]i

)

−1 (2.83)2.5 Matri
e masse élémentaireLe travail virtuel externe élémentaire dû aux for
es d'inertie s'é
rit pour un élé-ment de plaque 
omposite 
omme suit :
W e

inertie =
1

2

∫

A

(

w∗ρmẅ + β∗

xρf β̈x + β∗

yρf β̈y

)

dA (2.84)
ρm =

+ h
2

∫

−
h
2

ρdz et ρf =

+ h
2

∫

−
h
2

ρz2dz (2.85)
ρm et ρf sont les masses surfa
iques du matériau et varient suivant z ;
w∗, β∗

x et β∗

y sont le dépla
ement transversal et les deux rotations d'un pointquel
onque de la plaque ;
ẅ, β̈x et β̈y sont les a

élérations d'un point quel
onque de la plaque.La matri
e masse élémentaire [M ] est dé�nie à partir l'équation (2.84) telleque :

W e
inertie = −〈u∗

n〉 [M ] {ün} (2.86)
[M ] =





[Mw] [0] [0]
[0] [Mβ ] [0]
[0] [0] [Mβ]



 (2.87)
~u∗

n et ~̈un représentent respe
tivement les ve
teurs dépla
ements virtuels et a
-
élération du point P.



58 CHAPITRE 2. LE MODÈLE DE PLAQUES COMPOSITES DMQPMLPour l'élément DMQPml, nous adopterons une approximation bilinéaire 
las-sique des variables 
inématiques et des a

élerations virtuelles : (Ni, i=1 à 4 sontles fon
tions d'interpolation bilinéaires de Lagrange)
w∗ =

∑

i=1,4

Niw
∗

i ; β∗

x =
∑

i=1,4

Niβ
∗

xi ; β∗

y =
∑

i=1,4

Niβ
∗

yi (2.88)
ẅ =

∑

i=1,4

Niẅi ; β̈x =
∑

i=1,4

Niβ̈xi ; β̈y =
∑

i=1,4

Niβ̈yi (2.89)
[Mw] =

∫

A

{N} ρm 〈N〉 dA ; [Mβ ] =

∫

A

{N} ρf 〈N〉 dA (2.90)Pour notre modèle DMQPml, nous avons adopté une matri
e masse 
onsistanteave
 les termes d'inertie de rotations ([Mw] 6= 0 et [Mβ ] 6= 0).2.6 Con
lusion :L'originalité des travaux présentés dans 
e 
hapitre est sans doute l'extensiondu modèle, proposé initialement par Katili [71℄ pour les plaques homogènes iso-tropes, au 
as des plaques 
omposites multi
ou
hes. Ce
i a été possible grâ
e àl'introdu
tion d'une nouvelle hypothèse mé
anique dis
rête modi�ée de Mindlin.L'élément �nal est simple de géométrie (4 n÷uds et 3ddl/n÷ud) et présente desperfoman
es de pré
ision très satisfaisantes, 
omparées à des éléments �nis de lalitérature, souvent 
outeux en temps de 
al
ul (quadrilatères à 8 et à 9 n÷udsou éléments d'ordre supérieur). On notera qu'en raison d'absen
e de valeurs desfa
teurs de 
orre
tion de CT sur 
ertains tests, proposés pour valider des modèlesd'ordre supérieurs, nous étions dans l'obligation de programmer une te
hniquede 
al
ul de 
es fa
teurs. L'obje
tif est de les introduire dans les expressions des
ontraintes de CT, élaborées à partir des équations d'équilibre tridimensionnelles.



Chapitre 3Validation numérique du modèle deplaque 
omposite DMQPmlDans 
e 
hapitre, nous proposons de valider le modèle � élément �ni � deplaque DMQPml à travers une série de 
as-tests standards de plaques isotropes,sandwi
hs et strati�ées, 
onnus dans la littérature. Il s'agit essentiellement d'éva-luer les performan
es de pré
ision sur les dépla
ements et les 
ontraintes. Lesrésultats 
orrespondants ainsi que 
eux obtenus par d'autres éléments sont 
om-parés à des solutions de référen
e, obtenues analytiquement ou expérimentale-ment.3.1 Performan
es et pré
ision de l'élément isotrope3.1.1 Examen des modes de déformations 
onstantesUne étude détaillée sur les pat
h-tests 
inématiques et mé
aniques, pour re-produire des états de déformations et de 
ontraintes 
onstantes a été menée. Nousprésentons dans 
ette se
tion les résultats du pat
h-test mé
anique, proposé parIrons [64℄ et 
onsidéré par 
elui-
i et par Taylor et al [137℄ 
omme une 
ondi-tion su�sante de 
onvergen
e. Ce test permet de véri�er l'aptitude d'un maillage�grossier� ave
 un faible nombre d'éléments (�gure 3.1) à reproduire un état de
ontrainte 
onstant, et 
e en imposant un nombre de ddl minimum né
essaire àl'élimination des mouvements de 
orps rigide.Deux valeurs du rapport 2a/h (longueur/épaisseur) sont 
onsidérées (2a/h =10 et 1000) 
orrespondant à une plaque épaisse et min
e. Les e�orts résultantssont évalués au 
entre de gravité, aux n÷uds et aux points d'intégration.
➤ M̄n = 1 : (Mx = My = 1 et Mxy = Tx = Ty = 0)?Pour 2a/h=10 (plaque épaisse) et 2a/h = 1000 (plaque min
e), nous avons ob-tenu :
(Mx = My = 1 et Mxy = Tx = Ty = 10−13) en tout point du maillage.59
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➤ M̄ns = 1 : (Mxy = 1 et Mx = My = Tx = Ty = 0)?Pour 2a/h = 10 (plaque épaisse) et 2a/h = 1000 (plaque min
e), nous avonsobtenu :
(Mxy = 1 et Mx = My = 10−13 et Tx = Ty = 10−14) en tout point du maillage.

2a

2b

Mn =1

 
5 DMQPiso 

2a

2b

Mns  =1

 
5DMQPiso 

 
                                       Efforts équivalents aux nœuds  
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 Données : E = 103, ν = 0.3, k = 5/6, h = 4 et 0.04, a = 20, b = 10Conditions aux limites : w1 = w2 = w3 = 0 sur : BCFig. 3.1 � Pat
h-test mé
anique. Moments 
onstants3.1.2 Examen de la pré
ision en fon
tion du maillageLa pré
ision de l'élément de plaque est étudiée à travers deux 
as-tests stan-dards de plaque dans des situations min
es et épaisses : une plaque biaise à 30°simplement supportée sous 
hargement uniforme et une plaque 
ir
ulaire sous
harge uniforme. La solution élément �ni est 
onfrontée à la solution analytiqueet à 
elles d'autres éléments de plaque 
onnus de la littérature. La vitesse de
onvergen
e de l'élément est mise en éviden
e en évaluant les performan
es de
ertaines grandeurs 
omme le dépla
ement transversal ou les e�orts résultants enfon
tion du nombre d'éléments ou du nombre total de ddl.Plaque biaise (α = 30°) min
e simplement supportée sous 
hargementuniformeCe problème est 
onsidéré 
omme déli
at par l'ensemble des 
her
heurs enéléments �nis. Classiquement, une solution analytique de référen
e proposée par



3.1. PERFORMANCES ET PRÉCISION DE L'ÉLÉMENT ISOTROPE 61Morley [93℄ est obtenue en utilisant la théorie de Kir
hho�. Nous avons étudié
e problème en 
onsidérant deux valeurs de l'élan
ement (L/h = 100 et 1000)(Fig. 3.2). Les moments maximum et minimum et la �è
he au 
entre de la plaquesont normalisées par rapport à la solution de référen
e de plaque min
e (Morley).Les résultats obtenus par les éléments de notre modèle DMQPiso 
omparés auxéléments MITC4 [18℄ pour les deux 
as (L/h = 1000 et 100), sont reportés sur lestableaux 3.1 et 3.2. Les deux éléments 
onvergent vers les solutions de référen
e.
➤ Dans le 
as très min
e (L/h = 1000) la 
onvergen
e vers la solution deplaque min
e [93℄ est obtenue par l'ensemble des éléments ave
 des vitessesdi�érentes. Les résultats des éléments DMQPiso, ne sont pas in�uen
éspar la distorsion du maillage 
omme 
'est le 
as par exemple de l'élémentMITC4.
➤ Dans le 
as limite (L/h = 100), Babuska et S
apolla [17℄ ont beau
oupinvesti sur 
e problème. Ils proposent de le résoudre en le 
onsidérant
omme un problème d'élasti
ité tridimensionnel. Leur solution 3D pourL/h = 100 est très pro
he de 
elle obtenue par nos éléments DMQPiso, àl'ex
eption de MITC4 qui reste toujours lent.

 
Maillages: 4x4 DMQPiso  

C 

A B 

30° 

L = 100 

y 

x 

L 

E D 

(  ddls actifs =59  ) Données : E=10.92, ν = 0.3, (L/h= 1000 et 100)Conditions limites : w = 0 sur ABDECharge : Charge uniforme q = 1Fig. 3.2 � Plaque biaise simplement supportée (α = 30°) sous 
harge uniforme



62 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPML
w̄c = wcx103/qL2 M̄max = Mmaxx103/qL2 M̄min = Mminx103/qL2Maillage DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC44 x 4 0.760 0.358 23.39 16.69 17.51 9.218 x 8 0.507 0.343 20.74 17.33 12.76 9.5716 x 16 0.443 0.343 19.84 17.17 11.66 8.7432 x 32 0.425 0.362 19.50 17.77 11.37 9.23Morley [93℄ 0.408 19.10 10.80Tab. 3.1 � Plaque biaise (α = 30°). Flè
he et moment au 
entre de la plaquepour (L/h = 1000)

w̄c = wcx103/qL2 M̄max = Mmaxx103/qL2 M̄min = Mminx103/qL2Maillage DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC44 x 4 0.757 0.359 23.30 16.70 17.40 9.218 x 8 0.504 0.357 20.73 17.82 12.67 9.9916 x 16 0.441 0.383 19.84 18.44 11.66 10.4632 x 32 0.423 0.404 19.45 18.94 11.35 10.76Morley [93℄ 0.408 19.10 10.80Solution tridimensionnelle [17℄ : w̄c = 0.4235Tab. 3.2 � Plaque biaise (α = 30°). Flè
he et moment au 
entre de la plaquepour (L/h = 100)Etude d'une plaque 
ir
ulaire sous 
hargement uniformeLa �gure 3.3 montre la géométrie et les maillages éléments �nis utilisés pourl'analyse d'une plaque 
ir
ulaire isotrope épaisse et min
e (R/h = 2, 5 et 50).Ce test met en éviden
e la distorsion géométrique des éléments. Un quart deplaque est dis
rétisé en tenant 
ompte des 
onditions de symétrie et deux typesde 
onditions aux limites sont 
onsidérés.
➤ Convergen
e de la �è
he wC et du moment Mr au 
entre (plaque min
e) :En utilisant les maillages de la �gure 3.3, nous avons évalué la �è
he et le moment

Mr au 
entre de la plaque pour le 
as de la plaque simplement supportée eten
astrée. Les résultats 
orrespondants, obtenus par notre élément DMQPiso et
omparés à 
eux de l'élément MITC4 [18℄ et à une solution de référen
e, sontprésentés dans les tableaux 3.3 , 3.4 , 3.5 et 3.6 et les deux �gures 3.4-a et 3.4-b.Ils sont normalisés par rapport aux solutions de référen
e et donnés en fon
tion



3.1. PERFORMANCES ET PRÉCISION DE L'ÉLÉMENT ISOTROPE 63du nombre des éléments �nis. Les solutions de référen
e au 
entre de la plaques'é
rivent :
➤ Plaque en
astrée :

WRef =
qR4

64D
(1 + φ) ; MRef =

qR2

16
(1 + ν)

➤ Plaque simplement supportée :
WRef =

qR4

64D

(

5 + ν

1 + ν
+ φ

)

; MRef =
qR2

16
(3 + ν)

φ =
16

5

(

h

R

)2
1

1 − ν
; D =

Eh3

12 (1 − ν2)Une très bonne 
onvergen
e vers les solutions de référen
e, ave
 un faiblenombre d'éléments, est obtenue par notre modèle DMQPiso.
h

z

C

A

B

R=5

x

y

 
 

 
3 DMQPiso 12 DMQPiso 48 DMQPiso 

Maillages utilisés

Données : E = 3x105, ν = 0.3, (2R/h= 100 et 10)Charge uniforme q = 1Conditions limites : symétrie :βy = 0 sur BC et βx = 0 sur ACen
astrement :w = βx = βy = 0 sur ABappui simple :w = 0 sur ABFig. 3.3 � Plaque 
ir
ulaire isotrope sous 
harge uniforme. Données et maillage
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ulaire simplement supportée (R/h = 50)



3.1. PERFORMANCES ET PRÉCISION DE L'ÉLÉMENT ISOTROPE 65R/h = 50 R/h = 5 R/h = 2N.Elt DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC43 38132 36429 39.663 38.131 3.083 2.99412 39433 39039 41.101 40.772 3.217 3.19827 39651 39471 41.366 41.227 3.242 3.23348 39734 39635 41.470 41.395 3.251 3.247Exa
t 39831 41.599 3.262Tab. 3.3 � Plaque 
ir
ulaire simplement supportée sous 
hargement uniforme.Dépla
ement au 
entre de la plaqueR/h = 50 R/h = 5 R/h = 2N.Elt DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC43 10771 9067.9 12.303 10.755 1.332 1.24312 10093 9699.3 11.762 11.432 1.339 1.32027 9917.6 9738.2 11.633 11.494 1.339 1.33148 9865 9766.6 11.601 11.526 1.339 1.335Exa
t 9783.51 11.551 1.339Tab. 3.4 � Plaque 
ir
ulaire en
astrée sous 
hargement uniforme. Dépla
ementau 
entre de la plaqueR/h = 50 R/h = 5 R/h = 2N.Elt DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC43 5.39 5.73 5.40 4.78 5.44 4.8212 5.20 5.10 5.23 5.09 5.24 5.0927 5.18 5.12 5.19 5.13 5.19 5.1348 5.17 5.14 5.18 5.14 5.18 5.15Exa
t 5.16 5.16 5.16Tab. 3.5 � Plaque 
ir
ulaire simplement supportée sous 
hargement uniforme.Moment Mr au 
entre de la plaqueR/h = 50 R/h = 5 R/h = 2N.Elt DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC4 DMQPiso MITC43 2.54 1.88 2.56 1.93 2.60 1.9712 2.15 2.05 2.18 2.04 2.19 2.0427 2.09 2.02 2.10 2.04 2.10 2.0448 2.06 2.04 2.07 2.04 2.07 2.04Exa
t 2.03 2.03 2.03Tab. 3.6 � Plaque 
ir
ulaire en
astrée sous 
hargement uniforme. Moment Mrau 
entre de la plaque



66 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPML3.2 Résultats des 
as-tests de plaques 
ompositesmulti
ou
hes3.2.1 Rappel des te
hniques de 
al
ul des fa
teurs de 
or-re
tion de CTNous avons 
hoisi d'évaluer par une te
hnique d'équivalen
e énergétique lesfa
teurs ki de 
orre
tion du CT 
orrespondant à des strati�
ations données. L'ob-je
tif est de 
orriger des matri
es de déformation (�exion/CT) et de 
omporte-ment en CT asso
iées à une représentation tridimensionnelle des 
ontraintes deCT τxz et τyz . La raison essentielle de 
e 
hoix est la volonté de 
onfronter lesperforman
es de notre modèle DMQPml à 
elles des modèles d'ordre supérieur,pour lesquels 
es fa
teurs 
orre
tifs ne sont pas né
essaires. Une des référen
essur laquelle nous nous sommes basés pour évaluer les fa
teurs ki est 
elle de [136℄.Les méthodes dites de �exion et totale que nous rappelons dans 
ette se
tion sontutilisées pour évaluer les fa
teurs ki en post-traitement sur les 
ontraintes de CT.Elles permettent de 
onsidérer quatre 
as possibles :Cas 1 : Méthode de �exion pour une 
orre
tion des matri
es de déforma-tions de �exion/CT et de 
omportement en CT. Nous notons par DMQPml_1la version 
orrespondante de l'élément de plaque.Cas 2 : Méthode de �exion pour une 
orre
tion de la matri
e de 
omportementen CT. Nous notons par DMQPml_2 la version 
orrespondante de l'élément deplaque.Cas 3 : Méthode totale pour une 
orre
tion de la matri
e de 
omportementen CT. Nous notons par DMQPml_3 la version 
orrespondante de l'élément deplaque.Cas 4 : Méthode totale pour une 
orre
tion des matri
es de déformations de�exion/CT et de 
omportement en CT. Nous notons par DMQPml_4 la version
orrespondante de l'élément de plaque.Remarque : les 
as 3 et 4 
onduisent exa
tement aux mêmes résultats sur les
ontraintes de CT. Nous abandonnons en 
onséquen
e le 
as 4 pour la suite desproblèmes traités.
➤ Méthode totale : les fa
teurs de 
orre
tion sont 
al
ulés par une 
ompa-raison entre l'énergie de CT asso
iée à la théorie du premier ordre et 
elledue aux 
ontraintes de CT. Ces 
ontraintes sont déduites des équationsd'équilibre tridimensionnelles.
➤ Méthode de �exion : 
ette méthode est l'extension des méthodes de �exion
ylindrique pour des 
as où un 
ouplage entre les deux 
ontraintes de CTexiste. Elle est valable uniquement pour des strati�ées symétriques sans
ouplage (membrane-�exion).



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES673.2.2 Plaque 
omposite à 3 et 9 
ou
hes simplement sup-portée sous 
hargement doublement sinusoîdalCe problème a été proposé et traité par Pagano et Hat�eld [108℄. Le matériaude base est un 
omposite unidire
tionnel fortement orthotrope. Nous avons étudiédeux types de strati�
ations :
➤ 3 
ou
hes 0°/90°/0° (Strati�
ation 1 - Sandwi
h)
➤ 9 
ou
hes 0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0° (Strati�
ation 2 - Laminé)Dans les deux 
as, les épaisseurs totales de 
ou
hes à 0° et 90° sont égales, etles 
ou
hes de même orientation ont toutes la même épaisseur. Pour des raisonsde symétrie, seul le quart de la plaque est maillé ave
 un maillage (6 x 6). Lesdonnées physiques du problème sont présentées sur la �gure 3.5.

L 

x 

y 

A B 

C D 

L 

1 

h 2 

3 

Sandwich

1 

9 

h 

LaminéGéométrie (en mm) L = 1000 ; h = 250 ; 100 ; 20 et 0, 1
A (0, 0) ; B

(

L
2
, 0
)

; C
(

L
2
, L

2

)

; D
(

0, L
2

)Matériau (Orthotrope) E1/E2 = 25 et ν = 0.25
G12 = G13 = 0.5 E2 , G23 = 0.25 E2Conditions aux limites surAB : w = βx = 0 ; surAD : w = βy = 0sur BC : βx = 0 ; sur CD : βy = 0Chargement q = q0sin(πx/L)sin(πy/L) N/mm2 ; q0 = 1Fig. 3.5 � Strati�
ation d'une plaque 
omposite à 3 et 9 
ou
hes. Données duproblèmeLes valeurs des dépla
ements et des 
ontraintes sont données sous la formeadimensionnelle suivante :

w̄ =
π4Q

12S4hq0
w ; Q = 4G12 +

[E1 + E2 (1 + 2ν23)]

(1 + ν12ν21)
et S =

L

h
(3.1)

(σ̄xx σ̄yy) =
1

q0S2
(σ̄xx σ̄yy) ; (τ̄xz τ̄yz) =

1

q0S
(τxz τyz) (3.2)



68 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLLes valeurs suivantes des fa
teurs k1 et k2 
orrespondantes au trois 
as pré
é-dents, sont 
onsidérées dans les 
al
uls :
➤ Cas 1 : élément DMQPml_1� 3 
ou
hes : k1 = 0.5952 et k2 = 0.7205� 9 
ou
hes : k1 = 0.6890 et k2 = 0.6110
➤ Cas 2 : élément DMQPml_2� 3 
ou
hes : k1 = 0.5952 et k2 = 0.7205� 9 
ou
hes : k1 = 0.6890 et k2 = 0.6110
➤ Cas 3 : élément DMQPml_3� 3 
ou
hes : k1 = 0.5700 et k2 = 0.8820� 9 
ou
hes : k1 = 0.6700 et k2 = 0.6660Les 
ontraintes planes et les 
ontraintes de CT sont 
al
ulées dire
tement auxn÷uds � sommets � de 
haque élément. Nous avons 
omparé nos résultats ave

eux obtenus par Lardeur [80℄ (élément en dépla
ement ave
 fa
teur de 
orre
-tion ki, DSQ : Dis
rete Shear Quadrilateral), Ta�a [134℄ (élément mixte-hybridesans fa
teur de 
orre
tion de CT, MiSP4/ml : Mixed with Shear Proje
tion 4-node multilayer) et E. O.2 [51℄ (le modèle QHD40 : basé sur la théorie d'ordresupérieur en dépla
ement ave
 variation quadratique de u et v dans l'épaisseur.Il possède huit n÷uds et dix degrés de liberté.L'ensemble des résultats est 
omparé à la solution tridimensionnelle donnée parPagano et Hat�eld [108℄.
➤ Le dépla
ement transversal et les 
ontraintes planes au 
entre de la plaque,obtenus pour les trois 
as i (versions DMQPml_i), sont présentés sur lestableaux 3.9 et 3.7 pour les deux strati�
ations. Les 
orre
tions introduitespour les matri
es de déformations de �exion et de CT ont très peu d'in-�uen
e sur l'ensemble des résultats. Nos résultats sont globalement en bona

ord ave
 la solution analytique. La �gure 3.6 montre la 
onvergen
e dudépla
ement w̄C , pour la strati�
ation 2, vers la solution CPT3 [132℄ dansle 
as des plaques min
es.
➤ Les 
ontraintes de CT étant 
al
ulées à partir des équations d'équilibre,elles dépendent dire
tement de la matri
e de 
omportement de CT [G].� Strati�
ation 1 : d'après les résultats du tableau 3.8, nous 
onstatonsque les résultats des 
ontraintes de CT, obtenus pour L/h = 4, 10 et50 par le présent modèle, s'améliorent ave
 la 
orre
tion des matri
esde déformations de �exion et de CT utilisant la méthode totale. Pour

L/h ≥ 100 (
as des plaques min
es où l'e�et de CT est négligeable),2Engblom & O
hoa3�Classi
al Plate Theory�



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES69les valeurs obtenues en utilisant des fa
teurs de 
orre
tion, 
al
ulés parla méthode de �exion, sont pro
hes des résultats de référen
e. Les �-gures 3.7 et 3.10 présentent la distribution des 
ontraintes planes et des
ontraintes de CT à travers l'épaisseur. Les 
ontraintes τxz sont linéairessur les peaux et 
onstantes sur le 
÷ur.� Strati�
ation 2 : Les valeurs des 
ontraintes de CT τ̄xz obtenues ave
les fa
teurs de 
orre
tion, 
al
ulés par la méthode de �exion ave
 ousans 
orre
tion des matri
es de déformation, sont meilleures (Tab. 3.10),sauf pour L/h = 4 (plaque épaisse) où l'on trouve de meilleurs résultatsave
 les fa
teurs de 
orre
tion 
al
ulés par la méthode totale. Sur les �-gures 3.8 et 3.9, nous présentons la distribution à travers l'épaisseur des
ontaintes planes pour L/h = 10 et de CT pour trois élan
ements dif-férents (L/h). Les �gures 3.9-a et 3.9-b montrent une bonne 
orrélationdes 
ontraintes de CT τ̄xz pour L/h = 10 ave
 les résultats de Pagano.� Les �gures 3.10-
, 3.10-d, 3.9-
 et 3.9-d montrent la distribution des
ontraintes de CT τ̄yz en fon
tion de z/h. Un lissage est utilisé dans lebut de montrer la distribution quadratique de 
es mêmes 
ontraintes.Une divergen
e est observée 
ependant pour un élan
ement
(L/h ≥ 100 : plaque très min
e) (Tabx. 3.8 et 3.10) pour les quatre ver-sions de DMQPml_i et pour les deux types de strati�
ation.On peut distinguer dans les plaques 
omposites strati�ées deux niveaux d'ani-sotropie : le premier niveau 
on
erne la 
ou
he élémentaire, le se
ond 
on
erne lesrigidités globales intégrées suivant z ; il dépend de 
e fait de la strati�
ation. Dans
e problème, le premier niveau d'anisotropie (assez élevé puisque E1/E2 = 25)est le même dans les deux 
as de strati�
ation, mais la strati�
ation 1 est glo-balement très anisotrope, alors que la strati�
ation 2 présente 
ertaines 
ara
-téristiques d'isotropie (rigidités presque égales dans les dire
tions x et y). Celàsigni�e que plus le nombre de 
ou
hes est grand, moins la stru
ture est sensible àl'e�et de CT si l'épaisseur totale est 
onstante. Or, 
'est le niveau d'anisotropiequi provoque des di�
ultés, à la fois d'ordre théorique et numérique.En 
on
lusion, le modèle DMQPml de plaque multi
ou
he donne globalementdes résultats satisfaisants sur la �è
he et sur les 
ontraintes, pour les deux stra-ti�
ations étudiées. L'observation de la distribution des 
ontraintes de CT τ̄xz et

τ̄yz permet de 
onstater que plus le nombre de 
ou
hes est faible, plus les résul-tats s'éloignent de 
eux donnés par la théorie de plaque (pour un rapport L/h
ara
téristique d'une plaque épaisse L/h ≥ 4.En parti
ulier, l'hypothèse de linéarité des 
ontraintes τ̄xz dans les fa
es n'estplus a

eptable (Figs. 3.10-a et 3.10-b). Ce
i s'explique par une présen
e im-
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tures multi
ou
hes épaisses. Le problème devientpurement tridimensionnel.
L/h Modèles σ̄xC

(

+h
2

) Err. % σ̄yC

(

+h
4

) Err. % τ̄xyA

(

+h
2

) Err. %DMQPml_1 0.349 51.527 0.706 6.485 0.0348 24.017DMQPml_2 0.349 51.527 0.706 6.485 0.0348 24.017DMQPml_3 0.349 51.527 0.706 6.485 0.0348 24.017E. et O. 0.387 46.25 0.618 6.787 0.0326 28.8214 DSQ 0.369 48.75 0.662 0.151 - -MiSP4/ml 0.327 54.583 0.734 10.709 - -Elasti
ité 0.720 0.663 0.0458 -DMQPml_1 0.485 13.238 0.411 2.497 0.0255 7.6086DMQPml_2 0.485 13.238 0.411 2.497 0.0255 7.6086DMQPml_3 0.485 13.238 0.411 2.497 0.0255 7.6086E. et O. 0.488 12.701 0.388 3.241 0.0253 8.333310 DSQ 0.475 15.027 0.425 5.985 - -MiSP4/ml 0.462 17.352 0.400 0.249 - -Elasti
ité 0.559 0.401 0.0276 -DMQPml_1 0.536 0.556 0.276 0 0.0213 1.3888DMQPml_2 0.536 0.556 0.276 0 0.0213 1.3888DMQPml_3 0.536 0.556 0.276 0 0.0213 1.3888E. et O. 0.54 0.185 0.271 1.812 0.0216 050 DSQ 0.54 0.185 0.278 0.725 - -MiSP4/ml 0.520 3.525 0.268 2.898 - -Elasti
ité 0.539 0.276 0.0216DMQPml_1 0.541 0.371 0.268 1.107 0.0211 1.4018DMQPml_2 0.541 0.371 0.268 1.107 0.0211 1.4018100 DMQPml_3 0.541 0.371 0.268 1.107 0.0211 1.4018E. et O. 0.542 0.556 0.266 1.845 0.0215 0.4673Elasti
ité 0.539 0.271 0.0214CPT 0.539 0.269 0.0213Tab. 3.7 � Plaque 
arrée simplement supportée sous 
hargement sinusoïdal 3-
ou
hes (0°/90°/0°). Résultats des 
ontraintes planes maximales



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES71L/h Modèles w̄C (0) Err. % τ̄xzD (0) Err. % τ̄yzB (0) Err. %DMQPml_1 5.16 14.896 0.23975 9.4748 0.24375 16.524DMQPml_2 5.16 14.896 0.239 9.1324 0.241 17.466DMQPml_3 5.16 14.896 0.229 4.5662 0.295 1.027E. et O. 5.195 15.675 0.256 16.8949 0.302 3.4254 DSQ 4.834 7.637 0.245 11.8721 0.331 13.356MiSP4/ml 4.847 7.927 0.230 5.0228 0.353 20.890Elasti
ité 4.491 0.219 - 0.292 -DMQPml_1 1.89 10.591 0.312 3.6545 0.147 25DMQPml_2 1.89 10.591 0.311 3.3222 0.145 26.02DMQPml_3 1.89 10.591 0.298 0.9966 0.179 8.673E. et O. 1.771 3.628 0.309 2.6578 0.195 0.510210 DSQ 1.72 0.643 0.305 1.3289 0.204 4.0816MiSP4/ml 1.771 3.628 0.302 0.3322 0.208 6.1224Elasti
ité 1.709 0.301 - 0.196 -DMQPml_1 1.12 8.632 0.344 2.0771 0.122 13.4751DMQPml_2 1.12 8.632 0.334 0.8902 0.1124 20.2836DMQPml_3 1.12 8.632 0.33 2.0771 0.142 0.7092E. et O. 1.034 0.291 0.336 0.2967 0.140 0.709250 DSQ 1.025 0.582 0.332 1.4836 0.139 1.4184MiSP4/ml 1.031 0 0.336 0.2967 0.141 0Elasti
ité 1.031 0.337 0.141DMQPml_1 1.09 8.135 0.346 2.0648 0.183 31.6546DMQPml_2 1.09 8.135 0.322 5.0147 0.149 7.1942100 DMQPml_3 1.09 8.135 0.311 8.2595 0.198 42.4460E. et O. 1.01 0.198 0.337 0.5899 0.138 0.7194Elasti
ité 1.008 0.339 0.139CPT 0.339 0.138Tab. 3.8 � Plaque 
arrée simplement supportée sous 
hargement sinusoïdal 3-
ou
hes (0°/90°/0°). Résultats du dépla
ement transversal et des 
ontraintes deCT maximum



72 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLL/h Modèles σ̄xC

(

+h
2

) Err. % σ̄yC

(

+2h
5

) Err. % τ̄xyA

(

+h
2

) Err. %DMQPml_1 0.475 30.555 0.505 19.586 0.0217 33.841DMQPml_2 0.475 30.555 0.505 19.586 0.0217 33.841DMQPml_3 0.475 30.555 0.505 19.586 0.0217 33.841DSQ 0.491 28.216 0.487 22.452 - -4 MiSP4/ml 0.455 33.479 0.536 14.649 - -Elasti
ité 0.684 0.628 0.0328DMQPml_1 0.514 6.715 0.459 3.773 0.0213 8.5836DMQPml_2 0.514 6.715 0.459 3.773 0.0213 8.5836DMQPml_3 0.514 6.715 0.459 3.773 0.0213 8.583610 DSQ 0.519 5.807 0.455 4.612 - -MiSP4/ml 0.505 8.348 0.476 0.209 - -Elasti
ité 0.551 0.477 0.0233DMQPml_1 0.536 0.556 0.428 1.155 0.02108 1.4953DMQPml_2 0.536 0.556 0.428 1.155 0.02108 1.4953DMQPml_3 0.536 0.556 0.428 1.155 0.02108 1.495350 DSQ 0.538 0.185 0.432 0.231 - -MiSP4/ml 0.54 0.185 0.435 0.462 - -Elasti
ité 0.539 0.433 0.0214100 DMQPml_1 0.542 0.553 0.426 1.160 0.0211 0.9389DMQPml_2 0.542 0.553 0.426 1.160 0.0211 0.9389DMQPml_3 0.542 0.553 0.426 1.160 0.0211 0.9389Elasti
ité 0.539 0.431 0.0213CPT 0.539 0.431 0.0213Tab. 3.9 � Plaque 
arrée simplement supportée sous 
hargement sinusoïdal 9-
ou
hes (0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°) . Résultats des 
ontraintes planes maxi-males



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES73L/h Modèles w̄C (0) Err. % τ̄xzD (0) Err. % τ̄yzB (0) Err. %DMQPml_1 4.53 11.056 0.230 3.139 0.229 2.690DMQPml_2 4.53 11.056 0.230 3.139 0.228 2.2424 DMQPml_3 4.53 11.056 0.224 0.448 0.2485 11.434DSQ 4.235 3.824 0.235 5.381 0.243 8.968MiSP4/ml 4.133 1.323 0.22 1.345 0.265 18.834Elasti
ité 4.079 0.223 0.223DMQPml_1 1.64 8.465 0.248 0.404 0.211 6.637DMQPml_2 1.64 8.465 0.248 0.404 0.210 7.079DMQPml_3 1.64 8.465 0.241 2.429 0.229 1.32710 DSQ 1.516 0.264 0.246 0.404 0.228 0.885MiSP4/ml 1.512 0 0.242 2.024 0.237 4.867Elasti
ité 1.512 0.247 0.226DMQPml_1 1.10 7.737 0.26 0.775 0.242 10.502DMQPml_2 1.10 7.737 0.258 0 0.246 12.328DMQPml_3 1.10 7.737 0.252 2.325 0.262 19.63450 DSQ 1.015 0.587 0.253 1.937 0.216 1.369MiSP4/ml 1.019 0.195 0.256 0.775 0.218 0.456Elasti
ité 1.021 0.258 0.219100 DMQPml_1 1.09 8.457 0.260 0.386 0.384 74.885DMQPml_2 1.09 8.457 0.256 1.158 0.398 81.735DMQPml_3 1.09 8.457 0.252 2.703 0.416 89.954Elasti
ité 1.005 0.259 0.219CPT 1 0.259 0.219Tab. 3.10 � Plaque 
arrée simplement supportée sous 
hargement sinusoïdal 9-
ou
hes (0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°). Résultats du dépla
ement transversalet des 
ontraintes de CT maximum
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arrée sandwi
h simplement supportée sous
hargement uniformeCe test a été étudié par Srinivas [130℄ en proposant une solution analytiquetridimensionnelle. Owen et Figueiras [104℄ l'ont traité ave
 un modèle, en intro-duisant un élément �ni quadrilatéral à 9 n÷uds 
ombiné à l'élément heterosisave
 l'utilisation d'une fon
tion parabolique pour le 
al
ul des 
ontraintes de CTet du dépla
ement transversal. Les propriétés mé
aniques du matériau 
onsti-tuant le 
÷ur sont proportionnelles à 
elles des peaux. Le 
÷�
ient C déterminele rapport de proportionnalité, il prend su

essivement les valeurs 1, 10 et 50 :
➤ C = 1 : 
orrespond à une plaque homogène orthotrope ;
➤ C = 50 : 
orrespond à une stru
ture moyennement sandwi
h.L'analyse est faite pour un seul rapport L/h = 10. Les données physiques duproblème sont dé�nies sur la �gure 3.11. Un maillage (6 x 6) est utilisé pourmodéliser le quart de la plaque, 
ompte tenu de la symétrie du problème.Les résultats du dépla
ement transversal au 
entre de la plaque sont donnéssous la forme adimensionnelle suivante :

w̄ =
wG12 (2)

hq0
; σ̄xx =

σxx

q0
(3.3)Les valeurs du dépla
ement w et des 
ontraintes planes au 
entre de la plaque,obtenues par le présent modèle DMQPml, les éléments DSQ [80℄, MiSP4/ml [134℄et Heterosis [104℄, 
omparées à la solution analytique 3D [130℄, sont illustrées surles tableaux 3.11 et 3.12. Le modèle DQMPml en
adre globalement et de manièresatisfaisante la solution 3D, à l'ex
eption du 
as C = 50 (stru
ture sandwi
h) oùle pour
entage d'erreur sur les 
ontraintes planes au 
entre de la plaque est assezsigni�
atif (entre 12% et 27%). Cette même 
onstatation est 
ependant 
ommuneaux autres modèles.Sur la �gure 3.12, nous présentons les distributions des 
ontraintes σ̄xxC , τ̄xzC et

τ̄yzB à travers l'épaisseur z/h pour les trois di�érentes valeurs de C (1, 10 et 50).Nous remarquons d'après la �gure 3.12 que la valeur de C in�ue fortement sur lesdistributions de τ̄xzC et τ̄yzC à travers l'épaisseur. Pour C = 1, 
'est à dire pourune plaque homogène orthotrope, nous retrouvons une distribution quadratique
lassique. Pour C = 50, τxzC et τyzC sont linéaires sur les peaux et 
onstantes surle 
÷ur peu rigide. Ce résultat a été utilisé par [113℄ 
omme hypothèse de basepour développer des théories mixtes adaptées aux stru
tures sandwi
hs. Nous re-trouvons naturellement 
e résultat ave
 notre modèle.
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L 
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y 

A 
B 

C D 

1 

h 2 

3 

L Géométrie (en mm) L = 1000 ; h = 100 (e1 = e2 = 10 et e3 = 80)Matériau (Orthotrope) E1 = 3.4156Pa ; E2 = 1.7931Pa ; ν = 0.44
G12 = 1Pa ; G13 = 0.608Pa ; G23 = 1.015PaConditions aux limites sur AB : w = βx = 0 ; sur AD : w = βy = 0sur BC : βx = 0 ; sur CD : βy = 0Strati�
ation 3 
ou
hes symétriques : 0°/0°/0°C = 1 k1 = k2 = 0.8333C = 10 k1 = k2 = 0.3521C = 50 k1 = k2 = 0.0938Chargement uniforme q = q0Fig. 3.11 � Plaque 
arrée sandwi
h simplement supportée sous 
hargement uni-forme. Données du problème



80 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLC Modèles w̄
(

h
2
, h

2
, 0
) Err. %DMQPml 182.2 0.6351DSQ 181.42 0.20431 Heterosis 183.99 1.6238MiSP4/ml 182 0.5247Elasti
ité 181.05DMQPml 42.15 0.5726DSQ 42.04 0.310110 Heterosis 41.92 0.0238MiSP4/ml 43.845 4.6170Elasti
ité 41.91DMQPml 16.93 1.0746DSQ 16.89 0.8358Heterosis 16.85 0.597050 MiSP4/ml 18.8 12.2388Elasti
ité 16.75Tab. 3.11 � Plaque 
arrée sandwi
h sous 
hargement uniforme. Comparaison desdépla
ements maximum au point C

C Modèles −σxC

(

±2h
5

+
) Err. % −σxC

(

±2h
5
−
) Err. % −σxC

(

h
2

) Err. %DMQPml 28.9 1.2436 28.9 1.2436 36.1 0.4452DSQ 28.73 0.6481 28.73 0.6481 35.91 0.08341 Heterosis 28.98 1.5239 28.98 1.5239 36.22 0.7790MiSP4/ml 28.8 0.8933 28.8 0.8933 36 0.1669Elasti
ité 28.545 28.545 35.94DMQPml 51.3 5.5338 5.13 5.5338 64.1 1.5058DSQ 50.88 4.6698 5.09 4.6698 63.60 2.274110 Heterosis 48.73 0.2468 4.87 0.2468 65.23 0.2304MiSP4/ml 50.4 3.6823 5.04 3.6823 63.0 3.1960Elasti
ité 48.61 4.86 65.08DMQPml 47.1 26.7833 0.943 27.4324 58.9 11,9581DSQ 46.69 25.6796 0.93 25.6756 58.37 12,750350 Heterosis 46.65 25.5720 0.93 25.6756 58.31 12,8400MiSP4/ml 45.1 21.3997 0.905 22.2973 56.4 15,6950Elasti
ité 37.15 0.74 66.90Tab. 3.12 � Plaque 
arrée sandwi
h simplement supportée sous 
hargement uni-forme. Contrainte σ̄xC maximale pour di�érents rapports L/h
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82 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPML3.2.4 Confrontation de l'élément DMQPml à des modèlesbasés sur des théories d'ordre supérieurDans 
ette se
tion, nous proposons de 
omparer les résultats de notre modèleDMQPml à 
eux obtenus par des éléments d'ordre supérieur. L'obje
tif est detirer béné�
e de nos développements. Les éléments basés sur des théories d'ordresupérieur n'utilisent pas de fa
teurs de 
orre
tion de CT. L'absen
e de 
es fa
-teurs dans 
ertains tests de la littérature nous a 
ontraint à implémenter unesubroutine (fortran) pour le 
al
ul de nos propres fa
teurs de 
orre
tion ki, pour
haque 
as-test. Rappelons que 
es fa
teurs 
orre
tifs dépendent des 
ara
téris-tiques matérielles et du nombre de 
ou
hes. Nous avons adopté la méthode totale[136℄ pour leur 
al
ul.Plaque re
tangulaire 
omposite à 3 
ou
hes simplement supportée sous
hargement doublement sinusoïdal (b/a = 3)Les données de problème sont similaires à 
elles de l'exemple pré
édent. Lastrati�
ation, 
onstituée de 3 
ou
hes de même épaisseur (0°/90°/0°), est soumiseà un 
hargement uniforme q0 ou doublement sinusoïdal q pour les trois 
as trai-tés dans 
ette se
tion (�gure 3.13). Le problème étant symétrique, nous avonsétudié 1/4 de la plaque ave
 un maillage (6 x 6) et pour di�érentes valeurs del'élan
ement L/h.Les fa
teurs de 
orre
tion de 
isaillement utilisés sont 
eux 
al
ulés par [79℄ :
k1 = 0, 5828 et k2 = 0, 8028.Les expressions des dépla
ements et des 
ontraintes sont données sous la formeadimensionnelle suivante :

w̄ =
100E2

hq0S4
w ave
 S =

a

h
(3.4)

(σ̄xx σ̄yy) =
1

q0S2
(σ̄xx σ̄yy) ; (τ̄xz τ̄yz) =

1

q0S
(τxz τyz) (3.5)Dans les trois 
as d'étude traités suivants, nous avons 
onfronté nos résultatsà 
eux d'éléments �nis multi
ou
hes basés sur les théories 
lassiques du premierordre FSDT et d'ordre supérieur HSDT. L'ensemble des résultats est 
omparé àla solution d'élasti
ité 3D [106℄ pour montrer la pertinen
e de notre modèle. Les
ontraintes de CT τ̄xz et τ̄yz sont 
al
ulées respe
tivement aux points D et B pourles 
as 1 et 2, le dépla
ement transversal est quant à lui évalué au 
entre de laplaque pour les trois 
as d'étude :

➤ Cas 1 : La plaque est re
tangulaire et est soumise à un 
hargement sinusoï-dal q. Les résultats des 
ontraintes planes et de CT ont été 
omparés auxéléments DSQ [80℄, E.O.[51℄, PRHSDT4 [139℄ et HSDT5 [120℄. Les valeurs4PRHSDT : Present Re�ned Higher order Shear Deformation Theory5HSDT : Higher order Shear Deformation Theory
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ement transversal et des 
ontraintes de CT sont présentées sur lestableaux 3.14, 
elles des 
ontraintes planes sont présentées sur le tableau3.13.La pré
ision des di�érents modèles sur les 
ontraintes planes (Tab. 3.13)semble être a�e
tée pour σxC (
as d'une plaque épaisse L/h = 4). La so-lution obtenue pour σyC (plus petite par rapport aux 
ontraintes assosiéesselon x, 
ompte-tenu de la géométrie de la stru
ture) est en bon a

ordave
 les résultats de référen
e, même remarque pour les 
ontraintes τxyA.Le tableau 3.14 montre une bonne performan
e du modèle DMQPml surles valeurs du dépla
ement transversal, en parti
ulier pour les élan
ementsL/h = 50 et 100 (erreur 0%). Dans le 
as d'une situation de plaque épaisse
(L/h = 4), l'erreur est plus importante mais meilleure que 
elle produitepar l'élément E.O. L'ensemble des résultats sur les 
ontraintes de CT
τxz et τyz reste satisfaisant, voire meilleure pour notre modèle DMQPml
omparativement aux éléments DSQ, EO et HSDT. Notons tout de mêmeque la stru
ture est à nouveau globalement anisotrope pour 
e problèmetest.

➤ Cas 2 : La plaque est 
arrée (b/a = 1) et soumise à un 
hargement sinu-soïdal. Les résultats ont été 
omparés à 
eux de E.O [51℄, de l'élémentHQ4 [43℄ et 
eux de Carrera et Demasi [34℄. Ces derniers ont traité le pro-blème, pour le 
as L/h = 10, ave
 un maillage de 5 x 5 éléments de premierordre à 9 n÷uds, labellisé ESL6 ave
 des variantes � ED1, EDZ1, EMC1et EMZC1 �.Les valeurs des 
ontraintes planes, de CT et du dépla
ement transversalsont présentées respe
tivement sur les tableaux 3.15 et 3.16. Les résultatsdu modèle DMQPml sont en
ourageants. Ils permettent globalement unbon en
adrement de la solution analytique, à l'ex
eption de la 
ontrainte
σxC pour L/h = 4 où notre modèle et 
elui de E.O donnent des résultatsmoins pré
is.� ED1 et EDZ1 sont deux éléments à 9 n÷uds basés sur la théorie dupremier ordre, ave
 les e�ets � Zig-Zag � dans la formulation de EDZ1 ;� EMC1 et EMCZ1 sont deux éléments à 9 n÷uds basés sur la théoriedu premier ordre mixte, ave
, pour le modèle EMCZ1, un équilibre in-terlaminaire des 
ontraintes transversales obtenu en utilisant les e�ets� Zig-Zag �.

➤ Cas 3 : La plaque 
onsidérée est 
arrée. Elle est soumise à un 
hargementuniforme q0. Deux types de maillages (8 x 8) et (12x12) pour deux élan-
ements di�érents (L/h = 4 et 10) sont utilisés pour la modélisation. Ledépla
ement transversal w̄, les 
ontraintes planes σ̄x et de CT τ̄xz sont6ESL : Equivalent-Single Layer



84 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLévalués au 
entre de la plaque (point C). Les résultats estimés par notremodèle DMQPml sont 
omparés à 
eux donnés par les éléments PRHSDT,PHSDT et PFSDT, basés sur des théories du premier ordre FSDT [122℄ etd'ordre supérieur HSDT [120℄, qui ont été développées par [139℄.Pour le 
as 3, un 
al
ul ave
 le logi
iel 
ommer
ial ABAQUS, 
onsidéré
omme solution numérique de référen
e, est e�e
tué par [146℄ ave
 un élan-
ement L/h=10. L'élément �ni utilisé est un héxaèdre à 20 n÷uds. 4800éléments ont ainsi été utilisés pour modéliser le quart de la plaque (20 élé-ments sur 
ha
une des dire
tions x et y et 12 éléments suivant l'axe z. Unautre modèle a retenu notre attention, 
elui de [146℄. Nous l'avons aussi uti-lisé 
omme solution de 
omparaison pour nos résultats. [146℄ ont développéMQ-MLPG et TPS-MLPG à l'aide de la théorie HOSNDPT � Higher Or-der Shear and Normal Deformable Plate Theory �, et la méthode MLPG� Meshless Lo
al Petrov�Galerkin � ave
 l'utilisation des deux fon
tionsradiales ; MQ � multiquadri
s � et TPS � Thin PLate Splines �.L'ensemble des résultats 
onverge vers une solution analytique de plaques min
esCPT7 [124℄.
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al Plate Theory



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES85a/h Modèles σ̄xC

(

+h
2

) Err. % σ̄yC

(

+h
6

) Err. % τ̄xyA

(

+h
2

) Err. %DMQPml 0.611 46.403 0.128 7.563 0.0267 4.982DSQ 0.587 48.508 0.124 4.201 - -4 E. O. 0.612 46.315 0.126 5.882 0.0284 1.067PRHSDT 1.153 1.140 0.1113 6.470 0.0283 0.711HSDT 1.0356 9.157 0.1028 13.613 0.0263 6.405FSDTZZ[52℄ 0.984 13.684 0.1103 7.3109 0.0266 5.338Elasti
ité 1.14 0.119 0.0281DMQPml 0.624 13.931 0.0435 0 0.0115 6.504DSQ 0.620 14.482 0.044 1.149 - -10 E. O. 0.625 13.793 0.0421 3.218 0.0121 1.626PRHSDT 0.7327 1.062 0.0432 0.689 0.0123 0HSDT 0.6924 4.496 0.0398 8.506 0.0115 6.504FSDTZZ[52℄ 0.703 3.034 0.0417 4.1379 0.0120 2.439Reddy (FEM) 0.603 16.828 0.0364 16.322 0.0102 17.073Elasti
ité 0.725 0.0435 0.0123DMQPml 0.628 0 0.0256 1.158 0.00832 0.952DSQ 0.623 0.796 0.026 0.386 - -50 E. O. 0.629 0.159 0.0237 8.494 0.00848 0.952PRHSDT - - - - - -HSDT - - - - - -FSDTZZ[52℄ 0.627 0.159 0.0258 0.386 0.0084 0Reddy (FEM) 0.604 3.974 0.0251 3.187 0.0081 0Elasti
ité 0.628 0.0259 0.0084DMQPml 0.626 0.320 0.025 1.185 0.00822 0.9638DSQ - - - - - -100 E. O. 0.628 0.641 0.0231 8.695 0.00837 0.8433PRHSDT 0.6383 2.291 0.0259 2.371 0.0083 0HSDT 0.624 0 0.0253 0 0.0083 0FSDTZZ[52℄ 0.624 0 0.0253 0 0.0083 0Redyy (FEM) 0.603 3.365 0.0253 0.395 0.0080 3.6145Elasti
ité 0.624 0.0253 0.0083 0CPT 0.623 0.0252 0.0083Tab. 3.13 � Plaque re
tangulaire (b/a = 3) 
omposite à 3 
ou
hes (0°/90°/0°) demême épaisseur simplement supportées sous 
hargement doublement sinusoïdal.Résultats des 
ontraintes planes maximales � 
as-1 �



86 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLa/h Modèles (6x6) τ̄xzD (0) Err. % τ̄yzB (0) Err. % w̄C Err. %DMQPml 0.435 12.403 0.0385 15.269 3.222 14.255DSQ 0.429 10.852 0.048 43.712 3.146 11.5604 E. O. 0.431 11.369 0.0391 17.065 3.58 26.950PRHSDT 0.3928 1.498 0.0296 11.377 2.748 2.553HSDT 0.2724 29.612 0.0348 4.191 2.641 6.347Elasti
ité 0.387 0.0334 2.82DMQPml 0.440 4.761 0.0158 3.947 0.943 2.611DSQ 0.433 3.095 0.0160 5.263 0.928 0.97910 E. O. 0.436 3.809 0.0160 5.263 1 8.813PRHSDT 0.4553 8.404 0.0149 1.973 0.9196 0.065HSDT 0.2859 31.928 0.0170 11.842 0.8622 6.180Elasti
ité 0.420 0.0152 0.919DMQPml 0.44 0.227 0.010 9.091 0.520 0DSQ 0.434 1.138 0.008 27.272 0.518 0.51850 E. O. 0.437 0.455 0.011 0 0.524 0.524PRHSDT - - - - - -HSDT - - - - - -Elasti
ité 0.439 0.011 0.520DMQPml 0.436 0.683 0.0425 0.508 0DSQ - - - - -100 E. O. 0.437 0.455 0.0108 0 0.509 0.196PRHSDT 0.4696 6.970 0.111 0.5078 0.039HSDT 0.2886 34.259 0.0129 19.444 0.507 0.197Elasti
ité 0.439 0.0108 0.508CPT 0.44 0.0108 0.503Tab. 3.14 � Plaque re
tangulaire (b/a = 3) 
omposite à 3 
ou
hes (0°/90°/0°) demême épaisseur simplement supportées sous 
hargement doublement sinusoïdal.Résultats du dépla
ement transversal et des 
ontraintes de CT � 
as-1 �



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES87a/h Modèle (6x6) σ̄xC

(

∓h
2

) Err. % σ̄yC

(

∓h
6

) Err. % τ̄xyA

(

∓h
2

) Err. %DMQPml ∓0.391 48.211 ∓0.613 10.252 ±0.0439 13.0694 E. O. ∓0.391 48.211 ∓0.572 2.877 ±0.0448 11.287Elasti
ité -0.755 -0.556 0.05050.801 0.534 -0.0511DMQPml ∓0.502 14.915 ∓0.293 1.736 ±0.0271 6.228E. O. ∓0.500 15.254 ∓0.279 3.125 ±0.0280 3.114HQ4 ∓0.529 10.338 ∓0.1827 36.563 ±0.0260 10.035ED1 -0.5096 13.627 -0.2376 17.500 0.0055 80.96810 0.5113 13.338 0.2382 16.421 -0.0055 80.968EDZ1 -0.5625 4.661 -0.2757 4.271 0.0076 73.7020.5642 4.373 0.2762 3.087 -0.0076 73.702EMC1 -0.5090 13.728 -0.2406 16.458 0.0051 82.3530.5106 13.457 0.2411 15.404 -0.0051 82.353EMZC1 -0.5658 4.102 -0.2741 4.826 0.0077 73.3560.5674 3.831 0.2747 3.614 -0.0077 73.356Elasti
ité -0.5900 -0.288 0.02890.5900 0.285 -0.0289DMQPml ∓0.540 0.185 ∓0.184 0.541 ±0.0214 8.54750 E. O. ∓0.541 0 ∓0.164 11.351 ±0.0233 0.427Elasti
ité ∓0.541 ∓0.185 ±0.0234DMQPml ∓0.542 0.556 ∓0.179 1.105 ±0.0212 0.468100 E. O. ∓0.542 0.556 ∓0.167 7.735 ±0.0224 5.164Elasti
ité ∓0.539 ∓0.181 ±0.0213CPT ∓0.539 ∓0.180 ±0.0213Tab. 3.15 � Plaque 
arrée 
omposite à 3 
ou
hes (0°/90°/0°) �même épaisseur�simplement supportées sous 
hargement doublement sinusoïdal. Résultats des
ontraintes planes maximales � 
as-2 �



88 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLa/h Modèles (6 x 6) τ̄xzD (0) Err. % τ̄yzB (0) Err. % w̄c Err. %DMQPml 0.3075 9.042 0.195 10.138 2.238 -4 E. O. 0.308 9.219 0.251 15.668 - -Elasti
ité 0.282 0.217DMQPml 0.373 4.482 0.1000 18.567 0.773 2.656E. O. 0.369 3.361 0.1300 5.863 - -HQ4 0.3422 4.1456 0.1085 11.645 0.6319 16.08210 ED1 0.1538 54.186 0.1117 9.039 0.6312 16.175EDZ1 0.3777 5.798 0.1408 14.657 0.7417 1.501EMC1 0.1979 44.566 0.0723 41.124 0.6449 14.356EMZC1 0.3986 11.653 0.1546 25.896 0.7442 1.168Elasti
ité 0.357 0.1228 0.7530DMQPml 0.394 0.254 0.0768 8.788 0.4456 -50 E. O. 0.392 0.254 0.0843 0.118 - -Elasti
ité 0.393 0.0842DMQPml 0.395 0 0.0805 2.778 0.4348 -100 E. O. 0.393 0.506 0.0827 0.121 - -Elasti
ité 0.395 0.0828CPT 0.395 0.0823Tab. 3.16 � Plaque 
arrée 
omposite à 3 
ou
hes (0°/90°/0°) �même épaisseur�simplement supportées sous 
hargement doublement sinusoïdal. Résultats du dé-pla
ement transversal et des 
ontraintes de CT � 
as-2 �



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES89a/h = 10 a/h = 4Paramètres Référen
es 8x8 12x12 Err. % 8x8 12x12DMQPml 1.18 1.18 2.244 3.3618 3.35PRHSDT 1.1584 1.1584 0.372 3.0233 3.0238PHSDT 1.0902 1.0902 5.536 2.9099 2.9103
w̄C PFSDT 1.022 1.022 11.446 2.6583 2.6587HSDT - 1.0900 5.554 - 2.9091FSDT - 1.0219 11.454 - 2.6596MQ-MLPG1 0.9465 17.988TPS-MLPG1 0.9415 18.421FEM-3D 1.1541DMQPml 0.759 0.757 13.078 0.59 0.5887PRHSDT 0.878 0.8765 0.643 1.1801 1.1896PHSDT 0.8425 0.8406 3.479 0.9994 1.0086
σ̄xC PFSDT 0.7755 0.7735 11.367 0.6367 0.6461HSDT - -FSDT - 0.7719 11.367MQ-MLPG1 0.7660 12.045TPS-MLPG1 0.7630 12.389FEM-3D 0.8709DMQPml 0.678 0.693 10 0.58 0.595PRHSDT 0.6649 0.6556 4.063 0.4681 0.4628PHSDT 0.4549 0.4492 28.698 0.3633 0.3582
τ̄xzD PFSDT 0.3106 0.3093 50.904 0.2817 0.2801HSDT - -FSDT - 0.755 19.841MQ-MLPG1 - 0.660 4.762TPS-MLPG1 - 0.637 1.111FEM-3D 0.630Tab. 3.17 � Plaque 
arrée 
omposite à 3 
ou
hes (0°/90°/0°) �même épaisseur�simplement supportées sous 
hargement uniforme. Comparaison du dépla
ementtransversal et des 
ontraintes maximums � 
as-3 �



90 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLEtude d'une strati�
ation à 4-
ou
hes (0°/90°/90°/0°)Dans 
et exemple, nous 
onsidérons une plaque re
tangulaire strati�ée àquatre 
ou
hes (0°/90°/90°/0°), simplement supportée sous un 
hargement si-nusoïdal
(

q = q0sin
πx
a

sinπy
b

). L'étude est réalisée pour trois élan
ements di�érents (a/h =4, 10 et 100), ave
 di�érents types de maillage (6 x 6, 12 x 12 et 20 x 20), h étantl'épaisseur totale de la plaque. Les quatre 
ou
hes ont une même épaisseur et despropriétés mé
aniques identiques (�gure 3.14).Les valeurs du dépla
ement transversal au 
entre de la plaque w̄C , obtenues parnotre modèle DMQPml, sont 
omparées à 
elles obtenues par le modèle de Reddybasé sur la théorie du premier ordre [122℄, quatre modèles basés sur des théoriesd'ordre supérieur (PRHSDT de [138℄, HSDT de [120℄, TPS-MLPG1 (ave
 K=5)et MQ-MLPG1 (ave
 K=5) de [146℄), ainsi que le modèle d'ordre supérieur de[53℄, proposé pour améliorer le modèle de Reddy [122℄. Le tableau 3.18 montreassez 
lairement une 
onvergen
e vers la solution analytique pour l'ensemble desmodèles :
➤ Pour a/h = 20 (plaque modérément épaisse), les résultats de notre modèlesont assez pro
hes de la solution analytique de Pagano, 
omparativementaux autres modèles, l'erreur est de l'ordre de 0.0967% .
➤ Pour a/h = 10 (plaque épaisse), les deux éléments DMQPml et PRHSDTdonnent de très bons résultats qui s'appré
ient par rapport à 
eux desautres modèles.
➤ Pour a/h = 4 (plaque très épaisse), le présent modèle donne des résul-tats assez 
orre
tes ave
 une erreur de 5.07% par rapport à la solution dePagano.

y 

x 

h 

h/4 

h/4 

h/4 

h/4 

Stratification à quatre couches :  0°/90°/90°/0°

Maillage 12x12

(E1/E2 = 25, G12 = G13 = 0.5E2, G23 = 0.2E2 et ν12 = 0.25)Fig. 3.14 � Plaque 
arrée sous 
hargement sinusoïdal. Données et propriétésmé
aniques



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES91a/h4 10 20Modèles h = 250 Err. % h = 100 Err. % h = 50 Err. %DMQPml(6x6) 2,0578 -5.31 0,7525 -1.278 0.5165 -0.0967DMQPml(12x12) 2.0531 -5.07 0.7517 -1.171 0.5165 -0.0967DMQPml(20x20) 2,0531 -5.07 0,7516 -1.157 0.5165 -0.0967PRHSDT (20x20) 1.9059 2.46 0.7359 0.955 0.512 0.9671HSDT (20x20) 1.8937 3.08 0.7147 3.808 0.506 2.127FSDT (20x20) 1.71 12.487 0.6628 10.79 0.4912 4.99TPS-MLPG1 (K = 5) 1.8898 3.285 0.7225 2.759 0.5036 2.591[146℄MQ-MLPG1 (K = 5) 1.8930 3.122 0.7245 2.489 0.5063 2.069[146℄Ferreira et al.[53℄ 1.8864 3.459 0.5070 31.763 0.4365 15.571Elast
ité [106℄ 1.954 0.743 0.517Tab. 3.18 � Flexion 
entrale d'une plaque re
tangulaire sous 
hargement sinu-soïdal : w̄ = 100E2h3

q0a4 wcEtude d'une plaque 
arrée sandwi
h à 3-
ou
hesIl s'agit d'une plaque 
arrée sandwi
h ( b
a

= 1, a = 0, 254
) (fa
e/
÷ur/fa
e)simplement supportée et soumise à une 
harge uniformément répartie q = 6, 895 kPa.Nous avons pris une valeur de l'épaisseur totale h de la plaque, tel que : (L

h
= 12, 41

),
elle de la fa
e supérieure ou inférieure est égale à 0, 7112 mm. La plaque est ana-lysée par le présent modèle, en utilisant un maillage (8 x 8).Deux types de matériaux (Fig. 3.15) ont été étudiés. Les tableaux 3.19 et 3.20présentent les résultats de la �è
he wC et les 
ontraintes de CT, obtenus par notremodèle et 
omparés à 
eux proposés par [139℄ (modèle de premier ordre FSDTet d'ordre supérieur HSDT et PRHSDT) et Khatua et Cheung [74℄. L'ensembledes résultats appro
hés et 
omparés aux solutions de référen
e obtenues respe
-tivement par Plantema [115℄ pour le matériau 1 et Azar [16℄ pour le matériau2.
➤ Les valeurs du dépla
ement transversal wC obtenues par notre modèle sonten bon a

ord ave
 les solutions analytiques, pour les deux types de ma-tériaux. Elles le sont d'avantage pour le matériau 2.
➤ Les 
ontraintes de CT τxz et τyz pour di�érentes valeurs du fa
teur ki de
orre
tion du CT :� (k1 = k2 = 5

6

) : Les 
ontraintes de CT appro
hées sont en a

ord ave

elles données par les modèles FSDT et HSDT, pour les deux matériaux ;� (k1 = k2 = 0, 0938) (Cas 1) : Les 
ontraintes de CT appro
hées sont



92 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLpro
hes de 
elles obtenues par le modèle PRHSDT ;� ( k1 = 2.31 x 10−05

k2 = 9.23 x 10−06

)(Cas 2) : Les 
ontraintes de CT appro
hées sontégalement en bon a

ord ave
 la solution appro
hée par le modèle PRHSDT.Pour les deux matériaux étudiés dans 
ette se
tion, nous remarquons que les va-leurs des 
ontraintes de CT obtenues par notre modèle DMQPml, en utilisant nospropres valeurs des fa
teurs de 
orre
tion ki, et par le modèle d'ordre supérieurPRHSDT présentent quelques di�éren
es par rapport à 
elles obtenues par lesmodèles PFSDT et PHSDT. Ce
i est prévisible, puisque les rigidités de 
isaille-ment transverse des fa
es et du 
÷ur sont très di�érentes. Dans 
es deux 
as,la théorie asso
iée à une seule 
ou
he homogénéisée de plaque, ave
 les modèlesde premier ordre FSDT et d'ordre supérieur HSDT, n'est pas 
apable de prédire
orre
tement les 
ontraintes de CT entre les 
ou
hes et de satisfaire les 
onditionsde 
ontinuité de 
es 
ontraintes aux interfa
es.

face = 0.7112mm

coeur = 19.05mm

face = 0.7112mm

y 

A B 

C D 

x 

W
 =

 β
y =

 0

W = βx= 0

βy = 0

β
x =

 0

Géométrie (

b
a

= 1, a = 0, 254
) ; A (0, 0) ; B

(

a
2
, 0
)

; C
(

a
2
, b

2

)

; D
(

0, b
2

)Matériaux Fa
e en MPa C÷ur en MPaCas 1 Ex = Ey = 68950
ν = νxy = 0.3
Gxy = 26519

Ex = Ey = 6.895E − 10
νxy = 0.3; Gxy = 2.652E − 10

Gxz = Gyz = 206.85

Cas 2 Ex = 68950 ; Ey = 27580
νxy = 0.3

Gxy = 12928.125
Gxz = Gyz = 104Gxy

Ex = Ey = 6.895E − 10
νxy = 0.3

Gxy = 2.652E − 10
Gxz = 206.85 ; Gyz = 82.74Fig. 3.15 � Plaque 
arrée sandwi
h 3-
ou
hes simplement supportée sous 
har-gement uniforme. Données du problème



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES93Matériau Modèles WC x 10−4 Erreur %DMQPml 18.88 0.532PRHSDT 18.791 0.0586Khatua 18.329 2.4015Cas 1 PHSDT 17.323 7.7583PFSDT 12.019 36.001Sol. analytique [115℄ 18.780DMQPml 31.130 0.0321PRHSDT 31.013 0.4078Cas 2 Khatua 30.226 2.9351PHSDT 19.863 36.2138PFSDT 19.837 36.2974Sol. analytique [16℄ 31.140Tab. 3.19 � Plaque 
arrée sandwi
h (f/
/f). Résultats de la �è
he au 
entre dela plaqueMatériau Modèles τxzDx10−3 τyzBx10−3DMQPml(k1 = k2 = 5
6

) 210 211DMQPml ( k1 = 0.0938
k2 = 0.0938

) 25.1 25.2PRHSDT 23.2905 23.2905Cas 1 PHSDT 469.285 3.661123.66112 469.285PFSDT 364.153 2.840642.84064 364.153DMQPml(k1 = k2 = 5
6

) 3720 5890DMQPml ( k1 = 2, 31x10−05

k2 = 9, 23x10−06

) 33.2 21.1PRHSDT 36.0182 23.5111Cas 2 PHSDT 7459.23 5173.410.0138 0.00331PFSDT 592.77 410.6030.000945 0.000262Tab. 3.20 � Plaque 
arrée sandwi
h (f/
/f). Résultats des 
ontraintes de CTmaximales



94 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLPlaque 
arrée sandwi
h à 3 
ou
hes simplement supportée sous 
har-gement doublement sinusoïdal(f/c/f)Il s'agit d'une plaque 
arrée sandwi
h sous 
hargement sinusoïdal. La plaqueest analysée en utilisant un maillage (8 x 8) pour deux élan
ements di�érents(L/h = 4 et 10). Les propriétés matérielles des fa
es et 
elles de 
÷ur sont pré-sentées sur la �gure 3.16.
h

/2
h

/2

hf

hc

hf

(a)

Fa
e Ex/Ey = 25; Gxy = Gxz = 0.5Ey; Gyz = 0.2Ey; ν = 0.25C÷ur Ex = Ey = 0.04; Gxz = Gyz = 0.06; Gxy = 0.016 ν = 0.25Fig. 3.16 � Plaque sandwi
h (f/
/f )Les grandeurs suivantes, données sous forme adimensionnelle et 
al
ulées àdes points d'intérêt de la plaque, sont 
onsidérées pour l'étude de 
omparaison :
w̄ = w0

(

100Eyh
3/q0a

4
) (3.6)

σ1
x = σx

(

L

2
,
L

2
,
h

2

)

h2/q0a
2 (3.7)

σ2
x = σx

(

L

2
,
L

2
,
4h

10

)

h2/q0a
2 (3.8)

σ1
y = σy

(

L

2
,
L

2
,
h

2

)

h2/q0a
2; σ2

y = σy

(

L

2
,
L

2
,
4h

10

)

h2/q0a
2 (3.9)

τ 1
xz = τxz

(

0,
L

2
, 0

)

h/q0a (3.10)
τ 2
xz = τxz

(

0,
L

2
,
4h

10

)

h/q0a (3.11)
τ 1
yz = τyz

(

L

2
, 0, 0

)

h/q0a; τxy = τxy

(

0, 0,
h

2

)

h2/q0a
2 (3.12)



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES95
L'épaisseur de 
haque fa
e est égale à 0.1h et 
elle du 
÷ur à 0.8h. Une pre-mière étude de 
e problème a été faite par Pagano en 1970 [106℄. Elle a été reprisepar Topdar en 2003 [139℄ en utilisant un modèle de plaque d'ordre supérieur, bap-tisé PRHSDT (Present Re�ned Higher Shear Deformation Theory).Les valeurs des fa
teurs de 
orre
tion du CT que nous avons 
al
ulés pour 
etest sont :

k1 = 0.4220 et k2 = 0.7243

Nous avons 
omparé nos résultats ave
 une solution de référen
e issue de l'élas-ti
ité 3D [106℄ et ave
 
eux des modèles d'ordre supérieur PRHSDTet PHSDT[139℄, HOZZT [110℄ et d'un modèle du premier ordre PFSDT [139℄. Rappelons quele modèle HOZZT [110℄ est un élément �ni isoparamétrique à 9 n÷uds et 11ddlpar n÷ud, basé sur la théorie d'ordre supérieur ; ave
 une variation 
ubique pourles dépla
ements plans et quadratique pour le dépla
ement transversal et l'adap-tation d'une fon
tion Zig-Zag. Les résultats sont reportés sur les tableaux 3.21 et3.22.Les valeurs du dépla
ement maximum au 
entre de la plaque et des 
ontraintesde CT � τ 1
xz et τ 1

yz �, obtenues par notre modèle DMQPml, sont en très bon a
-
ord ave
 
elles de l'élasti
ité 3D pour les deux élan
ements de L/h. Elles le sontd'avantage pour L/h = 10. Une performan
e globalement satisfaisante est obtenuepar notre modèle, 
omparativement aux résultats des modèles d'odre supérieursutilisés pour la 
omparaison (Tab. 3.21).Le tableau 3.22 montre les valeurs des 
ontraintes planes σx et σy obtenues parl'ensemble des modèles. Les valeurs des 
ontraintes σ1
x et σ2

x appro
hées par leprésent modèle restent éloignées de 
elles de Pagano pour L/h = 4, elles le sontmoins pour L/h = 10.Sur les �gures 3.17 et 3.18, nous présentons la 
ourbe de 
onvergen
e du dé-pla
ement w en fon
tion de L/h, vers une solution de plaques min
es (CPT) etla distribution des 
ontraintes de CT τ 1
xz et τ 1

yz à travers l'épaisseur pour les deuxélan
ements L/h = 4 et 10. Les 
ontraintes τ 1
xz et τ 1

yz sont 
onstantes sur lespeaux, τ 1
xz est linéaire dans le 
÷ur et τ 1

yz quadratique.



96 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLDMQPml DMQPml HOZZT PRHSDT PHSDT PFSDT Pagano4n÷uds 4n÷uds 9n÷uds 4n÷uds3 ddl/ 3 ddl/ 11 ddl/ 8 ddl/n÷ud n÷ud n÷ud n÷ud243 ddl 1200 ddl 3564 ddl 648 ddl(19x19) L/h = 4
w̄ 7.89 7.8656 7.655 7.6042 7.0698 4.7602 7.5962Er.% 3.8677 3.5465 0.783 2.5103 9.3615 38.9717
σ1

xz 0.2525 0.255 0.250 0.2592 0.2771 0.1259 0.239Er.% 5.6485 6.6945 4.979 8.4519 15.941 47.3222
σ2

xz 0.2497 0.2525 - 0.2136 0.8313 1.0494 -0.2497 0.2525 - 0.2136 0.0998 0.1259 -
σ1

yz 0.1172 0.11775 0.1151 - - - 0.1072Er.% 9.375 9.8414 7.369 - - - -
σ1

xy 0.1269 0.1275 0.1462 - - - 0.1481Er.% 14.989 13.909 1.282 - - -L/h = 10
w̄ 2.22 2.217 2.2003 2.199 2.0622 1.5601 2.5Er.% 11.2 11.32 11.988 12.04 17.512 37.596
σ1

xz 0.309 0.311 0.3146 0.3256 0.3386 0.1409 0.300Er.% 3 3.666 4.866 8.5333 12.8667 53.033
σ2

xz 0.307 0.310 - 0.2683 1.0159 1.17450.307 0.310 - 0.2683 0.1219 0.1409
σ1

yz 0.0565 0.056 0.056 - - - 0.0527Er.% 7.210 7.590 7.590 - - -
σ1

xy 0.0676 0.067 0.070 - - - 0.0717Er.% 5.718 5.439 1.394 - - -Tab. 3.21 � Plaque 
arrée sandwi
h (f/c/f) simplement supportée sous 
harge-ment sinusoïdal. Dépla
ement 
entral et 
ontrainte de CT



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES97L/h DMQPml DMQPml HOZZT PRHSDT PHSDT PFSDT Pagano4n÷uds 4n÷uds 9n÷uds 4n÷uds3 ddl/ 3 ddl/ 11 ddl/ et 8 ddl/n÷ud n÷ud n÷ud n÷ud243 ddl 1200 ddl 3564 ddl 648 ddl(19x19)
σ1

x 0.7375 0.73125 1.5158 1.4539 1.3235 0.8385 1.556
σ2

x 0.588 0.586 0.3181 0.0089 0.6708 0.2334 0.0028 0.00286 0.012 0.0016 0.0024
σ1

y 0.2343 0.235 0.2495 0.2522 0.2363 0.1565 0.2595
σ2

y 0.1875 0.188 0.1631 0.1600 0.1252 -0.008 0.008 0.0069 0.0068 0.0053
σ1

x 1 1.02 1.1438 1.1453 1.1226 1.0475 1.152
σ2

x 0.796 0.793 0.6193 0.6899 0.838 0.62910 0.00215 0.00215 0.0018 0.0019 0.002
σ1

y 0.107 0.107 0.1082 0.1101 0.1039 0.0806 0.1099
σ2

y 0.0855 0.0855 0.0832 0.0796 0.0645 -0.00364 0.00364 0.0035 0.0034 0.0027Tab. 3.22 � Plaque 
arrée sandwi
h (f/c/f) simplement supportée sous 
harge-ment sinusoïdal. Contraintes normales
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   CPT(a) Dépla
ement au 
entre de la plaque (L/h = 10)Fig. 3.17 � Dépla
ement au 
entre de la plaque en fon
tion de L/h
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(b)Fig. 3.18 � Distribution des 
ontraintes de CT à travers l'épaisseur z/hPlaque 
arrée sandwi
h (f(0/90)/c/f(90/0)) sous 
hargement uniformeUne plaque 
arrée sandwi
h de longueur L, simplement supportée sous 
har-gement uniforme q0 est analysée par un maillage (12x12). L'analyse est faite pourdi�érentes valeurs de l'épaisseur totale h de la plaque : 20, 50 et 100. L'épaisseurde la 
ou
he 
entrale est égale à 0.8h, 
elle de 
haque fa
e est de 0.05. La géomé-



3.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS DE PLAQUES COMPOSITES MULTICOUCHES99trie et les propriétés matérielles de la plaque sont données par la �gure 3.19.Dans le tableau 3.23, nous 
onfrontons les résultats de la �è
he et des 
ontraintesplanes au 
entre de la plaque et les 
ontraintes de CT aux milieux des 
�tés,appro
hés par le présent modèle, à 
eux donnés par le modèle d'ordre supérieurPRHSDT de [138℄. L'ensemble des résultats est 
omparé à une solution élastiquetridimentionnelle donnée par Pagano [106℄. Bien que notre modèle DMQPml soitdu premier ordre, 
elui-
i permet, au même titre que le modèle d'ordre supérieurPRHSDT, un très bon en
adrement de la solution 3D, ave
 une performan
eremarquable pour la 
ontrainte τxz (Tab. 3.23). Rappelons que les expressionssuivantes du dépla
ement transversal, des 
ontraintes planes et de CT, donnéessous forme adimensionnelle, sont 
onsidérées dans l'étude de 
omparaison.
w̄ =

100Ey (f)

q0hS4
w

(

L

2
,
L

2

) ; S =
L

h
(3.13)

σ̄x = σx

(

L

2
,
L

2
,
h

2

)

/q0S
2 (3.14)

τ̄xz ; τ̄xz =

(

τxz

(

0,
L

2
,
4h

10

) ; τyz

(

L

2
, 0,

4h

10

))

/q0S (3.15)
y 

x 

h 

0.05h

0.05h

0.05h

0.05h

0.8h

Plaque sandwich:  f (0°/90°) /c/ f (90°/0°)

Maillage 12x12

E1 E2 E3 G12 G23 G31 ν12 = ν23 = ν13Fa
e (GPa) 25 1 1 0.5 0.2 0.5 0.25C÷ur (GPa) 0.04 0.04 0.5 0.016 0.06 0.06 0.25
k1 = 0.5459 et k2 = 0.5039Fig. 3.19 � Plaque 
arrée sandwi
h à 
inq 
ou
hes sous 
hargement uniforme.Géométrie et données du problème



100 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLa/h Modèles Maillage w̄ σ̄x τ̄xz τ̄yz50 DMQPml (8 x 8 ; 243 ddl) 1.4544 1.68 0.362 0.386(12 x 12 ; 507 ddl) 1.452 1.668 0.386 0.38(19 x 19 ; 1200 ddl) 1.4512 1.664 0.368 0.358Erreur % 0.0344 0.3712 1.4725 0.0559PRHSDT (8 x 8 ; 648 ddl) 1.4505 1.6723 0.3625 0.3460(12 x 12 ; 1352 ddl) 1.4504 1.6704 0.373 0.3575Erreur % 0.0137 0.0119 0.1338 0.0834[106℄ 1.4507 1.6702 0.3735 0.357820 DMQPml (8 x 8 ; 243 ddl) 1.7162 1.655 0.359 0.3505(12 x 12 ; 507 ddl) 1.7112 1.6425 0.382 0.371(19 x 19 ; 1200 ddl) 1.71 1.6425 0.3635 0.3545Erreur % 0.600 1.5406 1.7833 0.1689PRHSDT (8 x 8 ; 648 ddl) 1.7063 1.6693 0.3613 0.3456(12 x 12 ; 1352 ddl) 1.7063 1.6678 0.3718 0.3571Erreur % 0.3824 0.0239 0.4593 0.5632[106℄ 1.6998 1.6682 0.3701 0.355110 DMQPml (8 x 8 ; 243 ddl) 2.652 1.61 0.35 0.346(12 x 12 ; 507 ddl) 2.639 1.6 0.373 0.369(19 x 19 ; 1200 ddl) 2.636 1.6 0.355 0.353Erreur % 1.5251 5.4005 1.7833 0.1689PRHSDT (8 x 8 ; 648 ddl) 2.6228 1.6855 0.3609 0.3469(12 x 12 ; 1352 ddl) 2.6228 1.6854 0.3713 0.3582Erreur % 1.0167 0.3547 2.3147 2.6361[106℄ 2.5964 1.6914 0.3629 0.3490Tab. 3.23 � Plaque 
arrée sandwi
h sous 
hargement uniforme. Flè
he au pointC des 
ontraintes planes et des 
ontraintes de CT maximales



3.3. VIBRATIONS LIBRES DE STRUCTURES ISOTROPES ET COMPOSITES1013.3 Vibrations libres de stru
tures isotropes et
omposites3.3.1 Plaque 
arrée isotrope simplement supportéeCe test a été initialement proposé par [85℄ et [119℄. Il s'agit d'étudier l'in�uen
edu CT sur les fréquen
es propres d'une plaque 
arrée homogène et isotrope sim-plement supportée (longueur L et épaisseur h). Sur le 
ontour du domaine, nousavons imposé : w = βs = 0.Les résultats sont donnés sous la forme : ω̄ = ωL2
√

ρ
Eh2 .Pour L/h = 10, nous avons analysé la variation de la valeur propre λ parrapport au mode de vibration.Pour un élan
ement L/h = 10, les quatre premières fréquen
es propres 
al
uléespar notre modèle, ainsi que 
elles obtenues par les éléments DSQ [80℄ et MiSP4/ml[134℄ sont reportées sur le tableau 3.24 (m et n représentent le nombre d'ondessuivant x et y respe
tivement) et sur la �gure 3.20-a. Une solution de référen
e3D est proposée par [85℄. Reddy [119℄ a proposé une solution de plaque épaisse.Ces deux solutions de référen
e sont utilisées pour 
omparaison de nos résultats.

➤ Les investigations ont 
onduit aux 
on
lusions suivantes :� Nos résultats sont en bon a

ord ave
 les solutions de référen
e tridimen-sionnelles [85℄ et de plaque épaisse [119℄. Le modèle DMQPml donne debons résultats dans tous les 
as ;� Le 
isaillement transversal a pour e�et d'assouplir la stru
ture et par
onséquent, de baisser les fréquen
es propres ;� Quel que soit le rapport L/h, l'utilisation de maillages plus �ns est né-
essaire pour le 
al
ul des modes supérieurs. Plus le mode est élevé, plusl'in�uen
e du CT est grande (0.246 % pour le premier mode et 10.6 %pour le quatrième mode) voir tableau 3.24 et �gure 3.20 ;� Pour L/h = 1 (la stru
ture est alors un 
ube), nous obtenons une fré-quen
e propre ave
 moins de 1 % d'erreur par rapport à la solution del'élasti
ité tridimensionnelle.Nous avons étudié la fréquen
e fondamentale ω̄ en faisant varier le rapport L/have
 un maillage 6x6. Les résultats sont reportés dans le tableau 3.25 et illustréspar la �gure 3.20.



102 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLm n Elas. Mindlin CPT DMQPml DMQPml DSQ MiSP4/ml[85℄ [119℄ 6 x 6 10 x 10 10x10 6x61 1 5.78 5.77 5.97 5.79 5.76 5.78 5.7861 3 25.7 25.7 29.87 26.9 25.9 26.13 26.93 3 42.3 42.3 53.87 44.7 42.7 43.10 44.11 5 57.48 56.76 77.65 63.5 58.2 59.25 64Tab. 3.24 � Plaque 
arrée isotrope simplement supportée (L/h = 10). Compa-raison des 4 premières fréquen
es propres
ω̄ = ωL2

√

ρ
Eh2L/h Elasti
ité Mindlin CPT DMQPml DSQ MiSP4/ml20 5.88 5.94 5.97 5.94 5.96 5.96410 5.76 5.77 5.97 5.79 5.8 5.7865 5.30 5.27 5.97 5.31 5.3 5.3651 2.32 2.25 5.97 2.28 2.27 2.302Tab. 3.25 � Plaque 
arrée isotrope simplement supportée. In�uen
e de L/h surla fréquen
e fondamentale
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Fig. 3.20 � Vibrations libres d'une plaque 
arrée isotrope simplement supportée.In�uen
e du CT sur la fréquen
e propre



3.3. VIBRATIONS LIBRES DE STRUCTURES ISOTROPES ET COMPOSITES1033.3.2 Plaque 
arrée sandwi
h simplement supportéeDans 
et exemple, nous avons étudié les fréquen
es propres fondamentalesde deux types de matériaux (isotrope et orthotrope). La stru
ture a été étudiéedans le 
as statique en se
tion (3.2.3) (Fig. 3.11). L'analyse est faite pour un seulrapport L/h=10. Pour des raisons de symétrie, seul un quart de la plaque estmodélisé par un maillage (6 x 6).
➤ Matériau isotrope : (ν = 0.29 , E = 68.95x109 , ρ = 2832Kg/m3)

ω̄f = ω

√

ρ (2)h2

G12 (2)
: fréquen
e propre fondamentale (3.16)

➤ Matériau orthotrope : Les 
ara
téristiques mé
aniques sont données parla �gure 3.11. Dans 
e 
as, l'e�et du CT est plus important. Nous avonsremarqué ainsi que l'in�uen
e de gau
hissement augmente ave
 le fa
teurde proportionalité C entre les propriétés 
÷ur-peaux, et il devient plusgrand dans 
e 
as.Les résultats 
al
ulés, 
omparés à 
eux obtenus par DSQ [80℄ et MiSP4/ml [134℄sont reportés dans le tableau 3.26. Dans les deux 
as, nos résultats sont en bona

ord ave
 les solutions de référen
e de l'élasti
ité 3D données par [130℄.C Elasti
itè [130℄ DMQPml DSQ MiSP4/ml1 0.0931 0.0938 0.0936 0.0935410 0.1986 0.200 0.2000 0.196250 0.3275 0.3280 0.3283 0.3123a) Matériau isotropeC Elasti
itè [130℄ DMQPml DSQ MiSP4/ml1 0.0925 0.0937 0.093 0.0929410 0.1925 0.193 0.1922 0.188150 0.2995 0.301 0.3 0.284b) Matériau orthotropeTab. 3.26 � Plaque 
arrée sandwi
h simplement supportée (L/h=10). Comparai-son des fréquen
es propres fondamentales3.3.3 Appli
ation aux vibrations libres d'une plaque en 
ar-ton onduléLe 
arton ondulé. Aspe
ts générauxLe 
arton ondulé est une stru
ture sandwi
h très utilisée par les industrielsde l'emballage. Il présente une forte orthotropie, ave
 une ou plusieurs peaux quilui donnent une rigidité en �exion, et une ou plusieurs ondulations intermédiaires



104 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLqui lui donnent une rigidité en 
isaillement (Fig. 3.21). Sa stru
ture globale lui
onfère une rigidité dans le sens transverse CD (Cross Dire
tion) en général pluspetite que la rigidité dans le sens ma
hine MD (Ma
hine Dire
tion). Ces dire
tionssont attribuées au 
arton lors de sa fabri
ation. Le sens ma
hine 
orrespond àla dire
tion suivant laquelle la ma
hine reçoit le papier de 
annelure, l'ondule etle 
olle entre les deux peaux. Théoriquement, il peut être 
onsidéré 
omme unmatériau 
omposite ; la théorie de strati�
ation peut ainsi être appliquée.
 

CD  = direction 2 

MD = direction 1 

Sens transverse (Cross Direction) 

Sens Machine (Machine Direction) Peau supérieure 

Peau inférieure 

Cannelure (ondulation) 

3 

Fig. 3.21 � Stru
ture du 
arton onduléUne re
her
he bibliographique a 
onduit à la synthèse suivante : de nombreuxtravaux d'ordre théorique et expérimental ont été réalisés sur le 
arton ondulé.Ils étaient pour la plus part orientés vers la détermination de la rigidité de �exiondu 
arton ondulé. Une synthèse assez 
omplète sur 
e sujet est faite par Luo[87℄. Pour 
e qui des outils de modélisation analytique et numérique appliquésà l'analyse du 
omportement mé
anique du 
arton ondulé, il faudra remonter àla �n des années 70 pour voir une appli
ation des prin
ipes énergétiques [112℄,et à la �n des années 80 pour une appli
ation numérique utilisant la méthodedes éléments �nis [116℄. Ces derniers ont étudié la rigidité de �exion du 
artonondulé par la méthode des éléments �nis basée sur un modèle élastique. Ils ontutilisé le même modèle élément �ni pour prédire la for
e de 
ompression d'une
aisse en 
arton ondulé sur la fa
e supérieure et inférieure. Nordstrand et al [100℄ont développé une analyse sur le module de 
isaillement transverse de plusieursondulations médianes, utilisant la théorie 
urviligne des poutres. Bronkhorst etal [25℄ et Nordstrand et al [101℄ ont développé un modèle élément �ni ortho-trope obéissant à une loi vis
oélastique. Très peu de travaux existent sur desmodèles utilisant des lois plastiques ou vis
oplastiques. Gil
hrist et Suhling [56℄ont e�e
tué une analyse non-linéaire du 
arton ondulé en utilisant la méthodedes éléments �nis. Ils ont eu re
ours à des essais expérimentaux pour 
ara
té-riser le 
omportement non-linéaire des peaux et des ondulations. Les propriétésorthotropes mesurées du matériau ont servi pour élaborer leur modèle.



3.3. VIBRATIONS LIBRES DE STRUCTURES ISOTROPES ET COMPOSITES105Des
ription de l'essaiUn test de vibration libre d'une plaque re
tangulaire en 
arton ondulé a étéréalisé en 2002 en partenariat ave
 le CERME (Centre d'Etude et de Re
her
he enMatériaux et Emballages, ESIEC). Des é
hantillons de plaque ont été dé
oupéssur des 
aisses en 
arton ondulé fournies par le Groupe Smur�t-So
ar (Leadermondial du 
arton). La stru
ture possède une seule 
ou
he (
annelure moyenne)d'épaisseur h = 4.02 mm, elle est en
astrée à une extrémité, l'autre étant libre.Voir �gure 3.22.Un analyseur numérique doté d'un a

éléromètre �xé sur la stru
ture au point P,nous permet d'enregistrer l'a

élération en 
e point en fon
tion du temps, aprèsavoir é�e
tué un essai de la
hé 3.23. Le test est réalisé pour di�érentes valeursde la longueur (L = 100 ; 130 ; 170 ; 200 ; 230 et 250 mm).La te
hnique d'homogéneisation, proposée par [1℄ et adaptée en 
arton ondulé,nous a permis d'obtenir les propriétés mé
aniques homogénéisées de la stru
tureglobale (Fig. 3.21) à partir de 
elles mesurées sur les peaux et l'ondulation.

L 

b 

h 

   Analyseur enregistreur  
Accéléromètre  

d 

Bâti fixe  
P  c 

X  

Y  

Z  

A 

B 

MD  
CD  

Géomètrie (mm) L = 100, 130, 170, 200, 230 et 250 ; b=70, h=4.02, 
=10, d=35Condition limite sur AB : U = V = W = θX = θY = θZMatériau 1 
annelure moyenne de 
arton ondulé (type 
)1 
ou
he orthotropePropriétés E1 = EMD = 863.05MPa, E2 = ECD = 545MPa, ν12 = 0.27homogénéisées G12 = G13 = G23 = 244.26MPa et ρ = 745.43x10−6N.B : Carton ondulé de type Test-Liner/Mi-
himique à 100% FCR(Groupe Smur�t-So
ar)Fig. 3.22 � Vibrations libres d'une plaque re
tangulaire en 
arton ondulé en
as-trée. Montage expérimental et données



106 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLDétermination des fréquen
es propres expérimentalesLe signal enregistré par l'analyseur numérique 
orrespond à l'a

élération dupoint P (Fig. 3.22). La fréquen
e propre est 
al
ulée à partir de la transforméede Fourier rapide (FFT : Fast Fourier Transform) appliquée à 
e signal.Sur la �gure 3.24, nous présentons respe
tivement le signal � a

élération du pointP � et sa transformée de Fourier, pour une plaque de longueur L = 200 mm. Ladistribution temporelle de l'a

élération montre qu'au delà de 0.5 se
ondes, lastru
ture est quasiment au repos. L'e�et de l'amortissement du 
arton ondulé esttrès important : une 
ara
téristique re
her
hée pour un matériau d'emballage.Le spe
tre de Fourier nous fournit la fréquen
e de l'a

élération du point P, qui
orrespond à la première fréquen
e propre de la stru
ture. Le graphe a�
he unevaleur de 19.46Hz. Les pulsations propres expérimentales en fon
tion de la lon-gueur de la plaque sont résumées dans le tableau 3.27 :Longueur de la 100 130 150 170 200 230 250plaque (en mm)Pulsation propre 354.13 236.07 182.75 155.99 122.27 96.96 75.86
1ermode (rad.s−1)Tab. 3.27 � Vibrations libres d'une plaque en 
arton ondulé. Pulsations propresexpérimentales en fon
tion de la longueur de la plaque
Structure au repos 

t < 0 t = 0 

On impose un 

déplacement initial. 

On lâche, la structure 

vibre librement. 

t > 0 

Fig. 3.23 � Essai du lâ
hé
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(b) FFT de l'a

élération du point PFig. 3.24 � Plaque de longueur L = 200mm. A

elération et amplitude enregis-trées du signalValidation numériqueDans 
ette se
tion, nous présentons les résultats DMQPml, par l'utilisationd'un maillage (12 x 2). Le tableau 3.28 présente les résultats numériques desfréquen
es propres obtenues ave
 notre modèle DMQPml, ainsi que 
eux donnéspar l'élément DMTS [11℄. Ils sont 
omparés aux résultats expérimentaux. Pourune meilleure visualisation, nous avons représenté graphiquement les résultatsobtenus par la �gure 3.25. Nous obtenons globalement une bonne 
orrélationentre les fréquen
es 
al
ulées et les fréquen
es expérimentales. La di�éren
e entre
es résultats peut être justifée d'une part, par une remarque faite par Ver
hery àpropos de la loi de 
omportement et des phénomènes de vibrations qui peuventnotablement modi�er les modules d'Young : l'utilisation des modules déterminésstatiquement pour un 
al
ul dynamique peut produire une mauvaise évaluation



108 CHAPITRE 3. VALIDATION NUMÉRIQUE DU DMQPMLdes fréquen
es propres, et d'autres part, nous rappelons que le 
omportementdu 
arton ondulé est sensiblement lié aux variations de la température et del'humidité de l'atmosphère ambiante. Ces deux paramètres n'ont pas été pris en
ompte dans 
ette étude. Ces résultats en
ourageants nous 
onfortent dans l'idéede 
onsidérer une stru
ture en 
arton ondulé 
omme un matériau orthotrope,ave
 des propriétés homogénéisées à partir de 
elles mesurées sur les peaux etl'ondulation.
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Fig. 3.25 � Pulsations propres en fon
tion de la longueur de la plaque. Compa-raison ave
 l'expérien
eLongueur de la L/h Pulsation propre du 1er mode (rad.s−1)plaque (mm) Expérien
e DMTS DMQPml100 24.9 354.13 443.04 458.3994130 32.3 236.06 261.96 269.9629150 37.3 182.74 196.63 202.1929170 42.3 155.99 152.98 157.0127200 49.8 122.27 110.77 113.0708230 57.2 96.91 83.43 85.2672250 62.2 75.86 70.58 72.0597Tab. 3.28 � Résultats numériques des pulsations propres. Comparaison ave
 l'ex-périen
e



Chapitre 4
Formulation théorique des modèlesde 
oques DDM8 isotropes et
omposites multi
ou
hes
4.1 Présentation générale du modèle DDM4.1.1 Des
ription géométrique de l'élément de 
oque DMQSLa géométrie de l'élément de 
oque 
ourbe isoparamétrique, que nous appe-lons DMQS (Dis
rete Mindlin Quadrilateral for Shells), est dé�nie par une surfa
emoyenne A (ave
 ou sans gau
hissement) et sa normale −→n (Fig. 4.1). Elle est li-mitée par deux surfa
es 
ourbes supérieure et inférieure situées à égale distan
e
+h

2
et − h

2
de la surfa
e A. L'épaisseur h, 
onsidérée dans notre étude 
ommeétant 
onstante par élément, reste petite par rapport aux autres dimensions 
a-ra
téristiques d'une 
oque (Longueur L, largeur l, rayon de 
ourbure minimum

Rmin). L'élément de 
oque DMQS possède 4 n÷uds et 6 ddl par n÷ud : lestrois dépla
ements Ui, Vi, Wi selon les axes globaux X,Y,Z et les trois rotations
θXi, θY i, θZi autour des axes globaux X,Y,Z. La �gure 4.2 représente la géométrieet la 
inématique d'un point quel
onque q de la 
oque.

8Displa
ement Dis
rete Mindlin 109



110CHAPITRE 4. FORMULATION THÉORIQUE DES MODÈLES DE COQUES DDM
L
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Un élément de coque                     

dégénéré

(b) un élément quadrilatère courbe

∆βskθxi ; θyiU ; V ; W ;i i iFig. 4.1 � Élément de 
oque 
ourbe isotrope à 4 n÷uds DMQS4.1.2 Représentation du 
hamp de dépla
ementsLe 
hamp de dépla
ements d'un point quel
onque q d'une 
oque (Fig. 4.2)est dé�ni en 
onsidérant l'hypothèse des se
tions droites dite de Hen
ky-Mindlin-Reissner. Celle-
i permet de retenir une mesure des déformations de CT. Nousé
rivons :
{uq} =

4

∑

i=1

Ni {upi} + ζ
h

2
{β} (4.1)

{upi} =







Ui

Vi

Wi







et {β} =

4

∑

i=1

Ni {−θxi {t2i} + θyi {t1i}} +
8
∑

k=5

Pk △ βsk {tsk}(4.2)Les dépla
ements et les rotations sont dé�nis par une interpolation qua-dratique in
omplète, faisant apparaître 
inq ddl {Ui, Vi, Wi, θxi, θyi} aux quatren÷uds sommets de l'élément et quatre a

roissements de rotation △βsk auxn÷uds milieux des 
�tés. Il s'agit d'une première version de l'élément �ni de
oque que nous appelons DMQSβ. Les fon
tions d'interpolation bilinéaires {Ni}et quadratiques {Pk} sont représentées dans le tableau suivant :
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{Ni} {Pk}

4N1 = (1 − ξ)(1 − η)
4N2 = (1 + ξ)(1 − η)
4N3 = (1 + ξ)(1 + η)
4N4 = (1 − ξ)(1 + η)

2P5 = (1 − ξ2) (1 − η)
2P6 = (1 + ξ) (1 − η2)
2P7 = (1 − ξ2) (1 + η)
2P8 = (1 − ξ) (1 − η2)Tab. 4.1 � Fon
tions d'interpolation bi-linéaires et quadratiques in
omplètes del'élément initial DMQSβ
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X, U*  Fig. 4.2 � Cinématique virtuelle d'une �bre quel
onque pq
Ui, Vi, Wi : Dépla
ements du n÷ud i dans le repère global d'axes −→X,

−→
Y ,

−→
Z ;

θxi, θyi : Rotations de la normale au n÷ud i autour des axes tangents −→x et
−→y ;

△βsk : Rotations tangentielles de bord asso
iées à la représentation quadra-tique de βx et βy sur 
ha
un des 
�tés.L'élément DMQSβ possède 8 n÷uds et 24 degrés de liberté : 3 ddl globauxet deux ddl lo
aux sur 
ha
un des quatre n÷uds sommets et un a

roissementde ddl lo
al sur 
ha
un des n÷uds milieu des 
�tés. La formulation de la matri
ede rigidité élémentaire est développée dans un premier temps en 
onservant le
ara
tère lo
al des rotations θx et θy, ave
 une élimination des a

roissments derotation △βsk par introdu
tion d'hypothèses dis
rêtes de Mindlin. Nous établi-rons par la suite, la matri
e globale 
omplète tenant 
ompte de la transformation
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ales en trois rotations globales autour des axes −→
X,

−→
Y ,

−→
Z .L'élément de 
oque �nal, baptisé DMQS, aura quatre n÷uds et six ddl par n÷ud :

U, V, W, θX , θY , θZ .4.1.3 Approximation du 
hamp de déformationsLes expressions des formulations variationnelles de DMQS sont assez 
om-plexes à mettre en oeuvre. Pour 
ela, une dé�nition 
ohérente et représentativede l'ensemble des déformations, qui 
onsiste à négliger les 
ourbures moyenne etgaussienne sans a�e
ter la pré
ision des résultats, a été retenue [89℄. Il s'agit dedé�nir une approximation linéaire en z pour les déformations de membrane-�exionet une approximation 
onstante en z pour les déformations de CT :
{εs} = {ε0} + z {ε1} (4.3)

{γs} = {γ0} (4.4)
〈ε0〉 = 〈ex, ey, exy〉 : déformations de la membrane ;
〈ε1〉 = 〈εx1, εy1, γxy1〉 : déformations de �exion ave
 prise en 
ompte du 
ou-plage entre les e�ets de membrane et de �exion ;
〈γ0〉 = 〈γxz, γyz〉 : déformations de CT (
onstantes en z).4.2 Formulation théorique du modèle DMQS pourles 
oques gau
hies isotropes. Le modèle DMQSiso4.2.1 Déformations de membraneL'interpolation du 
hamp de dépla
ements (4.1) permet d'é
rire les équationssuivantes reliant les déformations réelles et virtuelles de membrane {ε0} et 〈ε∗

0

〉respe
tivement aux dépla
ements nodaux {Un} et 〈U∗

n〉 :
{ε0} = [B0] {Un} ;

〈

ε
∗

0

〉

= 〈U∗

n〉 [B0]
T (4.5)

〈Un〉 = 〈Ui Vi Wi θxi θyi ...i = 1 à 4〉 (4.6)
[B0] =





〈t1〉Ni,x 0 0
〈t2〉Ni,y 0 0 ...i = 1 à 4

〈t1〉Ni,y + 〈t2〉Ni,x 0 0



 (4.7)
Ni,x = C11Ni,ξ + C21Ni,η et Ni,y = C12Ni,ξ + C22Ni,η (4.8)
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C11, C12, C21, C22 sont les termes du tenseur [C0] (Equation A.27). La matri
e

[B0] est de dimension (3 x 20), elle fait intervenir uniquement les variables nodalesde dépla
ements.4.2.2 Déformations de �exion (
ourbures)Les ve
teurs de déformations de �exion réelles et virtuelles {ε1} et 〈ε∗

1

〉 sontdé�nis 
omme pour la membrane, à partir de la relation (4.1) en fon
tion desdépla
ements nodaux {Un} (respe
tivement 〈U∗

n〉) et des rotations tangentielles
{∆βsk} (respe
tivement 〈∆β∗

sk〉) :
{ε1} = [B1] {Un} + [B1∆β] {∆βsk} ;

〈

ε
∗

1

〉

= 〈U∗

n〉 [B1]
T + 〈∆β∗

sk〉 [B1∆β ]T (4.9)
[B1] =





〈t1〉N i,x
h
2

〈

t1i

〉

Ni,x

〈t2〉N i,y
h
2

〈

t2i

〉

Ni,y

〈t1〉N i,y + 〈t2〉N i,x
h
2

[〈

t1i

〉

Ni,y +
〈

t2i

〉

Ni,x

]

...i = 1 à 4



 (4.10)
N i,x = bc11Ni,ξ + bc21Ni,η ; N i,y = bc12Ni,ξ + bc22Ni,η (4.11)

〈

t1i

〉

=
〈

−~t1.~t2i ~t1~.t1i

〉

〈

t2i

〉

=
〈

−~t2~.t2i ~t2~.t1i

〉 (4.12)
[B1∆β] =







(
−→
t 1.

−→
t sk)Pk,x

(
−→
t 2.

−→
t sk)Pk,y

(
−→
t 1.

−→
t sk)Pk,y + (

−→
t 2.

−→
t sk)Pk,x

...k = 5 à 8






(4.13)

Pk,x = C11Pk,ξ + C21Pk,η et Pk,y = C12Pk,ξ + C22Pk,η (4.14)
bc11, bc12, bc21, bc22 sont les termes de la matri
e [bc] (Equation A.28). Cettedernière prend en 
onsidération le gau
hissement des 
oques.La matri
e [B1] est de dimension (3 x 20) et fait intervenir toutes les variablesnodales. La matri
e [B1∆β ] est de dimension (3 x 4) et fait intervenir les rotations

{∆βsk} aux milieux des 
�tés. Ces dernières seront éliminées en utilisant deuxhypothèses dis
rètes modi�ées de Mindin que nous présentons par la suite.4.2.3 Déformations de Cisaillement TransversalDans la plupart des modèles variationnels, qu'ils soient mixtes ou en dépla
e-ment, le verrouillage en CT provient essentiellement de la dé�nition numériquedes déformations de CT {γ0}.Ce problème numérique est la 
onséquen
e d'une dé�nition de {γ0} à partir



114CHAPITRE 4. FORMULATION THÉORIQUE DES MODÈLES DE COQUES DDMde l'approximation quadratique in
omplète du 
hamp des dépla
ements utilisée,pour évaluer les déformations de CT (4.1). Une intégration réduite de la matri
ede rigidité 
orrespondante de CT 
ontribue, 
ertes, à l'élimination du verrouillage,mais ave
 pour 
onséquen
es :
➤ L'apparition de modes parasites (faux mé
anismes d'énergie nulle) quipeuvent ne pas disparaître même après assemblage de plusieurs éléments ;
➤ Une sensibilité des éléments �nis aux distorsions géométriques.Pour éliminer le verrouillage en CT et obtenir une dé�nition 
ohérente des défor-mations de CT, nous avons retenu l'appro
he des déformations de substitution(méthode ANS : Assumed Natural Strains) qui fût proposée par [18℄ et [19℄.Cette te
hnique 
onsiste à introduire une hypothèse de Mindlin sous forme dis-
rète, par é
riture des déformations naturelles ou 
ovariantes {γξζ} et {γηζ} enfon
tion des déformations 
ovariantes de bord {γζk} (
al
ulées aux milieux des
�tés élémentaires) :

{γ0} =

{

γxz

γyz

}

= [C0]
T {γξ} (4.15)

{γξ} = [A] {γξk} ; [A] =
1

2

[

1 − η 0 1 + η 0
0 1 + ξ 0 1 − ξ

] (4.16)
〈γξk〉 = 〈γξζ5 γης6 γξζ7 γηζ8〉 (4.17)

γξζ5, γης6, γξζ7 et γηζ8 sont les déformations 
ovariantes de 
isaillement, dé�-nies sur les quatre 
�tés (5, 6, 7 et 8) respe
tivement (Fig. 4.3).Elles sont reliées aux déformations tangentielles de bord γs5, γs6, γs7 et γs8 parla relation :
γξζ5 = L5γs5/2, γης6 = L6γs6/2, γξζ7 = −L7γs7/2, γηζ8 = −L8γs8/2 (4.18)
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Fig. 4.3 � Déformations naturelles de CT projetées sur les 
�tésCes dernières sont 
hoisies 
onstantes sur les 
�tés de l'élément. L'expression�nale du ve
teur des déformations de CT {γ0} (4.15) s'é
rit :
{γ0} = [C0]

T

[A] {γsk} (4.19)ave

〈γsk〉 = 〈γs5 γs6 γs7 γs8〉 =

〈

2

L5
γξζ5

2

L6
γης6 − 2

L7
γξζ7 − 2

L8
γης8

〉 (4.20)Hypothèses dis
rètes de MindlinLa formulation du modèle � élément �ni � fait apparaître jusqu'à présent huitn÷uds au total (4 n÷uds sommets et 4 n÷uds milieux des 
�tés). Nous proposonsde simpli�er la des
ription géométrique de l'élément en éliminant les n÷uds auxmilieux des 
�tés. Nous introduisons pour 
ela deux hypothèses de Mindlin sousune forme dis
rète sur le 
�té k de l'élément :
➤ La première hypothèse est 
inématique :Elle fait intervenir une relation entre la déformation de CT de bord et les variables
inématiques 
orrespondantes. Elle ne 
ontribue pas dire
tement à l'éliminationdes rotations {∆βsk} mais elle fait apparaître le dépla
ement transversal auxn÷uds sommets. Elle s'é
rit :

∫ Lk

0

(γsk −−→u p,s.
−→n k −

−→
β .

−→
t sk)ds = 0 ; k = 5 à 8 (4.21)
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ette hypothèse par la suite.
➤ La se
onde hypothèse est mé
anique :Elle fait intervenir une relation entre la déformation de CT de bord {γsk} et l'e�orttran
hant 
orrespondant Ts via la loi de 
omportement en CT. Elle s'é
rit :

∫ Lk

0

(γsk −
Ts

Dc

)ds = 0 ; k = 5 à 8 (hypothèse mé
anique) (4.22)

i 

k 

   j 

Mn 
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An : section normale  

s : direction tangentielle 

n : direction normale 
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dn 
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Msn 
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z 

y 

θ 

k

Fig. 4.4 � Hypothèses de Mindlin sur un bord élémentaire i-j.L'e�ort Ts est relié aux moments de �exion Ms et Msn (Fig. 4.4) en utilisantune équation d'équilibre en �exion sur le bord k :
Ts = Ms,s + Msn,n (4.23)La loi de 
omportement en �exion, pour un matériau homogène isotrope,permet une é
riture des moments Ms et Msn en fon
tion des rotations βs et βn :

Ms = Df (βs,s + νβn,n) (4.24)
Msn = Df

1 − ν

2
(βs,n + νβn,s) (4.25)
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Df et Dc sont respe
tivement les rigidités de �exion et de CT, G le modulede 
isaillement et k le fa
teur de 
orre
tion du CT (égal à 5/6 pour une se
tionhomogène isotrope) :

Df =
Eh3

12(1 − ν2)
; Dc = kGh ; G =

E

2(1 + ν)
(4.26)
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Fig. 4.5 � Variation des rotations tangentielles suivant s.L'élimination des quatre rotations {∆βsk} (k = 5 à 8) s'obtient en identi�antles deux expressions relatives aux déformations de CT de bord (4.21) et (4.22).Une approximation quadratique in
omplète pour la rotation βs et linéaire pourla rotation βn (Fig. 4.5) permettront de faire apparaître les rotations de bord
{∆βsk} :

βs = (1 − s

Lk
)βsi +

s

Lk
βsj + 4

s

Lk
(1 − s

Lk
)∆βsk (4.27)

βn = (1 − s

Lk

)βni +
s

Lk

βnj (4.28)Dans l'hypothèse mé
anique de Mindlin (4.22), une substitution des approxi-mations (4.27) et (4.28) dans les expressions de Ms (4.24) et Msn (4.25), etl'utilisation de l'équation d'équilibre (4.23) permettent d'aboutir à l'expressionsuivante de γsk :
γskLk =

Df

Dc

Lkβs,ss = −2

3
LkΦk∆βsk (4.29)

Φk est le fa
teur d'in�uen
e de CT, dé�ni pour une se
tion homogène isotropepar :
Φk =

Df

Dc

12

L2
k

=
2

k(1 − ν)

(

h

Lk

)2 (4.30)L'expression des déformations de CT transverse est obtenue �nalement enfon
tion des {∆βsk} à l'aide de l'équation suivante :



118CHAPITRE 4. FORMULATION THÉORIQUE DES MODÈLES DE COQUES DDM
{γ0} = [Bs∆β] {∆βsk} (4.31)

[Bs∆β] = 1
6

[

−C11 (1 − η)L5Φ5 −C21 (1 + ξ)L6Φ6

−C12 (1 − η)L5Φ5 −C22 (1 + ξ)L6Φ6

C11 (1 + η)L7Φ7 C21 (1 − ξ)L8Φ8

C12 (1 + η)L7Φ7 C22 (1 − ξ)L8Φ8

]

(4.32)L'appli
ation de l'hypothèse 
inématique (4.21) sur 
ha
un des 
�tés k del'élément, ave
 les mêmes approximations dé�nies pour {βs} (4.27) et {βn} (4.28),
onduit à l'expression suivante du ve
teur des déformations de CT de bord {γsk}projetées sur les degrés de liberté nodaux {Un} et {∆βsk} :
γskLk = wj − wi +

Lk

2
(βsi + βsj) +

2

3
Lk∆βsk (4.33)Nous avons

βsm = ~βm ⊙ ~tsk et ~βm =
〈

−−→
t

m

2

−→
t

m

1

〉

{

θxm

θym

}

; m = i ou j (4.34)et
−→
t s5 =

2

L5
~a5

1 ;
−→
t s6 =

2

L6
~a6

1 ;
−→
t s7 = − 2

L7
~a7

1 ;
−→
t s8 = − 2

L8
~a8

1 (4.35)Une é
riture du ve
teur {∆βsk} en terme des ddl {Un} est obtenue par une
ombinaison des deux expressions asso
iées à {γsk} (4.29) et (4.33) :
{∆βn} = [An] {Un} ; [An] = [AΦ]−1 [AG] (4.36)Les matri
es [AΦ] et [AG] sont données par :

[AΦ] = −2

3









L5(1 + Φ5) 0 0 0
0 L6(1 + Φ6) 0 0
0 0 L7(1 + Φ7) 0
0 0 0 L8(1 + Φ8)









(4.37)
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[AG] =















−
〈−→n 5

〉 〈

−−→a 5

1.
−→
t

1

2
−→a 5

1.
−→
t

1

1

〉 〈−→n A
〉 〈

−−→a 5

1.
−→
t

2

2
−→a 5

1.
−→
t

2

1

〉

0 0 −
〈−→n 6

〉 〈

−−→a 6

2.
−→
t

2

2
−→a 6

2.
−→
t

2

1

〉

0 0 0 0
〈−→n 8

〉 〈−→a 8

2.
−→
t

1

2 −−→a 8

2.
−→
t

1

1

〉

0 0

0 0 0 0
〈−→n 6

〉 〈

−−→a 6

2.
−→
t

3

2
−→a 6

2.
−→
t

3

1

〉

0 0

−
〈−→n 7

〉 〈−→a 7

1.
−→
t

3

2 −−→a 7

1.
−→
t

3

1

〉 〈−→n 7

〉 〈−→a 7

1.
−→
t

4

2 −−→a 7

1.
−→
t

4

1

〉

0 0 −
〈−→n 8

〉 〈−→a 8

2.
−→
t

4

2 −−→a 8

2.
−→
t

4

1

〉













(4.38)La matri
e [AG] est de dimension (4 x 20), elle fait intervenir toutes les va-riables nodales {Un}. La matri
e diagonale [AΦ] est de dimension (4 x 4).REMARQUE : −→n k est la normale dé�nie aux points milieux des 
�tés k (5, 6,7, 8). Elle est donnée par une moyenne des normales −→n i et −→n j aux n÷udsi-j d'un 
�té k.
k : (ξ, η) 5 : (1,0) 6 : (0,1) 7 : (-1,0) 8 : (0,-1)n÷ud i 1 2 3 4n÷ud j 2 3 4 1Tab. 4.2 � N÷uds i-j du bord k

−→n k

=
−→n k

∣

∣

−→n k
∣

∣

; −→n k

=
1

2
(−→n i + −→n j) (4.39)4.2.4 Expressions �nales des déformations {ε1} et {γ0}Après élimination des rotations {∆βsk}, nous aboutissons aux expressionssuivantes des ve
teurs de déformation de �exion et de CT :

{ε1} = [Bf ] {Un} et {γ0} = [Bct] {Un} (4.40)ave
 ;
[Bf ] = [B1] + [B1∆β ] [An] et [Bct] = [Bs∆β] [An] (4.41)

[Bf ] et [Bct] sont les nouvelles matri
es modi�ées de déformations de �exionet de CT respe
tivement. Elles sont de dimensions (3 x 20) et (2 x 20) et sontasso
iées au nouvel élément �ni de 
oque à 4 n÷uds et 
inq ddl par n÷ud (Fig.4.1-b).
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ou
heave
 modi�
ation des hypothèses dis
rètes deMindlin. Le modèle DMQSml4.3.1 Tenseurs de déformationLes expressions des tenseurs de déformation de membrane (4.5), de �exion(4.9) et de CT (4.19) demeurent les mêmes que 
elles du modèle DMQSiso avantl'élimination des rotations {∆βsk}. Une redé�nition des matri
es de 
omporte-ment de membrane, de �exion, de 
ouplage membrane-�exion et de CT est par
ontre né
essaire, 
ompte-tenu du 
ara
tère multi
ou
he du modèle DMQSml(ml : multilayer).4.3.2 Hypothèses dis
rêtes modi�ées de mindlinRappelons que deux hypothèses dis
rètes de Mindlin (4.21) et (4.22), établiesdans le 
as du modèle DMQSiso, ont été introduites pour éliminer les rotationsde bords ∆βsk.Pour formuler le modèle multi
ou
he DMQSml, nous 
onservons dans unepremière étape l'expression de l'hypothèse 
inématique (4.21) utilisée dans laformulation de DMQSiso, à partir du moment où elle ne fait pas intervenir destermes liés au 
omportement mé
anique d'une 
oque. Nous proposons dans unese
onde étape une modi�
ation de l'hypothèse mé
anique pour prendre en 
ompteles propriétés d'une se
tion de 
oque multi
ou
he. Nous é
rivons
γskLk = wj − wi +

Lk

2
(βsi + βsj) +

2

3
Lk∆βsk (4.42)L'hypothèse mé
anique (4.22) reste 
ependant valable uniquement pour unese
tion de plaque homogène isotrope. Une nouvelle expression modi�ée de 
ettemême hypothèse, prenant en 
ompte le 
ara
tère multi
ou
he d'une plaque en�exion/CT, est donnée par

∫ Lk

0

(

γs −
〈

H inv
ck11 H inv

ck12

〉

{

Ts

Tn

})

ds = 0 (hyp. mé
anique) (4.43)Les équations d'équilibre au voisinage du n÷ud k, reliant les e�orts Ts et Tnaux moments de �exion 
orrespondants sur le bord i -j (Fig. 4.6) s'é
rivent
{T} =

{

Ts

Tn

}

=

{

Ms,s + Msn,n

Msn,s + Mn,n

} (4.44)
H inv

ck11 et H inv
ck12 sont deux termes de 
omportement en CT de la matri
e inverse

[Hck]
−1, telle que :
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A n  
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As : section transversale  
An  : section normale  
s :  direction tangentielle  
n : direction normale  

h  

T s 
M s M sn  

x  

z  

y  

γsk  

θ k  

ds

dn

Elément infinitésimal 

de plaque au voisinage 

du bord k

couche i +1 “j”

couche i “j”

i

couche i -1 “j”

Surface    moyenne 

i +1

i -1Fig. 4.6 � Hypothèses de Mindlin sur un bord multi
ou
he élémentaire i-j.
[Hck] = [Pk] [Hc] [Pk]

−1 ; [Hc] : (B.25) (4.45)
[Pk] = [Pk]

−1 =

[

Ck Sk

Sk −Ck

]

;

{

Ck = cosθk

Sk = sinθk

(4.46)Les moments de �exion Ms, Mn, Msn sont reliés aux 
ourbures χs, χn, χsnpar :






Ms

Mn

Msn







= [Hf ]







χs = βs,s

χn = βn,n

χsn = βs,n + βn,s







; [Hf ] : (B.21) (4.47)Les rotations βs et βn sont interpolées de la même manière que pour le modèleisotrope (βs quadratique en s, βn linéaire en s). L'équation (4.43) s'é
rit aprèssimpli�
ation par Lk 
omme suit :
βs,nn = βn,ns = 0
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γsk =

(

H inv
ck11Hf11 + H inv

ck12Hf13

)

βs,ss ; βs,ss = − 8

L2
k

∆βsk (4.48)Nous proposons de dé�nir l'expression suivante modi�ée du fa
teur d'in�uen
ede 
isaillement transverse φml
k pour une plaque multi
ou
he :

φml
k = 8

(

Hf11
H inv

ck11

L2
k

+ Hf13
H inv

ck12

L2
k

)

; (ml : multi
ou
he) (4.49)Nous obtenons ainsi une première expression matri
ielle des déformations tan-gentielles {γsk} en fon
tion des rotations {∆βsk} :
{γsk} = [Bc∆β] {∆βsk} ; [Bc∆β] =









−φml
5 0 0 0

0 −φml
6 0 0

0 0 −φml
7 0

0 0 0 −φml
8









(4.50)En e�et, pour dé�nir les rotations ∆βsk sur 
haque 
�té en fon
tion des ddlaux n÷uds, nous avons utilisé la même démar
he que pour le 
as isotrope, nousnous aboutissons à la relation importante suivante qui élimine {∆βsk} par uneproje
tion sur les ddl {un} :
{∆βsk} =

[

Aml
n

]

{un} ;
[

Aml
n

]

=
[

Aml
φ

]

−1
[AG] (4.51)ave


[

Aml
φ

]

=









−L5

(

2
3

+ φml
5

)

0 0 0
0 −L6

(

2
3

+ φml
6

)

0 0
0 0 −L7

(

2
3

+ φml
7

)

0
0 0 0 −L8

(

2
3

+ φml
8

)







(4.52)La matri
e [AG] reste la même que 
elle de DMQSiso, elle est donnée parl'équation (4.38)4.3.3 Expression �nale des matri
es de rigidité modi�éesde �exion et de CTLa 
ombinaison de l'équation (4.48), appliquée aux di�érents 
�tés élémen-taires k, ave
 l'équation (4.51) 
onduit à l'é
riture suivante du ve
teur des défor-mations de CT de bord :
{γsk} = [Bc∆β]

[

Aml
n

]

{un} ; (
[

Aml
n

]

: 4.51) (4.53)La substitution de {∆βn} dans l'expression des 
ourbures de �exion (4.9) etde CT 
onduit à l'é
riture �nale suivante du tenseur des déformations de �exionet de CT :
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➤ Courbures de �exion :

{ε1} =
[

Bml
f

]

{Un} ;
[

Bml
f

]

= [B1] + [B1∆β]
[

Aml
n

] (4.54)Les matri
es (4.10) et (4.13) restent in
hangées.
➤ Déformations de CT :

{γ0} =
[

Bml
ct

]

{Un} ;
[

Bml
ct

]

= [C0]
T [A] [Bc∆β]

[

Aml
n

] (4.55)
[

Bml
f

] et [Bml
ct

] sont les nouvelles matri
es modi�ées de déformations de �exionet de CT respe
tivement. Elles sont de dimensions (3 x 20) et (2 x 20) et sontasso
iées au nouvel élément �ni de 
oque multi
ou
he à 4 n÷uds et 
inq ddl parn÷ud DMQSml.4.4 Matri
e de rigidité élémentaire4.4.1 Matri
e de rigidité du modèle DMQSisoL'expression du P.T.V est dé�nie par sa forme généralisée suivante :
W =

∑

éléments

(W ∗e
int − W ∗e

ext) = 0 ; ∀−→u ∗

q (4.56)L'expression du travail virtuel interne W e
int est donnée par :

W e
int =

∫

Ve

(〈ε∗s〉 [H ] {εs} + 〈γ∗

s〉 [G] {γs}) dV = 〈U∗

n〉 [ke] {Un} (4.57)
[

k
e] est la matri
e de rigidité totale, de dimension (20 x 20), dé�nie dans lerepère lo
al. Elle s'exprime par :

[ke] = [km] + [kf ] + [kct] (4.58)
[km] =

∫

Ae

[B0]
T [Hm] [B0] det [F0] dξdη ; [Hm] = h [H ] (4.59)

[kf ] =

∫

Ae

[Bf ]
T [Hf ] [Bf ] det [F0] dξdη ; [Hf ] =

h3

12
[H ] (4.60)

[kct] =

∫

Ae

[BCT ]T [Hc] [BCT ] det [F0] dξdη ; [Hc] = h [G] (4.61)
det [F0] =

h

2
|−→a 1 ∧ −→a 2|

[H ] et [G] sont les matri
es 
lassiques d'élasti
ité :
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[H ] =

E

1 − ν2





1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2



 et [G] =
E

2(1 + ν)

[

1 0
0 1

] (4.62)Notons qu'un s
héma à 2 x 2 points de GAUSS su�t pour intégrer exa
tementla matri
e de rigidité élémentaire [ke].4.4.2 Matri
e de rigidité du modèle multi
ou
he DMQSml :La matri
e de rigidité élémentaire �nale de l'élément de 
oque 
ourbe multi-
ou
he DMQSml tient 
ompte d'une part, des matri
es de 
omportement obte-nues par la méthode des strati�
ations, et des modi�
ations pré
édentes apportéesaux opérateurs de déformation de �exion et de CT d'autre part. Elle s'é
rit dansle repère lo
al :
[ke] =

[

kml
m

]

+
[

kml
f

]

+
[

kml
ct

]

+
[

kml
mf

] (4.63)ave

[

kml
m

]

=

∫

Ae

[

Bml
m

]T
[Hm]

[

Bml
m

]

dA ; ([Hm] : B.20)

[

kml
mf

]

=

∫

Ae

(

[

Bml
m

]T
[Hmf ]

[

Bml
f

]

+
[

Bml
f

]T
[Hmf ]

[

Bml
m

]

)

dA ; ([Hmf ] : B.22)

[

kml
f

]

=

∫

Ae

[

Bml
f

]T
[Hf ]

[

Bml
f

]

dA ; ([Hf ] : B.21)

[

kml
ct

]

=

∫

Ae

[

Bml
ct

]T [
Hc

] [

Bml
ct

]

dA ; (
[

Hc

]

: B.23)REMARQUES
➤
[

kml
m

] est la matri
e de rigidité de membrane. Elle est asso
iée à l'élémentbilinéaire 
lassique Q4 ;
➤ Les matri
es de rigidités [kml

m

] �membrane �, [kml
f

] � �exion �, [kml
mf

] � 
ou-plage membrane-�exion � et [kml
ct

] � CT � sont obtenues en 
onsidérant uns
héma d'intégration 2 x 2 points de GAUSS. Ce s
héma garantit l'absen
ede modes parasites pour un élément ;
➤ [ke] est l'expression la plus simple possible garantissant l'absen
e de blo-
age en CT et de modes parasites ;
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➤ Pour un 
omposite possédant une symétrie matérielle par rapport au plan

z = 0, il n'y a pas de 
ouplage entre les e�ets de membrane et de �exion,la matri
e [kml
mf

] est don
 nulle. Dans 
e 
as, le plan xy devient le planneutre où des e�orts de membranes qui y seraient appliqués ne produisentau
une 
ourbure et, ré
iproquement, des e�orts de �exion ne produisentau
une déformation de membrane.4.4.3 Rigidité �
tive pour θz :On remarque que les relations 
inématiques données jusqu'à maintenant nefont pas intervenir les rotations autour de la normale θz. Ainsi tous les termes dela matri
e [ke] (4.63) asso
iés aux variables nodales θzi sont nuls. Par 
onséquent,si tous les éléments 
onne
tés à un n÷ud i sont 
oplanaires, la matri
e de rigiditéassemblée sera singulière.Pour éviter 
ette di�
ulté numérique, nous introduisons une matri
e [kθz]dite de rigidité �
tive telle que ([ke] = [ke] + [ke
θz]), asso
iée aux quatre rotationsnodales �
tives θzi. [20℄ ont proposé une forme de la matri
e [kθz], elle est baséesur la dis
rétisation d'une forme intégrale d'une énergie élémentaire �
tive W e

θzasso
iée à l'opérateur Lapla
ien de θz pondérée par θ∗z :
W e

θz =

∫

Ae

αHf1

(

θ∗z,xθz,x + θ∗z,yθz,y

)

dA (4.64)
θz =

∑

i=1,4

Niθzi = 〈N〉 {θzn} ;

{

θz,x

θz,y

}

= [Nθz] {θzn} ; [Nθz] = [C0]
T

[

〈N,ξ〉
〈N,η〉

](4.65)De la même façon, nous avons développé les termes virtuels, nous obtenons
W e

θz = 〈θ∗zn〉 [ke
θz] {θzn} (4.66)

[ke
θz] = αHf1

∫

Ae

[Nθz]
T [Nθz] dA (4.67)

Hf1 est une valeur 
ara
téristique asso
iée à une rigidité de �exion (parexemple Eh3/12 (1 − ν2) pour un matériau isotrope). α est un 
÷�
ient petitsans dimension, sa valeur dépend de la pré
ision de l'ordinateur. Elle doit êtresu�samment petite pour limiter l'in�uen
e des rigidités �
tives sur le résultat etsu�samment grande pour éviter les singularités possibles. Nous avons proposéla valeur de (10−7 à 10−4) pour notre élément, il peut également être dé�ni enfon
tion de la géométrie de l'élément, en 
onsidérant par exemple le rapport duquart de l'air au 
arré du plus long 
�té pour un quadrilatère α = Ae/4L2
max, etsur trois pour un triangle.
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lairement dé�nie.Dans 
e 
as, le 
÷�
ient E peut être pris égal à un module de rigidité équivalent
orrespondant à E1.En ajoutant [ke
θz] à la matri
e de rigidité élémentaire [ke] (4.63), nous évitonsla singularité de la matri
e de rigidité globale [k] =

∑Eléments ([ke] + [ke
θz]).4.4.4 Passage dans le repère globalDans le 
as du modèle DMQS (isotrope ou multi
ou
he) qui possèdent 5ddl/n÷udsdans le repère lo
al, le passage du repère lo
al au repère global � des ddl lo
auxen ddl globaux � est obtenu aux n÷uds par la relation :







ui

vi

wi







=
[

QT
]







Ui

Vi

Wi







;







θxi

θyi

θzi







=
[

QT
]







θXi

θY i

θZi







(4.68)
〈un〉loc = 〈 ... ui, vi, wi, θxi, θyi, θzi i = 1, 2, 3, 4 〉 (4.69)

〈un〉glob = 〈 ... Ui, Vi, Wi, θXi, θY i, θZi i = 1, 2, 3, 4 〉 (4.70)A l'aide des trois dernières équations, il est possible d'obtenir les relationssuivantes :
{un}loc = [T ] {un}glob ; {u∗

n}loc = [T ] {u∗

n}glob (4.71)Ave

[T ]24X24 =









[A] [0] [0] [0]
[0] [A] [0] [0]
[0] [0] [A] [0]
[0] [0] [0] [A]









; [A]6X6 =

[

[Q]T [0]

[0] [Q]T

] (4.72)A partir les relations dé�nies pré
édemment, il nous est possible de dé�nir lesmatri
es et ve
teurs élémentaires dans le repère global :
[ke]glob = [T ]T [ke]loc [T ] ; [ke]loc = [km] + [kmf ] + [kf ] + [kct] + [kθz] (4.73)Étant donné que les matri
es élémentaires seront maintenant exprimées parrapport à un même système d'axe global, il sera possible de les assembler etainsi obtenir la matri
e de rigidité globale du système d'équations. Après avoirrésolu 
e système d'équations linéaires, les variables nodales globales pourront êtretournées à l'aide de l'équation (4.71) de façon à obtenir les variables nodales dansle système lo
al de 
ha
un des éléments. C'est ave
 
es variables nodales lo
alesque le 
al
ul de 
ertaines grandeurs, 
omme les 
ontraintes et les déformations,pourra être e�e
tué.



4.5. CONCLUSION 1274.5 Con
lusionLe nouveau modèle d'élément �ni de 
oque 
ourbe DMQSml (Dis
rete Mind-lin Quadrilateral for Shells/multilayer) est développé a�n d'alimenter les 
odesde 
al
ul des stru
tures en éléments à géométrie simple, ave
 un nombre minimumde n÷uds et de ddl par n÷ud, qui soient pré
is et 
onvergents. Le prin
ipal ap-port du modèle DMQSml réside dans la manière de présenter les 
ontributions en�exion et en CT au niveau du modèle variationnel. La méthode des déformationsde substitution (ANS : Assumed Natural Strains) est exploitée dans une premièreétape 
omme une hypothèse 
inématique dis
rète de Mindlin. Elle 
onduit à l'éli-mination du verrouillage en CT sans re
ourir à l'intégration réduite. La géométrieinitiale du modèle (un élément quadratique à huit n÷uds ) est di�
ilement ex-ploitable sur le plan pratique, en raison de la présen
e de quatre a

roissementsde rotations tangentielles aux milieux des 
�tés. Nous avons pu introduire unese
onde hypothèse de Mindlin qui est mé
anique et qui fait intervenir une équa-tion d'équilibre et deux lois de 
omportement (une en �exion et une autre enCT). Une identi�
ation par analogie entre les deux hypothèses 
onduit à éliminerles a

roissements de rotation, pour laisser pla
e au nouvel élément �ni quadri-latéral à 4 n÷uds DMQSml. Celui-
i est libre de tout verrouillage en CT et enmembrane. Il passe tous les pat
h-tests de 
onvergen
e et présente des perfor-man
es en pré
ision satisfaisantes pour un maillage donné. Le modèle DMQSisopeut être 
onsidéré 
omme une alternative aux éléments �nis de Kir
hho� dis-
rets (sans CT), 
onnus pour leur simpli
ité et leur robustesse. Dans le 
hapitresuivant nous présentons d'une part, une série de tests pour valider l'élément �niDMQSiso (se
tion 5.2.), et d'autre part, une série de tests sur des 
oques strati-�ées et sur des sandwi
hs est présentée pour la validation de l'élément DMQSml(se
tion 5.3). Dans la se
tion 5.4, les résultats d'une étude de vibrations libres destru
tures 
omposites sont donnés.
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Chapitre 5Validation numérique
5.1 Introdu
tionLes performan
es de 
onvergen
e et de pré
ision du nouvel modèle élément�ni de 
oque 
ourbe (DMQSiso et DMQSml) sont évaluées à travers un ensemblede 
as-tests standards de 
oques isotropes, strati�ées et de 
oques sandwi
hs,
onsidérés 
omme sévères par les ingénieurs.Pour 
haque 
as test, le résultat obtenu est 
omparé, d'une part, à la solution deréféren
e et d'autre part, à la solution appro
hée issue de quelques éléments �nis
onnus de la littérature.
5.2 Résultats des 
as-tests standards de 
oquesisotropes. Perfrman
es de l'élément DMQSiso5.2.1 Cylindre pin
é ave
 diaphragmes rigidesUn des tests réputés sévères pour les problèmes de 
oque est 
elui d'un 
y-lindre 
ourt (L/R = 2) et min
e (R/h = 100 et L/h = 200) supporté par deuxdiaphragmes rigides à ses extrémités, et soumis à deux 
harges 
on
entrées diamé-tralement opposées �gure 5.1. Ce test permet d'examiner l'aptitude d'un élémentde 
oque à simuler des états de membrane 
omplexes, ave
 une part importantede �exion sans extension de la surfa
e moyenne, notamment au niveau des zonessolli
itées.Le problème étant symétrique, seul le huitième de la 
oque est modélisé en utili-sant des maillages réguliers (N = 2 à 16 éléments par 
�té).129
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Maillage  N=2  (2x2)  de  la  portion  ABCD Données : L = 6m ; R = 3m et h = 0.03m
ν = 0.3 ; E = 3 x 1010Conditions aux limites : U = W = θY = 0Conditions de symétrie : W = θY = θX = 0 sur ABV = θX = θZ = 0 sur BCU = θY = θZ = 0 sur CDSolli
itations en C : FZ= -0.25NFig. 5.1 � Cylindre pin
é ave
 diaphragmes. DonnéesFlugge [55℄ et Lindberg et al [86℄ ont proposé une solution de référen
e baséesur la théorie de 
oque min
e :

➤ dépla
ement WC sous la 
harge : W̄C = −WCEh/P = 164, 24 ;
➤ dépla
ement VD suivant Y : V D = −VDEh/P = 4.11Les 
ourbes de 
onvergen
e des dépla
ements WC et V D en fon
tion du nombrede degrés de liberté a
tifs �ddls� sont présentées sur les �gures 5.2 et 5.3.Les éléments de 
oque DMQSiso, DMTS [11℄ et Q4γ24 [20℄ 
onvergent defaçon monotone vers la solution de référen
e dans le 
as du dépla
ement WC . La�exion étant dominante au voisinage du point C ; la bonne performan
e de l'élé-ment DMQSiso par rapport à l'élément Q4γ24 s'explique par une représentationplus ri
he et plus pré
ise de la �exion au sein de la formulation du modèle DDM(rappelons que les rotations de la normale à la surfa
e moyenne sont interpoléesde manière quadratique). Dans le 
as du dépla
ement V D, une 
onvergen
e assezbonne est obtenue par l'élément DMQSiso mais moins bonne que 
elle obtenuepar Q4γ24.
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132 CHAPITRE 5. VALIDATION NUMÉRIQUE5.2.2 Poutre vrillée ave
 
hargements plan et hors planCe 
as-test a été proposé par [89℄ pour tester les formulations solides ou 
oquesdans le 
as de maillages distordus. Il s'agit d'une poutre vrillée en
astrée à uneextrémité et soumise à deux 
as de 
hargement 
on
entré à l'autre extrémité :une 
harge dans le plan et une autre hors plan 
omme indiqué sur la �gure 5.4. Lagéométrie vrillée d'un angle de 90° 
onduit à des éléments distordus rendant ainsi
e test assez 
omplexe. C'est pour 
ette raison que 
elui-
i est souvent 
onsidéré
omme un bon examen de validation d'éléments �nis de 
oque ave
 gau
hissementde la surfa
e moyenne, en parti
ulier les éléments quadrilatèraux à 4 n÷uds.
 

 

 

Maillage 2 x 12

Rotation de 90° entre O et A

Géométrie : L = 12m, b = 1m

Matériau : E = 29000000 Pa

ν = 0.22

Conditions limites sur BC :

U = V = W  = θX = θY = θZ = 0

Fig. 5.4 � Poutre vrillée sous 
harges 
on
entrées. Données du problèmeLes résultats obtenus par notre élément DMQSiso sont 
omparés, pour di�é-rents maillages, à la solution de référen
e proposée par [89℄ et à 
eux des élémentsDKT-CST [20℄, Q4γ-Q4 [15℄ et NHMiSP4 [11℄. Ils sont reportés respe
tivementsur les tableaux 3 et 4 pour les deux 
as de 
harges et pour deux valeurs di�érentesde l'épaisseur : h = 0, 32 et h = 0, 0032.Pour (h = 0, 32 ; tableau 5.1), l'ensemble des éléments 
onverge de façon mo-notone vers la solution de référen
e pour les deux 
as de 
harge. Dans le 
as du
hargement hors plan, les e�ets de membrane dominent 
eux de �exion au voi-sinage de l'en
astrement. La 
onvergen
e des éléments Q4γ-Q4 et DKT-CST estplus lente 
ar la partie membrane, représentée par les éléments standards bili-néaires Q4 (pour le quadrilatère) et linéaires CST (pour le triangle DKT), n'estpas assez ri
he en approximation pour simuler des e�ets membranaires domi-nants. Les éléments DMQSiso et mixte-hybride NHMiSP4 donnent de très bonsrésultats.Pour une 
oque très min
e (h = 0, 0032 ; tableau 5.2) et pour les deux 
asde 
harge, les résultats donnés par l'élément DMQSiso sont très satisfaisants.



5.2. RÉSULTATS DES CAS-TESTS STANDARDS DE COQUES ISOTROPES133Ceux des éléments Q4γ-Q4 et DKT-CST 
onvergent de façon monotone vers lasolution de référen
e. Une petite divergen
e passagère est observée pour l'élémentDKT-CST dans le 
as du maillage 4 x 24. Celui-
i re
onverge à nouveaux à partirde 6 x 36. a. Chargement dans le plan : PY = 0 , PZ = 103maillage (NxN) DMQSiso NHMiSP4 Q4γ − Q4 DKT − CST

2 x 12 5.391 5.386 5.37 5.327
4 x 24 5.398 5.406 5.39 5.367
6 x 36 5.426 5.412 5.406 5.343Référen
e : WA = 5.424b. Chargement hors plan : PY = 103 , PZ = 0maillage (NxN) DMQSiso NHMiSP4 Q4γ − Q4 DKT − CST

2 x 12 1.628 1.731 1.607 1.465
4 x 24 1.738 1.746 1.708 1.621
6 x 36 1.741 1.749 1.731 1.682Référen
e : VA = 1.754Tab. 5.1 � Poutre vrillée. Résultats des dépla
ements en A pour h = 0, 32a. Chargement dans le plan : PY = 0 , PZ = 1maillage (NxN) DMQSiso NHMiSP4 Q4γ − Q4 DKT − CST

2 x 12 5189 5186 5127 5268
4 x 24 5219 5233 5204 5203
6 x 36 5247 5244 5227 5258Référen
e : WA = 5316b. Chargement hors plan : PY = 1 , PZ = 0maillage (NxN) DMQSiso NHMiSP4 Q4γ − Q4 DKT − CST

2 x 12 1274 1272 1256 1285
4 x 24 1285 1288 1283 1282
6 x 36 1292 1291 1288 1287Référen
e : VA = 1296Tab. 5.2 � Poutre vrillée. Résultats des dépla
ements en A, pour h = 0, 00325.2.3 Coque hémisphérique pin
éeIl s'agit d'une 
oque hémisphérique min
e (R/h = 250) soumise sur sa baselibre à quatre 
harges 
on
entrées diamétralement opposées. Dans 
et exemple,



134 CHAPITRE 5. VALIDATION NUMÉRIQUEl'hémisphère subit d'importantes rotations de 
orps rigide et des déformations de�exion sans extension. Ce problème 
onstitue un bon test pour véri�er l'absen
ede blo
age en membrane et la bonne représentation des mouvements de 
orpsrigide. Pour des raisons de symétrie, seul le quart de la stru
ture est dis
rétiséen NxN éléments réguliers (N = 2 à 16 par 
�té, ave
 deux for
es unitaires selonles dire
tions axiales Ox et Oy). Les 
onditions aux limites sont libres. Toutefoispour éviter les mouvements de 
orps rigides, le dépla
ement selon Oz d'un point(B par exemple) est bloqué.La géométrie, les 
ara
téristiques mé
aniques, les 
onditions aux limites et les
onditions de symétrie sont présentées dans la �gure 5.5.Une solution de référen
e est donnée par [89℄ pour le dépla
ement radial selonl'axe (Ox ) : UA = −VB = 0, 094 m. Les résultats obtenus par le modèle DMQSisoen termes de 
onvergen
e vers la solution de référen
e sont représentés dans la�gure 5.6.Le modèle DMQSiso 
onverge assez rapidement vers la solution de référen
e etne présente au
un blo
age numérique.
 

Z, W

Y, V
X, U

P
P

A B

D

18°

DC

P

P P

P

Libre

LibreGéométrie : R = 10 m et h = 0.04mChargement : P = 2NMatériaux : E = 6.825x107Pa et ν = 0.3Conditions aux limites : W = 0 en BConditions de symétrie : V = θX = θZ = 0 sur AC
U = θY = θZ = 0 sur BDFig. 5.5 � Coque hémisphérique pin
ée. Données du problème
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5.2.4 Paraboloïde hyperboliqueLe paraboloïde hyperbolique de la �gure 5.7 est une 
oque min
e à double
ourbure en
astrée à ses bords et soumise à une pression externe uniforme fz =
0, 01kg/cm3. Sa proje
tion sur le plan (xy) est 
arrée de base 2a x 2a . Les don-nées géométriques et mé
aniques sont présentées sur la �gure 5.7.Ce test, proposé par [24℄ et [40℄, tient 
ompte du gau
hissement de la 
oque et
onvient don
 parfaitement au modèle DMQSiso isoparamétrique proposé dans
e travail. La 
ourbe de 
onvergen
e du dépla
ement normal Wo au 
entre enfon
tion du nombre d'éléments sur 
haque 
�té (N = 4, 6, 8, 10, 12 et 16) estprésentée sur la �gure 5.8. Nous avons présenté également les résultats relatifsà l'élément de 
oque min
e DKQ24 [20℄ (4 n÷uds et 6ddl/n÷ud) formulé enfa
ettes planes, pour mettre en éviden
e leur divergen
e lorsque le gau
hissementde la surfa
e moyenne n'est pas pris en 
onsidération au niveau de la formulationélémentaire.Une 
onvergen
e monotone vers la solution de référen
e est obtenue par lemodèle proposé DMQSiso et le modèle Q4γ − Q4. L'élément DKQ24 (fa
etteplane, matri
e [bc] = 0) diverge faiblement en augmentant le nombre d'éléments.
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a2 XYDonnées : E = 28500Kg/
m2; ν = 0.4 et h = 0.8Conditions limites sur ABCD : U = V = W = θX = θY = θZCharge normale uniforme : fZ = 0.01kg/m3Fig. 5.7 � Paraboloïde hyperbolique sous pression externe. Données du problème
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5.3. APPLICATION AUX COQUES COMPOSITES ORTHOTROPES ETMULTICOUCHES1375.3 Appli
ation aux 
oques 
omposites orthotropeset multi
ou
hes.Performan
es de l'élément DMQSml5.3.1 Cylindre orthotrope sous pression interneIl s'agit d'un 
ylindre 
onstitué d'une 
ou
he de matériau orthotrope, en
astréà ses deux extrémités et soumis à une pression interne. La symétrie du problèmepermet d'étudier un huitième du 
ylindre (portion ABCD) en 
onsidérant unmaillage 10 x 5 (10 éléments selon la 
ir
onféren
e et 5 selon la longueur). Les
ara
téristiques géométriques et mé
aniques ainsi que les 
onditions aux limitessont montrées sur la �gure 5.9.
 

3 
2 

1 

R = 0.508 m  - L = 0.508 m 

h = 0.0254 m 
 
Matériau :  1couche à 0°/x 

E1 = 1.379 10
10

 Pa 

E2 = 5.1711 10
10

 Pa 

G12 = 8.6184 10
9
 Pa 

G13 = G23 = 4.3092 10
9
 Pa 

ν12= 0.0667 
 
Conditions aux limites 

sur AB : U=V=W=θX=θY=θZ=0 

sur BC : W=θX=θY=0 

sur AD : U=θY=θZ=0 

sur DC : V=θX=θZ=0 
 
Chargement : 

Pression interne p = 1 Pa 

X 

Y 
Z 

Fig. 5.9 � Cylindre orthotrope sous pression interne. Données du problèmeNous avons évalué les dépla
ements maximaux aux points C et D. Les résul-tats sont donnés dans le tableau 5.3, pour l'élément DMQSml. Ils sont 
omparés àl'élément de 
oque plane DMTS [11℄, aux éléments mixtes MiSP3-CST et MiSP4-Q4 [15℄ et à l'élément DSQ24 [80℄. Les �è
hes maximales sont d'égales valeurs auxpoints C et D, puisque le 
ylindre orthotrope présente un problème mé
aniqueave
 un 
omportement radial de la solution. Cela est véri�é numériquement ave
notre modèle DMQSml, l'élément quadrilatéral MiSP4_Q4 et DSQ24, mais pasave
 les deux éléments triangulaires MiSP3-CST et DMTS, du fait de l'orienta-tion du maillage. Les résultats numériques obtenus par DMQSml restent les pluspro
hes de la solution de référen
e par rapport aux autres éléments, ave
 uneerreur relative de 0,5967%.



138 CHAPITRE 5. VALIDATION NUMÉRIQUEFlè
hes maximales aux points D et C (10−9m)DMQSml DMTS MiSP3-CST MiSP4-Q4 DSQ24Thé. 
oque min
e 0.672 D : 0.616 D : 0.612 0.684 0.677
0.663 C : 0.685 C : 0.689Erreur -WD 0.5967% 7.1% 7.7% 3.2% 2.1%Tab. 5.3 � Cylindre orthotrope sous pression interne. Dépla
ement maximum

5.3.2 Étude d'une plaque sandwi
h non-symétriqueUne plaque 
arrée Sandwi
h 
omposée de trois 
ou
hes, simplement suppor-tée, est soumise à un 
hargement uniforme fz. Les données géométriques et mé-
aniques ainsi que les 
onditions aux limites sont données sur la �gure 5.10. Lespeaux sont 
onstituées d'un matériau orthotrope.Ce 
as test a été traité en 
hapitre 3, mais dans le présent 
as, la strati�
ationn'est pas symétrique (h1 = 0.3h ; h2 = 0.6h et h3 = 0.1h) et par 
onséquent, ilfaut prendre en 
ompte l'e�et de 
ouplage �exion-membrane. Ainsi les modulesélastiques du matériau 
onstituant le 
÷ur sont 
eux du matériau des peaux divi-sés par dix. La plaque épaisse (L/h = 10) étant 
arrée, la double symétrie permetde modéliser le quart du domaine ave
 un maillage 6x6.Une solution 3D de la �è
he au 
entre de la plaque est donnée par Srinivas[130℄. Les résultats sont donnés sous la forme adimensionnelle suivante :
w̄ =

wG12 (2)

hq0

(5.1)Les valeurs de dépla
ement au 
entre de la plaque, 
omparées à 
elles donnéespar les éléments �nis suivants issus de la littérature (DSQ [80℄, HMiSP4/Q4/ml[134℄ et Heterosis [104℄) sont repportées sur le tableau 5.4.Nos résultats sont plus pro
hes de 
eux donnés par le modèle Heterosis.
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L 

x 

y 

A 
B 

C D 

L 

h 

1 

2 

3 
h/2 

2h/5 

-h/5 

-h/2 

0.1h 

0.6h 

0.3h 

3 Couches 0°/0°/0°Géométrie : L = 1000 mm et h = 100 mm ; h1 = 30 mm ; h2 = 60 mmet h3 = 10 mmMatériau � Orthotrope � : 3 
ou
hes non symétriques (0°/0°/0°)Peau : E1 = 3.4156 Pa ; E1 = 1.793 Pa et ν12 = 0.44
G12 = 1 Pa ; G13 = 0.608 Pa et G23 = 1.015 PaC÷ur : E1= 0.34156 Pa ; E1 = 0.1793 Pa et ν12 = 0.44
G12 = 0.1 Pa ; G13 = 0.0608 Pa et G23 = 0.1015 PaConditions aux limites : w = θy = 0 sur AB ; u = θy = 0 sur BC

w = θx = 0 sur CD et w = θx = 0 sur DAChargement uniforme : q0 = 1N/mm2Fig. 5.10 � Plaque 
arrée sandwi
h non symétrique simplement supportée sous
hargement uniforme. Données du problème
Modèles Heterosis DSQ HMiSP4/Q4/ml DMQSml Sol. 3D[104℄ [80℄ [134℄ [130℄

w̄c

(

L
2
, L

2
, 0
) 34.92 34.55 36.136 34.81 34.55Erreur % 1.071 0 4.590 0.753Tab. 5.4 � Plaque 
arrée Sandwi
h non symétrique simplement supportée sous
hargement uniforme. Dépla
ement maximum



140 CHAPITRE 5. VALIDATION NUMÉRIQUE5.3.3 Cylindre strati�é simplement supporté sous 
harge-ment sinusoïdalIl s'agit d'un 
ylindre relativement long (L = 80 et R = 20) simplementsupporté qui est soumis à un 
hargement sinusoïdal q = q0sin(πx/L)cos(4θ).Pour 
e type de 
hargement, l'a

roissement de 
harge est rapide d'un élémentà un autre sur la 
ir
onféren
e. Il est 
omposé d'une strati�
ation à 10 
ou
hes(5 
ou
hes symétriques : [90°/0°/90°/0°/90°]s) de même épaisseur (Fig. 5.11). Ceproblème a été étudié en 1989 par Ren [126℄ qui a proposé une solution analytique.Il a été repris en 1991 par Varadan et al [140℄ pour proposer une solution basée surl'élasti
ité 3D. Les résultats sont donnés sous la forme adimensionnelle suivante :
w̄C =

100ET

q0S4h
wC ; S =

R

h
(5.2)

Maillage 16x20

C

B

D

A

Propriétés des matériaux : EL = 25x106 ; ET = 1x106(en psi) GLT = 0.5x106 ; GTT = 0.2x106

ν = 0.25Conditions aux limites : sur AD : U = W = θY = 0sur AB : W = θX = θY = 0Conditions de symétrie : sur BC : V = θX = θZ = 0sur CD : U = θY = θZ = 0Strati�
ations : [90°/0°/90°/0°/90°]sFig. 5.11 � Cylindre strati�é simplement supporté sous 
hargement sinusoïdal.Géométrie et données



5.3. APPLICATION AUX COQUES COMPOSITES ORTHOTROPES ETMULTICOUCHES141Sur le tableau 5.5, nous avons présenté les valeurs de la �è
he maximale aupoint C. Elles sont 
omparées aux résultats de référen
e et à 
eux obtenus par lemodèle de plaque d'ordre supérieur EHOST (E�
ient Higher Order Shell Theory)[90℄ (élément quadrilatéral doublement 
ourbe à 9 n÷uds et 5 ddl/n÷ud, proposépour des 
oques 
omposites strati�ées symétriques). Celui-
i prend en 
ompte l'ef-fet de Zig-Zag asso
ié à la théorie d'ordre supérieur, 
e qui améliore les résultatsde manière signi�
ative.L'erreur (%) est 
al
ulée par rapport à la solution d'élasti
ité 3D.Pour un maillage de (16x20), nous remarquons bien que le pour
entage d'er-reur de nos résultats par rapport à la solution 3D diminue dès qu'on réduise lavaleur de l'épaisseur h (une erreur de 4,2165% par exemple pour h = 0,2).Nous expliquons l' é
art entre la solution numérique obtenue par notre modèleet les solutions de référen
e par les imperfe
tions géométriques des maillages, enparti
ulier lorsque le rayon est relativement petit par rapport à L, ainsi lorsque
(L/h ≤ 50) .Pour améliorer nos résultats, nous avons ra�né le maillage pour avoir le mêmenombre de ddl (2665) 
omme le modèle EHOST. Les valeurs de dépla
ement sonten bon a

ord ave
 
elles obtenues par EHOST pour les trois élan
ements de L/h.

wC (0, L/2, R) = 100ET

q0S4h
wCNHMiSP4/ml DMQSml DMQSml EHOST Sol. Elas.(20 x 20) (16 x 20) (40 x 12) (20 x 6) Analy. 3DL/h 4 n÷uds et 4 n÷uds et 9 n÷uds et [126℄ [140℄5ddl/n÷ud 5ddl/n÷ud 5ddl/n÷ud2665 ddl 2665 ddl10 1.015 0.971 1.371 1.373 1.369 1.38Er. 26.45 29.6637 0.652 0.50750 0.549 0.656 0.764 0.7613 0.762 0.7622Er. 27.97 13.933 0.236 0.118100 0.471 0.6525 0.629 0.6256 0.6255 0.6261Er. 24.77 4.2165 0.463 0.0798Tab. 5.5 � Cylindre simplement supporté sous 
hargement sinusoïdal. Flè
he aupoint C



142 CHAPITRE 5. VALIDATION NUMÉRIQUE5.3.4 Panneau 
ylindrique simplement supporté sous 
har-gement sinusoïdalUn panneau 
ylindrique simplement supporté est soumis à un 
hargementsinusoïdal :
q = q0sin(πy/L).sin(πθ/φ) ; φ = π/3, L = 30, R = 5 (5.3)Il est 
omposé d'une strati�
ation à 3 
ou
hes (90°/0°/90°). Les 
onditions auxlimites et les propriétés du problème sont données par la �gure 5.12. Le tableau5.6 présente les résultats de la �è
he au 
entre du panneau, il montre que notremodèle DMQSml à quatre n÷uds 
onverge vers les solutions de référen
e. Le 
al-
ul d'erreur est donné par rapport aux résultats de l'élasti
ité tridimensionnelle.

B

D

C

A

Propriétés des matériaux : EL = 25x106 ; ET = 1x106(en psi) GLT = 0.5x106 ; GTT = 0.2x106

ν = 0.25Conditions aux limites : sur AD : V = W = θX = θY = θY Z = 0sur AB : U = W = θX = θY = θY Z = 0Conditions de symétrie : sur CD : U = θY = θZ = 0sur BC : V = θX = θZ = 0Strati�
ation : 90°/0°/90°Fig. 5.12 � Panneau 
ylindrique simplement supporté sous 
hargement sinusoï-dal. Données du problèmePour R/h = 5 (
as d'une 
oque épaisse ave
 e�et de CT important) et R/h= 20 (
oque min
e ave
 e�et de CT modéré), le pour
entage d'erreur entre nos



5.4. ÉTUDE DES VIBRATIONS LIBRES DE STRUCTURES COMPOSITES143valeurs et 
elles de la solution 3D est relativement important. Par 
ontre, pourR/h = 10 (
oque épaisse), l' erreur par rapport à la solution 3D n'est que de4,45%.L'é
art entre la solution numérique obtenue par notre modèle et la solutiontridimentionnelle [126℄ peut s'interpréter par l'in�uen
e du CT et par les imper-fe
tions géométriques des maillages.
wC (0, L/2, 0) = 100ET

q0S4h
wCL/h NHMiSP4/ml DMQSml DMQSml DMQSml EHOST Elas. 3DErr.% (20 x 20) (8 x 8) (6 x 20) (20 x 6) (20 x 6) [126℄5 3.221 2.99 3.0992 3.0208 3.862 3.694Err. % 12.805 19.057 16.101 18.224 4.54810 1.247 1.647 1.659 1.662 1.579 1.577Err.% 20.926 4.451 5.199 5.402 0.12720 0.821 1.289 1.286 1.31375 1.013 1.017Err.% 19.272 26.745 26.475 29.1789 0.393Tab. 5.6 � Panneau 
ylindrique simplement supporté sous 
hargement sinusoïdal.Convergen
e de la �è
he au 
entre

5.4 Étude des vibrations libres de stru
tures 
om-posites5.4.1 Vibrations libres d'une pale de ventilateur isotropeDans le but d'évaluer les performan
es dynamiques de notre élément, nousavons déterminé les fréquen
es et modes propres d'une pale de ventilateur (Fig.5.13). Il s'agit d'un panneau 
ylindrique en
astré à une extrémité 
ourbe, lesautres 
�tés étant libres. Le matériau est 
onsidéré 
omme homogène isotrope.Les fréquen
es propres de référen
e ont été obtenues expérimentalement par Olsonet Linberg [102℄.Le tableau 5.7 regroupe les fréquen
es 
al
ulées et mesurées pour les six premiersmodes. La plupart des fréquen
es 
al
ulées sont en bon a

ord ave
 les mesuresexpérimentales.
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F 

E 

S 

Géométrie (en mm) : R = 609.6 ; L = S = 304.8 eth = 3.048Propriétés des matériaux : E1 = 206.843 GPa ; ν = 0.3
ρ = 7.833 x 103 Kg/m3Conditions aux limites : sur DC : u = v = w = θx = θy = 0Conditions de symétrie : sur EF : u = θy = 0Conditions d'antisymétrique : sur EF : v = w = θx = 0Fig. 5.13 � Vibrations libres d'une pale de ventilateur. Données du problèmeMaillage Élément\mode 1 2 3 4 5 6DMQSiso 68.8 104.1 270.8 271.0 406.2 903.22 x 2 Erreur % 19.57 22.57 4.55 22.79 2.83 70.1HQS20 [23℄ 83.4 147.2 241.8 396.5 407.3 606.4Erreur % 2.55 9.44 6.64 12.96 3.12 14.19DMQSiso 88.0 139.4 273.8 357.3 385.3 619.94 x 4 Erreur % 2.80 3.63 5.71 1.79 2.31 16.75HQS20 [23℄ 85.52 141.5 245.7 370.6 410.9 554.8Erreur % 0.09 5.23 5.12 5.6 3.89 4.48DMQSiso 87.4 140.2 253.6 354.8 393.2 559.18 x 8 Erreur % 2.06 4.21 2.08 1.10 0.45 5.29HQS20 [23℄ 85.7 139.3 246.58 349.5 392.14 535.26Erreur % 0.14 3.59 4.79 0.43 0.72 0.80Exp [102℄ 85.6 134.5 259.0 351.0 395.0 531.0Tab. 5.7 � Vibrations libres d'une pale de ventilateur. Fréquen
es propres (Hz)



5.4. ÉTUDE DES VIBRATIONS LIBRES DE STRUCTURES COMPOSITES1455.4.2 Vibrations libres de panneaux 
ompositesCet exemple a été traité par Crawley [41℄. L'étude 
on
erne trois panneaux
ylindriques de même dimension ave
 di�érentes séquen
es d'empilements (Fig.5.14) : [02/ ± 30]s , [0/ ± 45/90]s , [±45]2s. Les plis sont en 
arbone-Epoxy. Lespanneaux sont en
astrés sur un 
�té 
ourbe et libres sur le reste du 
ontour.Dans les travaux de Crawley [41℄, les 5 premières fréquen
es propres et les modes
orrespondants sont déterminés expérimentalement et numériquement à l'aided'un modèle élément �ni de 
oque à 8 n÷uds et 5 ddl par n÷ud tenant 
omptedes e�ets du CT.

S 

 
θ 

Géométrie (mm) : R = 127 ; L = 152 ; S = 76 ; h = 1.04Matériau : E1 = 128GPa ; E2 = 11GPa et ν12 = 0.25
G12 = 4.486GPa ; G13 = 1.53GPa et ρ = 1.5x103Kg/m3Conditions aux limites :
u = v = w = θx = θy = θZ = 0 sur ADStrati�
ations : 1. [02/ ± 30]s : k1 = 0.848 et k2 = 0.8062. [02/ ± 45/90]s : k1 = 0.897 et k2 = 0.7023. [±45]2s : k1 = 0.833 et k2 = 0.833Fig. 5.14 � Vibrations libres de panneaux 
omposites. Données du problèmeNous avons simulé les 5 premières fréquen
es propres ave
 un maillage 8 x 16(16 segments sur les 
�tés re
tilignes) et nous avons 
onfronté nos résultats à 
euxobtenus ave
 l'élément HQS20 (Bouabdallah [23℄) et 
elui de Crawley. L'ensembledes résultats numériques est 
omparé à la solution de référen
e expérimentale.Rappelons que l'élément �ni du premier ordre HQS20 est quadrilatéral à 4 n÷udset 5 ddl/n÷ud et est basé sur une formulation de 
oque 
ylindrique.



146 CHAPITRE 5. VALIDATION NUMÉRIQUELes trois premières fréquen
es appro
hées par notre modèle multi
ou
he DMQSmlsont en bon a

ord ave
 les résultats expérimentaux, pour les deux 
as de strati-�
ations : [±45]2s et [0/ ± 45/90]s. Pour une strati�
ation [02/ ± 30]s, la se
ondeet la 
inquième fréquen
e présentent une di�éren
e par rapport aux résultatsexpérimentaux.Strati�
ations Mode Exp. Cal
ul HQS20 (8x16) DMQSml[41℄ [41℄ [23℄ (8x16)1 185.0 165.7 167.2 1392 254.1 289.6 292.4 160
[02/ ± 30]s 3 555.6 597.1 606.2 5194 670.0 718.5 724.6 7575 794.0 833.3 848.6 983.211 177.0 192.4 193.1 181.582 201.8 236.1 236.3 233.32

[0/ ± 45/90]s 3 645.0 705.8 709.3 659.744 754.0 808.2 823.4 1085.765 884.8 980.6 1001. 1447.41 145.3 147.0 143.7 1822 222.0 238.0 234.1 218
[±45]2s 3 712.0 768.1 754.4 6764 774.2 812.1 801.4 8845 997.0 1038. 1054. 1016Tab. 5.8 � Vibrations libres de panneaux 
omposites. Fréquen
es propres (Hz)



Chapitre 6Con
lusions générales &perspe
tives
Con
lusions généralesDans 
e travail, un nouveau modèle variationnel dis
rêt est proposé : le mo-dèle DDM (Displa
ement Dis
rete Mindlin). Les éléments �nis de plaque et de
oque qui y sont développés ont pour obje
tif d'alimenter les 
odes de 
al
ul desstru
tures ave
 des éléments �nis qui soient simples de géométrie (un nombreminimum de n÷uds et de ddl par n÷ud), robustes et e�
a
es du point de vuepré
ision et 
onvergen
e. Ils devront être en mesure d'analyser des stru
turessandwi
hs et multi
ou
hes quelque soit le nombre de 
ou
hes.Pour développer nos modèles , deux appro
hes géométriques sont utilisées :l'appro
he par fa
ettes planes pour formuler l'élément de plaque et l'appro
he dusolide isoparamétrique 3D dégénéré pour formuler l'élément de 
oque. Les deuxmodèles sont basés sur la théorie du premier ordre de Reissner-Mindlin, prenanten 
ompte les e�ets du CT dans la dire
tion de l'épaisseur.L'originalité du modèle DDM réside dans l'introdu
tion d'hypothèses dis-
rètes, dites � modi�ées � de Mindlin. Celles-
i autorisent l'élimination de ddlrotationnels au milieu des bords élémentaires, utilisés pour enri
hir le 
hamp des
ourbures de �exion. Le modèle initial, qu'il soit de plaque ou de 
oque, est qua-drilatéral à 8 n÷uds, ave
 une approximation quadratique des rotations de lanormale. Il garde sa forme quadrilatérale mais il passe à 4 n÷uds tout en main-tenant le nombre de ddl par n÷ud à trois pour la plaque et à 
inq (ou six) pourla 
oque.Pour des raisons de simpli
ité et suite à des di�
ultés ren
ontrées lors dela formulation du modèle de 
oque multi
ou
he DMQSml, nous avons dans unpremier temps formulé l'élément en dépla
ement de plaque, que nous avons bap-tisé DMQPml (Dis
rete Mindlin Quadrilateral for Plates multilayer). La solutionidéale est de partir d'une formulation en dépla
ement relativement 
omplexe,147
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 des hypothèses 
inématiques et mé
aniques dis
rètes dé�nies lo
alement (auniveau élémentaire), et d'un élément �ni à 8 n÷uds pour arriver en �n de par-
ours à un élément à 4 n÷uds en gardant sensiblement des pré
isions identiquesà 
elles des éléments quadratiques à 8 n÷uds. Il est évident que 
ette te
hnique,une fois utilisée dans la formulation de 
oque, verra sa 
omplexité évoluée dansun formalisme variationnel de 
oque isoparamétrique 
ourbe, où il est questionde déformations 
ovariantes de CT asso
iées à des déformations 
urvilignes debord.L'originalité du modèle de plaque DMQPml est l'extension du modèle de ka-tili, proposé initialement pour les plaques homogènes isotopes, au 
as des plaques
omposites multi
ou
hes. Ce
i a été possible grâ
e à l'introdu
tion d'une nouvellehypothèse mé
anique dis
rète modi�ée de Mindlin.Une formulation qualitative d'éléments �nis de plaques ne peut être 
omplètesans une extension aux 
oques de forme quel
onque. Nous avons en 
onséquen
edéveloppé deux modèles d'éléments �nis isoparamétriques 
ourbes à 4 n÷udspour l'analyse des 
oques isotropes et 
omposites multi
ou
hes. L'introdu
tionde la notion de repère 
onvariant naturel et 
ontravariant autorise la prise en
ompte, dans la formulation théorique, du gau
hissement des 
oques.Le modèle de 
oque isotrope baptisé DMQSiso (Dis
rète Mindlin Quadrila-teral for Shells) est formulé en dépla
ement. Le prin
ipal apport réside dans lamanière de présenter les 
ontributions en �exion et en CT au niveau variation-nel. Le modèle multi
ou
he DMQSml est formulé sur la base de l'élément isotropeDMQSiso, la première hypothèse 
inématique reste la même puisqu'elle ne faitpas intervenir les termes de 
omportement. Par 
ontre, la deuxième hypothèsemé
anique est modi�ée pour prendre en 
ompte le 
ara
tère multi
ou
he des
omposites.Les tests e�e
tués ont montré une absen
e de verrouillage en membrane etCT pour l'ensemble de nos éléments. Les éléments DMQPml et DMQSml nousont permis d'obtenir, pour les plaques et les 
oques 
omposites, de bons résul-tats dans les domaines statique et dynamique ( vibrations libres). En parti
ulier,les in
onnues de type global tels que les dépla
ements ou les fréquen
es propressont toujours bien estimées ave
 des maillages relativement � grossiers �. Pourle 
al
ul de 
e type d'in
onnues, il semble don
 moins utile d'utiliser des théo-ries plus 
omplexes qui génèrent souvent de nouvelles di�
ultés (
onditions auxlimites, 
onvergen
e dans le 
as min
e vers la théorie de Kir
hho�). En 
e qui
on
erne les 
ontraintes tridimensionnelles, nous avons obtenu de bons résultatssur de nombreux exemples numériques par le modèle DMQPml. En outre, nousavons montré que toutes les 
onditions théoriques de 
ontinuité sont satisfaitesexa
tement. Dans 
ertains 
as- limites de plaques épaisses et 
omportant peude 
ou
hes, les erreurs sur les 
ontraintes planes peuvent être lo
alement assezimportantes, le problème étant alors purement tridimensionnel. Dans le 
hapitre3, nous avons exprimé les 
ontraintes de CT en fon
tion des e�orts tran
hants àl'aide des équations d'équilibre. Cela signi�e que l'on 
onnaît a priori, à un fa
teur



149multipli
atif près, une bonne approximation de la distribution de 
es 
ontraintes.Nous avons 
onfronté notre modèle DMQPml à une dizaine de modèles de théoriesd'ordre supérieur. Les résultats obtenus des 
ontraintes de CT sont très pro
hesde 
eux des modèles d'ordre supérieur, voire meilleur dans 
ertaines situations.Perspe
tivesEn guise de perspe
tives à 
e travail de re
her
he, nous envisageons de déve-lopper les aspe
ts suivants :
➤ Améliorer les distributions des 
ontraintes planes à travers l'épaisseur, en
onsidérant un gau
hissement non 
onstant de la se
tion ;
➤ Développer le modèle DMQPml ave
 la même originalité : partir d'un élé-ment à huit n÷uds et arriver à un élément à quatre n÷uds seulement, enadaptant une théorie d'ordre supérieur ;
➤ Développer l'analyse non-linéaire géométrique pour le 
al
ul des 
on�gu-rations pré et post-�ambement, en étudiant l'in�uen
e du CT ;
➤ Développer l'analyse non-linéaire matérielle, prenant en 
ompte l'endom-magement dans les stru
tures 
omposites ;
➤ Elaborer une démar
he de 
on
eption d'emballages de transport en 
artonondulé, visant à estimer au mieux la résistan
e à la 
ompression verti
ale.Celle-
i pourrait être évaluée qualitativement en exploitant le formalismenon-linéaire, envisagé pré
édemment, sur une stru
ture sandwi
h, en l'o
-
urren
e le 
arton ondulé. Il 
onviendrait de prendre en 
ompte le 
onta
tentre le plateau de 
ompression et le 
arton ondulé, ainsi qu'un 
omporte-ment élastique ou vis
oélastique 
ouplé à l'endommagement.
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Annexe ARappel sur les 
oquesisoparamétriques (Les aspe
tsgéométrique et 
inématique deDDM) 9
A.1 Cinématique des 
oques de forme quel
onqueA.1.1 Des
ription de la surfa
e moyenneBases 
ovariante ou paramétrique et 
ontravariante au point p :Nous avons 
onsidéré la surfa
e moyenne A 
omme une surfa
e de référen
e,dé
rite par deux 
oordonnées paramétriques ou 
urvilignes (ξ, η) (Fig. 4.1). Leve
teur position d'un point p de la surfa
e moyenne, dans la 
on�guratoin C(t),est dé�nit dans la base 
artésienne globale (−→i ,

−→
j ,

−→
k
) par :

−→x p(ξ, η) = Xp(ξ, η)
−→
i + Yp(ξ, η)

−→
j + Zp(ξ, η)

−→
k (A.1)Une é
riture de l'expression de l'élément di�érentiel d−→x p au point p permetde dé�nir les deux ve
teurs d'une base dite 
ovariante ou naturelle −→a 1 et−→a 2 :

d−→x p(ξ, η) = −→a 1dξ + −→a 2dη ; −→a 1 = −→x p,ξ et −→a 2 = −→x p,η (A.2)
−→a 1 et −→a 2 sont tangents à leurs dire
tions respe
tives ξ et η. On peut dé�nirune base 
ovariante tridimentionnelle (−→a 1,

−→a 2,
−→n ) ou sous forme matri
ielle

[F0p] = [−→a 1,
−→a 2,

−→n ]. −→a 1 et −→a 2 ne sont pas né
essairement orthogonaux. Leve
teur unitaire −→n normal au plan tangent (−→a 1,
−→a 2) est dé�ni par l'expressionve
torielle suivante :9DDM : Displa
ement Dis
rete Mindlin 163
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−→n =

−→a 1 ∧ −→a 2

|−→a 1 ∧ −→a 2|
(A.3)Une autre base, dite 
ontravariante ou duale, notée [−→a 1, −→a 2, −→n ], est né
es-saire 
ar elle permet de fa
iliter la représentation de 
ertains tenseurs importants,utilisés par notre modèle DMQS. Elle est dé�nie telle que :

[F0p]
−1 [F0p] = [I] ; [F0p]

−T =
[−→a 1 −→a 2−→n

] (A.4)
−→a 1 et−→a 2 sont deux ve
teurs tangents de 
ette 2ème base, ils sont orthogonauxà −→a 1 et −→a 2 respe
tivement :

−→a 1 • −→a 2 = −→a 2 • −→a 1 = 0 et −→a 1 • −→a 1 = −→a 2 • −→a 2 = 1 (A.5)Une relation entre les ve
teurs des deux bases s'obtient à partir de l'équation(A.4) et de l'expression suivante du tenseur métrique [a] de la surfa
e moyenne,dé�ni en 
al
ulant le 
arré de la longueur du ve
teur élément di�érentiel d~xp :
[a] =

[

a11 a12

a21 a22

]

=

[ −→a 1.
−→a 1

−→a 1.
−→a 2−→a 2.

−→a 1
−→a 2.

−→a 2

]

(symétrique : a21=a12)En notant a = det [a], et d'après l'équation (A.4), on peut é
rire :
−→a 1 =

1

a
(a22

−→a 1 + a12
−→a 2) ; −→a 2 =

1

a
(a21

−→a 1 + a11
−→a 2) (A.6)Le ve
teur élément di�érentiel d'aire d

−→
A (utile pour le 
al
ul intégral dumodèle DMQS) s'é
rit, 
onnaissant l'expression du ve
teur normale ~n :

d
−→
A = −→a 1dξ ∧ −→a 2dη = |−→a 1 ∧ −→a 2| dξdη−→n

dA = |−→a 1 ∧−→a 2| dξdη =
√

adξdη
(A.7)Repère tangent orthonormé :Ce repère lo
al au point p, de base 
artésienne orthonormée [Q] =

[−→
t 1

−→
t 2

−→n
],est 
hoisi 
omme repère de base dans lequel seront dé�nies 
ertaines 
omposantesdes tenseurs de déformations et de 
ontraintes du modèle de dépla
ement DMQS.Il n'existe pas de règles parti
ulières pour le 
al
ul de la base [Q], nous pouvons
hoisir de dé�nir par exemple le ve
teur −→

t 1 
omme étant porté par le ve
teur
ovariant −→a 1 et normalisé par rapport à son module, nous é
rivons :
[Q] =

[−→
t 1

−→
t 2

−→n
] ; ave
 −→

t 1 =
−→a 1

|−→a 1|
et −→t 2 = −→n ∧−→

t 1 (A.8)
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hoix permet e�e
tivement de 
onstruire un repère lo
al orthonormé aupoint p. Il présente néanmoins un in
onvénient, 
elui d'être dépendant de la nu-mérotation des n÷uds dans la dé�nition des deux ve
teurs tangents, en parti
ulierlorsqu'il s'agit d'éléments triangulaires. Pour palier à 
et in
onvénient, nous avons�nalement 
hoisi, pour notre élément �ni de 
oque, la méthode proposée par Ba-toz & Dhatt, qui permet d'obtenir un repère orthonormé unique au point p de lasurfa
e moyenne, 
onnaissant les 
omposantes de la normale −→n (nX , nY , nZ). Lamatri
e [Q] s'é
rit dans 
e 
as
[Q] =

[−→
t 1

−→
t 2

−→n
]

=





C + An2
Y −AnxnY nX

−AnXnY C + An2
Y nY

−nX −nY nZ



 (A.9)
A =

1

1 + C
; C = ~n • ~k = nz ; 1 + C 6= 0

(

~k 6= ~n
)Cette matri
e est obtenue par une rotation rigide du repère (

−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) autourde l'axe −→

k ∧ −→n de telle sorte que le ve
teur −→
k 
oin
ide ave
 la normale −→naprès la rotation, −→n est supposé non parallèle à −→

k . Si 1 + C = 0, 
'est à dire
(−→

k ≡ −−→n ;
−→
t 1 ≡

−→
i ;

−→
t 2 ≡ −−→

j
), dans 
e 
as la matri
e[Q] prendra la formesuivante :

[Q] =
[−→

t 1
−→
t 2

−→n
]

=





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



 (A.10)A.1.2 Des
ription d'un point quel
onqueBase 
ovariante au point q :Le ve
teur position d'un point matériel quel
onque de la 
oque, noté q, etsitué à une distan
e z de la surfa
e moyenne, est dé�ni par :
−→x q(ξ, η, ζ) = −→x p(ξ, η) + z−→n (ξ, η) (A.11)

z = ζ
h

2
; − 1 ≤ ζ ≤ +1 (A.12)Une approximation du ve
teur −→x q, ave
 une approximation bilinéaire en (ξ, η)pour les ve
teurs −→x p et ~n, est donnée par :

−→x q(ξ, η, ζ) =

4
∑

i=1

Ni (ξ, η)

(

−→x pi + ζ
h

2
~ni

) (A.13)
Ni =

1

4
(1 + ξiξ) (1 + ηiη) ; (ξi = ±1 ; ηi = ±1)
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riture de l'élément di�érentiel d−→x q permet de dé�nir une base 
ova-riante au point q, notée (−→a 1ζ ,
−→a 2ζ ,

−→n ) :
{d−→x q} = [Fζ ] {dξ} ; [Fζ ] = [−→a 1ζ

−→a 2ζ
−→n ] = [F0] + ζ [Fn] (A.14)

[F0] =

[

−→a 1
−→a 2

h

2
−→n
]

; [Fn] =

[

h

2
−→n ,ξ

h

2
−→n ,η 0

] (A.15)
det [F0] =

h

2
(−→a 1 ∧−→a 2) .−→n =

h

2

√
a (A.16)

~a1 =
4
∑

i=1

Ni,ξ
−→x pi ; ~a2 =

4
∑

i=1

Ni,η
−→x pi ; ~n =

4
∑

i=1

Ni
−→n i (A.17)

~n,α =
4
∑

i=1

Ni,α
−→n i ; (α = ξ, η) ; 〈xpi〉 = 〈Xi Yi Zi〉La matri
e [Fζ ] est linéaire en ζ .Dé�nition d'un élément de volume :Un élément de volume dV au voisinage du point quel
onque q est dé�ni par :

dV = det [Fζ ] dξdηdζ (A.18)Pour 
al
uler le det [Fζ ] on é
rit la matri
e[Fζ ] en fon
tion de [F0] 
ommesuit :
[Fζ ] = [F0] ([I] + ζ [bn]) (A.19)

[bn] = [F0]
−1 [Fn] =





bn11 bn12 0
bn21 bn22 0
0 0 0



 =
h

2





−→a 1.−→n ,ξ
−→a 1.−→n ,η 0

−→a 2.−→n ,ξ
−→a 2.−→n ,η 0

0 0 0



 (A.20)Ainsi det [Fζ], s'é
rit :
det [Fζ ] = µ(ζ)det [F0] (A.21)

µ(ζ) = det ([I] + ζ [bn]) = 1 − ζhH + ζ2h2

4
K (A.22)

H = −1

h
(bn11 + bn22) = −1

2

(−→a 1.−→n ,ξ + −→a 2.−→n ,η

)
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K =

4

h2
(bn11bn22 − bn12bn21) =

(−→a 1.−→n ,ξ

) (−→a 2.−→n ,η

)

−
(−→a 1.−→n ,η

) (−→a 2.−→n ,ξ

)H et K sont respe
tivement les 
ourbures moyenne et totale (gaussiennes).L'élément de volume dV s'é
rit en fon
tion de µ(ζ) :
dV = µ(ζ)

h

2

√
adξdηdζ (A.23)Base 
ontravariante au point q :Par l'utilisation de l'équation (A.19), nous avons trouvé l'expression de la base
ontravariante [Fζ ]

−1 en un point q :
[Fζ ]

−1 =
(

[I] + ζ [bn]−1) [F0]
−1 =

(

[

I
]

+
ζ

µ (ζ)

[

b
]

−1
)

[F0]
−1 (A.24)ave
 :

[

I
]

=





1/µ (ζ) 0 0
0 1/µ (ζ) 0
0 0 1/µ (ζ)



 ;
[

b
]

=





bn22 −bn12 0
−bn21 bn11 0

0 0 0



 (A.25)Passage du repère naturel au repère tangent :Le passage du repère naturel ou 
ouvariant (ξ, η, ζ), au repère tangent 
arté-sien (x, y, z), permet de dé�nir une matri
e très importante [Cζ], qui va prendraen 
ompte le gau
hissement de la 
oque.
[Cζ ] est une matri
e dont les termes sont équivalents à 
eux de la matri
eja
obienne inverse pour le 
as d'une 
oque à fa
ettes planes. Dans notre 
as, la
oque est 
ourbe, les termes de 
ette matri
e sont fon
tion de (ξ, η, ζ) et fontintervenir les termes relatifs au gau
hissement de la 
oque, ainsi que les ve
teursdes bases 
ontravariante (−→a 1, −→a 2, −→n ) et 
artésienne lo
ale (−→t 1,

−→
t 2,

−→n
) :

[Cζ ] = [Fζ ]
−1 [Q] =

[

I
]

[C0] +
ζ

µ (ζ)
[bc] (A.26)où

[C0] = [F0]
−1 [Q] =





C11 C12 0
C21 C22 0
0 0 2

h



 =





−→a 1.
−→
t 1

−→a 1.
−→
t 2 0

−→a 2.
−→
t 1

−→a 2.
−→
t 2 0

0 0 0



 (A.27)et
[bc] =

[

b
]

[C0] =





bc11 bc12 0
bc21 bc22 0
0 0 0



 (A.28)



168 ANNEXE A. RAPPEL SUR LES COQUES ISOPARAMÈTRIQUESRemarques :
➤ Dans notre formulation du modèle DMQS, nous avons admis pour une
oque relativement min
e, un 
÷�
ient µ (ζ) ≈ 1. On obtient ainsi uneexpression simpli�ée de la matri
e [Cζ ] :

[Cζ] = [C0] + ζ [bc] (A.29)
➤ La formulation variationelle du modèle DMQS, utilisera la matri
e [C0]pour dé�nir les déformations 
artésiennes lo
ales de membrane, de �exionet de CT, dé�nies dans la base [Q], en fon
tion des déformations 
ova-riantes. La matri
e [bc] permet de mettre en éviden
e l'existen
e du 
ou-plage de membrane-�exion.A.2 Champ des dépla
ements virtuelsLe 
hamp des dépla
ements virtuels u∗

q (ξ, η, ζ) du point matériel q est dé�niave
 l'hypothèse des se
tions droites de Hen
ky/ Reissner/ Mindlin :
{

u
∗

q

}

=
{

u
∗

p

}

+ ζ
h

2

{

β
∗
} (A.30)ave
 −→

β ∗ =
−→
θ ∗ ∧ −→n ;

−→
β ∗.−→n = 0 (A.31)

−→u ∗

p (ξ, η) est le ve
teur des dépla
ements virtuels du point p de la surfa
emoyenne (ζ = 0) et −→θ ∗ est le ve
teur rotation orthogonal à −→n , il s'é
rit respe
-tivement dans les deux bases 
artésiennes lo
ale [Q] et globale (
−→
i ,

−→
j ,

−→
k ) :

−→
θ ∗ = θ∗x

−→
t 1 + θ∗y

−→
t y = θ∗X

−→
i + θ∗Y

−→
j + θ∗Z

−→
k (A.32)ainsi,

{

θ∗x
θ∗y

}

=

[

〈t1〉
〈t2〉

]







θ∗X
θ∗Y
θ∗Z







(A.33)Le produit −→β ∗ =
−→
θ ∗∧−→n 
onduit à é
rire −→β ∗ en fon
tion des rotations lo
aleset globales

−→
β ∗ = −θ∗x

−→
t 2 + θ∗y

−→
t 1 =





0 nz −ny

−nz 0 nx

ny −nx 0











θ∗X
θ∗Y
θ∗Z







(A.34)Si l'on note par (U∗, V ∗, W ∗) les 
omposantes du ve
teur −→u ∗

p dans le repèreglobal, l'expression �nale du ve
teur −→u ∗

q s'é
rit
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−→u ∗

q =







U∗

V ∗

W ∗







+ ζ
h

2





0 nz −ny

−nz 0 nx

ny −nx 0











θ∗X
θ∗Y
θ∗Z







(A.35)Ce ve
teur est ainsi dé�ni en fon
tion de six 
omposantes indépendantes troisdépla
ements U∗, V ∗, W ∗et trois rotations θ∗X , θ∗Y , θ∗Z .A.3 Champ des déformations virtuelles- Dé�nition 
omplète sans simpli�
ations :L'obje
tif de 
ette se
tion est la détermination des 
omposantes virtuelles dutenseur des déformations [ε∗t ] dans le système de base 
artésienne lo
ale, de ma-tri
es [Q] (pour le point p∗) et [Qζ ] (pour le point q∗). Comme l'épaisseur dela 
oque est 
onstante par élément, la matri
e [Q] ne varie pas selon la dire
-tion ζ , nous é
rivons alors [Q] = [Qζ ]. Le tenseur [ε∗t ] est 
al
ulé à partir d'unepro
édure 
inématique 
onsistant à dé�nir, dans le repère tangent lo
al de base
[Q], l'a

roissement du ve
teur dépla
ement virtuel d−→u ∗

q par rapport à 
elui duve
teur position virtuelle d−→x ∗

q. Le ve
teur position virtuelle −→x ∗

q résulte de lasuperposition du ve
teur −→x q (A.11) et 
elui du dépla
ement virtuel −→u ∗

q (A.35) :
−→x ∗

q(ξ, η, ζ) = −→x q(ξ, η, ζ) + −→u ∗

q(ξ, η, ζ) (A.36)Un élément di�érentiel du ve
teur position au voisinage du point virtuel
q∗s'é
rit

d−→x ∗

q = d−→x q + d−→u ∗

q (A.37)Ainsi, des équations −→x q (A.11) et −→u ∗

q(A.35), nous déduisons
{

du∗

q

}

=
[

L∗

ζ

]

{dξ} =
[

L∗

ζ

]

[Fζ ]
−1 {dξq} ;

[

L∗

ζ

]

= [L∗

0] + ζ
[

L∗

β

] (A.38)
[L∗

0] =

[

−→u ∗

p,ξ
−→u ∗

p,η

h

2

−→
β ∗

]

;
[

L∗

β

]

=

[

h

2

−→
β ∗

,ξ

h

2

−→
β ∗

,η 0

] (A.39)Les 
omposantes 
artésiennes globales et lo
ales des ve
teurs d−→u ∗

q et d−→x qsont reliées entre elles par la matri
e [Q], nous é
rivons
{

du∗

q

}

= [Q]
{

du∗

q

}

loc
et {dxq} = [Q] {dxq}loc (A.40)Nous aboutissons �nalement à

{

du∗

q

}

loc
= [L∗

t ] {dxq}loc ; [L∗

t ] = [Q]T
[

L∗

ζ

]

[Cζ] (A.41)
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édents, et ave
 l'hypothèse des petitesdéformations, on peut ainsi dé�nir les 
omposantes du tenseur des déformationsvirtuelles dans la base [Q] 
omme suit
[ε∗t ] =

1

2

(

[L∗

t ] + [L∗

t ]
T
)

=





ε∗x
1
2
γ∗

xy
1
2
γ∗

xz

ε∗y
1
2
γ∗

yz

sym ε∗z



 ; [L∗

t ] =





L∗

t11 L∗

t12 L∗

t13

L∗

t21 L∗

t22 L∗

t23

L∗

t31 L∗

t32 L∗

t33



(A.42)Le tenseur [L∗

t ] fait intervenir des fon
tions rationnelles et quadratiques en ζ .Il peut s'é
rire sous la forme suivante :
[L∗

t ] =
1

µ (ζ)

[

[L∗

t0] + ζ [L∗

t1] + ζ2 [L∗

t2]
] (A.43)Une expression générale, sans simpli�
ations des tenseurs [L∗

t0], [L∗

t1] et [L∗

t2]s'é
rit en tenant 
ompte des expressions de [L∗

ζ

] ( A.38 et A.39) et de [Cζ] (A.26)
[L∗

t0] =





〈t1〉
〈t2〉
〈n〉





[

−→u ∗

p,ξ
−→u ∗

p,η µ(ζ)
h

2

−→
β ∗

]

[C0] (A.44)
[L∗

t1] =





〈t1〉
〈t2〉
〈n〉





[

−→u ∗

p,ξ
−→u ∗

p,η

h

2

−→
β ∗

]

[bc] + [L∗

t0] =





〈t1〉
〈t2〉
〈n〉





[

h

2

−→
β ∗

,ξ

h

2

−→
β ∗

,η 0

]

[C0](A.45)
[L∗

t2] =





〈t1〉
〈t2〉
〈n〉





[

h

2

−→
β ∗

,ξ

h

2

−→
β ∗

,η 0

]

[bc] (A.46)On notera respe
tivement par 〈ε∗s〉 et 〈γ∗

s 〉 les ve
teurs des déformations vir-tuelles de membrane-�exion et de CT (ε∗z étant nulle)
〈ε∗t 〉 = 〈〈ε∗s〉 〈γ∗

s 〉〉 ; ε∗z = 0 (A.47)ave

〈ε∗s〉 =

〈

ε∗x ε∗y γ∗

xy

〉

; 〈γ∗

s〉 =
〈

γ∗

xz γ∗

yz

〉 (A.48)En se basant sur les équations pré
édentes, 〈ε∗s〉 et 〈γ∗

s 〉 s'é
rivent
〈ε∗s〉 = 〈L∗

t11 L∗

t22 L∗

t12 + L∗

t21〉 =
1

µ (ζ)

〈

〈ε∗0〉 + ζ 〈ε∗1〉 + ζ2 〈ε∗2〉
〉 (A.49)

〈γ∗

s 〉 = 〈L∗

t13 + L∗

t31 L∗

t23 + L∗

t32〉 =
1

µ (ζ)
〈〈γ∗

0〉 + ζ 〈γ∗

1〉〉 (A.50)
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, pour les déformations 〈ε∗s〉 :
{ε∗0} =







e∗x
e∗y
e∗xy







=











−→
t 1.

−→u ∗

p,x−→
t 2.

−→u ∗

p,y−→
t 1.

−→u ∗

p,y +
−→
t 2.

−→u ∗

p,x











=⇒ (membrane) (A.51)
{ε∗1} =







ε∗x1

ε∗y1

γ∗

xy1







=















h
2

−→
t 1.

−→
β ∗

,x
h
2

−→
t 2.

−→
β ∗

,x

h
2

(−→
t 1.

−→
β ∗

,y +
−→
t 2.

−→
β ∗

,x

)















+











−→
t 1.

−→̄
u ∗

p,x−→
t 2.

−→̄
u ∗

p,y−→
t 1.

−→̄
u ∗

p,y +
−→
t 2.

−→̄
u ∗

p,x











=⇒









�exion+ 
ouplageave
membrane  (A.52)
{ε∗2} =







ε∗x1

ε∗y1

γ∗

xy1







=



















h
2

−→
t 1.

−→
β ∗

,x

h
2

−→
t 2.

−→
β ∗

,x

h
2

(

−→
t 1.

−→
β ∗

,y +
−→
t 2.

−→
β ∗

,x

)



















(A.53)et ave
, pour les déformations de CT 〈γ∗

s 〉 :
{γ∗

0} =

{

γ∗

xz

γ∗

yz

}

=

{ −→n .−→u p,x + µ
−→
t 1.

−→
β ∗

−→n .−→u p,y + µ
−→
t 2.

−→
β ∗

} (A.54)
{γ∗

1} =

{

γ∗

1xz

γ∗

1yz

}

=

{ −→n .
−→
u p,x + h

2
−→n .

−→
β ∗

,x
−→n .

−→
u p,y + h

2
−→n .

−→
β ∗

,y

} (A.55)où :
{ −→u ∗

p,x−→u ∗

p,y

}

= [C0]
T

{ −→u ∗

p,ξ−→u ∗

p,η

}

;

{ −→
u ∗

p,x−→
u ∗

p,y

}

= [bc]
T

{ −→u ∗

p,ξ−→u ∗

p,η

} (A.56)
{ −→

β ∗

,x−→
β ∗

,y

}

= [C0]
T

{ −→
β ∗

,ξ−→
β ∗

,η

}

;

{ −→
β ∗

,x−→
β ∗

,y

}

= [bc]
T

{ −→
β ∗

,ξ−→
β ∗

,η

} (A.57)
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Annexe BLois de 
omportement des plaqueset des 
oques
B.1 Matériau isotropeLa parti
ularité d'un matériau isotrope est que les 
ara
téristiques physiquesmé
aniques sont 
onstantes dans toutes les dire
tions. Un matériau isotrope estdé�ni à partir de deux paramètres mé
aniques seulement : son module d'Young
E et son 
÷�
ient de Poisson ν. L'hypothèse des 
ontraintes planes (dans le plan
xy) se traduit par :

σz = 0 et εz 6= 0Les relations 
ontraintes-déformations s'é
rivent pour un matériau homogèneisotrope :
{σ} = z [H ] {ε} ; {τ} = [G] {γ} (B.1)ave
 :

〈σ〉 = 〈σx, σy, σxy〉 ; 〈τ〉 = 〈τxz, τyz〉 (B.2)
〈ε〉 = 〈εx, εy, εxy〉 ; 〈γ〉 = 〈γxz, γyz〉 (B.3)ave
 :

[H ] =
E

1 − ν2





1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2



 et [G] =
E

2 (1 + ν)

[

1 0
0 1

] (B.4)ave
 :
[Hf ] =

Eh3

12 (1 − ν2)





1 ν 0
ν 1 0
0 0 1−ν

2



 et [Hc] = k
Eh

2 (1 + ν)

[

1 0
0 1

] (B.5)173



174ANNEXE B. LOIS DE COMPORTEMENT DES PLAQUES ET DES COQUESLa matri
e de 
omportement de CT dépend du 
÷�
ient de 
orre
tion duCT. Pour les matériaux isotropes k = 5/6.B.2 Matériau orthotropeContrairement au matériau isotrope, le matériau orthotrope 
omporte desdire
tions prin
ipales d'anisotropie orthogonales, 
'est à dire que les 
ara
té-ristiques physiques du matériau sont 
onstantes selon trois dire
tions orthogo-nales. Ainsi, dans le 
as le plus général d'orthotropie, 9 
onstantes sont né
es-saires pour dé�nr la loi de 
omporrtement élastique : trois modules d'Young
(EL, ET etEz), trois 
÷�
ients de Poisson (νTL, νLz et νTz) et trois modules de
isaillement (GLT , GLz etGTz). Le plus souvent, seulement 
inq 
÷�
ients sontné
essaires pour représenter un martériau orthotrope étant donné que dans lamajorité des 
as, le plan Tz est un plan isotrope. Cela signi�e que peu importel'orientation des axes T et z, les mêmes propriétés physiques sont mesurées. Par
onséquent, nous pouvons é
rire :

ET = Ez ; νLT = νLz et GLT = GLz

GTz =
ET

2(1 + νTz)
et νLT ET = νTLELCes relations nous permettent de réduire le nombre de paramètres physiquesné
essaire de 9 à 5. Maintenant, les 
inq 
÷�
ients indépendants sont :

➤ deux modules d'Young (EL, ET ) ;
➤ deux 
÷�
ients de Poisson (νLT ou νTL et νTz) ;
➤ un 
÷�
ient de 
isaillement (GLT ) .A noter qu'il est en
ore possible de diminuer le nombre de paramètres dans le
as d'un état de 
ontraintes planes. Dans 
e 
as, le 
÷�
ient de poisson νTz n'estpas requis et le nombre de paramètres physiques né
essaires est de 4.B.2.1 Matériau orthotrope dans le plan LT et isotrope dansle plan TzDans le 
as où l'élément est 
onstitué par un empilement de 
ou
hes ortho-tropes dans le plan LT et isotropes dans le plan transverse Tz. La loi de Hooke estfon
tion de 5 
÷�
ients physiques seulement. Nous é
rivons pour une 
ou
he :

{σL} = [HL] {εL} ; {τL} = [GL] {γL} (B.6)ave
 ;
〈σL〉 = 〈σL, σT , σLT 〉 ; 〈τL〉 = 〈σLz, σTz〉
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〈εL〉 = 〈εL, εT , γLT 〉 ; 〈γL〉 = 〈γLz, γTz〉B.2.2 Rotations des 
ontraintes et des déformationsIl est possible de tourner les 
ontraintes et les déformations 
al
ulées pré
éde-ment pour les exprimer dans un autre système d'axes. Les relations permettantde tourner les 
ontraintes et les déformations du système d'axes lo
al L T z versle système global x y z sont :

{σ} = [H ] {ε} ; {τ} = [G] {γ} (B.7)ave
 :
〈σ〉 = 〈σx, σy, τxy〉 ; 〈τ〉 = 〈τxz, τyz〉 (B.8)
〈ε〉 = 〈εx, εy, γxy〉 ; 〈γ〉 = 〈γxz, γyz〉 (B.9)

L

z

L

 

x

y

z.

x

y

z.

x

y

z L
z

T

L

z

Fig. B.1 � Système d'axes lo
al et globalDans le 
as d'une 
ou
he orthotrope où les dire
tions d'orthotropie L et Tsont situées sur une surfa
e de 
oordonnée z ou ζ = 
onstante, et orientées d'unangle θ par rapport au repère tangent orthonormé d'axes −→
t 1 et −→t 2 (B.1), 
esdeux matri
es s'é
rivent :

[H ] = [T1]
T [HL] [T1] et [G] = [T2]

T [GL] [T2] (B.10)ave

[T1] =





c2 s2 cs
s2 c2 −cs

−2cs 2cs −s2



 et [T2] =

[

ck sk

sk −ck

] (B.11)
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ck = cosθk , sk = sinθkLes matri
es lo
ales dans le repère d'orthotropie [HL] et [GL] sont données parexemple pour un matériau homogène orthotrope d'axes L et T ave
 une isotropietransverse d'axe L (plan T − z) par :

[HL] =





HLL HLT 0
HLT HTT 0

0 0 GLT



 et [GL] =

[

GLz 0
0 GTz

] (B.12)ave

HLL =

EL

1 − νLT νTL

; HTT =
ET

1 − νLT νTL

; HLT =
νLT ET

1 − νLT νTL

; νLT ET = νTLEL(B.13)Les 5 
÷�
ients indépendants sont :
EL, ET , νLT , GLz = GLT , GTz ou νTz ave
 GTz =

ET

2(1 + νTz)B.3 Matériau 
ompositeB.3.1 Dé�nitionUn matériau 
omposite, aussi appelé strati�é ou laminé, est obtenu à partird'un empilement de 
ou
hes. Ces 
ou
hes, généralement 
omposées de matériauxorthotropes, sont appelées � plis �. Un pli est dé�ni par son épaisseur et par unangle que font les �bres par rapport à une dire
tion de référen
e. L'angle d'un pli
θ est mesuré entre l'axe global x et l'axe L. Pour dé�nir un strati�é, on 
onsidèreun empilement de 
ou
hes isotropes ou orthotropes dont les axes d'orthotropiesont L, T et z ave
 isotropie d'axes L (dans le plan Tz). La des
ription d'unstrati�é a travers son épaisseur est la suivante :

➤ Chaque 
ou
he i est dé�nie par les plans z = zi et z = zi+1 et zi 6 z 6 zi+1 ;
➤ Les dire
tions d'orthotropie L et T pour 
haque 
ou
he i sont représentéespar l'angle θi ;
➤ La loi de 
omportement de 
haque 
ou
he est basée sur l'hypothèse des
ontraintes planes σz ≈ 0 ;
➤ La 
ontinuité 
inématique est admise entre les 
ou
hes (les 
ou
hes sontparfaitement 
ollées et l'épaisseur de la 
olle est négligeable).Ces hypothèses permettent d'é
rire les relations entre les 
ontraintes et les défor-mations pour 
haque 
ou
he i de façon dé
ouplée. Les e�orts résultants N (e�ortsnormaux), T (e�orts tran
hants) et M (moments �é
hissants) d'une plaque ou
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oque fabriquée d'un matériau 
omposite sont dé�nis par :
{N} =







Nx

Ny

Nxy







=

∫ +h/2

−h/2







σx

σy

τxy







dz = [Hm] {e} + [Hmf ] {χ} (B.14)
{M} =







Mx

My

Mxy







=

∫ +h/2

−h/2







σx

σy

τxy







zdz = [Hmf ] {e} + [Hf ] {χ} (B.15)
{T} =

{

Tx

Ty

}

=

∫ +h/2

−h/2

{

τxz

τyz

}

dz = [Hc] {γ} (B.16)La matri
e [Hm] est la matri
e des 
omportements de membrane, la matri
e
[Hf ] est la matri
e des 
omportements de �exion, la matri
e [Hc] est la matri
edes déformations de 
isaillement et la matri
e [Hmf ] est la matri
e du 
ouplageentre les 
omportements de membrane et de �exion. Pour un matériau 
ompositepossédant une symétrie matérielle par rapport au plan z = 0, il n'y a pas de
ouplage entre les 
omportements de membrane et de �exion, la matri
e [Hmf ]est don
 nulle. Dans 
e 
as, le plan xy est alors le plan neutre : des e�ortsde membrane appliqués dans le plan neutre ne produisent au
une 
ourbure et,ré
iproquement, des e�orts de �exion ne produisent au
une déformation de mem-brane. Les matri
es de 
omportement [Hm], [Hf ], [Hmf ] et [Hc] sont obtenues enutilisant la méthode 
lassique de strati�
ation. Il su�t d'intégrer dans l'épaisseurla 
ontribution de 
haque 
ou
he.

[Hm] =

∫ +h
2

−h
2

[H ] dz (B.17)
[Hf ] =

∫ +h
2

−h
2

z2 [H ] dz (B.18)
[Hmf ] =

∫ +h
2

−h
2

[H ] zdz (B.19)Pour une plaque ou une 
oque 
omposée de n 
ou
hes orthotropes ou isotropes(dont les 
ara
téristiques sont 
onstantes par 
ou
he), les matri
es pré
édentespeuvent s'é
rire ainsi :
[Hm] =

n
∑

i=1

[H ]i (zi+1 − zi) (B.20)
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[Hf ] =

1

3

n
∑

i=1

[H ]i
(

z3
i+1 − z3

i

) (B.21)
[Hmf ] =

1

2

n
∑

i=1

[H ]i
(

z2
i+1 − z2

i

) (B.22)
[

Hc

]

=

n
∑

i=1

[G]i (zi+1 − zi) (B.23)B.3.2 Cal
ul de la matri
e de CTLe 
al
ul de la matri
e [Hc] peut être basé sur des 
onsidérations d'équilibrestatique et d'équivalen
e énergétique de manière à 
e que la rigidité en CT dumodèle de plaque ou de 
oque 
orrespond le plus possible à 
elle dé�nie par lathéorie de l'élasti
ité tridimensionnelle. Ces 
onsidérations sont en a

ord ave

elles de la théorie mixte des plaques de Reissner et 
onduisent pour les plaqueset les 
oques isotropes à un fa
teur de 
orre
tion de 
isaillement égal à 5/6.
[

Hc

]

=

∫ +h
2

−h
2

[G] dz (B.24)
[Hc] =

[

k11Hc11 k12Hc12

sym k22Hc22

] (B.25)



RésuméCe travail de thèse 
onsiste le développement d'un élément �ni de plaque et de 
oque 
ourbegéométriquement simple (4 n½uds), basé sur une nouvelle appro
he variationnelle appelée DDM(Displa
ement Dis
rete Mindlin). Il prend en 
ompte l'e�et du 
isaillement transversal CT àtravers l'épaisseur. Le modèle DDM introduit de manière dis
rète deux hypothèses de Mindlin.La première hypothèse est 
inématique, elle 
onsiste à introduire sous la forme d'une intégralede 
ontour une équation 
inématique de la déformation de CT. Elle permet l'élimination duverrouillage en CT sans introduire des fon
tions bulles ou sans re
ourir à l'intégration réduiteou sele
tive. Il s'agit de l'appro
he des déformations de CT de substitution, 
onnue sous lenom de �ANS method : Assumed Natural Strains�. La se
onde hypothèse fait appel à deuxlois de 
omportement, l'une en �exion et l'autre en CT, et deux équations d'équilibre d'uneplaque en �exion/CT. Elle a pour prin
ipal avantage une élimination lo
ale des degrés delibertés de rotation, introduits initialement au milieu d'un bord élémentaire par le biais d'uneapproximation quadratique des rotations de la normale à la surfa
e moyenne.Mot 
lés : Eléments �nis spé
iaux, 
oques, plaques, hypothèses modi�ées de Mindlin, ModèleDDM Abstra
tThe present work of the thesis deals with the theoreti
al formulation and the evaluationof a new �rst order �nite element for multilayered/sandwi
h plates and shells. It's based ona displa
ement variational model that we 
onsider as dis
rete, insofar as we introdu
e kine-mati
 and me
hani
al hypothesises in a dis
rete manner. This model, labeled DDM (Dis
reteDispla
ement Mindlin), leads to a �nite element whi
h is geometri
ally simple (4 node) ande�
ient, owing to the linearity of bending 
urvatures obtained from a quadrati
 approxima-tion of the normal rotations to the plate mid-surfa
e. The new element takes into a

ount thetransverse shear e�e
ts along thi
kness dire
tion and gives thin plate results when the ratio L/h(Length/thi
kness) be
omes big. It has been su

essfully validated a
ross some known testingproblems, from thin to thi
k laminated and sandwi
h.Key words : Spe
ial �nite elements, plates, shells, modi�ed Mindlin hypothesises, DDMModel




