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Chapitre 1
Introduction

« HE WHITE RABBIT PUT ON HIS SPECTACLES. “Where shall I
begin, please your Majesty ?” he asked.

“Begin at the beginning,” the King said, very gravely, “and go on till

you come to the end : then stop.” »

Lewis CARROLL, Alice’s Adventures in Wonderland. (1865).

Sommaire

1.1 Introduction

Ce travail de thése fait partie intégrante d’un vaste projet d’animation réaliste d’hu-
main virtuel développé au sein du groupe « Signal, Image et Connaissance » (SIC) du
Centre de Recherche en Sciences et Technologies de I'Information et de la Communica-
tion (CReSTIC). Ce projet a pour ambition de mettre en ceuvre des modéles informatiques
efficaces pour ’animation réaliste d’avatars humanoides (représentation numérique d’un
individu utilisée en simulation et en réalité virtuelle). Pour atteindre cet objectif, ces tra-
vaux visent a proposer un modéle d’humain virtuel paramétrable afin qu’il puisse s’adapter
aux différentes morphologies. L’animation de ce modele sera déduite de la résolution des
équations dynamiques du mouvement. Les calculs nécessaires a la génération du mouve-
ment pourront étre réalisés a I’aide du Moteur d’Animation Dynamique (MADy) basé sur
le formalisme lagrangien et congu par le groupe SIC. Par ailleurs, le modéle devrait dispo-
ser de différents niveaux de complexité afin de pouvoir s’adapter aux différents niveaux de
réalisme souhaités, pour la simulation ou la réalité virtuelle par exemple. L’avatar pour-
rait ainsi étre utilisé pour simuler une articulation de maniére trés réaliste ou calculer



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

I’animation d’un mouvement global de maniére rapide et cohérente.

L’idée directrice est de commencer par la modélisation d’une articulation afin de mettre

au point une démarche qui puisse étre appliquée ensuite au reste du squelette, notre étude
se porte ainsi sur le cas particulier d’une articulation complexe : le genou.
Cette complexité est due, d’'une part, aux nombreux éléments composant ’articulation :
des os (fémur, tibia, rotule et péroné), des ligaments (latéraux, croisés), des ménisques
et de nombreux muscles et tendons. D’autre part, cette articulation présente en effet le
paradoxe de devoir satisfaire deux contraintes antagonistes : assurer une grande stabilité,
pour maintenir la station verticale, ainsi qu'une grande mobilité, lors des déplacements, ce
qui est permis d’une part, par une articulation trés libre dans ses mouvements, et d’autre
part, par des restrictions de mouvements dues a la participation des éléments non osseux
de I'articulation.

Le modéle proposé ici se base sur des connaissances d’experts pour modéliser, de ma-
niére efficace et réaliste, I'interaction entre le tibia et le fémur tout en prenant en compte
les restrictions dues aux ligaments. Il s’agit donc d’une premiére étape vers une simulation
efficace de I'articulation du genou. Une fois ces résultats validés, il sera possible d’ajouter
progressivement les structures manquantes, telles que le ménisque ou les muscles, pour
aboutir 4 un modéle d’articulation réaliste et complet.

L’ampleur du travail a réaliser qui se situe a la frontiére de la biomécanique et de
la modélisation informatique nécessiterait plus d’une thése. Cependant, j’ai mis en place
tous les outils nécessaires a la modélisation de I'articulation du genou dans 1’optique d’une
simulation cinématique réaliste. Je propose ici de présenter ces outils.

1.2 Contexte scientifique

On a tres tot cherché a construire un modéle d’humain virtuel pour simuler des actions
humaines a I’aide d’un ordinateur. Encore aujourd’hui, avec ’amélioration croissante du
matériel informatique et des techniques d’imagerie médicale, de nombreuses études sur
I’animation de créatures vivantes sont menées. Cependant, nombre de ces travaux ne s’in-
téressent pas au fonctionnement précis des articulations, pour axer leurs développements
sur les mouvements globaux du modéle. Ces réalisations ne sont donc que rarement ex-
ploitables pour une simulation biomécanique réaliste des articulations.

Historiquement, les premiers travaux de simulation du corps humain se sont basés
sur un modéle simplifié de hiérarchie de repéres, pour des contraintes de temps de cal-
cul. Ce modéle repose sur ’exploitation d’une représentation hiérarchique d’un squelette.



1.2. CONTEXTE SCIENTIFIQUE

L’augmentation de la puissance des ordinateurs a permis ensuite d’utiliser ces modéles en
temps réel. Depuis lors, le modéle pour 'animation temps réel a subi quelques améliora-
tions mais est resté sensiblement le méme, puisque ’animation produite est globalement
et visuellement satisfaisante. Dans le méme temps, des travaux se sont développés sur
la simulation de certaines parties spécifiques du corps humain, de maniére & obtenir une
animation la plus exacte possible localement.

Trois principales catégories d’applications justifient l'intérét pour la simulation du
corps humain : la production de films d’animation, la simulation dont le sujet d’étude est
I’étre humain et le développement d’environnements virtuels comportant la représenta-
tion des participants en temps réel. En nous basant sur ces champs d’applications, nous
pouvons déterminer deux types de modéles, un modéle descriptif, qui se limite & exploiter
la cinématique produite par un animateur expérimenté ou un dispositif de capture de
mouvement, et un modéle générateur, qui produit le mouvement & partir d’informations
telles que la répartition des masses, les contraintes ou les forces extérieures.

Dans un premier temps, il est évident que pour des besoins d’animation ou d’environ-
nements virtuels le modéle d’humain virtuel peut se contenter d’utiliser des informations
cinématiques afin de se mouvoir de maniére plausible. Cependant, que ce soit dans un
but immersif ou pour simplifier la tache des animateurs, il devient vite évident qu’afin
d’interagir avec son environnement, le modéle doit disposer de la possibilité d’agir sur les
données cinématiques de maniére dynamique. Ce modéle repose sur une extension dyna-
mique du modéle a hiérarchie de repéres (appelée ragdoll physics), purement cinématique
a Dorigine. Cette méthode fonctionne parfaitement pour simuler des mouvements plau-
sibles du corps humain, mais il n’a pas vocation & fournir des résultats exploitables par
les médecins ou les biomécaniciens.

Dans le cas de la simulation, notamment médicale, ot I'on cherche a quantifier ou
observer un élément particulier du corps humain, les résultats obtenus doivent étre les
plus exacts possibles, sans véritable contrainte de temps de calcul, méme s’il est préfé-
rable d’obtenir le résultat le plus rapidement possible. La construction du modéle doit
donc étre réalisée avec soin et exactitude pour empécher les erreurs structurelles lors de
la simulation.

Il n’existe donc pas de modéle d’humain virtuel complet réaliste, les limitations étant
tant techniques que méthodologiques. Seuls existent des modéles globaux, offrant uni-
quement des versions trés simplifiées de 'animation d’un humain : le résultat calculé en
temps réel permettant une animation plausible mais non exacte. Ces modéles peuvent étre
compléxifiés afin d’améliorer le réalisme des résultats. Cependant les articulations et les
éléments non fondamentaux, tels que les muscles, sont simplifiés pour obtenir des temps
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de calcul acceptables tout en conservant une allure cohérente [HP97, [CHI9, IMTCO0]. Par
ailleurs, afin d’obtenir une simulation réaliste des mouvements, les modéles sont spécialisés
dans I’élément du corps humain sur laquelle porte I’étude comme par exemple 1’étude de
certaines articulations spécifiques telles que 1’épaule [MTHI6, BRRT02, [AMET07] ou le
genou [EZT97, [PDOT]]. Une solution intéressante semblerait étre d’assembler des modéles
spécifiques, localement exacts, afin d’obtenir un modéle complet réaliste. Je m’intéresserai
donc, ici, plus particuliérement aux modéles spécifiques de simulation de ’articulation du
genou.

Comme nous 'avons vu précédement, cette étude prend place dans un projet a long
terme visant & la modélisation biomécanique d’un corps humain virtuel pouvant étre animé
a différents niveaux de complexité. Ce projet a débuté avec les travaux de Gillard [Gil97]
qui ont abouti a la réalisation d’'un moteur d’animation dynamique permettant d’animer
des objets rigides poly-articulés par I'intermédiaire de descripteurs spécifiques. Ce moteur
d’animation se base sur la reformulation manuelle des équations dynamiques (équations
de Lagrange [Rem00, NocOT]) afin d’obtenir automatiquement un systéme d’équations
différentielles formellement exactes. Ainsi, une fois le modéle mécanique défini, le sys-
téme d’équations décrivant le mouvement peut étre généré spécifiquement. Ces travaux
ont été poursuivis par l'intégration de la gestion de modéles déformables dans le moteur
[Nou99, NocO1].

Fort de ce moteur d’animation dynamique, la modélisation biomécanique du genou
peut alors se décomposer en deux parties :

— une modélisation géométrique permettant d’obtenir des descripteurs des différents
tissus de 'articulation intervenant dans le mouvement (os, muscles, ligaments) ;
— une modélisation mécanique décrivant les différents paramétres & animer.

Dans le cadre du projet d’animation biomécanique d’un corps humain virtuel, j’ai donc
entrepris la modélisation de I’articulation en créant un modéle abstrait de la structure os-
seuse et ligamentaire (modéle passif), de maniére & pouvoir y insérer le role de chaque
groupe musculaire (modéle actif), par la suite.

A plus court terme, ce travail s’inscrit au sein du projet régional CPER “SysReeduc”
dont le but était la mise en place d’'une machine d’aide a la rééducation. Il s’agit d’un
projet transverse fédérant plusieurs laboratoires et faisant intervenir de nombreux acteurs
tels que des informaticiens, des biomécaniciens et des automaticiens. Mon travail devait
permettre de fournir aux automaticiens les courbes d’évolution du modéle & partir des
informations fournies par les biomécaniciens. Mais le financement de ce projet étant arrivé
avec prés de deux ans de retard, les données initiales n’ont pas pti m’étre fournies. Je n’ai
donc pas pu disposer des données nécessaires & la mise en place pratique d’un modéle
d’articulation du genou en temps requis.
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Cependant, ce projet m’a permis de rencontrer des intervenants d’autres disciplines
que l'informatique graphique, m’offrant ainsi un apercu intéressant des différences de per-
ception de la problématique de la simulation du genou.

1.3 Organisation du mémoire

L’articulation du genou étant une articulation complexe, la premiere tache est donc de
se familiariser avec ses différents éléments constitutifs ainsi que la maniére dont ils inter-
agissent afin de pouvoir appréhender de maniére efficace leur fonctionnement. Le chapitre
s’ouvre donc sur une étude de ’articulation du genou.

Apreés avoir montré que ’articulation du genou ne peut pas étre réduite & une simple
liaison pivot, nous nous intéresserons aux différentes approches employées pour modéli-
ser cette articulation dans la littérature. Ce chapitre se poursuivra par une étude de la
modélisation du genou présentée lors des 11°™* journées du GT Animation et Simula-
tion [Jon04] et tirée pour partie de notre participation a 1’Action Spécifique 151 (Humain
Virtuel) pour les thémes 2 « Mouvement et Controle du mouvement » [G.J04a] et 3 « Mo-
délisation » [(G.I04D]. Je refermerai ce chapitre sur la présentation des résultats obtenus
par un travail préliminaire effectué au sein du laboratoire sur la simulation du genou. Ce
travail propose de simuler les mouvements du genou en s’appuyant sur les surfaces os-
seuses, les résultats sont encourageants mais semblent souffrir de trop d’approximations.
Lors d’une communication [JGRDO03| présentant ces résultats, j’ai exprimé mon souhait
de travailler directement sur les surfaces osseuses 3D afin de lever ces approximations.

Le chapitre B présente les solutions que j’ai développées pour la modélisation géo-
métrique de D’articulation. Dans le modéle que je me propose de mettre en place, la
modélisation géométrique se résume essentiellement aux surfaces osseuses. Pour des rai-
sons mécaniques relatives a ’expression des contraintes, je souhaite disposer d’une surface
d’interpolation a paramétrage global & partir d’un maillage triangulaire. En I’absence de
solutions appropriées, j’ai proposé une méthode en deux étapes; la paramétrisation du
maillage, puis I'interpolation du maillage paramétré. La premiére partie du chapitre étudie
les différentes techniques de paramétrisation et les solutions que j’ai retenues. La seconde
partie présente une méthode originale d’interpolation des données obtenues & 'aide de
fonctions & base radiale, ainsi que quelques améliorations. Ces travaux ont été présentés
a la communauté lors de communications [JNR05, [TNROG.

Dans le chapitre @l je m’intéresserai a la partie mécanique de la modélisation de I’'arti-
culation. Je commencerai par étudier les différents choix offerts pour la simulation fine de
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I’articulation en justifiant mon choix pour le formalisme Lagrangien. Puis je présenterai
les outils que j’ai réalisés pour la mise en place du modéle mécanique. Je reprendrai les
résultats que j’ai presentés a la communauté au cours d’une communication [INRO7al sur
la gestion de contraintes simultanées dans le formalisme Lagrangien. Cette communica-
tion a été sélectionnée pour étre publiée dans la revue « Journal of Virtual Reality and
Broadcasting » [JNRO7b|, aprés relecture et corrections mineures. Je présenterai ensuite
une solution pour la gestion de contact glissant, nécessaire & une simulation réaliste des
contacts osseux.

Ce document se cloturera par un bilan de ce travail, ainsi que sur les perspectives qu’il
offre.



Chapitre 2

Etat de Dart

X CHESHIRE—PUSS,” she began rather timidly, as she did not at
all know whether it would like the name : however, it only

grinned a little wider. “Come, it’s pleased so far,” thought Alice, and

she went on. “Would you tell me, please, which way I ought to go

from here ?”

“That depends a good deal on where you want to get to,” said the

Cat.

“I don’t much care where ” said Alice.

“Then it does’'nt matter which way you go,” said the Cat. »

Lewis CARROLL, Alice’s Adventures in Wonderland. (1865).

Sommaire
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2.1 Introduction

Ce travail de recherche s’inscrit dans le contexte déja trés riche des travaux antérieurs
que je vais mentionner et ordonner. Je pourrai ainsi me positionner et justifier les choix
effectués pour cette thése.

Pour ce faire, je commencerai par réaliser une étude anatomique des composants de
I’articulation et de leur interaction. Au travers de ces éléments, nous nous intéresserons
au fonctionnement du genou, tout en définissant le vocabulaire qui sera employé tout au
long de ce document.

Une fois identifiées les fonctions que nous souhaitons simuler, nous nous intéresserons
aux différentes possibilités et aux choix stratégiques déja étudiés dans de précédents tra-
vaux sur la modélisation de I’articulation du genou. Je poursuivrai ensuite cette étude par
I’étude préliminaire de la modélisation du genou effectuée par Delphine Deliessche lors de
son stage de DEA au sein du laboratoire.

Je concluerai cette section par ’étude des résultats obtenus sur lesquels je m’appuierai
pour justifier les orientations scientifiques et techniques que j’ai prises au cours de cette
these.

2.2 L’articulation du genou

[’articulation du genou est une articulation complexe faisant intervenir de nombreux
paramétres dans son action. Afin de 'appréhender de maniére claire, nous allons com-
mencer par étudier les différents éléments du genou, puis nous verrons comment ceux-ci
interagissent pour produire les différents mouvements de I’articulation.

En effet, I'articulation du genou, outre qu’elle est la plus grosse articulation du corps
humain, se compose de nombreux éléments hétérogénes, comme le montre la représen-
tation du genou de la figure Z1l De plus, cette articulation repose sur les interactions
combinées de trois os (le tibia, le fémur et la rotule).

Par ailleurs, il s’agit aussi d’une articulation importante dans le processus de la marche
ou de la posture verticale. Elle présente, en effet, le paradoxe de devoir assurer deux fonc-
tions antagonistes : garantir une grande stabilité pour maintenir la station verticale ainsi
qu’une grande mobilité lors des déplacements, ce qui est permis d’une part, grace a une ar-
ticulation trés libre dans ses mouvements et d’autre part, par de nombreuses contraintes.
Afin de répondre a ces nombreux impératifs I’articulation du genou se compose de nom-
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2.2. I’ARTICULATION DU GENOU

breux éléments de natures diverses.

Sauf précision, les informations de cette section sont tirées de ces livres d’anatomie

[P1a92b], [Che02] et [CGO5].
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Figure 2.1 — L’articulation du genou gauche, de profil & gauche (plan sagittal) et de face
a droite (plan frontal), la rotule rabattue vers le bas.

2.2.1 Les éléments du genou

Avant de commencer, nous devons définir les désignations anatomiques générales que
nous utiliserons par la suite pour définir les plans principaux (figure 22), ils sont au
nombre de trois :

Le plan frontal est perpendiculaire & la surface du sol dans la station debout et paralléle
au front, on parle aussi de coupe coronale.

Le plan sagittal est perpendiculaire a la surface du sol dans la station debout et per-
pendiculaire au plan frontal.

Le plan transversal est perpendiculaire aux plans sagittal et frontal, il est horizontal
dans la station debout, il est aussi appelé coupe axiale.
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La ligne médiane traverse le corps dans la station debout, elle correspond a l’intersec-
tion des plans frontal et sagittal.

Figure 2.2 — Plans anatomiques principaux - a) frontal, b) sagittal, c¢) transversal et
sagittal.

Comme il est souvent complexe de définir les mouvements dans ’espace, ’étude ana-
tomique pose quelques conventions :

— Un mouvement dans le plan sagittal portant une partie du corps en avant est appelé
une flexion, en arriére une ezrtension.

— Dans le plan frontal, les mouvements portant une région du corps vers la ligne mé-
diane ou loin de celle-ci sont appelés respectivement une adduction ou une abduction.

— On appelle rotation interne ou externe le mouvement dans le plan transversal ame-
nant une partie du corps en dedans ou en dehors respectivement.

Nous allons maintenant nous intéresser aux éléments osseux de cette articulation. Le
genou met en présence trois os : le tibia, le fémur et la rotule. On distingue deux articula-
tions dans le genou : P'articulation entre le fémur et le tibia (articulation fémoro-tibiale)
et Particulation entre le fémur et la rotule (articulation fémoro-rotulienne). Nous allons
nous intéresser pour 'instant & I'articulation fémoro-tibiale.

Les surfaces articulaires du genou sont les condyles du fémur et les plateaux tibiaux.
On distingue un condyle interne et un condyle externe, ainsi qu'un plateau tibial interne
et un plateau tibial externe (respectivement vers l'intérieur et 1’exterieur du corps), illus-
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2.2. I’ARTICULATION DU GENOU

trés sur la figure Les deux condyles du fémur sont reliés sur la face antérieure par
la trochlée fémorale. Pour le tibia, on peut observer dans la vue supérieure (figure
e) que les deux plateaux tibiaux sont séparés par la surface pré-spinale sur 'avant et la
surface rétro-spinale sur I’arriére. Ces deux surfaces se rejoignent pour former 1’éminance
intercondylienne.

Les imperfections de ces surfaces sont compensées par un épais revétement cartilagineux
représenté en bleu sur la figure 2.3

% //);’///,
i (//////'/]// b

Figure 2.3 — Les surfaces articulaires - a) Fémur droit, vue antérieure, b) vue postérieure.
- Tibia droit, ¢) vue antérieure , d) vue postérieure, e) vue supérieur. - En bleu le cartilage
des surfaces osseuses.

Au cours de son action, le genou doit supporter I’ensemble du poids du corps, la charge
doit donc étre efficacement répartie sur la zone de contact, les ménisques jouent donc le
role de tampons entre les surfaces osseuses. Les ménisques sont deux lamelles de cartilage
fibreux en forme de croissant, et sont fixés sur les aires intercondylaires par leurs deux
extrémités, comme l’illustre, en vert, la figure 2241

Puisque les ménisques sont attachés seulement par leurs extrémités, ils se déplacent
lors des mouvements du genou. Ils avancent en extension et reculent en flexion, poussés
par les condyles. Lors des rotations, I’un des ménisques avance, tandis que I’autre recule
dans le sens de la rotation. Les ménisques ont une fonction triple :

— Ils améliorent la répartition des pressions en augmentant la surface de contact.

11



CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART

Figure 2.4 — Les ménisques de 'articulation du genou (en vert).

— Ils améliorent la stabilité en augmentant la concavité des plateaux tibiaux.
— Ils améliorent la répartition du liquide synovial par leurs mouvements.

Le liquide synovial est un liquide qui tapisse certaines surfaces de ’articulation et
contribue & améliorer le glissement entre les surfaces osseuses.

La rotule est un petit os, situé en avant de la base du fémur et enchéassé dans le tendon
du quadriceps. La surface articulaire intervenant dans I’articulation fémoro-rotulienne se
trouve sur sa face antérieure. On y distingue deux gorges séparées par une créte saillante
venant s’insérer dans la trochlée fémorale. La rotule est rattachée au genou par un ensemble
de ligaments (illustré par la figure 23 :

— aux condyles fémoraux par les ailerons rotuliens

— aux ménisques par les ligaments ménisco-rotuliens

— entre le tibia et le quadriceps par les tendons du quadriceps et le ligament rotulien.
Son roéle principal est de protéger le tendon du quadriceps en faisant office de poulie sur la
partie antérieure de l'articulation. Ainsi le tendon ne frotte pas sur 'articulation lors de
la flexion. Ceci entraine d’importantes contraintes de pression entre la rotule et la trochlée
et d’étirement entre le tendon du quadriceps et le ligament rotulien.

Comme nous venons de le voir, les os du genou ne sont pas emboités et sa stabilité
doit donc étre assurée par les ligaments afin d’offrir une rotation principale assortie de
mouvements secondaires.

En avant, ils sont de deux sortes : les ligaments ménisco-rotuliens et les ailerons rotu-
liens qui relient la rotule respectivement aux ménisques et aux condyles. les tendons du

quadriceps se croisent sur la rotule puis forment le ligament rotulien.

En arriére, un plan ligamentaire trés puissant suit la forme des condyles et empéche
I’hyperextension du genou, assurant la stabilité postérieure lors de la station debout.
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tendons du
quadriceps

ailerons rotuliens

ligaments
meénisco-rotuliens

Figure 2.5 — les attaches de la rotule.

Sur les cotés, la présence des ligaments latéraux assure la stabilité latérale du genou.
On distingue le ligament latéral interne & l'intérieur, et le ligament latéral externe a I’ex-
térieur de I'articulation.

Au centre de I'articulation se trouvent les deux ligaments croisés. Ils se composent du
ligament croisé antéro-externe, s’étendant de la surface pré-spinale du plateau tibial a la
face interne du condyle externe du fémur, et du ligament croisé postéro-interne, s’atta-
chant sur la surface rétro-spinale du plateau tibial a la face externe du condyle interne du
fémur. Leur role principal est d’empécher les mouvements de tiroirs antéro-postérieurs et
latérauz, illustrés par la figure

2.2.2 Les mouvements de ’articulation

De part sa grande complexité structurelle, I’articulation du genou propose de nom-
breux mouvements illustés par la figure Une rotation principale (la flexion/extension)
ainsi que deux rotations secondaires : I'une interne/externe (ou varus/valgus) autour de
I'axe du tibia, 'autre adduction/abduction dans le plan frontal. Elle présente également,
genou fléchi, des mouvements mineurs de latéralité droite et gauche ainsi que des mouve-
ments de tiroirs antéro-postérieurs.

13



CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART

Flexion/extension
Interne/externe
Adduction/Abduction

Tiroir antéro-postérieurs

JER NN

Tiroir latéraux

Figure 2.6 — Description des mouvements de I’articulation.

Comme nous ’avons vu précédemment, les ligaments contraignent fortement les mou-
vements de ’articulation. De par leur tension, les ligaments croisés empéchent les mouve-
ments de tiroir antéro-postérieurs et latérauz. Cependant, il est intéressant de noter que
la torsion des ligaments augmente lors de la rotation interne et diminue avec la rotation
externe. Ainsi, les ligaments croisés se tendent ou se détendent lors des rotations internes
ou externes.

Les ligaments latéraux contraignent la rotation dans le plan frontal en interdisant les
baillements latéraux (ou mouvements de compression/distraction). De plus, de par leurs
implantations, ils contraignent les mouvements de tiroir antéro-postérieurs et latéraux.
Par ailleurs, leurs implantations impliquent, comme I'illustré la figure 28 que les ligma-
ments latéraux soient détendus en rotation interne et tendus en rotation externe. Ainsi, en
action combinée avec les ligaments croisés, ils contraignent les rotations interne/externe.
Pour finir, on peut noter qu’ils se détendent aussi lors de la flexion.

La rotule et ses ligaments conjointement au plan ligamentaire postérieur empéchent
les mouvements de tiroir antéro-postérieurs.

Donc en extension, la majorité des ligaments sont tendus et le genou est normalement
stabilisé par la tension ligamentaire. Tandis qu’en flexion, les ligaments sont presque tous
détendus et le genou peut donc effectuer des mouvements secondaires.

Par ailleurs, au cours du mouvement de flexion/extension se produisent de légéres
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Figure 2.8 — Les ligaments latéraux.
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rotations automatiques entre le fémur et le tibia.

Ces mouvements accordés par ’articulation sont intrinséquement dépendants de la
surface osseuse intervenant dans 'articulation.

On distingue deux types de flexion, la flexion active d’une amplitude inférieure a en-
viron 130 ° et la flexion passive pouvant atteindre a peu prés 150 °.

Lors de la flexion active, les muscles fléchisseurs se contractent et forment une masse
musculaire & I'arriére de 'articulation et limitent la flexion. La flexion passive est plus
ample puisque les muscles fléchisseurs sont détendus et se laissent alors écraser 1'un sur
I’autre.

Dans tous les cas, le mouvement des condyles fémoraux sur les plateaux tibiaux est
constitué d’une combinaison de roulement/glissement, illustré par la figure La pre-
miére figure illustre la position initiale d’'un condyle fémoral sur un plateau tibial, avec
une représentation des points de contact en noir. Dans les figures suivantes, les points de
contact initiaux sont conservés en gris et les trajectoires des points de contact sont repré-
sentées par des fléches rouges. Lors du mouvement de roulement (b), le point de contact
du condyle fémoral parcourt la méme distance que le point de contact du plateau tibial,
tandis que dans le cas du glissement (c), seul le point de contact du condyle fémoral se
déplace. Le mouvement de roulement/glissement (d) est une combinaison des deux dans
laquelle le point de contact du condyle fémoral parcourt une distance supérieure au point
de contact du plateau tibial. Au cours de la marche normale, les condyles commencent
par rouler sur & peu prés 15 ° puis glissent et roulent, jusqu’a environ 100 ° de flexion, ol
ils finissent par glisser sans rouler. Nous rappelons que ces informations proviennent du
livre [CGO5]

a b ¢ d
Figure 2.9 — Illustration du mouvement de roulement /glissement d’un condyle fémoral sur

un plateau tibial - a) position initiale, b) roulement, c) glissement, d) roulement /glissement

Dans le plan sagittal (figure EZTI), on constate que les condyles fémoraux présentent
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un rayon de courbure qui diminue vers l’arriére, c’est a dire que le condyle est plus plat a
lavant (plus grande surface pour la posture verticale) et plus arrondi a I'arriére (meilleur
développement du mouvement de flexion). Cependant, les deux condyles n’ont pas la
méme courbure, le rayon de courbure du condyle interne est supérieur a celui du condyle
externe.

La surface du plateau tibial interne est concave, tandis que le plateau tibial externe
présente une forme en selle dont la gouttiére va d’avant en arriére. Ceci explique en par-
tie les rotations automatiques s’effectuant au cours du mouvement de flezion/extension.
L’autre raison étant que le condyle interne est plus maintenu, puisque le ligament latéral
interne est moins élastique que le ligament latéral externe.

2.3 Représentation de P’articulation

Comme Bull et Amis 'expliquent [BA9S], il existe de nombreuses maniéres de repré-
senter 'articulation du genou. Cependant, certaines d’entre elles se révélent inefficaces
pour une modélisation réaliste du genou. Si les techniques placant ’articulation du genou
dans un espace 2D étaient justifiées lorsque la puissance des ordinateurs n’était pas suffi-
sante pour résoudre efficacement des systémes 3D, elles sont aujourd’hui inadaptées pour
une interprétation correcte du mouvement de la marche.

Bien que la simulation 3D de I'articulation du genou soit 1’axe de recherche principal
actuellement, I'utilisation de la 2D pour la simulation reste toutefois utile, pour effectuer
des simulations simplifiées, permettant ainsi une validation méthodologique.

Dans le cas de la simulation d’une articulation, on peut répertorier trois types de
modéle : cinématique, statique et dynamique :

Le modéle cinématique permet d’exprimer ’espace des évolutions possibles en posi-
tion, vitesse et accélération des éléments constitutifs de ’articulation. Ce modéle ne
prend pas en compte les données relatives a la masse et aux efforts extérieurs.

Le modéle statique relie les conformations stables décrites par le modéle cinématique
(position et orientation), aux efforts qui les maintiennent (efforts dont la somme
des contributions est nulle). On utilise des modéles quasi-statiques pour simuler les
effets du mouvement.

Le modéle dynamique , quant a lui, relie les évolutions des conformations (vitesse et
accélération) aux efforts et a I'inertie.

Je vais détailler ces modéles en étudiant les différentes approches employées pour
modéliser I'articulation du genou dans des travaux précédents. Pour finir, je discuterai
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rapidement des différentes représentations des orientations disponibles pour qualifier les
rotations de I'articulation.

2.3.1 Le modéle cinématique

Comme nous 'avons vu précédement, le modéle cinématique s’intéresse uniquement a
7
la position, la vitesse et ’accélération des éléments de ’articulation.

Au vu de la complexité des mouvements secondaires, il serait réducteur de ne consi-
dérer qu’une seule rotation (la flexion/extention). Dés lors, il faut caractériser les mouve-
ments qui nous intéressent.

Le mouvement de ’articulation du genou peut étre caractérisé par trois rotations et
trois translations. Les axes de ces trois rotations sont généralement considérés comme
dissociés.

Le premier impératif est de localiser ’axe de flexion/extension. Shino [Shi61] avance
que cet axe se déplace d’a peu prés 1 cm pour 130 ° de rotation. Frankel et al. [FBBTI]
approfondissent ces déclarations en proposant que le centre de rotation se déplace sur le
plan de la rotation sous la forme d’une spirale. Ce qui semble étre confirmé par la littéra-
ture au vue de I’évolution de la courbure des condyles.

De leur coté, Crowninshield et al. [CP.J76] avérent les déclarations de McLeod et al.
[MC74) selon lesquelles, le centre de rotation se trouverait dans le condyle fémoral externe,
proche de la surface du plateau tibial lorsque ’articulation est en pleine extension et se
déplacerait petit & petit vers ’arriére lors de la flexion.

Smidt [Smi73] utilise une translation dans la région du condyle fémoral externe pour si-
muler ce déplacement tandis que Lewis et Lew [LL77, [LL78] utilisent déja un modéle a 6
degrés de liberté définissant un axe unique optimal.

Crowninshield et al. [CP.J76] décrivent dans leur article le mouvement de rotation
interne/externe comme deux rotations d’axe antéro-postérieur se situant respectivement
dans les condyles interne et externe.

En opposition, Seering et al. [SPNS80)| proposent un axe unique de rotation situé dans
le fémur et passant par un point situé a moins de 0,5 cm et & mi-chemin des deux points
de la surface des condyles fémoraux les plus distants possibles. Le centre de la rotation
interne/excterne est situé par Mosely [Mosh3| au centre du condyle interne, il quantifie
cette rotation d’a peu prés 30 ° pour une flexion de 130 °. Wang et al. [WWWT3| et Crow-
ninshield et al. [CP.J76] corroborent cette assertion en localisant le centre de cette rotation
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sur la partie interne du genou mais Wang et al. spécifient la rotation comme une fonction
de ’angle de flexion/extension.

En opposition, Seering et al. [SPNS&0] utilisent un axe perpendiculaire au plateau
tibial, passant par le point médian des centres des plateaux tibiaux interne et externe.
Wang et Walker [WW74] quant a eux, définissent ’axe de rotation comme perpendiculaire
a la créte de I’éminance intercondylienne.

Selon Goodfellow et O’Connor [GOTS|, les mouvements de tiroirs antéro-postérieurs
doivent apparaitre dans un axe antéro-postérieur défini par la créte de I’éminence inter-
condylienne, et paralléle au plateau tibial dans le plan sagittal. Edwards et al. [ELLT0| et
Crowninshield et al. [CP.I76| expriment ces mouvements dans un axe reposant sur le plan
défini par les contacts osseux, selon I'insertion fémorale des ligaments croisés et passant
par le centre du plateau tibial.

Les mouvements de tiroir latéraux, selon Morrison [Mor70], sont définis sur un axe
de translation passant par les points de contact les plus distants, passant au milieu et
perpendiculairement & la créte de 1’éminance intercondylienne.

Enfin, pour les mouvements de compression/distraction, Edwards et al. [ELL70| et
Crowninshield et al. [CP.I76] emploient I’axe longitudinal du tibia passant par le centre du
plateau tibial, alors que les résultats de Yoshioka et al. [YSSCR9] suggérent que la moyenne
des axes de son jeu d’étude différe de 2 °de I'axe du tibia. Edwards et al. [ELL70] étu-
dient la cinématique de I’articulation du genou pour déterminer la longueur des ligaments
latéraux et croisés. Ce systéme comporte 3 DAL : I'angle de flexion dans le plan sagit-
tal, la rotation tibiale dans le plan transversal et la translation de compression/distraction.

Au vu de ces nombreuses études, on peut constater que la construction du modéle ci-
nématique de I'articulation du genou reste un probléme ouvert et qu’il n’existe pas encore
de solution réellement convaincante.

2.3.2 Le modéle statique

Le modéle cinématique dépend des informations et des connaissances que ’on a sur
le fonctionnement de l’articulation que l'on souhaite étudier. Pour se dégager de cette
contrainte, certains chercheurs ont souhaité modéliser ’articulation en se basant sur les
informations géométriques des éléments de I’articulation pour les faire interagir en y ap-
pliquant des forces internes et externes. Dans le but d’obtenir une description cohérente
de larticulation, ils ont commencé par modéliser I'articulation en recherchant la position
d’équilibre entre les forces internes/externes (modéle statique) puis ont simulé le mouve-
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ment en introduisant un déséquilibre (modéle semi-statique). Hefzy and Grood [HGSS]
ont classifié ces modéles en quatre principaux groupes :

Le type I regroupe ceux qui sont utilisés pour déterminer la répartition des forces dans
les muscles et ligaments lors d’efforts exercés par I'articulation.

Le type II représente les systémes dans lesquels les forces de chaque ligament sont re-
présentées comme des fonctions dépendantes de I’articulation.

Le type III regroupe les systémes principalement utilisés pour déterminer les forces de
frottement /glissement aux points de contact.

Le type IV se compose des systémes les plus complexes incluant a la fois les contraintes
ligamentaires et géométriques.

2.3.2.1 Le typel

Aucune implantation graphique d’un modéle de type I n’a été faite, cependant il est
possible de la concevoir & partir de Hefzy [HGSS|.

2.3.2.2 Le type Il

Les premiers modéles de type I ont été mis en place par Crowninshield et al. [CP.J76].
Crowninshield et al. [CP.J76| ont poursuivi les travaux de Edwards et al. [ELL70] en pré-
sentant le premier modéle analytique de genou prédisant les réponses de 'articulation
soumise a des forces externes ou a des déplacements. Ce modéle a été obtenu en ajoutant
2 DAL : mouvement de varus/valgus et mouvement antéro-postérieur ainsi qu’en com-
plexifiant la représentation des ligaments. La tension de ’articulation est calculée par la
méthode inverse, aussi utilisée par Wismans [WV.IT80)|. Les prédictions obtenues ont été
comparées avec des données expérimentales, les résultats sont considérés comme accep-
tables pour les mouvements de varus/valgus et de rotation latérale, mais pas pour les
mouvements antéro-postérieurs.

Dans un premier article, Grood et Hefzy [(GH82] évaluent la contribution des ligaments
aux efforts du genou en utilisant une matrice d’analyse structurelle. I’avantage de cette
méthode étant que D'effort appliqué a ’articulation est calculé directement a partir des
équations du modéle. Dans leur second article, Hefzy et Grood [HG83| ont étendu leur
travail en incorporant une description des ligaments plus réaliste.

2.3.2.3 Le type 111

Selon Hefzy et Grood [HGS8S8| le modéle de type III a initialement été développé pour
évaluer les variations d’effort du genou selon I'ostéotomie du tibia. Plusieurs modéles
[Min&1l, [DBT78l, MP77] ont été mis en place, mais tous sont dans une optique calcul formel

20



2.3. REPRESENTATION DE L’ARTICULATION

reposant sur des courbes et des fonctions.

2.3.2.4 Le type IV

Il n’existe a ce jour que trois modéles de type IV, ceux de Wismans et al. [WV.I80),
Andriacchi et al. [AMHGS3| et Blankevoort et al. [BHD84]. Wismans et al. [WV.IT80]
proposent un modéle 3D quasi-statique du genou. Le modéle comprend les structures li-
gamentaires et capsulaires ainsi que la représentation géométrique 3D de ’articulation,
permettant ainsi d’exprimer la position du fémur par rapport au tibia en fonction de
I’angle de flexion. La tension et 1’étirement des ligaments ainsi que la position des deux
points de contact, la direction et l'intensité des forces aux points de contact sont aussi
désignées comme des fonctions de la flexion.

Andriacchi et al. [AMHGS3| présentent un modéle 3D utilisant un modéle de corps
rigide pour le fémur et le tibia, et un modéle d’éléments finis pour les ligaments, ménisques
et cartilage. Les rotations secondaires ont été prédites, puis quantitativement comparées
aux valeurs expérimentales présentées par Markolf et al. [MMAT6).

Ils ont découvert qu’imposer des contraintes au mouvement déplace ’axe de rotation
suffisamment pour altérer la réponse du genou. Ils en ont déduit qu’il était trés important
de pouvoir simuler un axe de rotation mobile dans le modéle du genou et concluent
que les applications utilisant un axe de rotation fixe imposent un effort non naturel &
I’articulation.

2.3.3 Le modéle dynamique

Si le but de I’étude est la construction d’un systéme permettant de simuler de ma-
niére efficace le comportement d’une articulation en fonction d’une grande variété de
contraintes, alors les modéles statiques ou quasi-statiques, considérant des restrictions ar-
tificielles sur I'articulation sont inadéquats.

Il faut donc étendre 1’étude faite sur ces modéles pour pouvoir gérer dynamiquement
les contraintes que l'on souhaite y appliquer. On distingue deux types de modéles : 2D
['1‘E93, ARH93, IWHB84! MEA83] et 3D [KA(}S& MEA83].

Tumer et Engin [I'E93| ont développé un modéle 2D du genou, incorporant a la fois
I’articulation patello-fémorale et tibio-fémorale. Le modéle permet la simulation de la ré-
ponse & la contraction de certains muscles de I'articulation et & I'application de forces
externes. Le méme jeu de muscles que Wongchaisuwat et al. [WHB84] a été modélisé.
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Abdel-Rahmen et Hefzy [ARH93] ont construit leur modéle comme deux corps rigides
connectés par cing ligaments. Le fémur est considéré comme fixe tandis que le tibia est
libre dans le plan sagittal. L’articulation est considérée comme sans frottement avec un
seul point de contact. Les forces externes appliquées sont le poids de la jambe, s’appli-
quant au centre de gravité du tibia comme défini par Moeinzadeh et al. [MEAR3|, ainsi
qu'une force de charge s’appliquant elle aussi au centre de gravité du tibia dans un axe
perpendiculaire & ’axe du tibia et dirigé vers I'arriére. Ils obtiennent ainsi trois équations
de mouvement, deux équations d’accélération selon ’axe x et y et une équation d’accéléra-
tion angulaire. Trois autres équations sont ajoutées pour résoudre le point de contact, soit
six équations pour six inconnues. Ils ont ainsi pu démontrer, en accord avec la littérature,
que pour une flexion de 20 a4 90 °, les efforts inverses sont essentiellement fournis par le
ligament croisé postérieur et le ligament collatéral interne.

Wongchaisuwat et al. [WHB8&4] s’intéressent au mouvement de roulement/glissement
qui s’opére entre deux os. Pour se faire, ils modélisent le mouvement dans la coupe sagit-
tale, et considérent le tibia comme un pendule ne pouvant perdre le contact avec le fémur.
Ils introduisent ensuite des efforts pour simuler les ligaments et les efforts fournis par les
muscles, formulent les équations des mouvements résultants dans un systéme Newton-
Euler puis résolvent le systéme. Les résultats obtenus sont difficilement comparables a la
littérature & cause de différences trop importantes entre les modéles et ’expérience. Mais
Wongchaisuwat et al. présentent leurs prédictions de réponse des ligaments comme trés
correctes.

Moeinzadeh et al. [MEAS3| ont développé un modéle en 2D du genou constitué de
deux corps rigides attachés ensemble par la représentation des ligaments croisés et colla-
téraux. Le fémur est considéré comme fixe tandis que le tibia est mobile dans un plan.
Le but de I'étude était de démontrer les effets de ’application d’une force externe sur le
tibia plutdt que d’effectuer une simulation paramétrée. Leur modéle a permis de consta-
ter qu’en extension, les ligaments collatéraux et croisé antérieur s’allongent tandis que le
croisé postérieur se contracte lors de I’application d’une charge sur le tibia.

L’essentiel des travaux que je viens de citer s’intéressent a la modélisation du genou
sous un aspect continu. En effet, il n’etait pas possible & ’époque de gérer de gros vo-
lumes de données. Un effort particulier a donc été fait pour obtenir une approximation
géométrique des surfaces osseuses et de leurs interactions. Cette approche est intéressante
puisqu’elle permet d’obtenir des informations importantes sur la caractérisation et les
relations entre les différents éléments de I'articulation, cependant dans le souci d’obtenir
une simulation personnalisable, il semble nécessaire a I'heure actuelle d’utiliser des infor-
mations réelles.
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D’autre part, nombre de ces travaux tentent d’obtenir une simulation de I'action du
genou en contraignant directement les rotations sur leur axe. Or comme le souligne Mar-
kolf et al. [MMATG], il est nécessaire de simuler des axes de rotation mobiles afin de ne
pas imposer d’efforts non naturels a ’articulation.

C’est, pourquoi nous souhaitons introduire un modéle disposant d’une représentation
3D de ces surfaces osseuses, reposant sur des données réelles. L’interaction entre ces sur-
faces devra étre libre et précise tandis que leur mouvement relatif sera contraint de maniére
complexe.

2.3.4 Représentation des orientations

Afin d’orienter les éléments dans 1’espace, nous avons besoin de définir un systéme de
coordonnées, cinq sont couramment utilisés : les angles projetés, les angles d'Euler, les
angles de Cardan et Bryant, les quaternions et les angles duaux.

Le systéme des angles projetés est 'approche adoptée par Sutherland et al. [SOBWSS]
dans I'étude qu’ils ont effectuée sur la marche. Cette technique consiste a projeter les
segments représentant les angles locaux sur les plans XY, YZ et ZX d’un repére global
fixe afin d’obtenir les angles dans un ensemble de référence. Cette méthode est simple et
facile & mettre en place mais la cinématique 3D obtenue est instable et approximative.
Elle se révéle méme erronée dans le cas d’une rotation supérieure a 5 °.

L’utilisation des angles d’Euler et de Cardan-Bryant consiste & paramétrer le mouve-
ment de rotation en fonction des axes d’une base orthogonale {i, j, k}. Les angles d’Euler
sont définis par la rotation autour de la séquence d’axes kjk [LBIB48, [DOTGIT, [RK91|
alors que les axes de Cardan-Bryant sont définis par la séquence de rotation ijk [EGWS8,
MEAR3]|. Le résultat est évidemment dépendant de la séquence mais les variations restent
faibles dans le cas de rotations de petites amplitudes.

Le principal défaut, appelé « gimbal lock », de ces méthodes est la singularité qui fait
que de petites variations dans la matrice de rotation provoquent de grandes variations
dans la rotation finale lorsque la rotation autour de j approche 7 /2, ainsi qu'un blocage
complet des rotations lorsque ’angle de rotation autour de j est égal a w/2. Les autres
cas se partagent en deux groupes, connus sous le nom de « Codman’s Paradox » [MI9T].

Afin de se soustraire a ces limitations, il est possible d’utiliser les quaternions unitaires.
Ceux-ci permettent de caractériser des rotations de I’espace autour d’un axe quelconque
[Sho85, [Han06]. Ils sont définis comme une extension de ’ensemble des nombres com-
plexes : I’espace des quaternions étant composé d’une direction réelle et de trois directions
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imaginaires indépendantes. L’ajout d’'un paramétre et d’une contrainte supplémentaire
permet de résoudre le probléme de « gimbal lock » et offre une solution efficace pour
I’interpolation de deux rotations quelconques, ce qui nous intéresse particuliérement dans
le cadre de I’animation.

Les angles duaux [YKOT, YK02| partent du méme principe que les quaternions, et
ajoutent une composante supplémentaire a chaque rotation. Ainsi, une translation est
liée a chaque rotation afin de pouvoir caractériser efficacement des rotations de 1’espace
autour d’'un axe quelconque, tout en gardant un formalisme naturel.

Nous avons choisi d’utiliser pour notre simulation les quaternions, puisqu’il s’agit de
la solution la plus couramment utilisée dans la communauté de I'informatique graphique
pour éviter les problémes de « gimbal lock » et obtenir une caractérisation efficace des
rotations de ’espace. Les angles duaux auraient pu étre une autre solution viable mais
leur utilisation reste malgré tout marginale et anecdotique.

2.4 Extraction et représentation des données

Comme nous venons de le voir, les solutions pour la modélisation sont nombreuses.
Néanmoins, quelle que soit la solution méthodologique envisagée il est nécessaire de tenir
compte des données qui seront utilisées par le modéle pour I'animation. Afin d’obtenir
le résultat le plus exact possible, ces informations doivent étre extraites de données réelles.

Il est intéressant de noter que 1’évolution technologique en terme d’acquisition (IRM,
capture de mouvement) nous offre de nouvelles perspectives pour ’élaboration et la valida-
tion de modéles anatomiques. Ainsi, la simulation biomécanique est passée d’une approche
empirique « continue » reposant sur des courbes et surfaces mathématiques représentant
les données réelles a une approche « discréte » basée directement sur les données réelles
comme la méthode des éléments finis. Notre travail souhaite faire la jonction entre ces
modéles théoriques ne reposant pas sur des données réelles et ces modéles discrets ne
permettant pas d’extraire I’expression du mouvement global qu’ils simulent.

Une premiére étape consiste a obtenir des données géométriques et topologiques du
systéme que l’on souhaite modéliser. L’extraction de ces données a partir de mesures
réelles telles que des IRM ou des radios, repose sur des algorithmes de traitement d’infor-
mation volumique. De nombreuses solutions existent, il s’agit 1a cependant d’un domaine
de recherche toujours ouvert qui dépasse le cadre de cette thése.

Une fois le modéle géométrique obtenu, il reste & obtenir les informations mécaniques
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des éléments constituant le modéle. Les informations de mouvement telles que la vitesse,
I’amplitude et la nature des transformations effectuées peuvent étre obtenues par capture
de mouvement ou motion capture [Koc02, [CWZF02]. Dans le cadre du projet SysReeduc,
nous travaillons conjointement avec le LACM (Laboratoire d’Analyse des Contraintes Mé-
caniques) qui dispose d’un systéme d’acquisition optique VICON. Ce systéme se compose
de plusieurs caméras proche infra-rouge, disposées de maniére a ce que les marqueurs dis-
posés sur le sujet d’étude soient toujours visibles par plusieurs d’entre elles. Il est ensuite
possible de reconstruire le parcours 3D des marqueurs a partir de ces différentes vues.
La figure illustre une séance de capture de mouvement au LACM. On distingue trés
nettement les petites sphéres réfléchissantes qui servent de marqueurs et disposées stra-
tégiquement sur les sujets.

Figure 2.10 — Une séance de capture de mouvements au LACM (http ://taiar.univ-
reims.fr/).

Cette méthode, désormais couramment utilisée dans I'industrie du cinéma ou des jeux
vidéo, pose toutefois quelques problémes dans le cadre de la simulation précise d’une ar-
ticulation ou le positionnement précis des marqueurs est requis. En effet, ces marqueurs
sont généralement disposés & méme la peau et sont donc sujets aux mouvements de la
chair sur les os et les muscles, appelés glissements de peau. Ces mouvements sont difficile-
ment évaluables et viennent perturber le calcul des positions des marqueurs. Bien qu'un
soin tout particulier soit fourni lors du positionnement initial des marqueurs afin d’en
minimiser I’amplitude, ces mouvements sont malgré tout inévitables.

Les informations physiologiques des éléments peuvent étre obtenues a partir de la litté-

rature et des connaissances d’experts. Ainsi, recoupées avec les informations géométriques
nous pouvons disposer d’informations personnalisables.

Certains efforts intervenant sur le systéme au cours de ’exercice peuvent étre mesurés
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par des capteurs spécifiques, tel que des tapis mesurant la pression ou des systémes a
retour de force permettant de mesurer Ueffort fourni [CWZ702, [KP.JO2]. Cependant, la
mesure des efforts pour la modélisation en dynamique inverse est une tache ardue et loin
d’étre efficace puisqu’elle doit reposer sur une connaissance appropriée des interactions
entre la zone de capture et la zone d’application de I’effort dans la simulation. C’est a dire,
par exemple, les interactions entre la plante du pied pour un tapis mesurant la pression
et le tibia pour une simulation du genou.

Il est & noter que pour la validation d’un modéle, dans le cadre d’une étude fine, il
est nécessaire de disposer de ’ensemble des informations personalisées pour chaque sujet
d’étude afin de rester cohérent sur les informations que 1’on compare et valide. Dans notre
cas, a cause du retard pris par le projet SysReeduc nous ne disposons malheureusement
d’aucune donnée expérimentale.

Cependant, a terme, nous envisageons de pouvoir effectuer des simulations sur des don-
nées réelles, extraites d’IRM ou de radios. Dans un premier temps, notre étude n’étant
que cinématique, la modélisation géométrique s’intéresse essentiellement aux surfaces os-
seuses. Celles-ci pourront étre obtenues a 1’aide d’algorithmes d’extraction d’informations
géométriques & partir de données volumiques et stockées sous forme de maillages triangu-
laires. Nous travaillons donc sur ce type de données pour la modélisation géométrique. Par
la suite, afin de valider notre modéle, les courbes cinématiques obtenues par simulation
pourront étre comparées a celles obtenues par capture de mouvement.

Les informations physiologiques n’intérviendront que dans une optique de simulation
dynamique. Il sera alors nécessaire de les corréler aux données volumiques des IRM ou
radios afin de parvenir & un modéle personnalisé. Mais il s’agit 1a d’un travail complexe,
dépassant le cadre de cette thése.

2.5 Travaux préliminaires

Ce travail de thése prend la suite d’une étude réalisée dans le cadre du stage de DEA
de Delphine Deliessche. Ce travail était un premier pas vers la réalisation d’un modéle
biomécanique de 'articulation du genou.

Dans cette optique, aprés I’étude du fonctionnement de D’articulation et grace a la
participation d’un expert kinésithérapeute, un modéle simplifié du genou a été mis en
place, permettant de simuler de maniére efficace I'interaction entre le tibia et le fémur
tout en prenant en compte les restrictions dues aux ligaments.
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Ce modeéle repose sur I’hypothése que les deux mouvements interne/externe et adduc-
tion/abduction du genou sont inhérants a la structure de Particulation, et qu’ils peuvent
étre exprimés en fonction du mouvement de flexion/extension.

En accord avec I'expert et par leur faible amplitude, les mouvements de tiroir sont
négligés dans cette étude pour se focaliser uniquement sur les rotations. Le modéle ar-
ticulaire recherché n’a donc qu’une coordonnée généralisée 0y, caractérisant I’angle de
flexion /extension et deux angles secondaires 6; = f1(6y) et 62 = f2(6y) associés aux deux
rotations corrélées a la flexion /extension.

Ce modéle a ensuite été introduit au sein de MADy, le moteur d’animation dynamique
développé au sein du laboratoire, afin de le tester et d’en valider les résultats. Je propose
d’expliquer le modéle mis en place, d’en étudier les résultats et d’en tirer les perspectives
développées dans cette thése.

2.5.1 Le modéle cinématique

Le modéle cinématique consiste & caractériser et a représenter les différentes structures
anatomiques d’intérét et & décrire leurs interactions et domaines d’évolution.

Le role principal de la rotule est de servir de poulie entre le ligament rotulien et les
tendons du quadriceps. Cette étude préliminaire ne portant que sur la cinématique de
I’articulation, celle-ci & été réduite a la seule interaction du tibia et du fémur. Dans le
cadre de la simulation, une articulation se résume a un ensemble de liaisons mécaniques
représentant les interactions entre les os.

- Fémur

-<——— |iaison du genou

+«— Tibia

Figure 2.11 — Représentation simplifiée de ’articulation.

Ici, articulation du genou, et donc 'interaction entre le tibia et le fémur, est modélisée
en se focalisant sur les contacts articulaires au nombre de deux : la partie interne (condyle
fémoral interne - plateau tibial interne) et la partie externe (condyle fémoral externe -
plateau tibial externe).
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D’apres la littérature et des connaissances d’experts, le rayon de courbure du condyle
fémoral interne reste & peu prés constant au cours de la marche, soit une amplitude de
flexion d’a peu prés 70 °. Il vient donc parfaitement s’enchasser dans la forme concave du
plateau tibial interne. L’action combinée de ces deux surfaces interdit donc les translations
dans la partie interne. Elle peut étre modélisée par une liaison mécanique de type rotule
dont le centre de rotation est le centre de la sphére inscrite au condyle fémoral interne.

La partie externe se compose du plateau tibial externe et du condyle fémoral externe.
Avec I'accord de I'expert, le plateau tibial a été modélisé sous la forme d’un plan tangent.
L’approche employée pour représenter le condyle fémoral externe, a été de le modéliser
sous la forme d’une courbe spline de Catmull-Rom representant le chemin des points de
contact entre le condyle fémoral externe et le plateau tibial externe sur la surface du
condyle, comme illustré par la figure

Partie externe : Fémur Partie interne :
courbe spline centre de rotation
condyle fémoral —— = ~—— condyle fémoral

plateau tibial —— -<—— plateau tibial

Tibia
Figure 2.12 — Modélisation simplifiée des contacts osseux de I’articulation du genou.

Afin d’acquérir ces données, ’étude s’appuye sur des données réelles extraites de trois
coupes d’images IRM T1 d’un genou gauche (coupe coronale, sagittale et axiale), extraites
de l’atlas DAVID (Online Atlas of Human Anatomy for Clinical Imaging Diagnosis). Une
application a été développée, illustrée par la figure LT3 permettant la visualisation des
trois plans de coupe, d’une part en projection paralléle et d’autre part en projection pers-
pective, qui aprés recalage des trois plans, montre une approximation 3D de ’articulation.

En se basant sur ces trois projections, on peut identifier les différents éléments interve-
nant dans 'articulation. Le centre de rotation de la partie interne coincide avec le centre
de la sphére inscrite dans le condyle fémoral interne. Celle-ci étant obtenue & partir de
trois points définis sur la surface du condyle fémoral interne dans les coupes axiale et
coronale. La coupe coronale permet la localisation des plateaux tibiaux et on peut donc
disposer le plan tangent représentant le plateau tibial externe de maniére interactive.

Pour finir, la courbe spline définissant le chemin des points de contact sur la surface
du condyle fémoral externe au cours de la flexion/extension est obtenue en placant les
points de controle de maniére interactive dans la coupe sagittale pour suivre au mieux
la structure osseuse. Cette courbe spline est ensuite déformée de maniére & tenir compte
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=~ VISU GLOBALE : CONDYLES

i s Coupe Coronale Coupe Sagittale
¢ |Recalage

€ Trace de la spline

Celeuler Spline

Projection

€ Trace du rayon

C Points caracteristiques

™ Vue globale

Quitter I

Figure 2.13 — L’interface de I’application de modélisation du genou.

de la forme arrondie du condyle fémoral externe dans le plan transversal en projetant ses
points de controle sur une sphére définie par son centre et son rayon obtenus interactive-
ment dans les coupes axiale et coronale.

On souhaitait obtenir au final un degré de liberté complexe représentant, le mouvement
de flexion/extention. La partie interne modélisée sous la forme d’une liaison mécanique de
type rotule interdit les translations et n’autorise que trois rotations, soit trois degrés de li-
berté. L’ajout de contraintes va réduire la dimension de I’espace d’évolution des degrés de
liberté. Deux contraintes doivent donc étre introduites pour obtenir le mouvement prin-
cipal. Au final, on obtient un degré de liberté unique en observant 1’évolution des angles
secondaires par rapport a l’angle principal (flexion/extension) au cours des simulations.
Il est possible ensuite, aprés interpolation d’obtenir les rotations secondaires & partir de
la flexion/extension, soit un seul degré de liberté.

La premiére contrainte consiste & imposer un contact permanent entre le plateau tibial
et le condyle fémoral afin de simuler I'action des ligaments. Cette contrainte consiste a
imposer qu’un point de la courbe de Catmull-Rom, représentant le chemin des points de
contact entre le condyle fémoral externe et le plateau tibial externe au cours de la flexion
sur le condyle, soit en contact avec le plateau tibial, comme illustré par la figure 2ZT4

Le plateau tibial est représenté par un plan P(o,n) défini & partir d’'un point o et
d’une normale n. On cherche a identifier le point p(u) de la courbe spline, qui devrait étre
en contact tangent avec le plan du plateau tibial. Le paramétre u recherché doit assurer
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« Point de controle

Condyle fémoral ——» _ _
o Point de la spline

n ayant une dérivée nulle

d
Plateau tibial ——

Figure 2.14 — Le point de contact entre le condyle fémoral externe et le plateau tibial
externe.

le contact comme suit :

n- (R (6y,6:,0:)p(u) —0) =0 (2.1)

Avec R(0,61,0:) la matrice de transformation du repére du fémur au tibia.

Par ailleurs, la courbe de Catmull-Rom étant supposée contintiment dérivable, la
contrainte de contact tangent peut étre formulée par une relation d’orthogonalité entre la
tangente p’(u) a la courbe et la normale au plan.

n- R_l(eo, 91, Qg)p'(u) =0 (22)

On peut constater qu'une inconnue supplémentaire a été introduite pour caractériser
le point de contact.

La seconde contrainte repose sur une simplification anatomique, en considérant que le
ligament croisé antéro-externe reste tendu au cours de la marche et que la rotule vient
maintenir le fémur en contact avec le tibia, la longueur du ligament croisé antéro-externe
peut étre considérée comme constante durant cet exercice. On peut alors définir une
contrainte de distance constante entre un point f lié a la face interne du condyle externe
du fémur et un point t lié & la surface pré-spinale du plateau tibial. Ces deux points sont
placés interactivement dans ’application de modélisation. Cette contrainte s’exprime donc
par ’équation

||R_1(00,01,02)f—t||2 :(32 (23)

Nous disposons donc au final de trois degrés de liberté et d’une inconnue supplémen-
taire permettant d’identifier le point de contact. Dans le méme temps, nous avons defini
trois contraintes (équations Z1] et Z3)). Nous obtenons, finalement, ’expression d’un
degré de liberté complexe, exprimant le mouvement de flexion/extension du genou.

Une fois la description cinématique de ’articulation terminée, nous pouvons expéri-
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menter les mouvements obtenus par la mise en application du modéle.

2.5.2 Reésultats

Ce modéle permet d’obtenir pour un angle 6, de flexion/extension donné les angles des
rotations interne/externe ¢; et abduction/adduction #y correspondants. En faisant varier
I’angle de flexion de 0“4 80°, on peut obtenir des courbes simulées définies sur le méme
intervalle que les courbes de référence fournies par I’expert. Nous pouvons donc comparer
ces deux jeux de courbes (figure 2XTH) afin de juger de la pertinence du systéme. On peut
constater que la méthodologie semble correcte puisque les allures des courbes simulées et
de référence sont similaires.

. ! > , .
flexion /extention(deg) 3 flexion /extention(deg)
o4 oz 80
o i}
_ © 60
% 20 §
E -40 g 40
o
qé -60 H 20
= 3
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2 5 20
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"3
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Figure 2.15 — Variation des angles de rotations secondaires en fonction de ’angle de rota-
tion de la flexion /extention. La rotation interne/externe a gauche et adduction/abduction
a droite. Les résultats obtenus par le modeéle sur la ligne du haut et les valeurs de référence
sur la ligne du bas.

Cependant, si on observe les échelles d’angle des rotations internes, on constate, que
par rapport aux valeurs de référence, les valeurs simulées sont amplifiées. Cette amplifica-
tion des courbes de rotation est probablement due a une approximation du systéme lors
de la modélisation. Celle-ci peut résulter d’une erreur lors du positionnement manuel des
éléments du modéle ou d’une simplification méthodologique arbitraire.

Nous avons identifié quelques sources probables d’erreurs. Pour commencer, la modé-
lisation du contact de la partie externe nous semble assez peu fiable, car elle repose sur
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le profil 2D du condyle fémoral déformé par projection sur une sphére afin d’obtenir une
estimation 3D du chemin des points de contact sur le condyle. Par ailleurs, la simplifica-
tion de la partie interne du genou sous la forme d’une liaison rotule, interdisant ainsi les
mouvements de tiroir dans cette partie de ’articulation, pourrait imposer des contraintes
arbitraires au systéme.

De maniére générale, il nous semble intéressant de tenter de limiter I'intervention hu-
maine au cours du processus de modélisation géométrique en automatisant la modélisation
et le positionnement des éléments de ’articulation. C’est pourquoi j’ai proposé d’utiliser
une representation 3D des surfaces osseuses.

2.6 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que l'articulation du genou est une articulation com-
plexe faisant intervenir de nombreux éléments dans son action et que de cette complexité
structurelle résulte une complexité comportementale se traduisant par ’apparition de
mouvements secondaires en marge de la flexion/extention : les rotations interne/externe
et adduction/abduction ainsi que les mouvements de tiroir.

Nous avons vu qu’il n’existe pas de modéle cinématique de I’articulation du genou qui
soit pertinent. Or puisque les modéles statiques et dynamiques reposent sur celui-ci, nous
ne pouvons pas encore construire de modele statique ou dynamique pertinent du genou.
Les travaux antérieurs sur la simulation réaliste de ’articulation du genou reposent gé-
néralement sur une approximation géométrique des structures de 'articulation. Or, afin
d’obtenir un modéle de genou personnalisé et efficace, il est nécessaire de s’appuyer sur
les données (géométriques dans un premier temps) propres a chaque individu a l'aide de
techniques telles que 'IRM. Par ailleurs, en accord avec les conclusions du tour d’horizon
et afin de ne pas introduire d’efforts non-naturels dans le modéle, nous ne devons pas nous
contenter de liaisons mécaniques classiques.

L’articulation du genou ne peut donc pas étre réduite a une simple liaison pivot et
les premiers travaux du laboratoire ont donc consisté a définir une liaison a un degré de
liberté complexe, s’exprimant comme la combinaison de trois rotations. Cette approche,
reposant sur ’exploitation des degrés de liberté réels, ainsi que I'intégration naturelle des
contraintes nous a encouragés a employer le formalisme Lagrangien.

Une autre approche, largement employée pour la simulation, aurait p étre la mé-
thode des éléments finis. Celle-ci pouvant reposer sur I’exploitation directe des données
brutes. Cependant, comme nous le verrons plus en détail dans le chapitre [l le formalisme
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Lagrangien est plus approprié. En effet, il permet 'intégration naturelle de contraintes
complexes au modéle, permettant ainsi de contraindre indirectement le positionnement
et l'orientation des structures de 'articulation. De plus, la caractérisation éventuelle du
mouvement global simulé est immédiate, contrairement a la méthode des éléments finis.

Les résultats obtenus sont engageants car les courbes obtenues par simulation ont la
méme allure que les courbes de référence. Cependant, il existe un facteur d’échelle entre
ces courbes et celles produites par la simulation qui peut provenir de plusieurs approxi-
mations telles que l'utilisation de données 2D pour la création d’'un modéle 3D ou la
modélisation et le positionnement manuel des différents éléments de 1 ’articulation. De
plus, comme nous 1’avons vu, si nous ne souhaitons pas introduire d’efforts arbitraires au
sein du systéme, nous devons introduire un pivot mobile dans notre modéle d’articulation.

Afin de pallier a ces différents problémes, nous avons envisagé de passer par une mo-
délisation 3D du systéme en nous basant sur un maillage 3D des surfaces osseuses. Cette
approche devrait nous permettre d’automatiser une partie du processus de modélisation et
ainsi de limiter les risques d’approximation lors de la modélisation ou le positionnement
manuel des éléments de | ’articulation. Mais surtout, le modéle reposera sur de réelles
données 3D, et évitera ainsi les approximations structurelles.

Cependant, 'introduction d’une modélisation 3D des surfaces osseuses au sein de notre
moteur d’animation dynamique nécessite que nous adoptions une représentation surfa-
cique continue des données 3D, il s’agit du probléme que nous abordons dans le chapitre Bl

De plus, nous avons souhaité profiter de ’opportunité de passer & une représentation
3D pour complexifier la structure de notre modéle en supprimant la liaison mécanique
de type rotule pour la remplacer par des structures surfaciques liées par des contraintes.
La disparition de cette liaison interne rend nécessaire l'intégration de contraintes pou-
vant gérer les contacts glissants entre les surfaces afin de simuler les mouvements de
roulement/glissement au sein de 'articulation. Pour traduire ces contacts dans le moteur
d’animation, nous utiliserons le formalisme des contraintes a variables libres initié par des
échanges avec le LIFL qui ont finalement abouti dans [LGM™04] et développé paralléle-
ment dans un rapport technique interne par Remion [Rem03].

Dans un premier temps, la liaison entre le tibia et le fémur peut étre modélisée a I'aide
de contraintes de contact glissant permanent. Mais, dans le souci de proposer un modéle
articulaire suffisamment générique pour intégrer des pathologies liées au vieillissement ou
aux blessures, il est important de considérer le décrochage éventuel du contact osseux
di au jeu articulaire. Cette prise en compte se traduit par la mise en place d’une gestion
rigoureuse de l'activation et la désactivation de contraintes unilat érales multiples. Le cha-

33



CHAPITRE 2. ETAT DE L’ART

pitre M traite de maniére générale de la gestion mécanique du modéle et de I'intégration
de ces outils en particulier.
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Chapitre 3
Modélisation géométrique

« HAT ’s the good of Mercator’s North Poles and Equators,
Tropics, Zones, and Meridian Line ?”

So the Bellman would cry : and the crew would reply

“They are merely conventional signs!”

“Other maps are such shapes, with their islands and capes!
But we’ve our brave Captain to thank :

(So the crew would protest) that he’s bought us the best-
A perfect and asolute blank!” »

Lewis CARROLL, The Hunting of the Snark. (1876).

Sommaire

3.1 Introduction

Je tiens a rappeler que, dans le cadre de ce travail de recherche, notre objectif est de
parvenir a effectuer le suivi continu des points de contact sur les surfaces cartilagineuses
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du fémur et du tibia lors du mouvement de flexion extension. A ce titre, les surfaces que
nous sommes amenés a utiliser doivent satisfaire un certain nombre de critéres de nature
géométrique tels que :

1. une description explicite des surfaces s’appuyant sur un paramétrage global afin de
garantir I'identification unique du point contact.

2. une continuité de type C? afin de pouvoir effectuer le suivi continu du point de
contact en position, vitesse et accélération.

Par ailleurs, nous avons vu dans le chapitre précédent que les surfaces osseuses mani-
pulées au cours de la simulation doivent étre initialisées a partir de données géométriques
réelles pour garantir une simulation précise des interactions entre les éléments de 1’articu-
lation du genou. Ces informations, qui sont issues la plupart du temps de périphériques
d’acquisition tels que des scanners 3D ou IRM, sont représentées en général sous forme
d’un maillage triangulaire. Dans ce travail, je propose une méthode permettant de géné-
rer une surface paramétrique C? interpolante 4 paramétrage global & partir d’un maillage
triangulaire quelconque. Cette méthode se décompose en deux étapes illustrées par la

figure B11

La premiére étape consiste a construire une paramétrisation globale du maillage tri-
angulaire. Je rappelle qu’il est important que la paramétrisation soit globale afin de per-
mettre un suivi continu du contact osseux durant le mouvement de flexion extension de
I’articulation du genou. La deuxiéme étape génére une surface paramétrique continiiment
différentiable interpolant le maillage triangulaire au moyen de surfaces paramétriques a
base radiale. Dans la mesure ou la surface est décrite explicitement, le point de contact
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Figure 3.1 — Construction de surface interpolante a paramétrage global - a) le maillage
initial, b) le maillage initial plaqué sur I’espace paramétrique, c¢) la surface interpolante.
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est naturellement identifié par un paramétre 2D.

De maniére similaire, j’ai organisé cette section en deux parties, la premiére traite de la
paramétrisation de surfaces triangulaires avec une discussion sur les méthodes existantes
et les décisions que j’ai prises. La seconde partie présente la construction d’une surface
paramétrique interpolant le maillage triangulaire au moyen de surfaces a base radiale.
Rappelons que ces résultats ont fait 'objet de deux communications [[INR05S, TNRO6].

3.2 Paramétrisation

3.2.1 Paramétrisation de surfaces ouvertes

La paramétrisation d’une surface définie a partir d’'un maillage triangulaire consiste a
associer chaque sommet de la surface 3D a un couple de coordonnées désignant un point
de I'espace paramétrique afin d’obtenir une relation bijective entre I’espace paramétrique
et la surface 3D. La paramétrisation des points intérieurs d’un triangle est obtenue par
interpolation linéaire des paramétres aux sommets. Bien que certaines surfaces puissent
facilement étre paramétrées par projection orthogonale sur un plan, la plupart des surfaces
peuvent faire apparaitre des chevauchements une fois projetées de la sorte dans ’espace
paramétrique. Il n’est donc pas trivial de définir automatiquement une paramétrisation
pour une surface quelconque.

Les premiers travaux de paramétrisation sont attribués a ’astronome grec Claudius
Ptolemaeus (90-168), qui imagine dans ces travaux « Géographie » les premiéres projec-
tions coniques pour passer de la sphére au plan. Cependant cette projection induit des
déformations d’angles et d’aires. Plusieurs solutions ont été apportées pour pallier a ces
déformations mais il a fallu attendre 1569 pour que Gerardus Mercator invente une pro-
jection ou les trajets a cap constant sont représentés par des droites. Cette représentation
est encore utilisée bien qu’elle induise des déformations grandissantes a mesure que 1’on
s’éloigne de 1’équateur.

En informatique graphique, cette technique a été introduite pour la premiére fois par
Catmull [Cat74]. Depuis, différentes approches ont été décrites afin d’améliorer ces résul-
tats comme 'utilisation de transformations géométriques simples [Pea85), de méthodes de
dépliage [BVIGI1] ou encore d’optimisation globale [KL.96]. Il s’agit en effet d’un domaine
de recherche trés actif notamment en raison de I’'usage croissant de maillages triangulaires
issus des scanners 3D et a la complexification des modéles polygonaux manipulés en si-
mulation et en visualisation. Au dela du plaquage de texture, de nombreuses applications
de la paramétrisation ont vu le jour telles que ’approximation de surfaces et le remaillage
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de modéles polygonaux par exemple.

La paramétrisation d’une surface introduit généralement des distorsions a la fois au
niveau des angles et des aires entre la surface 3D d’origine et sa version paramétrique.
Une paramétrisation efficace tend & minimiser ces distorsions. La minimisation de ces
deux distorsions peut étre contradictoire et on est amené en général a faire un choix entre
les deux ou se contenter d’un compromis. De nombreuses solutions existent dans la lit-
térature, dont [FHOS, [HLS07| proposent un trés bon tour d’horizon. Il est a noter qu’il
existe des méthodes de paramétrisation a base de dépliage ou de découpage que nous
n’aborderons pas ici car elles ne permettent pas d’obtenir un paramétrage global de la
surface sans discontinuité sur le domaine paramétrique.

Dans ce travail, les surfaces d’intérét se composent des tétes des os, je me suis donc
restreint, dans un premier temps, a la paramétrisation de surfaces semblables (au niveau
topologique) a un disque.

Toutes les méthodes de paramétrisation de maillages ouverts présentées par la suite se
conforment au méme schéma : on commence par générer une paramétrisation des sommets
qui composent la frontiére du maillage triangulaire pour ensuite calculer une paramétri-
sation des sommets intérieurs.

3.2.1.1 Paramétrisation de la frontiére

La paramétrisation de la frontiére repose sur deux choix : la forme de la frontiére
dans ’espace paramétrique et la répartition des points sur cette frontiére. Généralement,
la contrainte principale pour la forme de la frontiére de 1’espace paramétrique est la
convexité. C’est pourquoi on trouve réguliérement des formes au paramétrage simple :
rectangle, cercle ou triangle. Par ailleurs, la paramétrisation rectangulaire est idéale pour
le plaquage de texture.

Ces solutions peuvent cependant générer d’importantes distorsions aux abords de la
frontiére de 'espace paramétrique. Une solution intéressante [KV03, [LKL02] permettant
de pallier ce défaut consiste a compléter la frontiére du maillage triangulaire a ’aide de
sommets "virtuels" intermédiaires au niveau des zones de distorsion afin de lisser ces dé-
formations.

Une fois la forme du domaine paramétrique choisie, il reste a définir la fonction de pro-
jection de la frontiére du maillage sur la frontiére du domaine paramétrique. La plupart
des articles ne considérant que des surfaces représentées par des maillages triangulaires,
les sommets appartenant & la frontiére du maillage sont positionnés sur la frontiére du
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domaine paramétrique. La répartition de ces sommets se fait généralement de facon uni-
forme ou conformément & l'abscisse curviligne afin de tenir compte de la longueur de
arétes du maillage 3D (figure B.2).

>
A

Figure 3.2 — Paramétrisation de la frontiére - a) maillage triangulaire, b) paramétrisation
uniforme, c¢) paramétrisation en abscisse curviligne.

3.2.1.2 Parameétrisation de ’intérieur

Dans 'optique de définir une paramétrisation d’'une surface triangulaire, la théorie des
plongements de graphes planaires fournit un formalisme approprié & 1’étude de ce type
de problémes, et la notion d’application barycentrique décrite par Tutte dans [Tut63| se
préte particuliérement bien & cette approche.

En effet, il est possible, sous certaines conditions, de définir un graphe planaire & par-
tir d’'un maillage 3D. Il reste ensuite a organiser ce graphe afin qu’il s’adapte a ’espace
paramétrique souhaité. Tutte [Tut63] introduit la notion d’application barycentrique pour
le plaquage uniforme d’un graphe planaire sur un espace 2D.

Floater [F1o97, [FTo03b] reprend ces concepts en étendant la notion d’isobarycentre
a celle de combinaison convexe, dont les coefficients permettent de minimiser les défor-
mations. Afin de détailler cette derniére méthode, nous rappelons ci-dessous quelques
éléments de la théorie des graphes :

Un graphe G = G(S, A) est constitué d’un ensemble fini de sommets S = {sq,--- ,s,}
et d’'un ensemble d’arétes A = {{i,j} : 1 <i,j < n,i # j}. Le sommet s; est voisin du
sommet s; si {i, j} € A. Par convention, les voisins de s; sont notés s;; pour j = 1,--- ,d,.
Le degré d; (ou valence) du sommet s; correspond au nombre total de ses voisins. Un
graphe G = G(S, A) est dit planaire si ses sommets se projettent en des points distincts
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du plan de sorte que ses arétes ne soient pas sécantes.

Un graphe planaire partitionne le plan en régions connexes appelées faces. Dans le
cadre de surfaces triangulaires, il s’agit d’un ensemble de triangles T = {(i,,k) : 1 <
i,7,k <mn,i# j # k}. La paramétrisation d’un maillage consiste donc & définir un graphe
a partir de ce maillage puis a le transformer en graphe planaire dont la frontiére épouserait
la frontiére du domaine paramétrique. La paramétrisation étant bijective, la transforma-
tion en graphe planaire doit étre inversible. Le graphe planaire ne doit donc pas admettre
de chevauchements.

Pour ce faire, Tutte exprime les coordonnées paramétriques w; = (u;, v;) d'un sommet
interne s; du graphe comme le barycentre des coordonnées paramétriques de ses voisins
w;; = (u;;,v;;) (équation BJJ). De cette maniére, il en déduit un systéme linéaire dont la
résolution assure le non recouvrement des faces du graphe.

d; d; d;
U; = E Qi Ui; v = E Vi QUEC E Q5 = 1 (31)

Le choix des coefficients o;; de la combinaison convexe agit sur la déformation appli-
quée au maillage lors de sa transformation en graphe planaire. Il est possible d’attribuer
une importance identique a chacun des voisins, il s’agit de la paramétrisation barycen-
trique illustrée par 1’équation On peut aussi choisir des pondérations qui vont per-
mettre de préserver la forme du maillage ou la proportion des aires de chaque face.

Floater [F1o97] propose une méthode permettant de préserver la forme des faces du
maillage 3D dans le graphe planaire, qu’il appelle shape-preserving. Cette méthode se dé-
compose en deux étapes : premiérement, elle consiste a projeter le sommet d’intérét et
ses voisins dans un plan, puis & déterminer la pondération adaptée pour chaque voisin.

On commence donc par déterminer un paramétrage local en exprimant les sommets
voisins & 1'aide des coordonnées polaires (figure B3).

Le sommet s; se projette en un point p;, = (0,0). Soit (s;,s;,s;+1) I'angle entre les
vecteurs s;s; et §;8,11 et 0; = Z?;l (s;,si,s;+1) (le parcours des voisins de s; étant cyclique,
I'indice suivant d; est égal a 1). Les voisins s;; du sommet s; se projettent en des points
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pik(j)+1

Figure 3.3 — Illustration du calcul des coefficients pour la méthode de préservation de
forme.

pi; définis par I’équation

J

Pij = <||st—g+1)||, 91 Z (sk, Si, Sk+1>> (3.3)
bk=1

Dans cet espace paramétrique, on définit p.(;) et pir(j)+1 les deux points a 'extrémité

de l'aréte concourante avec la droite définie par p, = (0,0) et p;;. On obtient donc

un triangle (p;;, Pik(j), Pik(j)+1) contenant le point p;. On peut donc définir pour chaque

triangle ainsi obtenu une quantification normalisée de 'importance de son aire (équation

B4) :

N — az’re(pi, Pik(j), Pik(j)+1)
Y aire(pij, Pik(j); Pik(j)+1)
aire(Pj, Pi> Pik(j)+1)

Ny = ’ (3.4)
() azre(pij, Pik(j), Pz’k(j)+1)

_ az’re(pj, Pik(j)+1, Pi)
aire(Pij; Pik(j)s Pik(j)+1)

)\ik(j)—i-l

En posant lej(l) = )\ij si j = l, X?](l) = )\zk(]) si k‘(]) =1 et ij(l) = )\ik(j)—i-l si
k(j) + 1 =1, on obtient finalement pour chaque voisin du sommet s; :

lej(k) + X?j(k) + X?j(k)
>

p (3.5)

Oéz'j ==

ke{l,-.d;}
ki

) N ’ . d o .
D’aprés les équations BAlet B0, on a ) =1 @ij = 1. On peut donc exprimer les coordon-
nées paramétriques de s; comme une combinaison convexe des coordonnées paramétriques
de ces voisins s;;.

Enfin, Floater propose une autre pondération [Flo03al reposant sur la propriété de la
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valeur moyenne pour les fonctions harmoniques. Les coefficients de pondération sont alors
définis par I’équation :

o = tanl{sij_1,8i8i;) /2) + tan((sy, 8i, Sij+1) /2)
’ Ip; — pil|

avec les angles (s;;_1,8;,8;;) et (s;j,s;,S;;+1) comme décrit dans la figure B4l

(3.6)

ij+1

s,

1

Figure 3.4 — Configuration des angles autour de I’aréte {s;,s;; }.

Ces méthodes fonctionnent bien en régle générale tant que le maillage triangulaire est
bien proportionné (les angles de ’ensemble des triangles sont inférieurs a 7/2) méme si
des contre-exemples peuvent étre trouvés [DCDSI7, [F1o98]. En définitive, cette méthode
permet de calculer un couple de coordonnées (u;, v;) distinctes pour chaque sommet s; du
maillage 3D puisqu’elle interdit tout recouvrement en limitant le domaine de définition
a un espace paramétrique défini par la frontiére du graphe planaire. De par le choix des
pondérations «;;, cette technique offre un certain controéle sur la maniére dont le maillage
3D est plaqué sur 'espace paramétrique (figure B.H).

Sur une idée similaire a celle de Levy [LMQO0], Desbrun et al. [DMA02, MLBD02|
proposent de complexifier le systéme des combinaisons convexes B.Il en composant les
coefficients de pondération a partir de plusieurs pondérations réduisant les déformations
sur les angles et les distances. Ils réexpriment donc le systéme Bl par le systéme matriciel
suivant B.70

MU =C
MM(l) + (1 _ N)M(Q) Winterne B 0 (37)
0 1 w/rontiere o cfrontiere

Les vecteurs w' ¢ et w/7o"re correspondant respectivement aux coordonnées pa-
ramétriques des sommets internes et des sommets de la frontiére du maillage. Le vecteur
c/rontiere contient les coordonnées paramétriques des sommets de la frontiére du maillage
avec lesquelles on initialise le systéme. Et M) et M sont les matrices des coefficients
de pondération définies par les équations B.8 et
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Figure 3.5 — Influence de la pondération sur la paramétrisation. (a) maillage initial et
quadrillage régulier de ’espace paramétrique (b) paramétrisation barycentrique (c) para-
meétrisation avec préservation de forme.

COt(<SZ’, Sij—1, Sm‘)) + COt(<Si, Sij+1, Sij>) si j € {1, s dz}
1 ; . . .
Mi(j) = ZZ’:l Mi(kl) si j=1 (3.8)
0 sinon

t((Sij—1,Si, Sij t((Sij, Sis Sij .
cot((sij_1,8 S]>)—+>CZ ((Sij,Si,8ij41)) sije{l,--d;}
M@ _ . |Isis;|

i i 2 . . .
! > ke Mi(k) Sbo) =1
0 sinon

(3.9)

Ils disposent ainsi d’un critére de quantification de déformation en angle et en distance
pour chaque aréte. Ils peuvent ainsi mélanger ces deux solutions optimales & I’aide d’un
coefficient réel p d’une maniére similaire & Levy [LM00].

De plus, Desbrun et al. [DMAQO2] proposent une gestion élégante de contraintes de
positionnement de certains points du maillage en introduisant des multiplicateurs de La-
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grange dans le systéme B Ils obtiennent donc le systéme suivant :

EI 610

Avec J;; = 1 si la j*"° contrainte concerne le i*"°

sommet du graphe et 0 sinon. A
correspond au vecteur des multiplicateurs de Lagrange et D aux valeurs souhaitées pour

les sommets contraints.

Une derniére remarque sur la méthode des combinaisons convexes repose sur la réso-
lution des systémes exprimés par les équations Bl ou Celles-ci reviennent & inverser
une matrice carrée de dimension égale au nombre de sommets du maillage, ce qui peut
rapidement devenir prohibitif en termes de calcul et de stockage. Cependant, puisque la
matrice & inverser est remplie avec les coefficients de pondération, et que ceux-ci ne sont
exprimés que pour les arétes du maillage, on peut remarquer que la matrice est globale-
ment creuse. Dans le but d’optimiser 'utilisation de la mémoire et les ressources de calcul,
il est conseillé d’utiliser une bibliothéque profitant des avantages de ce type de matrice.
J’ai utilisé, pour ces travaux, la bibliothéque SparseLib++ [DLN7T94]| qui permet de
stocker et d’inverser des matrices creuses de maniére optimisée.

Les méthodes reposant sur les combinaisons convexes fonctionnent bien, mais il est
intéressant de remarquer que la plupart des articles de paramétrisation travaillent sur
lexpression d’une énergie & minimiser. En fait, la résolution de systémes linéaires (com-
binaison convexe) peut étre percue comme la forme forte d’un probléme de minimisation.
La forme forte consiste & dériver la quantité & minimiser pour résoudre une équation ou
cette dérivée est identiquement nulle. L’approche basée sur la minimisation offre une plus
grande richesse d’expression en termes de contraintes & imposer a la paramétrisation. Elle
est aussi plus naturelle car elle peut étre comparée a une approche physique d’un probléme
d’élasticité. C’est ce que démontre par exemple Guskov [Gus04] pour les coefficients du
shape-preserving tandis que Greiner et al. [GHI7| démontrent que tout choix d’un coeffi-
cient de pondération symétrique tel que c;; = a;; dans le systéme Bl revient & minimiser
I’énergie d'un ressort.

Levy [LMO0O] propose une méthode permettant de controler la nature des distorsions
que l'on cherche a réduire : préservation des distances ou des angles. Dans ce but, il intégre
a une méthode purement topologique, comme la paramétrisation barycentrique de Tutte,
la prise en compte de deux termes quantifiant les déformations sur les angles v (équation

B12) et les distances u (équation BI3]).

Si T' désigne ’ensemble de tous les triangles du maillage, Levy définit pour tout tri-
angle t = (s;,s;,s;) € T un repére local R, = {s;,a, b, n}, comme décrit par la figure 3.6,
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afin de calculer les informations nécessaires pour quantifier les déformations.

Figure 3.6 — Construction du repére local d’un triangle par de Levy [LMO0].

A l’aide de ce repére, il évalue les dérivées partielles en u et v de la fonction de para-
meétrisation p;(u,v) en s’appuyant sur les équations B.TT1

_ o1 |wil(sy —sk) - b) +u;((sk, —si) - b) + ug((si —s;) - b)
Oupe = d [Uz((sj —sg) - a) +u;((sk —si) - a) +up((si —s;) - a)
| vil(sy —sk) - a) +ui((sk —si) - @) +uk((si —s5) - a)
= e e ] e
)

Il peut maintenant mesurer les déformations en angles ¢; (équation BI2) et en distances
& (équation BI3)) pour chaque triangle ¢.

G = A? - (Oupt - 3vpt)2 (3.12)

& =A/ - ((0upy = 1)* + (9P} — 1)°) (3.13)

— — . ’ .
avec A? = ||s;8; x s;8¢?/4, Daire au carré du triangle ¢.

Pour finir, Levy ré-exprime les équations de Tutte (équations Bl et B:2) sous la forme
des moindres carrés (équation BI4]) auxquelles il ajoute les deux termes quantifiant les
déformations des angles ( et des distances &. Le premier terme de I’équation BTl représente
donc la paramétrisation ne tenant compte que des informations topologiques, tandis que
les deux termes suivants servent a introduire la gestion des déformations en angles pour
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le second et en distance pour le troisiéme.

2
n

=Y <1+Z%> +<1+2%> +3 0 )+ > (- @) £(t) (3.14)

i=1 teT teT

Le paramétre ®; permet d’exprimer la prise en compte des déformations comme une
combinaison linéaire de (; et de &, permettant ainsi une grande liberté dans la sélection
du type de déformation prise en compte. On pourrait imaginer, par exemple, utiliser un
“curseur” pour choisir de privilégier la préservation des angles ou des distances dans la
combinaison linéaire. De plus, le coefficient ®; étant défini pour chaque triangle ¢, Levy
propose dans la suite de son article une méthode de recalage local interactif de la para-
métrisation.

Par ailleurs, les méthodes a base de minimisation d’énergie permettent la mise en
place de processus itératifs de minimisation de critéres particuliers, tel qu'un coefficient de
déformation de contraction du maillage [SSGHOT, YBS04] 7(u,v) = /I'(u,v)? + y(u, v)?
avec I'(u,v)? et y(u,v)? les valeurs propres du tenseur métrique de la paramétrisation.
La figure B illustre les résultats obtenus par la méthode décrite dans [YBS04]. De plus,

cette approche, économe en temps de calcul et itérative, permet la participation d’un
utilisateur pour la mise en place de procédures interactives de correction de plaquage de
texture [LMO0].

3.2.2 Paramétrisation de surfaces fermées
3.2.2.1 Paramétrisation sphérique

Comme nous I’avons vu, les méthodes décrites précédemment sont limitées a la para-
métrisation de surfaces topologiquement équivalentes a un disque. Pour notre application,
cette restriction n’est pas réellement contraignante puisque les zones de contact des sur-
faces osseuses se situent sur la téte des os et nous pouvons donc nous contenter de découper
cette partie du maillage et ainsi remplir la contrainte topologique. Cependant, dans un
souci de généricité et devant le nombre important de modéles concernés nous avons sou-
haité nous intéresser aux maillages fermés et donc a la paramétrisation sphérique.

Naturellement, la paramétrisation sphérique de surfaces topologiquement équivalentes
a une sphére a été largement étudiée ces derniéres années. Et on distingue plusieurs types
d’approche. La paramétrisation de surfaces fermées ne peut pas reposer sur ’exploita-
tion directe des méthodes planaires puisque par définition une surface fermée ne dispose
pas d’une frontiére. Il n’est donc pas possible de réaliser le calcul des paramétres en
deux étapes, d’abord la frontiére puis le maillage intérieur. Cependant, la premiére idée
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Figure 3.7 — Illustrations des résultats de la paramétrisation - a) 689 sommets, b) 711
sommets, ¢) 2000 sommets.

a consisté a faire apparaitre une frontiére sur le maillage afin de pouvoir réexploiter les
travaux antérieurs sur la paramétrisation planaire. Haker et al. [HATT00] proposent une
paramétrisation planaire de la sphére en utilisant un des triangles comme frontiére. Puis,
ils utilisent une projection stéréographique pour revenir & la sphére unité.

Isenburg et al. [IGGOT] commencent par découper le maillage en deux, puis ils pro-
jettent la frontiére ainsi créée sur un cercle unité, afin de paramétrer les deux demi-
maillages sur les hémisphéres de la sphére unité. Ces méthodes présentent 1’avantage
d’étre faciles & implanter et de reposer sur un formalisme bien établi.

L’autre solution consiste & développer des méthodes exploitant les caractéristiques
de la sphére. La encore, une premiére voie consiste a étendre les résultats obtenus sur
les maillages ouverts. La généralisation de la méthode des coordonnées barycentriques
a la sphére a été démontrée par Gotsman et al. [GGS03]. Cependant, ils ne proposent
pas de méthode de résolution du systéme quadratique qu’ils obtiennent. Une méthode
de résolution est présentée dans [SYGS05], elle repose sur une estimation initiale de la
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paramétrisation obtenue, puis sur la résolution du systéme par des processus itératifs. La
solution initiale est obtenue comme dans [[GGOI| par la découpe et la paramétrisation
des deux demi-maillages.

Une seconde approche repose sur 1'utilisation de maillages en multi-résolution. Cette
technique repose sur la construction d’un maillage en multi-résolution par simplification
du maillage jusqu’a obtenir un maillage simple, dont on peut aisément définir la paramétri-
sation comme un tétraédre par exemple. Les premiers travaux [ST98| ne s’intéressent qu’a
la topologie du maillage lors de la simplification, alors qu’il est possible d’introduire des
étapes de relaxation permetant de minimiser la déformation de la paramétrisation [PHO3).

Enfin, une derniére approche s’intéresse plus généralement aux maillages de 2-variété
et consiste a découper le maillage en plusieurs patchs topologiquement équivalents a des
disques, puis & calculer la paramétrisation de chacun de ces patchs, on utilise générale-
ment des patchs triangulaires. Deux problémes se posent alors, disposer d’une découpe
appropriée et obtenir une parameétrisation continue sur les bordures des patchs.

Les premiers travaux traitent du probléme de continuité en projetant I’ensemble dé-
plié des patchs sur un domaine paramétrique simple (généralement le plan). Eck et al.
[EDDT95] proposent d’utiliser une triangulation de Delaunay duale au diagramme de
Voronoi de points d’intérét. Schroder et al. proposent deux autres méthodes; dans un
premier article [LSST98| ils construisent les patchs triangulaires par simplification du
maillage initial et dans un second article [PSS01], ils utilisent des informations fournies
par l'utilisateur afin de déterminer les zones d’intérét. Plus récemment, Khodakovsky et
al. [KLS03| et Gu et al. [GY03| ont proposé deux méthodes de paramétrisation globale
offrant un lissage efficace des déformations locales. Cette solution impose généralement un
découpage de la paramétrisation afin de parvenir au final & une paramétrisation planaire.

La méthode que j’ai appliquée propose de découper le maillage selon son équateur
afin d’obtenir deux maillages ouverts. je peux ensuite paramétriser ces deux maillages
sur deux disques unités a 'aide des méthodes décrites précédemment. Les coordonnées
paramétriques de ces deux maillages sont ensuite projetées sur les deux hémisphéres de la
sphére unité par projection sphérique afin d’obtenir pour le maillage initial une paramé-
trisation sphérique. La continuité de la paramétrisation le long de 1’équateur est assurée
par 'utilisation des mémes coordonnées paramétriques pour les points de ’équateur des
deux demi-maillages. J'utilise, pour finir, un processus itératif décrit dans [YBS04], afin
de lisser I’équateur d’une part et de minimiser la déformation d’autre part. Un exemple
de paramétrisation sphérique obtenue est illustrée par la figure

Cependant, les méthodes reposant sur la décomposition en multi-résolution du maillage
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par simplification, comme [ST98| ou [PHO3], peuvent étre des méthodes intéressantes puis-
qu’elles semblent permettre d’obtenir une répartition réguliére et homogene des maillages
sur l'espace paramétrique.
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Figure 3.8 — Exemple de paramétrisation sphérique - a) le maillage 3D, b) la paramétri-
sation des deux hémisphéres, c¢) aprés minimisation de la déformation [YBS04].

Afin de pouvoir interpoler un maillage triangulaire & partir de ses coordonnées para-
métriques, et de disposer ainsi d’une surface continue & paramétrage global, j’ai mis en
place des procédures permettant d’obtenir la paramétrisation d’un maillage triangulaire
topologiquement équivalent a un disque ou & une sphére.

Dans 'optique de disposer d’'une méthode de paramétrisation unifiée, permettant de
pouvoir tester différentes pondérations pour un faible cotlit de développement, j’ai utilisé
les méthodes & base de combinaisons convexes. Les systémes caractéristiques de ces mé-
thodes ont été résolus grace & une bibliothéque de gestion des matrices creuses appelée
SparseLib-+-+ |[DLNT94| qui induit des temps de calculs raisonnables.

3.3 Interpolation

Nous disposons maintenant d’un paramétre w; pour chaque sommet s; = (u;,v;) du
maillage triangulaire initial avec ¢ € {1,..,n}. L’étape suivante consiste a utiliser ces
parameétres pour construire une surface paramétrique continue interpolant les n données
discrétes initiales. Je tiens a rappeler que ces données peuvent étre réparties de maniére
hétérogeéne dans 'espace des données, ainsi que dans le domaine paramétrique, et que
nous souhaitons pouvoir disposer d’une continuité C? sur la surface résultante.

Par ailleurs, afin de s’affranchir de la gestion de frontiére sur les patchs au cours de la
simulation, j’ai rejeté les méthodes reposant sur un paramétrage local & base de patchs.
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Nous cherchons donc & obtenir une surface s : R? — R3? telle que :
- s(w;) =s;, Vie{l, ., n}

— s(w) s’applique a des densités hétérogénes de données.

— s(w) soit dérivable au moins deux fois.

3.3.1 Surface paramétrique & base radiale

La contrainte de non restriction sur la répartition ou la topologie du maillage initial a
un maillage régulier nous interdit 1'utilisation de techniques d’interpolation locale & base
de patchs, comme les surfaces paramétriques locales. De plus, afin d’exprimer la contrainte
de contact, il nous faut disposer d’une expression contintiment différentiable de la surface
interpolante. Or, pour assurer cette continuité, les techniques a base de patchs doivent
imposer des contraintes sur les bordures, se traduisant par des contraintes d’alignement
sur le maillage. Par ailleurs, des aberrations géométriques sont susceptibles d’apparaitre
a cause de la répartition non réguliére des sommets du maillage triangulaire. J’ai donc
orienté mon travail sur des méthodes d’interpolation globale.

Les fonctions a base radiale (Radial Basis Functions ou RBFs) sont largement uti-
listes pour construire des surfaces implicites & partir d’un ensemble discret de som-
mets [CBCT01]. Ces méthodes consistent & définir un champ de potentiel continu signé
f : R® — R dans l'espace 3D qui s’annule en chaque sommet (f(s;) =0 Vi =1,...,n).
Afin d’obtenir une surface autre que la solution triviale f(x) = 0 Vx € R?, il est né-
cessaire de compléter les données initiales avec des points supplémentaires se trouvant a
lintérieur (f(x) < 0) et a Pextérieur (f(x) > 0) de la surface. Cette méthode accroit
significativement la taille du systéme linéaire a résoudre pour obtenir les coefficients de la
surface. De plus, la description implicite de la surface rend impossible le suivi continu du
point de contact dans le temps, qui constitue une condition nécessaire a l’expression des
contraintes au sein du formalisme Lagrangien.

Cependant, les RBFs disposent de propriétés intéressantes comme I'indépendance vis-
a-vis de la répartition géométrique et topologique des données initiales. Je propose donc
une nouvelle utilisation des RBFs pour définir une surface paramétrique qui interpole un
maillage triangulaire 3D. A notre connaissance, cette démarche est veritablement originale
au sein de la communauté scientifique de la modélisation géométrique, les seuls travaux
qui pourraient s’en rapprocher figurent dans le domaine du traitement d’images [NNOO,
RO

Dans cette méthode, la surface reconstruite n’est pas & considérer comme un champ
scalaire défini sur I’espace 3D mais comme une bijection entre un sous-ensemble du plan
(espace paramétrique) et celle-ci. Notre surface paramétrique a base radiale (SPBR) s(w)
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est donc définie comme suit :

R? — R
s { - (3.15)

w — s(w) =p(w)+ > Xi(¢; od)(w;, w)

Dans 1'équation B.TH on utilise le polynome p : R? — R3 d’approximation de la
solution. Celui-ci peut généralement étre négligé.

Au sein de cette écriture paramétrique, le terme \; représente le coefficient 3D de
pondération du sommet s; du maillage triangulaire initial. ¢; correspond a la i®™® fonction
radiale de la base, avec pour parameétre la distance calculée a I'aide de la fonction d entre
le point d’évaluation w et w;, le vecteur des coordonnées paramétriques du sommet s;.

Pour construire une SPBR, on dispose donc d’un jeu de points {s;,---,s,}, pour
lesquels on dispose de coordonnées paramétriques {wy, -+, w,}. On décompose p selon
la base canonique B = {w®},en2. Ici le degré maximal du polynéme est choisi lors de la
construction de la SPBR et on obtient donc un nombre fini ¢ de monoémes organisés dans
I'ensemble {p1, -, p;}. Il reste & obtenir les n coefficients 3D de pondération des points de
controle A; et les t coefficients ¢; des mondmes de la base du polynéme d’approximation.
Pour cela on dispose de deux jeux de contraintes :

- s(w;)=s;, Vie{l,--- n}

- E?:l A - pj(“’i) =0 Vje {17 T 7t}'

La premiére contrainte est définie par l'interpolation, la seconde sert a compléter
le systéme & ’aide de contraintes d’orthogonalité, simples & formuler. A partir de ces
contraintes, on peut définir le systéme suivant :

A P A S
. = 3.16
NN a0
Avec pour inconnues A et C, les matrices composées respectivement des vecteurs \;
et ¢ pour i € {1,--- n}et k€ {l,---,t}. La matrice S se compose des n points 3D s;.

Les coefficients des matrices A et P sont initialisés comme suit : A;; = ¢; o d(w;, w;) et
P, = px(w;) pouri,j € {1,--- ,n}et ke {1, --- t}

Les coefficients A;; dépendent des valeurs des fonctions radiales ¢; : RT — RT.
La classe de fonctions radiales la plus répandue est la classe des fonctions étudiées par
[Duc77|, d’ordre o et en dimension d :

r2°=dn r  sid est pair

¢i(r) = { 20— (3.17)

si d est impair
En 2D et a ordre 2, on obtient la fonction spline plaque mince (thin-plate) : ¢;(r) =
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r2ln r, tandis qu’en 3D pour un ordre 2 ou 3, on obtient deux fonctions radiales efficaces
pour U'interpolation offrant un bon compromis résultat/performance : la fonction bihar-

monique ¢;(r) = r et la fonction triharmonique ¢;(r) = r3.

Par ailleurs, les fonctions radiales ¢;(r) conditionnent 'ordre de dérivation de la fonc-
tion s, c’est pourquoi de nombreux travaux (JCBCT01, [Ren03| proposent une fonction
multiquadrique (équation BI8) comme fonction radiale du fait de ses propriétés de déri-
vabilité. Dans ’équation B.I8, le terme ¢; est le minimum des carrés des distances entre
le sommet s; et ses voisins s;;.

oi(r) =Vrr2+g¢ ouc; = mm(d(wi,wij)z) (3.18)

Il est & remarquer que ces fonctions radiales ne sont pas & support compact, c’est a
dire que leur valeur augmente & mesure que r augmente. La matrice A ne peut pas étre
creuse. Afin d’obtenir des matrices creuses, pour améliorer les performances, il est inté-
ressant d’obtenir des fonctions radiales décroissantes, qui valent 0 & partir d’une certaine
distance du centre, il s’agit des fonctions radiales & support compact. On redéfinit la fonc-
tion radiale par ’équation avec ¢;(r) la fonction radiale a support compact unitaire.

fopi(r) si0<r<1
ailr) = { 0 sir>1 (3.19)

Dans [Wen95| puis [Wen(5)], Wendland propose une étude approfondie de ces fonctions
a support compact ¢;(r), pour une dimension et une continuité souhaitée. Gelas [Gel06]
répertorie ces résultats et propose des exemples de fonctions pour les trois premiéres di-
mensions avec différentes continuités.

Pour les travaux de cette thése, j’ai généralement utilisé la fonction multiquadrique
(équation BIR)) pour ces qualités d’interpolation et propriétés de dérivabilité. En effet,
nous souhaitons disposer d’au moins une C? continuité pour nos surfaces & base radiale.
Je n’ai pas pris le temps de mettre en place les fonctions & support compact puisque le
choix de la taille du support de ces fonctions a une forte incidence sur le résultat final et
que ce choix ne m’a pas semblé trivial. j’ai choisi, pour augmenter la densité des maillages
traités, d’employer une méthode hiérarchique : la partition de I'unité (sous-section B.3.2)).

Maintenant que nous pouvons calculer les coefficients A;; de la matrice A, il ne reste
plus qu’a résoudre le systéme pour obtenir les valeurs des matrices A et C.
Une fois ces coefficients obtenus, nous pouvons les injecter dans I’équation afin d’ob-
tenir pour tout point w du domaine paramétrique un point s(w) de la surface 3D.
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Pour finir, je souhaite disposer pour le suivi continu du point de contact sur la surface
des dérivées premiéres de la surface. Dans le cadre général, pour un point de ’espace
paramétrique w composé de d coordonnées u*) avec k € {1,---,d}, on obtient par
dérivation de I’équation le résultat suivant :

au(k)S(W) = 8u(k>p(w) + Z )\Z(gﬁ; o) d) (Wi, W)au(k)d(wi, W) avec k € {1, s ,d} (3.20)
=1

L’expression de la dérivée dépend donc de la dérivée partielle du polynome 0,k p(w)
et de la dérivée ¢ de la fonction radiale, ainsi que de la dérivée partielle de la fonction
distance 0,k d(w;, w). En tenant compte de ces besoins, je propose 'implantation illus-
trée par la figure B9, qui me semble étre un bon compromis entre modularié et efficacité.

FP=——— 1
1 Pt2D: 1
1 pt3D: !
1, 1 H
Distance: Basis
SPBR +evaluate(r:float): float
tptBase: Basis * +firstDerivate(r:float): float

+ptD: Distance zs

+p: Polynomial

+evaluate(pt:Pt2D): Pt3D
+firstDerivative(pt:Pt2D): Pt3D

1
p Pt2D:
J Pt3D: 1 ThinPlate
Polynomlal +evaluate(r:float): float
+evaluate(pt:Pt2D): Pt3D +firstDerivate(r:float): float
+firstDerivative(pt:Pt2D): Pt3D
'ptop: 1
. . == - . .
EuclideanDistance Multiquadric
+evaluate(pt:Pt2D,cst:Pt2D): float +evaluate(r:float): float
+firstDerivative(pt:Pt2D,cst:Pt2D,k:uint): float +firstDerivate(r:float): float

Figure 3.9 — Diagramme UML de I'implantation des surfaces paramétriques a base radiale.

Une surface paramétrique a base radiale repose sur un polynéme, un calcul de distance
et un type de fonction radiale pour la base.

La classe Polynomial peut étre construite de maniére générique, afin de définir ’ordre
du polyndéme & sa création. Ainsi, en I'intégrant a la classe SPBR, il sera possible de défi-
nir ’ordre souhaité pour le polynéme, lors de I’exécution du programme, a la construction
de la surface.
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Figure 3.10 — Ilustration des résultats de I'interpolation par surface paramétrique a base
radiale - a) 689 sommets, b) 711 sommets, ¢) 2000 sommets, d) 2173 sommets.

D’autre part, je souhaite conserver la liberté de pouvoir selectionner le type de dis-
tance employée (euclidienne ou sphérique par exemple). Mais ce choix reste dépendant
du type de paramétrisation employé, critére vraisemblablement connu & I'implantation du
programme. C’est pourquoi nous avons intégré le calcul de distance a la classe SPBR sous
la forme d’un template. Ainsi, le programme reste efficace, puisque la spécialisation est
effectuée lors de la précompilation, tout en conservant la modularité méme si la sélection
doit se faire lors du développement.

Pour finir, cette implantation ayant été réalisée dans un but d’expérimentation, je
souhaite pouvoir sélectionner de maniére intéractive le type des fonctions radiales pour la
base. J’ai donc dii mettre en place une interface de classe pour gérer les types des fonc-
tions radiales, la classe abstraite Basis, qui est ensuite implantée par des classes dérivées
ThinPlate ou Multiquadric par exemple. Il suffit donc ensuite de changer I’objet pointé
par le pointeur du type de fonction de base de la classe SPBR au cours de ’exécution.
On dispose alors d’'un mécanisme de sélection interactif au prix de I'alourdissement des
appels de fonction de ces classes, dii aux fonctions virtuelles.
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Maillage Nombre Nombre Temps Ecart
& de sommets de faces moyen type

a) 689 1355 4 645 116

b) 711 1 396 4 807 123

c) 2 000 3 961 106 470 2 693

d) 2173 4 290 130 221 3 254

Tableau 3.11 — Temps de calcul (en msec) des coefficients des SPBRs de la figure
pour 20 calculs. Configuration matérielle utilisée : Athlon XP 2200+, 512 Mo de RAM.

Je tiens & faire remarquer que dans un souci d’efficacité, il serait plus intéressant d’ef-
fectuer la sélection du type des fonctions radiales de la base lors du développement, en
intégrant le type des fonctions radiales aux templates de la classe SPBR. On pourrait
alors tirer partie des avantages des fonctions inline et abandonner les fonctions virtuelles.
L’impact sur I’ergonomie serait assez faible puisqu’on connait généralement & I’avance la
fonction radiale que 1’on souhaite utiliser, puis on en change rarement. Cependant, on
peut noter qu’il est & priori possible d’utiliser autant de types de fonctions radiales que
de points de controle. Et dans ce cas la seule solution reste un tableau de pointeurs de
Basis, derriére lesquels se trouvent les différents types de fonctions radiales.

La figure B.I0 illustre les résultats que ’on obtient par interpolation des sommets pa-
ramétrés & partir de surfaces paramétriques a base radiale. Cependant, comme l’illustre
le tableau B.I1], présentant les temps de calcul des SPBRs pour ces illustrations, afin de
conserver des temps de calculs raisonnables, il est préférable de travailler sur des maillages
de quelques centaines de sommets. Plusieurs alternatives existent pour pallier ces limita-
tions. Je présente dans la sous-section suivante 'une de ces méthodes B23.2 qui m’a semblé
la plus adaptée.

3.3.2 Partition de 'unité

Je propose dans ce chapitre une amélioration de la méthode d’interpolation continue,
adaptée a des maillages plus denses, basée sur la technique d’évaluation rapide des SPBR a
partir de la méthode des partitions de 'unité introduite par Wendland [Wen02al, [Wen02b).

La méthode des partitions de 'unité repose sur le principe de décomposition d’un pro-
bléme complexe en plusieurs sous-problémes plus simples & résoudre, puis a fusionner les
sous-résultats obtenus afin d’obtenir le résultat global. Ceci se traduit ici par la décompo-
sition du domaine paramétrique en plusieurs sous-domaines sur lesquels nous construisons
des surfaces continues interpolantes. Nous disposons ainsi de plusieurs surfaces locales que
nous fusionnons pour obtenir la surface interpolante globale.
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Je commencerai donc par présenter la méthode des partitions de 'unité. La premiére
étape consiste a subdiviser le domaine paramétrique P en m sous-domaines P; se che-
vauchant, de telle sorte que P C [ J;“, P;. Nous pouvons ensuite construire une partition
de I'unité sur cet ensemble de sous-domaines paramétriques comme définie par I’équation

B.21

s(w) = 221 fi(w)w;(w)
Z;L w;(w)

Nous obtenons donc une somme normalisée pondérée des fonctions d’interpolation lo-

(3.21)

cales f;(w), dans notre cas, des SPBR. La pondération s’effectue a I’aide des fonctions
a support compact w;(w) sur lesquelles je reviendrai plus tard. Dans un premier temps,
intéressons-nous a la subdivision du domaine paramétrique.

Je rappelle que nous nous intéressons pour l'instant & un domaine paramétrique 2D,
correspondant au carré unité. La subdivision la plus naturelle et la plus simple & mettre
en place est la subdivision reposant sur une grille réguliére. Cependant, cette solution
peut poser probléme dans le cas d’'une répartition trés hétérogéne, puisqu’alors certains
sous-domaines risquent de ne pas disposer de suffisamment d’échantillons pour réaliser
une interpolation efficace.

Nous devons donc utiliser une subdivision adaptative en fonction des données a inter-
poler. Nous avons utilisé un schéma adaptatif de gestion de données couramment utilisé
en informatique : le quadtree [Mea82).

Il s’agit de subdiviser récursivement chaque domaine d’intérét en quatre sous-domaines
lorsque celui-ci remplit un critére particulier. Dans notre cas, chaque domaine doit étre
subdivisé s’il contient plus de n,,,, points. La figure illustre sur la ligne du haut les
quatre premiéres étapes de la construction d’un quadtree.

Pour la partition de 'unité, nous avons besoin que les sous-domaines se chevauchent,
nous introduisons alors un coefficient ¢ quantifiant la valeur du chevauchement, nous per-
mettant d’augmenter la dimension des sous-domaines. L’algorithme de construction reste
donc le méme, comme I'illustre la ligne du bas de la figure

Notons que, pour pallier le probléme précédent de sous-échantillonnage d’un sous-
domaine, nous augmentons dans une phase finale la valeur locale du coefficient ¢; pour
tout sous-ensemble P; n’ayant pas au moins n,,, points, jusqu’a ce qu’il satisfasse la
condition. Nous pouvons ainsi controler que tous les sous-ensembles disposent de suffi-
samment de points pour que l'interpolation locale soit pertinente.
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étape 0 étape 1 étape 2 étape 3

Figure 3.12 — Les quatre premiéres étapes de la construction du quadtree - traditionnel
sur la rangée supérieure et avec chevauchement sur la rangée inférieure.

Tous ceci nous permet, d’une part, de réduire le temps de construction de la sur-
face puisque nous construisons plusieurs petites surfaces interpolantes plutét qu'un seule
grande et d’autre part, de réduire le temps d’évaluation de la surface globale puisque
nous pouvons profiter de I’arborescence du quadiree pour n’évaluer que les SPBR f;(w)
locales qui participent & I’évaluation finale s(w). L’évaluation finale est réalisée a l’aide
de I'équation B2l avec {f;(w)} pour ¢« € {0,--- ,m} I'ensemble des surfaces continues
d’interpolation. Les fonctions de pondération w;(w) sont définies par I’équation

o(d;(w)) siw e P;
w;(w) = (3.22)
0 sinon

C’est cette fonction qui assure la continuité de la surface globale s(w) lors des che-
vauchements de surfaces locales f;(w). Pour cela, nous utilisons une fonction de distance
d;(w) pour le i sous-domaine paramétrique et une fonction décroissante ¢. Le calcul
de la distance est défini comme valant 0 au centre du sous-domaine et 1 sur sa frontiére
et au-dela, ainsi la fonction décroissante ¢ n’a besoin d’étre définie décroissante que sur

'intervalle [0, 1].

L’utilisation classique du quadtree aboutit a des sous-domaines de forme carrée et il
devient donc difficile d’utiliser la distance euclidienne pour parvenir au résultat souhaité.
Deux solutions sont alors envisageables :
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distance sur le disque distance sur le carré

Figure 3.13 — Fonctions de distance utilisées pour les partitions de 1'unité, avec la conven-
tion 0 :noir— 1 :blanc.

— La premiére consiste a construire des sous-domaines circulaires circonscrits aux car-
rés initiaux, il devient alors possible d’utiliser la distance euclidienne pour définir
d;(w) comme illustré par I’équation avec W, le centre du sous-domaine et r; le
rayon du sous domaine.

— L’autre méthode consiste a définir un calcul de distance dans un carré.

Dans ce but je rappelle que puisque la subdivision s’effectue sur le carré unité aligné
sur les axes, chacun des sous-domaines P; peut étre défini par deux points : le coin le
plus petit w™" = (u"" v™") et le coin le plus grand W™ = (u"*® v%*). On peut dés

i i Y 2 et S Bt

lors exprimer la distance grace a 1’équation La figure BT3 présente le résultat de ces
deux fonctions de distance sur leurs domaines respectifs.

dfphére(w) _ w (3.23)

T

16(u — ™) (™ — u)(o = o) (07" — v)
(ugnax _ u;m'n)zl

d5rrée(w) = 1 — (3.24)

D’apres ’équation B2 nous n’évaluons jamais de point n’appartenant pas au sous-
domaine avec les fonctions ¢(z) et d;. Les résultats de d; sont donc compris entre 0 et
1. Les fonctions ¢(z) doivent donc étre décroissantes sur 'intervalle [0, 1]. La figure B14
propose quelques exemples, de fonctions ¢(x).

Notons que le calcul de la dérivée partielle de la surface globale 0,k s(w), pour la
k®™ coordonnée u¥) de 'espace paramétrique, nécessite la méme dérivée partielle pour

la fonction de pondération 0, w;(w) : celles-ci dépendent de la dérivée de la fonction
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décroissante ¢, il faut donc prendre soin de sélectionner une fonction décroissante avec un
ordre de dérivabilité suffisant.

0.8 - . 0.8 F i
0.6 |- - 06 |- i
04 | - 0.4 i
0.2 - . 0.2 F .

0 0

plr)y=1—=x P(x) = 223 — 3% + 1

1 1
0.8 | - 08 |- i
0.6 |- - 06 |- i
0.4 . 04 F _
0.2 - . 0.2 F .

0 0
¢(x) = (22 - 1)° ¢(x) = —62° + 1524 — 1023 + 1

Figure 3.14 — Exemples de fonctions décroissantes utilisées dans les partitions de I'unité.

J’ai implanté ces travaux, structurés selon 'architecture illustrée par la figure
Je souhaite toujours conserver une certaine modularité structurelle afin de pouvoir in-
terchanger les composants & moindre cotit. L’élément qui a le plus gros impact sur la
structure des partitions de I'unité est le modéle de subdivision qui est employé. En effet,
il est choisi en fonction du domaine paramétrique et c’est lui qui impose les calculs de
distance.

J’ai donc utilisé des patrons de classe (template) pour les choix des distances, puisque
I’on connait le type de distance souhaitée lors de 'implantation des méthodes du modéle
de subdivision. Et j’ai employé le polymorphisme pour les choix dépendant du domaine
paramétrique comme les modéles de subdivision. Je peux ainsi en changer en fonction
du maillage chargé lors de I'exécution. L’utilisation des fonctions virtuelles impose une
surcolt a 'appel des fonctions.

Au final, nous disposons d’une classe pour les partitions de 'unité (PartitionOfUnity)
dépendante d’un noyau de subdivision (SubdivisionKernel). C’est lui qui détermine
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le schéma de subdivision du domaine paramétrique, et qui évalue et fusionne les sous-
domaines. Nous avons implanté le quadiree avec interpolation locale & base de surfaces
paramétriques a base radiale (QuadTree SPBR).

PartitionOfUnity

+ptKernel: SubdivisionKernel *

+evaluate(pt:Pt2D,cst:Pt2D): float
+firstDerivative(pt:Pt2D,cst:Pt2D): float

1.
IDlstance: !

g FonctionDecroissante:

SubdivisionKernel

+evaluate(pt:Pt2D): Pt3D
+firstDerivative(pt:Pt2D): Pt3D

§7 N |
'Dlstancezl

LI T
QuadTree_SPBF Polynomial
+evaluate(pt:Pt2D): Pt3D +evaluate(x:float): float
+firstDerivative(pt:Pt2D): Pt3D +firstDerivative(x:float): float
- ——— - ———
'prop: 1 'ptop: 1
- - | - - -
SquaricalDistance DiscoidalDistance
+evaluate(pt:Pt2D,cst:Pt2D): float +evaluate(pt:Pt2D,cst:Pt2D): float
+firstDerivative(pt:Pt2D,cst:Pt2D): float +firstDerivative(pt:Pt2D,cst:Pt2D): float

Figure 3.15 — Diagramme UML de I'implantation des partitions de 'unité.

Les noyaux de subdivision doivent disposer d’un polynéme (Polynomial) construit
selon la fonction décroissante ¢(x) souhaitée et d’un calcul de distance que 'on peut
spécialiser dans notre cas en distance sur le disque (DiscoidalDistance) ou le carré
(SquaricalDistance).

Notons qu’il serait intéressant de définir la fonction d’interpolation locale utilisée par
le noyau de subdivision par un template afin de pouvoir tester facilement d’autres mé-
thodes d’interpolation. Mais cette solution est difficile & mettre en place a cause des
données nécessaires a 'interpolation. En effet, les SPBR supposent un accés a ’ensemble
des points du sous-domaine, information qui pour cause du chevauchement est redon-
dante. Pour limiter la taille du stockage, j’ai stocké 1’ensemble des points dans la classe
QuadTree SPBR a la racine de I’arbre, puis chaque feuille de 'arbre acceéde aux don-
nées a 'aide de pointeurs. Cette architecture étant trés spécifique aux SPBR, il devient
trés difficile de ’appliquer a tout type de fonction d’interpolation. En définitive, j’ai di
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sacrifier & la modularité pour limiter I'utilisation de la mémoire.

Figure 3.16 — Illustration des résultats de l'interpolation par partition de l'unité. En
haut, la surface paramétrique a base radiale, avec les sommets initiaux en rouge. En bas,
les sommets initiaux dans l’espace paramétrique, avec les sous-domaines définis pas le
quadtree en rouge.

La figure illustre les résultats que j’ai obtenus sur des maillages ouverts de genre
topologique équivalent & un disque et le tableau B.IT] presente les temps de calcul. En
comparant les résultats des tableaux B.ITl et B.I7, on peut observer que le calcul des coef-
ficients des partitions de I'unité est plus efficace que pour la surface paramétrique & base
radiale, bien que les maillages soient composés de plus de sommets.

3.3.3 Interpolation sphérique

La méthode des partitions de I'unité que je viens de décrire dans la section précé-
dente repose sur la subdivision de I’espace paramétrique d’un maillage ouvert, ici le carré
unité. Cette contrainte sur la topologie du maillage ne pose pas de probléme dans notre
cas, puisque nous pouvons nous contenter des surfaces de la téte des os. Cependant, une
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Maillage | Nombre de sommets | Temps moyen | Ecart type
a) 7129 39 512 46
b) 5 853 29 280 58
c) 2173 34 938 111

Tableau 3.17 — Temps de calcul (en msec) des coefficients des partitions de I'unité a base
de SPBRs de la figure pour 20 calculs. Configuration matérielle utilisée : Athlon XP
3200+, 1 Go de RAM.

majorité des maillages disponibles sont fermés et de genre topologique 0 (semblable a la
sphére unité). Je me suis donc intéressé a 'adaptation de la technique des partitions de
I'unité au domaine paramétrique de la sphére unité.

Dans un premier temps, j’ai tenté d’adapter notre méthode a moindre coiit en conser-
vant la subdivision par quadtree. Pour calculer la distance entre deux sommets, j’ai tenté
de les projeter sur la sphére unité, & partir de leur coordonnées paramétriques, puis de
calculer la distance géodésique les séparant. Cette méthode introduit des déformations
dans les interpolations locales, notamment au niveau des poles, diies a I'utilisation de la
distance géodésique sur une paramétrisation planaire. Nous avons donc mis en place un
nouveau schéma de subdivision travaillant sur le domaine de la sphére unité.

\ / \ ’
N N
\/ i
! o / v 7
/ \ / \
’ \ ’ \ ’

A

Figure 3.18 — Schéma de subdivision et subdivision d’un octaédre régulier.

Celui-ci repose sur la subdivision récursive des facettes triangulaires d’un octaédre
régulier inscrit dans la sphére unité. On subdivise les arétes de chaque triangle équilatéral
en leur milieu afin d’obtenir quatre nouveaux triangles équilatéraux. Ces triangles sont
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Figure 3.19 — Illustration des résultats de I'interpolation par partition de la sphére unité.

ensuite projetés sur la sphére unité afin d’obtenir des triangles sphériques, nous pouvons
alors obtenir pour chacun de ces triangles une section circulaire de la sphére correspondant
a son cercle circonscrit. En faisant varier la dimension de cette section grace au coeffi-
cient de chevauchement ¢, on obtient les sous-domaines souhaités, la figure illustre
ce schéma de subdivision et la construction de sous-domaines sur la sphére unité.

On obtient donc au final une surface paramétrique interpolante reposant sur la sphére
unité. Les déformations introduites dans les interpolations locales ont disparu puisque
celles-ci s’effectuent pour chaque sous-domaine directement sur la sphére unité. La para-
métrisation sphérique n’intervenant plus dans le processus d’interpolation. La figure
illustre les résultats obtenus et le tableau présente les temps de calcul pour ces illus-
trations. En observant les tableaux B.T1 et .20l on constate que cette méthode offre une
efficacité similaire a la méthode reposant sur le carré unité.

3.4 Conclusion

La problématique était d’obtenir une description des surfaces osseuses a partir de don-
nées réelles. Ces surfaces doivent étre exploitables dans un contexte lagrangien pour le

63



CHAPITRE 3. MODELISATION GEOMETRIQUE

Maillage | Nombre de sommets | Temps moyen | Ecart type
a) 4930 62 054 32
b) 9551 106 198 10

Tableau 3.20 — Temps de calcul (en msec) des coefficients des partition de la sphére unité a
base de SPBRs de la figure B.T9 pour 20 calculs. Configuration matérielle utilisée : Athlon
XP 3200+, 1 Go de RAM.

suivi continu de contact. Afin d’identifier et de suivre le point de contact sur la surface,
nous devons disposer d’une paramétrisation de celle-ci.

Comme nous 'avons vu dans la section B2 les surfaces osseuses peuvent étre repré-
sentées a ’aide de surfaces triangulaires topologiquement équivalentes & des disques ou
a des spheéres. Nous avons donc présenté plusieurs méthodes pour paramétrer le maillage
initial. [’étape suivante consiste a interpoler les données initiales en s’appuyant sur la
paramétrisation obtenue. Afin de permettre le suivi continu du contact, cette surface
interpolante doit pouvoir disposer d’une continuité C?. De plus, il est & noter que la
répatition spatiale des données peut-étre hétérogéne. Nous avons réussi a concilier ces
deux contraintes fortes en proposant une utilisation originale des fonctions & base radiale
pour la construction de surfaces paramétriques : les surfaces paramétriques a base radiale
(section B3)). Nous améliorons, ensuite ces résultats a 'aide des partitions de I'unité afin
d’améliorer les temps de calculs. Pour finir, nous étendons cette méthode a la sphére unité.

Nous avons donc rempli nos objectifs en proposant une méthode d’obtention de surface
interpolante 4 paramétrage global pouvant disposer d’une continuité C? et reposant sur
une parameétrisation planaire ou sphérique. Ces travaux ont, par ailleurs, fait 'objet de
deux communications [[INRO5, INRO6.

Cependant il est important de noter que cette surface est interpolante et que celle-ci
passe donc par chacun des points du maillage initial. La surface obtenue est donc trés
sensible au bruit pouvant se trouver dans les données initiales. Le maillage triangulaire
doit donc étre traité avec soin afin d’offrir une surface la moins perturbée possible. Par
ailleurs, la déformation du maillage au cours de la paramétrisation influe fortement sur
la variation de 'amplitude des dérivées. Bien que cela ne semble pas a priori étre contrai-
gnant dans le cas du suivi continu de contact, un soin tout particulier doit étre pris pour
minimiser cette variation de I’amplitude des dérivées lors de la paramétrisation.
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Chapitre 4

Animation dynamique

« “WELL, in our country,” said Alice, still panting a little, “you’d
generally get to somewhere else — if you ran very fast for a

long time, as we’'ve been doing.”

“A slow sort of country!” said the Queen. “Now here, you see, it takes

all the running you can do, to keep in the same place. If you want to

get somewhere else, you must run at least twice as fast as that!” »

Lewis CARROLL, Through the Looking-Glass. (1872).

Sommaire

4.1 Introduction

Nous disposons a présent des outils nécessaires a la modélisation géométrique de Iar-
ticulation. En effet, a la suite du chapitre précédent, nous pouvons définir une surface
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d’interpolation continue a paramétrage global sur le maillage triangulaire obtenu a partir
de données réelles. Cette surface continue a paramétrage global nous permet de caracté-
riser de maniére unique un point de la surface osseuse et de suivre son évolution au cours
de la simulation.

Il reste donc maintenant & mettre en place les outils mécaniques nécessaires a la mo-
délisation et & la simulation de ’articulation du genou. Pour cela, nous allons commencer
par un rapide tour d’horizon des possibilités qui nous sont offertes pour ’animation de
I’articulation. Et nous justifierons notre choix d’utiliser le formalisme Lagrangien.

Nous aborderons ensuite la gestion de contraintes dans le formalisme Lagrangien
en nous penchant plus particuliérement sur la gestion de activation/désactivation des
contraintes unilatérales multiples. Nous montrerons les lacunes des méthodes existantes
et proposerons une solution efficace & ce probléme.

Pour finir, nous traiterons le probléme du contact glissant nécessaire a la simulation
réaliste de 'articulation. Dans un premier temps, nous présenterons la méthode qui repose
sur l'utilisation de nouveaux degrés de liberté virtuels a évolution libre, appelés « variables
libres ». Et dans un second temps, nous définirons ces variables libres et la maniére de les
introduire dans le systéme mécanique.

4.2 Simulation mécanique de I’articulation du genou

Dans la littérature informatique et biomécanique, deux types d’approches sont cou-

ramment employées pour la simulation d’articulations :

— La premiére, la méthode des éléments finis, s’est développée avec la puissance de
calcul des ordinateurs.

— La seconde repose sur la méthode des solides rigides poly-articulés exploitant les lois
fondamentales du mouvement de Newton/Euler. Elle est la plus ancienne et elle est
encore largement utilisée car elle permet des calculs d’évolution trés rapides.

Enfin on peut noter qu'une troisiéme approche, plus générique mais encore plutot

marginale, repose sur le formalisme de Lagrange.

4.2.1 Modéles dédiés

Ces derniéres décennies, avec la puissance croissante des ordinateurs, de nombreux
modéles d’animation dédiés a certains aspects du corps humain ont été développés. La
marche notamment a fait ’objet de recherches particuliéres comme [BC89, [Wie94! [BCI6,
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MMKAQN4, [BDMO6]. Ils modélisent les articulations a I’aide d’un formalisme mécanique,
Lagrange pour Bruderlin et al. [BC96] et Newton-Euler pour les autres, pour en extraire
des courbes paramétriques du mouvement pour chaque articulation. On peut alors obtenir
des animations cohérentes et efficaces de la marche. Ces modéles sont malheureusement
peu personalisables puisque les courbes obtenues reposent sur des données anthropomé-
triques génériques. De plus, 'articulation du genou est representée par une liaison mé-
canique de type pivot, or nous avons vu dans le chapitre B que cette solution n’est pas
suffisante dans le cadre d’une simulation réaliste de I’articulation du genou.

Il est donc nécessaire de revenir a des méthodes de simulation plus générales afin
d’obtenir des courbes de mouvement exactes, avant de nous intéresser a des simulateurs
dédiés. On peut cependant noter I'intérét d’obtenir une extraction réaliste des courbes
d’animation d’une articulation, notamment du genou, pour la réexploitation en anima-
tion traditionnelle ou cinématique inverse.

4.2.2 Meéthode des éléments finis

La méthode des éléments finis est une méthode de calcul numérique de 1’évolution
d’un modele géométrique. Elle repose sur un échantillonnage 1D, 2D ou 3D du modéle
géométrique, les paramétres relatifs aux matériaux sont ensuite affectés & chacun des
sous-domaines du maillage. On déduit ensuite, pour chaque étape de 'animation, le dé-
placement des nceuds (sommets) d’aprés les déformations des mailles adjacentes, grace
aux lois de la mécanique des milieux continues.

La qualité du résultat est donc intrinséquement liée & la qualité du maillage initial.
Or le calcul s’effectuant en chaque sommet du maillage voit sa complexité augmenter
proportionnellement & la qualité du maillage. Cette méthode présente donc d’une part le
désavantage d’étre cotliteuse en temps de calcul et d’autre part de voir ce temps de calcul
directement dépendant du résultat souhaité. Malgré tout, cette méthode a I’avantage de
reposer sur un mécanisme générique bien défini.

Derniérement, certains travaux ont été effectués pour accélérer les temps de calcul,
mais ceux-ci reposent généralement sur une linéarisation et un précalcul des efforts dus
aux matériaux [Cof97, [Pic(T], contraignant ainsi le systéme a de petits mouvements.

En se basant sur la méthode des éléments finis, McCarthy et al. [MHB™03| ont modé-
lisé un genou virtuel & 6 DAL et en ont animé les différents éléments de maniére réaliste.
Ils ont ainsi pu comparer leurs résultats a la littérature, trouvant des résultats concor-
dants, prouvant ainsi, s’il en était besoin, la robustesse de la méthode.
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Le calcul de I’évolution s’effectuant pour chacun des sous-domaines, on obtient donc
au final un formalisme naturel pour 1’evolution de modéle déformable. Liesenfeld et al.
|[LS96] mixent donc 'utilisation de solides poly-articulés pour I'animation du squelette et
d’éléments finis pour animer les corps déformables de I'articulation comme les tendons.
Cependant, leur modéle repose sur des liaisons mécaniques classiques, qui ne suffisent pas
a modéliser la complexité de ’articulation.

Plus récemment, Halloran et al. [HPR05] ont utilisé la méthode des éléments finis pour
simuler 1’'utilisation d’une prothése aprés remplacement total du genou. Ils reproduisent
les articulations tibio-fémorale et patello-fémorale avec les tendons du quadriceps et des
ligaments associés. Ce travail permet d’obtenir une étude de la répartition des efforts sur
les zones de contact pour un modéle déformable de I'articulation.

Cette méthode est donc largement répandue et s’adapte parfaitement aux jeux de
données réelles [MWHT02| qu’il est désormais possible d’obtenir. Cependant, cette mé-
thode est cotiteuse en temps de calcul et en mémoire si on ne souhaite pas se restreindre
a de petits déplacements. De plus, ce formalisme est peu adapté a ’animation de corps
rigides et il est donc tres difficile d’en extraire le mouvement global généré. Ce formalisme
bien que riche pour la simulation nous semble peu adapté et nous avons donc orienté nos
travaux vers I’animation de corps rigides poly-articulés.

En effet, nous cherchons a obtenir un DdL formel complexe du mouvement de flex-
ion/extension du genou. Or la méthode des éléments finis produit trop d’informations
puisqu’elle simule la déformation de tous les éléments du modéle. 11 devient donc trés
dificile d’en extraire le DAL de flexion/extension que nous cherchons.

4.2.3 Les corps rigides poly-articulés de Newton/Euler

La méthode des corps rigides poly-articulés dans le formalisme de Newton/Euler per-
met de simuler I'action d’un squelette décrit a 1’aide d’une hiérarchie de repéres. La
position et I'orientation de chaque repére étant exprimées dans celui de son pére. A I'aide
des lois fondamentales du mouvement de Newton /Euler, on peut alors obtenir pour le i®™e
solide du modéle hiérarchique les accélérations comme le montre 1’équation ET] et

1
RIR[w =) gp; x f; (4.2)
1
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Avec g; et g; respectivement la position et I’accélération du centre de gravité du i®™®
solide, & son accélération de rotation. De plus m; est la masse du i*™ solide et f;; pour
j € {1l,--- n;} sont les forces externes qui s’y appliquent aux points p;. Pour finir R; et
I; sont deux matrices : la premiére exprime la transformation pour passer du repére local

au repére global et la seconde représente la matrice d’inertie exprimée dans le repére local.

Les valeurs m; et I, doivent étre constantes durant la simulation, il ne reste donc qu’a
initialiser au début de ’animation puis a mettre a jour au cours de la simulation les va-
leurs restantes. La position du centre de gravité g; et la matrice de transformation R; du

:éme
1

solide sont mises & jour par un parcours récursif de 'arborescence du modéle.

Dans le formalisme de Newton/Euler, la gestion des efforts de maintien des liaisons
n’est pas naturelle. La mise & jour de ces efforts nécéssite un premier parcours de I’arbores-
cence, afin d’évaluer la déviation et les efforts nécessaires pour y répondre. On peut alors
faire évoluer les positions et orientations des solides par un second parcours de I’arbre de
reperes.

Une fois les accélérations obtenues, il ne reste plus qu’a employer une méthode d’in-
tégration numérique telle que la méthode explicite d’Euler pour obtenir les position et
orientation du repére a I’étape suivante. Cette approche permet donc de créer et résoudre
les équations du mouvement, de facon itérative, dans des délais efficaces, proportionnels
au nombre d’objets du systéme. Cependant, les boucles cinématiques et les contraintes ne
sont pas naturellement prises en compte par ce formalisme. Il est donc nécessaire d’ajouter
des étapes spécifiques au processus pour les intégrer au moteur d’animation [SZ90).

Wilhelms [WB85H)| et Armstrong-Green [AGS85| générent des équations du mouvement
sur ce principe en travaillant sur un arbre de solides articulés a ’aide de 3 DdL en rotation
pour chaque lien entre un pére et un fils, seule la racine de I’arbre posséde 6 DAL (3 en
rotation et 3 en translation). Ils lient ensuite I’accélération du centre de masse d’un fils
ap par rapport aux accélérations de son pére par une fonction. L’algorithme fonctionne
alors en deux passes :

— un parcours récursif de I'arborescence des fils vers leur pére permettant I'initialisa-
tion des paramétres dépendant des efforts extérieurs, des éléments inertiels et des
couples de réaction entre fils et pére.

— un parcours récursif de ’arborescence du pére vers ses fils permettant le calcul des
accélérations.

Ko [Ko95] utilise ce formalisme pour simuler la marche humaine. Il développe les équa-
tions spécifiquement pour le mouvement des jambes avec 97 degrés de liberté. Il intégre
également un module de gestion des boucles qui permet de prendre en compte la phase
de mouvement ou les deux pieds touchent le sol.
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Fang et al. [FP03] introduisent une étape de gestion des contraintes par pénalité pour
animer un humain virtuel. Cette méthode offre un outil efficace permettant de générer
des mouvements physiquement cohérents a partir d’étapes clés définies par ’animateur.
Cependant, comme dans la plupart des méthodes précédentes, le genou n’y est représenté
que par une liaison de type pivot afin de simplifier la modélisation.

En effet, I'intégration d’autres DAL impose de définir des contraintes afin de restreindre
le champ d’activité. Or, d’une part, comme nous I’avons vu dans la section [ 'expres-
sion de ces contraintes n’est pas encore clairement definie, et d’autre part, la gestion des
contraintes n’est pas traitée efficacement dans ce formalisme. En effet, le formalisme new-
tonien ne permet d’exprimer des contraintes que sur les six degrés de liberté de chaque
repére. De plus, a I'inverse des éléments finis, cette méthode ne permet pas la simulation
de modéles déformables. Il ne serait donc pas possible d’intégrer directement des éléments
déformables tels que les tendons ou les muscles au modéle. Une solution élégante est
d’employer un formalisme plus général tel que celui de Lagrange.

4.2.4 Formulation lagrangienne

La mécanique lagrangienne, aussi qualifiée de mécanique analytique, peut étre vue
comme une extension des équations de Newton-Euler & des systémes particulaires plus
variés tels que les corps déformables. Dans ce formalisme, la configuration d’un systéme
mécanique est décrite par un ensemble de paramétres réels : le vecteur d’état x des coor-
données généralisées qui identifie les degrés de liberté réels (DdL), éventuellement com-
plexes, du systéme mécanique simulé. Cette approche permet de générer une plus grande
variété d’animations et ce, de maniére efficace en utilisant un paramétrage adapté. Avec
ce formalisme, les DAL ne sont plus limités aux rotations et translations. Par exemple,
un paramétre u € [0, 1] définissant la position d’un point sur une courbe paramétrée 3D
peut tout a fait étre considéré comme une coordonnée généralisée.

Associé aux fonctions de positionnement ® et de vitesse Cf), un vecteur d’état permet
de calculer la position 3D de toutes les particules w € 2 constitutives du systéme dans
une configuration donnée. Si p désigne la densité de masse au sein du systéme, 1’énergie
cinétique peut étre définie de la maniére suivante :

K= é/ﬂp(w)@)(x, %, w)?dw (4.3)

On désigne 1 le vecteur des configurations accessibles et 7 le taux de variation de
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celui-ci. L’équation peut étre redéfinie par :
L. .
K = —x M(x)x

2
Bl L3 (4.4)
avec M = —(x, w)T—(x, w)dw
vee M= [ plo) 50 x,0) 5 (x,0)

Dans I’équation B4 les éléments structurels du systéme sont représentés par la ma-
trice des masses généralisées M. Le mouvement est représenté par le vecteur d’état x
et sa dérivée temporelle x. Or, comme 7 et 7) désignent respectivement le vecteur des
configurations accessibles et le taux de variation de celui-ci, ’énergie cinétique peut étre
vue comme une fonction de 1 et 7).

(. 7) = 57" M) (4.5

4.2.4.1 Mouvement non-contraint

L’évolution d'un systéme libre gouvernée seulement par un ensemble de forces externes
repose sur 'utilisation des équations du mouvement de Lagrange (équation EL6).

i%(x %) — Ik
dton; -’ on;

Le vecteur f(x, %) correspond & la somme des puissances virtuelles des forces externes

(x,%) = f(x, %), ie{l,---,n} (4.6)

dans les mouvements virtuels d’entrainement par chaque DdL, pour la configuration dé-
finie par le vecteur détat x et sa dérivée temporelle x.

Aprés développement des équations ELBL on obtient le systéme d’équations différen-
tielles ordinaires exprimé sous la forme matricielle ci-apreés :

Mk = f (4.7)

Afin d’alléger les notations, nous noterons M la matrice des masses généralisées M(x)
et f le vecteur des sommes de puissances virtuelles des forces externes dans les mouvements
virtuels d’entrainement par chaque DAL (f(x,%)). Le vecteur X est la dérivée seconde du
vecteur d’état (x) par rapport au temps.

4.2.4.2 Mouvement contraint

Il existe deux types de contraintes bilatérales, les contraintes holonomes, qui portent
sur les coordonnées généralisées (x), et les contraintes cinématiques, qui portent linéai-
rement sur les vitesses généralisées (x). Dans le cadre de cette thése, je ne m’intéresse
qu’aux contraintes holonomes. Par convention, une contrainte holonome est toujours dé-
finie comme une équation ou & est I'ensemble des indices de toutes les constraintes
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bilatérales.

gr(x) =0 Vk € € (4.8)

Les contraintes holonomes restreignent le champ des configurations a !’intersection
des card(€) hyper-surfaces définis par 1’équation Il existe de nombreuses méthodes
de gestion des contraintes, regroupées dans un état de l'art de Baraff [Bar93]. Mais il en
existe trois principales pour intégrer les contraintes dans ’équation E.1

La méthode par projection consiste a modifier le vecteur d’état x et sa dérivée pre-
miére x de maniére & satisfaire la contrainte. Cette modification peut étre effectuée
de maniére itérative comme pour la méthode de Newton-Raphson [VE02]. Bien que
cette approche soit trés simple et qu’elle semble assurer la réalisation instantanée
des contraintes, cette méthode n’est pas assez robuste : en effet, elle ne peut pas
garantir une convergence du processus en cas d’activation simultanée de contraintes.

La méthode par pénalité intégre au systéme de nouvelles forces externes agissant com-
me des ressorts virtuels dans le but de minimiser le carré de 1’équation de la
contrainte, considéré comme une fonction d’energie positive. Le principal avantage
de cette méthode est qu’elle est compatible avec n’importe quel moteur d’anima-
tion dynamique puisqu’elle ne repose que sur des forces externes. Malheureusement,
cette méthode ne permet qu’une réalisation approximative des contraintes, autori-
sant l'interpénétration de deux objets par exemple. Dans le but de réduire cette
interpénétration, la raideur du ressort virtuel doit étre augmentée significativement
rendant le systéme numérique instable.

La méthode de Lagrange consiste & calculer les quantités exactes des efforts, repré-
sentés par les multiplicateurs de Lagrange, nécessaires a 1’accomplissement des con-
traintes. Cette méthode assure que chaque contrainte du systéme est satisfaite de
maniére exacte. Comme l'utilisation des multiplicateurs de Lagrange introduit de
nouvelles inconnues au systéme, I’équation BE7 doit étre complétée avec un nouveau
jeu d’équations augmentant ainsi la dimension du systéme initial & résoudre. Ce-
pendant nous considérons cette méthode comme la plus apte a gérer efficacement
les contraintes géométriques.

Pour toutes les raisons citées ci-dessus, nous avons choisi la méthode de Lagrange
pour gérer nos contraintes géométriques. Conformément au principe des travaux virtuels,
chaque contrainte g, ajoute une nouvelle force de maintien dont les puissances virtuelles
forment un vecteur perpendiculaire au plan tangent a ’hypersurface gi(x) = 0. Le multi-
plicateur de Lagrange \; correspond au coefficient de proportionalité entre le vecteur des
puissances virtuelles de I’effort de maintien et la normale & ’hyperplan. Avec ces nouvelles
forces, I'équation L7 est modifiée comme suit :

99k

Mj'c:f+2)\k8x

ke&

(4.9)
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Nous ajoutons ensuite de nouvelles équations & notre systéme en calculant la dérivée
seconde de I’équation EL8, afin d’obtenir ’équation LI

n

agk _ Par . .
Zam% i Vke& (4.10)

=1 i,7=1

Dans le but de corriger la dérive numérique dile aux erreurs d’arrondi, Baumgarte
propose dans son article [Ban72] un schéma de stabilisation des contraintes illustré par
I’équation LTIl Le paramétre 77! peut étre vu comme la vitesse de réalisation de la
contrainte.

n

agk 0? gk . . u g .
= ;— T — 4.11
Z 3:6183:] M ; oz, T — Y29k ( )

i: 7.7_

Baumgarte propose % et T—22 comme valeurs respectives de 7y; et 5. Mais le choix de

ces valeurs est contesté par Remion [Rem00] qui démontre que les coefficients v; et o
dépendent de la méthode d’intégration numérique utilisée pour la résolution des équations
du mouvement.

En mélangeant les équations 7] et LT on obtient un systéme linéaire ou la dérivée
seconde du vecteur d’état x et le vecteur contenant les multiplicateurs de Lagrange A sont

les inconnues.
M -J7T X f
RSN 12

J est la matrice jacobienne de I’ensemble des contraintes géométriques et d correspond
au terme de droite de ’équation EETTL

Wieland [Wie94] et Troy [Tro98] utilisent ce formalisme pour simuler le processus de
la marche, mais encore une fois la liaison du genou est représentée par une liaison pivot. Il
n’existe pas de simulation du genou reposant sur un autre modéle utilisant le formalisme
lagrangien probablement parce que la définition des degrés de liberté et des contraintes
n’est pas triviale, ce qui nous conforte dans I'intérét de notre démarche.

Cependant, les contacts osseux n’étant pas forcément continus, la gestion des contacts
osseux a l'aide de contraintes suppose de pouvoir traiter efficacement les activations et
désactivations des contraintes, notamment lorsque celles-ci se produisent simultanément.
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4.3 Gestion des contraintes unilatérales

Le probléme d’activation et de désactivation des contraintes est un probléme auquel
on est confronté dés que 'on utilise des contraintes unilatérales. Par convention, une
contrainte unilatérale est toujours définie comme une équation ou F est I'ensemble
des indices de toutes les contraintes unilatérales.

g(x) >0 VkeF (4.13)

Pour un vecteur d’état donné x, nous rappelons les définitions suivantes :
— la contrainte est dite violée par x quand gi(x) < 0. C’est a dire que le vecteur d’état
x correspond a une configuration non autorisée.
— la contrainte est dite satisfaite par x quand gi(x) > 0.
— la contrainte est dite active quand gi(x) = 0. Dans ce cas, le vecteur d’état x
appartient a la frontiére du demi-espace défini par la contrainte unilatérale gy.
La gestion des contraintes unilatérales est plus difficile que la gestion des contraintes
bilatérales. Puisque chacune ne doit étre gérée que si elle est violée ou active. En fait, ’al-
gorithme est un peu plus compliqué comme nous I’expliquons dans la sous-section suivante.

C’est pourquoi nous définissons deux sous-domaines de F : F' est I'ensemble des
indices de toutes les contraintes unilatérales gérées et F~ est I’ensemble des indices des
contraintes unilatérales ignorées. Dans ces conditions, on a F = F~UZF'. Enfin la matrice
jacobienne des contraintes J de I’équation est construite a partir de ’ensemble des
contraintes g, ot k € EU FT.

4.3.1 Travaux précédents

Je vais expliquer ici une partie des travaux développés par Remion dans son mémoire
d’habilitation a diriger des recherches [Rem00)]. Ces travaux n’ayant pas encore été implan-
tés, j’ai pu les étudier et les implanter au sein de MADy pour en valider le fonctionnement.

Dans la communauté de 'informatique graphique, la principale méthode publiée sur
la gestion des contraintes unilatérales a partir de multiplicateurs de Lagrange, connue
sous le nom de “Generalized Dynamic Constraints”, est proposé par Platt dans [Pla92al.
Dans cet article, il décrit comment utiliser les multiplicateurs de Lagrange pour assembler
et simuler les collisions entre des modéles numériques. Cette méthode est une extension
des travaux de Barzel et Barr [BB88| qui spécifient comment les contraintes doivent étre
satisfaites. De plus, Platt propose une méthode pour mettre a jour F* (I’ensemble des
contraintes unilatérales gérées) au cours de I'animation. Cet algorithme peut-étre rappro-
ché des méthodes classiques relatives aux ensembles actifs [Bjo96, NWO0).
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Nous ne nous intéressons pas au processus de détection de la collision, qui est un
probléme & part entiére. Nous sommes conscients que cette problématique difficile peut
étre résolue de nombreuses maniéres et nous encourageons le lecteur a se référer a I’état
de l'art de Teschner et al. [ITKZ™05|. Lors de la phase de détection de collisions, nous
supposons que le moteur dynamique peut revenir en arriére dans le temps jusqu’au mo-
ment précis ou ’activation de la contrainte est détectée. Cette assertion peut nécessiter
une augmentation significative du cotit de calcul, restreignant ainsi cette méthode a la
production d’animations en temps différé selon la complexité de la scéne simulée. Malgré
cela, il demeure possible que plusieurs contraintes soient actives simultanément.

Au début de 'animation, I’algorithme de Platt considére que I’ensemble F* est rempli
avec ’ensemble des contraintes actives.

ALGO. 1 - Algorithme de Platt

Résoudre I’équation pour obtenir X et A
Mettre a jour x et X (intégration numérique)
pour chaque k € F faire
si k € Ft alors
si A\ <0 alors

L k est déplacé dans F~

inon
si gx(x) < 0 alors
L k est déplacé dans F

[= IS B U

© o N
[0)]

Pour chaque étape de 'animation, en concordance avec ’algorithme de Platt [[l nous
résolvons I'équation pour mettre a jour le vecteur d’état dans le but d’obtenir les
nouvelles positions et vitesses a la fin de I’étape. Nous pouvons alors vérifier 1’état des
contraintes unilatérales. Si une contrainte g, est active, elle reste gérée jusqu’a ce que
son multiplicateur de Lagrange soit négatif ou nul (c’est a dire que le multiplicateur de
Lagrange définit une force qui empéche la désactivation de la contrainte). En fonction
des nouvelles valeurs du vecteur d’état x, si la contrainte g, précédemment inactive est
maintenant violée (gx(x) < 0) alors l'indice de la contrainte doit étre ajouté a F*+ pour
empécher le systéme d’entrer dans cette configuration.

Bien que cet algorithme semble offrir une solution appropriée a la gestion des contraintes
unilatérales, quelques problémes persistent. Nous avons mis en place une scéne simple, dé-
crite par la figure 1] pour illustrer les lacunes de la méthode de Platt. Une particule de
masse m est contrainte & glisser sur un plan 2D. Elle part d’un coin en angle aigu modélisé
a l’aide de deux contraintes unilatérales linéaires g;(x) > 0 et go(x) > 0 ott ¢1(X) =z —y
and go(x) = y. Pour finir, cette particule n’est affectée que par une seule force externe
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y x=y=0

S~ .

Figure 4.1 — Un exemple simple avec deux contraintes actives simultanément.

f = (2,—1). Dans cet exemple, le vecteur d’état x est composé des coordonnées 2D (z,y)
de la particule. Selon I’équation EL7l la matrice des masses généralisées pour ce systéme
est définie par :

M:HL 7?1} (4.14)

Comme les contraintes géométriques g;(x) et go(x) sont linéaires, leurs dérivées pre-
miére et seconde ne produisent aucun des termes définis dans 1’équation 111 :

d— { 8 ] (4.15)

En tenant compte des valeurs initiales du vecteur d’état x = (0, 0), les deux contraintes
g1(x) et go(x) sont actives. Leur indice est donc ajouté dans F+ et la matrice jacobienne
des contraintes J est définie par :

J= “} _11 } (4.16)

a partir des équations EET2] FET4l EETH et ELT6, on obtient un systéme linéaire dont les
inconnues sont les dérivées secondes du vecteur d’état x et les deux multiplicateurs de
Lagrange \; et \y associés a g; et g5 :

m 0 -1 0 T 2
0O m 1 -1 ] -1

— 4.17
-1 1 0 0 A 0 ( )
0O -1 0 0 Ao 0

Les solutions sont X = (0,0) et A = (=2, —1). La premiére erreur, qui se présente, est
donc la retenue abusive de la particule dans le coin. En effet, celle-ci ne bouge pas au cours
de cette étape car @ et ¢ sont nuls. De plus, comme \; et A\, sont tous les deux négatifs,
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les contraintes assossiées sont déplacées dans F . Ce qui signifie qu’a la prochaine étape,
le systéme sera libre de toute contrainte. Comme la force reste constante, la prochaine
valeur de X sera égale a (2m~1!, —m™1). Ce qui aménera la particule & une position non
autorisée, sous la ligne y = 0. Ces calculs sont illustrés dans la figure

L’amplitude de la violation de la contrainte go(x) = y dépend essentiellement du
rapport entre la masse m de la particule et 'intensité de la force externe f, ainsi que du
pas de temps.

4.3.2 Contraintes simultanées
4.3.2.1 Une premiére approche

Le probléme de la méthode de Platt est qu’elle peut retenir certaines contraintes dans
F* qui devraient normalement étre ignorées. En fait, la condition g;(x) < 0 utilisée pour
remplir FT avec les contraintes unilatérales n’est pas bien adaptée et une approche al-
ternative est proposée. Une solution pourrait étre de remplacer la condition gx(x) < 0
par une condition reposant sur la tendance & la violation exprimée par J,X < dj. Une
contrainte active qui ne remplit pas la tendance a la violation peut étre satisfaite mais
inactive a la prochaine étape de I'animation et n’a donc pas a étre gérée.

Au début de I’animation, la solution de I’équation .7 doit étre calculée pour obtenir X
et ainsi remplir 'ensemble F 1 avec les contraintes actives qui remplissent la condition de
tendance a la violation. Il est évident que par ce procédé nous gérons, dans notre systéme,
moins de contraintes que Platt puisque notre critére est plus strict.

Nous vérifions rapidement que cet algorithme fournit une solution appropriée a notre

exemple illustré par la figure EEIl D’aprés 'équation E7L % = (2m~!, —m™'). Les deux

(a) (b) (©)

Figure 4.2 — (a) Comme les deux contraintes sont actives, elle sont gérées par I’algorithme
de Platt (b) Les multiplicateurs de Lagrange sont négatifs, les contraintes sont donc
ignorées (c) La nouvelle accélération non contrainte méne & une position non autorisée
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ALGO. 2 — Algorithme de Platt amélioré

Résoudre ’équation pour obtenir X et A
Mettre a jour x et X (intégration numérique)
pour chaque k € F faire
si k € F' alors
si A\, <0 alors

|k est déplacé dans F~

7 sinon
si J.X < d;, alors
L k est déplacé dans F+

[= I B VN

© o

contraintes g; et go sont actives puisque x = (0,0) mais seule go remplit la condition de
tendance a la violation, comme l'illustre I’équation

J15&Z3m71 = 1leF~

4.18
JoX = —-m' = 2eFT ( )
Dans cet exemple, I’équation devient :

m 0 0 T 2

0 m -1 jl=1-1 (4.19)

0 -1 0 A2 0

Les solutions du systéme linéaire sont X = (2m~1,0) et A\ = 1. Au final, la par-
ticule va glisser le long de ’axe des x sans passer sous la ligne y = 0 car la contrainte g,
qui n’est pas gérée n’introduit pas de réponse artificielle dans le systéme.

Cette version de I’algoritme semble prendre en compte les multiples contraintes unilaté-
rales de maniére appropriée, mais nous pouvons illustrer une erreur de cette méthode avec
le méme exemple représenté par la figure L1l en changeant la force externe f = (—1, —2).

Au début, comme x = (0, 0), les contraintes g; et g, sont actives. A partir de ’équation
7 on obtient X = (—m™!, —2m™!), et avec I’équation EEZ0, seule la contrainte g, est
gérée.

Jli:m’l = 1leF~

4.2
Jox=-2m"! = 2¢F*t (4.20)
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D’apreés ’équation 2200, on construit le systéme linéaire 22T

m 0 0 T —1
0 m -1 gl =1 -2 (4.21)
0 -1 0 Ao 0

Les solutions sont X = (—m ™!, 0) et Ay = 2. Aprés la mise a jour de x et X, la particule
glisse le long de la ligne définie par la contrainte g; pour atteindre une position illégale.
Ceci est dii au fait que le multiplicateur de Lagrange A\, pousse le systéme vers un état
non autorisé par la contrainte g; qui n’est pas gérée dans I’équation puisqu’elle ne
satisfait pas le critére de tendance a la violation. Ces calculs sont illustrés par la figure
4.0l

: /»//U A
()

Figure 4.3 — (a) Les deux contraintes sont gérées puisqu’elles sont actives (b) Avec la
condition de tendance & la violation, seule la contrainte g, reste gérée (c) L’accélération
contrainte qui vient d’étre calculée améne la particule dans une position illégale

4.3.2.2 L’algorithme correct

L’utilisation de la condition de tendance & la violation JyX < d; améliore la gestion
de I'activation des contraintes simultanées, puisque seules les contraintes unilatérales ten-
dant a étre violées sont gérées par 1’équation Mais nous avons vu, avec le second
exemple, que ce n’est pas suffisant pour garantir une configuration appropriée. En fait,
les contraintes F qui remplissent la condition de tendance a la violation produisent
un vecteur A de multiplicateurs de Lagrange qui empéchent le systéme d’entrer dans
une configuration illégale compte tenu des contraintes gérées. Cependant, les nouvelles
accélérations obtenues X en tenant compte des efforts de maintien de ces contraintes,
peuvent amener le systéme dans une configuration non autorisée par des contraintes de
JF~. La seule solution pour résoudre ce probléme est donc d’utiliser ces nouvelles accé-
lérations pour tester si les contraintes unilatérales actives g, (pour k € F ) remplissent
la condition de tendance a la violation et doivent donc étre déplacées dans F+. Il faut
donc introduire un processus itératif qui calcule les accélérations et teste si une contrainte
unilatérale active, précédemment ignorée, doit maintenant étre gérée compte tenu de la
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tendance a la violation calculée & ’aide des nouvelles accélérations contraintes. Ce pro-
cessus est répété jusqu’a ce que le syséme parvienne a une configuration adéquate.

Nous proposons donc une solution simple et efficace pour la gestion de contraintes
unilatérales. Au début de chaque étape de 'animation, toutes les contraintes unilatérales
actives ¢, sont identifiées, et I’ensemble F* est vidé. Le processus itératif commence
ensuite jusqu’'a ce qu’il n’y ait plus de nouvelle insertion dans F*. Les accélérations
contraintes X sont calculées a partir de ’équation et la condition de tendance a la
violation J,X < dj évaluée pour chaque contrainte unilatérale active de F—. Tout indice
k d’une contrainte unilatérale g, qui remplit la condition de tendance la violation est
déplacé dans F* puis nous recommencons une nouvelle étape du processus itératif.

ALGO. 3 - L’algorithme correct

1 répéter

2 Résoudre I’équation pour obtenir x and A

3 pour chaque contrainte active g, avec k € F~ faire
4 si JpX < d, alors

5 L L k est déplacé dans F

6 tant que F est mis a jour;
7 Mettre 4 jour x et X (intégration numérique)

Puisque nous commencons chaque étape avec F* vide et que seules les contraintes
unilatérales appropriées sont insérées dans F durant le processus itératif, les derniéres
valeurs calculées de x et A avec ’équation aménent & une configuration adéquate du
systéme. Ce processus est ainsi garanti de converger vers une configuration consistante.

Dans une communication récente [RF06], Raghupathi et al. présentent une méthode
elle aussi basée sur les multiplicateurs de Lagrange. Dans le souci d’atteindre le temps
réel, ils n’autorisent pas le moteur d’animation dynamique a revenir en arriére dans le
temps a la premiére activation de contrainte. Ils doivent gérer les contraintes a la fin de
I’étape d’animation, en essayant de déterminer les bonnes accélérations pour assurer ’ac-
complissement des contraintes. Ils reconnaissent aussi que ce procédé n’est pas assuré de
converger dans certains cas.

J’ai implanté ces algorithmes dans MADy afin de pouvoir les comparer. Cette tache n’a
pas été aisée car j’ai dii complétement restructurer le moteur d’animation dynamique déja
existant de maniére a ce que I’on puisse passer d’'une méthode de gestion des contraintes
a l'autre afin de les comparer.

Nous allons maintenant comparer les résultats obtenus avec l'algorithme de Platt et
celui de Remion sur I'exemple décrit par la figure L1l Les figures B4 et illustrent une
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4.3. GESTION DES CONTRAINTES UNILATERALES

comparaison des positions et accélérations sur ’axe des y pour une particule de masse
m = 2 et m = 3. Nous rappelons que la contrainte unilatérale g, interdit les valeurs
négatives en y et que la force constante f qui s’applique a la particule est égale a (2, —1).

2¢-06 | Platt’s algor@thfn —— Platt’s algorifhm ——
Our algorithm —=— Our algorithm —=—
0 51 ]
< £
£ 4e-06 | = 0
‘Z 2
S o
= -6e-06 ]
<
5t J
-8e-06
-le-05 qo b
-1.2e-05 : : . . . .
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02

time time

Figure 4.4 — Comparaison de ’algorithme de Platt et du notre sur ’exemple illustré par
la figure LTl pour une masse m = 2. Les valeurs numériques correspondent respectivement
a la position et a l’accélération le long de 'axe y

L Platt’s algorithfn —— 2 L Platt’s algorithm ——
00002 Our algorithm —=— Our algorithm —=—
0 0
-0.0002 = 27 1
< £
£ -0.0004 E oAy E
8 °
S -0.0006 | S 6 1
<
-0.0008 8 r 1
-0.001 -10 B
-0.0012 ; : ; -12 ; : ;
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 0.005 0.01 0.015 0.02
time time

Figure 4.5 — Comparaison de ’algorithme de Platt et du notre sur ’exemple illustré par
la figure LTl pour une masse m = 3. Les valeurs numériques correspondent respectivement
a la position et a ’accélération le long de ’axe y

Comme le montre la figure L4] I’algorithme de Platt retient la particule dans le coin a
la premiére étape de I’animation, et la relache ensuite & la prochaine étape. Avec comme
conséquence, I’évolution de la particule dans une configuration illégale durant les étapes
suivantes. Pour la masse m = 2, 'erreur de position est inférieure 4 107°m avec une ac-
célération oscillante (colonne de droite). Mais si la masse m est initialisée a 3, comme le
montre la figure L3 les erreurs sont beaucoup plus importantes et la particule traverse
la ligne y = 0 modélisée par la contrainte gs.
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CHAPITRE 4. ANIMATION DYNAMIQUE

t=2s

Figure 4.6 — Illustration de notre algorithme de gestion de contraintes dans une scéne de
billard (11 boules et 77 contraintes unilatérales).

On peut observer sur les illustrations que I'algorithme de Remion maintient la parti-
cule sur l’axe des x avec une précision de 'ordre de 10~®m, dépendante des données de la
scéne et du pas de temps choisi.

Pour illustrer la gestion de contacts multiples, j’ai modélisé une scéne de billard com-
posée de 10 billes initialement immobiles dans un coin et d’une bille mobile glissant vers
elles. On définit deux contraintes unilatérales par bille pour modéliser le coin du billard
et une contrainte unilatérale pour chaque paire de billes pour empécher tout interpéné-
tration. Au final, cet exemple est composé de 11 objets mécaniques et de 77 contraintes
unilatérales (figure E0).
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4.4. LE CONTACT GLISSANT

Il n’est pas évident de comparer les temps de calcul des méthodes de Platt et Remion,
puisque les contraintes actives simultanées sont mal gérées par ’algorithme de Platt. Si le
systéme entre dans une configuration qui pose probléme alors il risque de se trouver dans
une configuration illégale pouvant produire des erreurs, soit au court du retour dans le
temps soit dans le calcul de I’évolution du systéme. Par contre, si le systéme ne rencontre
pas de cas problématique, il est évident que dans le pire des cas, la méthode de Remion
peut résoudre jusqu’a n systémes linéaires de dimensions croissantes ol n le nombre total
de contraintes unilatérales. La complexité de cette solution est donc supérieure a celle de
Platt. Cependant, il ne faut pas oublier que cette contribution ne vise pas & améliorer les
temps de calcul de la méthode de Platt mais a fournir une solution fiable dans tous les
cas a la gestion de l'activation des contraintes multiples, principalement dans un but de
temps différé.

Dans le contexte de ce travail, nous disposons maintenant d’un outil fiable pour la
gestion fine de 'activation et la désactivation de contraintes unilatérales qui a fait ’objet
d’une communication [JNRO7b| qui & ensuite été selectionnée pour une publication dans
la revue « Journal of Virtual Reality and Broadcasting » [INR(O7a] aprés relecture et
corrections mineures. Il reste maintenant a mettre en place la gestion du contact glissant
entre deux surfaces qui nous sera nécessaire au moment de 1’activation du contact entre
deux surfaces osseuses.

4.4 Le contact glissant

Dans le but d’effectuer une simulation mécanique réaliste de ’articulation du genou,
nous devons modéliser le contact entre le fémur et le tibia de maniére efficace et robuste.
Conformément au principe de la modélisation physique retenu, chaque os est assimilé a
un corps rigide dont I’évolution dépend de six degrés de liberté (DdL) représentant sa
position et son orientation. En dehors de tout contact, le systéme mécanique a étudier est
donc composé de douze DdL. Le contact entre les deux surfaces osseuses peut se traduire
sous deux formes différentes.

La premiére consiste a réduire manuellement 1’ensemble des degrés de liberté du sys-
téme afin de limiter I'espace des configurations atteignables. Kry et al. [KP03] proposent
une méthode visant a exprimer la configuration (position et orientation) d’un des solides
par rapport a 'autre. Cette réduction du codage cinématique permet de garantir que le
contact sera préservé malgré les erreurs d’arrondi générées lors du calcul numérique. Mais
cette approche a un inconvénient majeur : puisque le contact est implicitement intégré
dans le codage cinématique du systéme, il ne peut pas étre décroché. Malheureusement,
lors d’une flexion extréme du genou, le fémur et le tibia ne sont plus en contact. L’autre
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CHAPITRE 4. ANIMATION DYNAMIQUE

approche consiste & exprimer le contact comme une contrainte dynamique. L’avantage
d’une telle approche dans notre contexte de travail est que la contrainte peut aisément
étre supprimée a tout moment au cours de la simulation. Cette contrainte est intégrée
a notre systéme sous la forme d’une équation implicite dépendant des DAL du systéme
mais aussi de variables supplémentaires permettant d’identifier le point glissant de contact
entre les surfaces. Cette méthode repose donc sur I’identification et le suivi des points de
contact sur les surfaces. A 1’aide des surfaces que nous avons définies dans le chapitre pré-
cédent nous disposons d’un formalisme approprié & ’identification des points de contact,
il ne reste plus qu’a formaliser la contrainte de contact glissant.

4.4.1 Contrainte de contact glissant

Le formalisme des variables libres repose sur une idée originale des chercheurs du Labo-
ratoire d'Informatique Fondamentale de Lille (LIFL) ainsi que sur des échanges fructueux
entre notre laboratoire et le LIFL. Cette technique a été appliquée avec succés par Le-
noir dans le cadre particulier de la simulation de sutures [LMGC04, ILGM™04]|. Remion
[Rem03] développe, dans un rapport technique interne, un formalisme général permettant
d’étendre ’expression des contraintes a des équations intégrant des inconnues surnumeé-
raires appelées variables libres. Au prix d’une réécriture des équations de contraintes, ces
variables libres sont gérées au méme titre que les degrés de liberté initiaux. Ce schéma
de résolution permet donc de formuler des contraintes dynamiques de nature plus com-
plexe comme le contact glissant de type courbe/courbe, courbe/surface et surface/surface.
Grace & 'expression paramétrique de la surface s : [0, 1]> — R?, on peut aisément obtenir
en tout point de la surface deux vecteurs tangents alignés avec les fibres matérielles issues

™,

Figure 4.7 — Construction d’un repére local a la surface lors du suivi continu d’un point
d’intérét.
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—» Normale a la surface 1
au point de contact

Dérivée en u de la surface 2
au point de contact

_» Dérivée en v de la surface 2
au point de contact

/__/ Plan tangent aux surfaces 1 et 2

Surface 2

Surface 1

Figure 4.8 — Contact de deux surfaces.

du paramétrage (0,8, 0,8).

La normale est obtenue par un simple produit vectoriel (équation E222)) qui permet de
construire un repeére local en ce point (figure EL7).

n(u,v) = Dus(u, v) x 9ys(u,v)
(u,v) ||Ous(u, v) X Oys(u, v)|| (4.22)

On peut alors définir la contrainte de contact glissant entre deux surfaces. Soient s;
et so deux surfaces paramétriques, le point de contact entre s; et s, est un point commun
aux deux surfaces de sorte que les plans tangents de chaque surface coincident en ce point
(figure ELF)). Si le couple (u;, v;) correspond aux coordonnées du point de contact dans le
paramétrage de la surface s; pour i = 1 ou 2, la contrainte de contact est synthétisée par
le systéme :

S1(U1,U1) = SQ(Uz,Uz)
&Lsz(uza Uz) : nl(uh Ul)
8v52(U2, Uz) : nl(Uh U1)

=0 (4.23)
=0
Avec n;(u;,v;) la normale au point (u;, v;) de la surface s;. On a choisi d’exprimer le

contact en utilisant la normale n; de la surface s; avec les dérivées partielles 0,85 et 0,8
de la surface s,. Il est évidement possible d’inverser les surfaces s; et ss.

Si ’on considére un systéme mécanique constitué de deux surfaces s; et s9, nous de-
vons prendre en compte douze DAL (6 pour chaque surface). Avec I'introduction de quatre
DdL virtuels (variables libres (uy, v1) et (ug, v2)), on obtient finalement un systéme a seize
DdL. Mais le systéme d’équations contraint cinq DdL. Ainsi, si on néglige la confi-
guration globale du systéme (6 DdL correspondant a la position et 'orientation d’une
des surfaces), on obtient un systéme mécanique a cinqg DdL, que 1’on peut interpréter,
a un instant donné, comme deux DdL de glissement dans le plan tangent & la surface,
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et trois DAL de rotation autour du point de contact. Le DdL manquant correspond a la
translation le long de la normale au plan tangent de contact entre s; et s,.

A T’aide de cette contrainte, il est donc possible d’imposer un contact glissant entre
deux surfaces (figure EL8). Sur chaque surface, nous identifions le point de contact dont
les paramétres sont des variables libres et il ne reste plus qu’a suivre leur évolution dans
le systéme numérique. Nous devons donc maintenant introduire ces variables libres et leur
gestion dans le formalisme de Lagrange.

4.4.2 Variables libres

Dans le contexte de ’animation dynamique, 1'utilisation des contraintes bilatérales
permet de modéliser des restrictions d’évolution du systéme de maniére trés générale,
comme par exemple « ce point de ’objet doit suivre cette trajectoire », ou encore « ce
point de l'objet A doit étre attaché a ce point de l'objet B ». Ce qui offre une grande
souplesse dans la modélisation de systémes mécaniques, mais il serait aussi utile, voire
nécessaire dans le cas d’un contact glissant, d’exprimer des restrictions d’évolution encore
plus complexes, comme « un point quelconque de I’objet A doit étre superposé a un point
quelconque de I'objet B », ou une contrainte de contact glissant telle que nous 1’avons
définie ci-dessus.

Ce type de restriction plus générale introduit naturellement des inconnues supplé-
mentaires dans le systéme, correspondant aux identifiants des points impliqués dans la
contrainte. Ces nouvelles inconnues sont naturellement susceptibles d’évoluer au cours du
mouvement en fonction du déplacement des points de contact. Nous allons ici étudier la
gestion de ces nouvelles inconnues supplémentaires dites “variables libres” dans le systéme
lagrangien.

Considérons un probléme mécanique & n DAL quelconques et ¢ contraintes gérées
par multiplicateurs de Lagrange. Supposons ce probléme posé sous forme classique d’un
systéme linéaire (équation EET2)). Nous rappelons ici ce systéme :

I 420

Avec M la matrice des masses généralisées, J la matrice jacobienne de ’ensemble
des contraintes géométriques. X et A les inconnues du systéme, respectivement la dérivée
seconde du vecteur d’état et le vecteur des multiplicateurs de Lagrange. Et f et d corres-
pondent & la somme des puissances virtuelles des forces externes, pour le premier, et au
terme de droite de I’équation EETTL pour le second.
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Considérons maintenant ’ajout d’un jeu de m nouvelles contraintes reposant sur [
variables libres. Ces [ variables libres sont rassemblées dans un vecteur « susceptible
d’évoluer au cours du temps comme les autres DAL du systéme :

g(x,a)=0 g:R"xR — R™ (4.25)

Cela revient a ajouter m nouvelles équations et m nouveaux multiplicateurs de La-
grange au systéme linéaire, ainsi que [ nouvelles inconnues. Nous avons ajouté plus d’incon-
nues que d’équations au systéme linéaire, il faut donc trouver [ équations supplémentaires
permettant d’équilibrer le systéme.

En considérant les variables libres comme des DdL virtuels, ceux-ci doivent étre ajoutés
au vecteur d’état x = (x a)’. La fonction d’énergie cinétique k de ce nouveau vecteur
d’état devient alors :

~ M 0

k = —x"MX M = 4.26
5 X, avec l 0 0 ] (4.26)

Aprés application des équations de Lagrange a cette fonction d’énergie cinétique, on

obtient directement le systéme suivant :

M7 % i
~ - | = ~ 4.27
EENIHEEY w1
Avec J la matrice jacobienne de I’ensemble des contraintes (classiques et & variables
libres). A et d respectivement le vecteur des multiplicateurs de Lagrange et les termes de
droite de I’équation ELTT] pour ces contraintes. Et f correspond & la somme des puissances

virtuelles des forces externes, pour le nouveau vecteur d’état. En développant le systéme
on obtient :

M o -JT J¥ X f
0 0 o -JF & 0

a — 4.2
-J 0 0 0 A —d (4.28)
-J. -J, 0 0 A, —d,

Avec J la matrice jacobienne des contraintes classiques par rapport aux DdL classiques,
et Jx et J, les matrices jacobiennes des contraintes a variables libres respectivement par
rapport aux DdL classiques et aux variables libres.

En intégrant ce systéme dans le moteur d’animation & la place de 'équation ET12}
nous pouvons introduire de nouvelles contraintes reposant sur des nouveaux DdL sur-
numéraires «, dont 1’évolution reste libre. Nous disposons ainsi d’une nouvelle méthode
générique et élégante pour exprimer des contraintes complexes.
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Le systéme peut s’ecrire sous la forme d’un systéme d’équations :

Mx — JTA —JTA, = f

JTA, — 0

o 4.2
Jx = -d (4.29)
Ik + J o6 = —d,

Il est & remarquer que la résolution de ce systéme peut s’effectuer de maniére optimisée
par découplage [Rem03].

Nous disposons maintenant de tous les outils permettant I’'implantation des variables
libres et des contraintes les utilisant. Ces contraintes permettent ’expression de contraintes
complexes, tels que les contacts glissants. Lenoir en a testé et validé le fonctionnement
dans le cas particulier des courbes splines matérielles [LMGC04, [LGM™04|. Nous propo-
sons ici, & partir des travaux de Remion [Rem03], d’en généraliser I’expression. En effet,
bien que leur intérét soit évident dans l'optique du genou pour les contacts glissants des
surfaces osseuses, ces contraintes peuvent avoir de nombreux champs d’application comme
la gestion des contacts entre mailles dans la simulation fine de textiles tricotés, autre tra-
vail de recherche mené au sein du CReSTIC/SIC.

4.5 Conclusion

Dans l'optique de créer un modéle efficace de ’articulation du genou, reposant sur les
contacts osseux, nous avons vu qu’il était nécessaire d’avoir recours au formalisme Lagran-
gien. En effet, celui-ci permet une modélisation efficace des structures de type squelettique,
tout en laissant la possibilité d’introduire par la suite des structures déformables. De plus,
ce formalisme est le plus approprié a la gestion des contraintes de contact qui auront pour
but de simuler I’action des ligaments.

Apreés avoir déterminé le formalisme, nous avons pu nous intéresser a la gestion de
contraintes nécessaires a la simulation des contacts osseux. A partir des travaux de Remion
[Rem00] j’ai pu implanter une procédure fiable de gestion de ’activation/désactivation des
contraintes. En effet, 'algorithme généralement utilisé proposé par Platt [Pla92al peut-
étre mis en défaut dans certaines configurations. Cette solution a fait 'objet de deux
publications [INR(O7al [INRO7D]. Par ailleurs, ce travail m’a demandé de modifier la struc-
ture du moteur d’animation dynamique développé au sein du laboratoire, ce qui m’a
permis d’acquérir une bonne expérience sur sa structuration et son fonctionnement géné-
ral.

J’al ensuite pu proposer une méthode pour la simulation des contacts glissants entre
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deux surfaces osseuses ainsi que les outils nécessaires a sa mise en ceuvre dans un mo-
teur Lagrangien. En effet, cette méthode repose sur 'utilisation de nouvelles variables et
contraintes, mises en place conjointement entre le CReSTIC/SIC et le LIFL. Ces nouvelles
données imposent une réécriture du systéme mécanique. Nous n’avons malheureusement
pas eu le temps dans le cadre de cette thése d’implanter cette technique dans le moteur
Lagrangien, cependant, nous disposons maintenant de toutes les données pour la mettre
en place.
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Chapitre 5

Conclusion générale

« “YOU couldn’t deny that, even if you tried with both hands.”
“I don’t deny things with my hands,” Alice objected.
“Nobody said you did,” said the Red Queen. “I said you couldn’t if

you tried.” »

Lewis CARROLL, Through the Looking-Glass. (1872).

Sommaire

5.1 Bilan et contributions

Comme nous 'avons vu dans le chapitre I la modélisation du genou est une tache
ardue. L’objectif de cette thése était la mise en place d’un modéle cinématique de I’ar-
ticulation du genou. Pour des raisons de retard des crédits dans le projet SysReeduc, je
n’ai pas pu disposer des données nécessaires a la modélisation du genou. Cependant, j’ai
mis en place un jeu d’outils offrant une base saine pour le développement de modéles
d’articulations réalistes. Ces modéles pourront permettre par expérimation virtuelle de
qualifier formellement leurs DdL véritables.

Ces informations sont importantes pour la simulation dynamique de l'articulation,
mais également dans le cadre de ’animation traditionnelle et de la cinématique inverse.
Car avec ’expression formelle des degrés de liberté réels d’une articulation, nous serions
en mesure de 'animer de maniére plus réaliste qu’avec les liaisons classiques pour un
surcoit raisonnable.
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Nous nous sommes intéressés a ’articulation du genou car il s’agit d’une articulation
complexe. Ce qui impose de mettre en place des outils et des procédures efficaces qui
auront de plus grandes chances de pouvoir s’adapter a d’autres articulations. Nous nous
appuyons sur des connaissances d’experts afin de modéliser de maniére efficace et réaliste
I'interaction entre le tibia et le fémur tout en prenant en compte les restrictions dues aux
ligaments. La modélisation de I’articulation s’effectue en deux étapes; la premiére consiste
a fournir une représentation géométrique des structures a simuler et la seconde a décrire
les interactions possibles entre ces structures.

La représentation géométrique des structures a simuler repose, pour I'essentiel, sur la
construction d’une surface paramétrique continue et interpolante & paramétres globaux
pour chacune des surfaces osseuses. Ces surfaces devront étre obtenues a partir de don-
nées réelles stockées sous la forme d’un maillage triangulaire. J’ai atteint cet objectif en
proposant une procédure pour construire ces surfaces en deux étapes; la paramétrisation,
puis l'interpolation.

L’étape de paramétrisation consiste & obtenir une paramétrisation pour le maillage
triangulaire initial. Parmi les nombreuses solutions existantes, j’ai présenté quelques mé-
thodes pour la paramétrisation de maillage topologiquement équivalent & un disque ou a
une sphére.

L’étape d’interpolation s’appuie sur la paramétrisation obtenue & ’étape précédente,
pour construire la surface paramétrique souhaitée. La méthode repose sur 'utilisation de
surfaces & base radiale pour interpoler le jeu de données. Cette méthode a ’avantage de
pouvoir s’appliquer & un maillage non régulier. Cependant d’importantes ressources sont
nécessaires aux calculs des SPBR, limitant leur utilisation a de petits maillages. J’ai donc
proposé une extension de cette méthode reposant sur les partitions de 'unité, levant ainsi
la limitation sur la densité des maillages. Cette technique s’appuie sur la subdivision du
domaine paramétrique. Afin de I'appliquer a différents domaines paramétriques, le carré
unité et la sphére unité, j’en ai proposé deux versions.

Ces travaux offrent les outils appropriés a la modélisation géométrique des surfaces os-
seuses. Nous avons donc pu nous intéresser a la description de leurs interactions. Ces inter-
actions s’exprimant dans le modéle cinématique a I’aide de contraintes, nous nous sommes
donc intéressés a la gestion des contraintes. Et afin de disposer d’'une méthode fiable, nous
avons employé une solution itérative d’activation/désactivation des contraintes, permet-
tant de résoudre les défauts de la méthode de Platt. En effet, la méthode de Platt peut étre
mise en défaut dans certains cas ot des contraintes antagonistes s’activent simultanément.
L’algorithme de Remion nous assure une configuration cohérente au cours de ’animation.
J’ai donc implanté dans le moteur d’animation dynamique (MADy), développé au sein
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du laboratoire, les deux méthodes afin de valider la méthode de Remion. Ce travail de
programmation m’a permis, en modifiant la structure du moteur, d’en appréhender le
fonctionnement global.

Une fois assuré de disposer d’une gestion fine des contraintes, j’ai mis en place le
modéle de contact glissant entre deux surfaces osseuses & l'aide de contraintes dites « a
variables libres ». Ces contraintes reposent sur 'utilisation de nouvelles inconnues du sys-
téme mécanique dont I’evolution au cours de 'animation n’est pas corrélée aux degrés de
liberté du systéme. Ces nouvelles inconnues ont été introduites par le LIFL et le CReS-
TIC/SIC. Jexplique ensuite le fonctionnement et la maniére dont ces « variables libres »
peuvent étre introduites dans le systéme d’évolution mécanique.

Nous disposons donc au final de tous les outils nécessaires a la simulation cinématique
de larticulation du genou. Et aussitot que les variables libres auront été intégrées au
moteur, nous pourrons valider notre modéle cinématique de I'articulation du genou.

5.2 Perspectives

A trés court terme, je compte finir I'intégration des variables libres dans le moteur
d’animation dynamique durant les quelques mois suivant la fin de ce travail de thése.
Nous pourrons alors envisager de mettre en place une procédure de validation de ce
modéle. Pour que cette procédure soit cohérente, nous devrons comparer les courbes ciné-
matiques obtenues par notre modéle a partir des données IRM d’un individu, aux courbes
cinématiques obtenues par capture du mouvement du méme individu. Evidemment, cette
manipulation devra étre effectuée un grand nombre de fois et sa mise en place ne sera
pas facile. Mais nous pourrons utiliser les contacts que nous avons noués dans le cadre du
projet SysReeduc, notamment avec les biomécaniciens du LACM (Laboratoire d’Analyse
des Contraintes Mécaniques).

Une fois le modéle validé, nous pourrons 'utiliser pour explorer les courbes cinéma-
tiques produites par un jeu de simulation, et ainsi essayer d’en extraire les courbes para-
métriques des rotations secondaires par rapport a I’angle de flexion. Sur le méme principe,
nous pourrons essayer d’identifier d’autres caractéristiques remarquables, comme des cor-
rélations entre les formes osseuses et le mouvement. Pour tous ces travaux, un important
travail devra étre effectué pour traiter les données, tant en amont de la simulation qu’en
aval. Fort heureusement, nous disposons au sein du CReSTIC de collégues spécialistes des
domaines relatifs au traitement du signal et des images.

A plus long terme, il sera possible de complexifier le modéle en y ajoutant de nouveaux
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éléments (ligaments, rotule, ---), voir méme de rendre le modéle actif en y intégrant le
fonctionnement des muscles. Par ailleurs, si le modéle est validé, nous pouvons envisager
de 'appliquer & d’autres articulations du corps pour obtenir en les regroupant un méta-
modeéle d’humain virtuel.

D’autre part, nous avons développé les SPBR afin de répondre & nos besoins concer-
nant la modélisation géométrique des surface osseuses. Cette méthode semble également
pouvoir s’appliquer a de nombreuses applications telles que le remaillage ou le rendu non-
photoréaliste par exemple. Nous n’avons pas eu le temps d’explorer en profondeur ce type
de surfaces, et une étude plus poussée semble judicieuse.
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Résumé

Ce travail de thése s’inscrit dans le projet CPER « SysReeduc » visant & la mise en
place d’un systéme d’aide a la rééducation de I’articulation du genou. Au sein de ce projet
transdisciplinaire réunissant biomécaniciens, informaticiens et automaticiens, mon travail
consistait a fournir, a partir de données géométriques réelles, des courbes d’évolution ci-
nématique de ’articulation. Par ailleurs, ces travaux s’insérent dans un projet plus vaste
d’animation réaliste d’un humain virtuel conduit par le groupe « Signal, Image et Connais-
sance » (SIC) du « Centre de Recherche en Sciences et Technologies de I'Information et
de la Communication » (CReSTIC). Dans cette optique le travail proposé consiste, dans
un premier temps, & modéliser une articulation (le genou en ce qui nous concerne) pour
valider une méthodologie générale applicable au reste du squelette humain. J’ai ainsi mis
en place une série d’outils, tant géométriques que cinématiques, pour la modélisation de
I’articulation du genou.

La modélisation géométrique des surfaces osseuses s’effectue a ’aide de surfaces conti-
nues a paramétrage global : les surfaces a base radiale. Celles-ci sont construites en deux
étapes, a partir des données géométriques du maillage triangulaire issu d’un scanner :
une paramétrisation du maillage triangulaire, puis une interpolation a l’aide de fonctions
a base radiale. Pour pallier au probléme de dimensionnalité, nous proposons ensuite une
amélioration de cette méthode reposant sur les partitions de I'unité. Il nous est ainsi pos-
sible de définir une surface paramétrique continue & paramétrage global sur un maillage
sans trou, ouvert ou fermé.

Disposant d’une description mathématique des surfaces osseuses appropriée a la si-
mulation en mécanique lagrangienne, nous définissons alors un ensemble de contraintes
afin d’exprimer le contact glissant entre les surfaces osseuses du fémur et du tibia. Ces
nouvelles contraintes nécéssitent l'introduction de nouvelles variables, qualifiées de va-
riables libres, et leur intégration pertinente au sein des équations du mouvement. Enfin,
nous revenons sur le probléme de la gestion des contraintes simultanées en proposant une
amélioration d’une méthode classique d’activation et désactivation des contraintes.

Mots-clés: Modélisation géométrique, paramétrisation, animation dynamique, gestion de
contraintes.
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