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THÈSE

présentée et soutenue publiquement le 29 juin 2004

pour l’obtention du titre de
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Nn�<�B���^���?[�!�A=�l�W��L�L=�l����_�L=A

�V���=���
nb
�7�q�6L���>? 7rQ���=�����HA��������<�3L=�U����!����������

σ2
b

N����� �!�������>:��������"�a�������������
u0
�7JKM��7!��l�B�

u0 = log
p(y|x = 1)

p(y|x = −1)
=

2

σ2
b

(x+ nb).
? ê #îí�ï�@

ñ �S���Q�yL� ��=��M
GHA��
���
�7���=���@�����y��r�>?MO��!���GHA=�
�� �A��:	P "AD�Q ��=�?AD�S����������!?���
>? ��yL=�
�� HL��
0
�� ��l�

x = 1
#

fU�������mN�����>:��������������=�l�������
u0
�����6va��A����������
L���>? 7rH�����=�

2/σ2
b

�<�3L��6����!����������
4/σ2

b

#�T������@�����7��L�!���L=�
�S!�������>:�������� ��=�(��A�!(A=�?�V���=����egf�epv����Q���3A��:�� HL=�3bnT�] � !�M��A=������!�N��x��[P��!�B86�S!����Q��!��(L=���(����>WA=���R���� ��=�k ëQô�mY�<� � �DA����	���!p�mJ ñ �Q ���A����� ��
L��aTU�������l��M� "�"�p�� "A��pL=��AD;� �[=���7!q�QM�GDA������CL=�������l��M�L=���p>:������������

v
�<�

u
�7JZ��	=	�!� H�S�����l�@LYJKA=���6L=�������l��Mava��A����������=����#Df6���=���mNDL=���=�g���6�V��L�!��UL��U�mJKAD�S���������R���� ���L=���g�� DL����g!�M7�A�������!���N

� �HA��=W���S�� �������LnJK�O F���<�SA���!u�mJZ��	=	�!� 7;���>:�R�S�� ��yL=����L����=���l�SM��uL=���u>:������������
v
�O�
u
	=��!uL=���gva��A������������=���7#

i6 ��� ��=�@�� �A��6L��B>?~�>:��GDAYJK���9�?M<�SM� �[�����!��QM��� "!��3L��B����>WA����R���� ����6GHA��B���<�����B��	=	�!� 7;���>:�R���� "�E�7�q�U>? "�����
[=�����E��L=��	D�SM���8?����L=�������l��MaL=����>?����������7�

u
	=!� 7�Q�������"�3L=������ H�7A�L���L=�a�� ��"�S!��������7#

ñ �<���"��L� "����M�GHAYJKA=����L��������l�SM�va��A=�������7������������L�MO�=�=����	=��!W���X>: 7rQ�����=���<�C���
����!����������"NI������A&�?�
���� �!���LnJKM<������A=��!C������L=��AD; 	=��!���>:�<��!�������A �� "A�!���L���������M�!��R�S�� �����	F �A�!C���ÔL�M�L=A���!��������� �>:	P �!�����>?�7�"�
L=A\L�M7�� HL=��A�!�#Yc�!�NF�7 �>?>:�C���C�V���=���^e�f�e@v ������ H����M?8�A��=�C�� ��=�����������R�S�� ���ep]���� ����� ü.Ã�ý���þG�<ÿGûjY=ú ? � _�#? ê # ê7ì @�@I�<�/�� ">?>?�����D�3M<�SMu>: ��"��!�MuGHA=�����<���S�u	�!� �	�!���M<��M�M<�S���l�+�� "������!q�QM7����AW�� �A�!��/L����/L��� FM�!����"���7�9M<�S��	F���
L=�?���
	�!� �	���"�R���� "��L��?��!� 7rH�����7��Nn���� �!��������BL��������l�SM���L�����L=�� FM�!��7�"����>:�����������������!� ��Q�Cva��A=���������=�������O��ÈDKP�üSÿ�ü<þ ÷!P�þ�ú<ü #-]9 �A=!UA����CL����=���l��M�v���A������������=�CL��W>: 7rQ���=���

m
�O��L=���"��!������=���

σ2 NF���O�����C�� ��=L��l���� ��\L=��ÈDKP�üSÿ�ü<þ ÷!P���ú ���U��!���L�A��l�6	=��!
σ2 = 2m

#=t(�
�O -�<�VN����

f(x) = 1√
2πσ2
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(
− (x−m)2

2σ2

)

= 1√
2πσ2
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−x2−2mx+m2

2σ2

)
,
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f(−x)exp(x) = 1√
2πσ2

exp
(
− (−x−m)2

2σ2

)
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2πσ2

exp
(
−x2+2mx+m2−2σ2x
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)
.
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∫

R
tanh

u

2
e−
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4mu du := 1− φ(mv).
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=
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b
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(
1− φ

(
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mv
�<�3L=�U����!����������

2mv
�� ����

p(v) = N (mv, 2mv)
N=�� �A���	F �AD�Q "�����<;�	=!���>?��!

Iv
	=��!��

Iv = −
∫
R p(v)log2(p(v))dv +

∫
R
∑

x=±1 p(v, x)log2(p(v|x))dv

= 1
2

∫
R
∑

x=±1 p(v|x)log2

(
p(v|x)

1
2

(p(v|x=1)+p(v|x=−1))

)
dv

t(����	=	�����GHA����"�@���C!������R�S�� �������M���8W���C��r�>?MO��!����UL=A��7�������F�� ��l�
p(v|x = −1) = p(−v|x = 1)

ND ��� "[D�������Q�

Iv =
∫
R p(v|x = 1)log2

(
p(v|x=1)

1
2

(p(v|x=1)+p(v|x=−1))

)
dv

cU!/LnJZ��	�!����+���6	�!� �	�!���MO��MgL��g�7 ����������S�����7�gL��g���UL����=���l��M
p(v)
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Iv =

∫
R p(v|x = 1)log2

(
p(v|x=1)

1
2
p(v|x=1)(1+e−v)

)
dv

= 1−
∫
R p(v|x = 1)log2 (1 + e−v) dv

= 1− 1√
4πmv

∫
R log2 (1 + e−v) exp

(
− (v−mv)2

4mv

)
dv = J(mv)
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2
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Ifftv = 1 − Iv
�<�
Ifftu = 1 − Iu

kKí ð m NP�<�UGDA��B���7�6>?�7������"���
v
�Q���=���Q��L����6�� D��A�L��6L=�BL� "����M7���
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(
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1−∑trmax
j=2 ρjJ

(
(j − 1)J−1

(
1− I(l)

v

)))) ? ê #Zï ð @

í�õ



½�¾76R¾�ï<P�÷"ù�ÃRü�ú�úOþ¶D.B-þkÿ`ýCÿ�ü�÷�þkÿGDKP�ûQú<üg�ÈD7ûQú<ü b�¿�À »
bY�����7A����/���������� �!���L�MO�����/	=��!U���C	���A=�U	F�<���l�

Eb/N0
��AD��L=������A��UL=A�GHA=���9����	=!� �[���[������l��MCLnJK��!�!��7A�!U�����

�DA������� �AYN-���X�S��!�>:�CLnJK����_` �!�>:�R���� ��\>CAD��A=��������N-�� �!���GHA=�
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ÌLs
�ps
�ps � # æIÄ Ã � Ã ¼�·�Ä Ã Ç É »IºD¼?Ê"Çn»IºD¼ Â�è
é ä æ^ÇF¿IÀ�¹`º\Ê�· É ·�¹¶/ � / Æ

TU�����W���y�V��L�!���L��y�mJK �	�����>:���������� ���L����W�� DL����CbITU] � ��A=!B�7��������egf�epv¨�� "!���GHA����mJZ��	�	=!� 7;���>y�R���� ��
va��A������������=�B������AD�S��������M���NP���/�yM<�SMB���Q��!� HL=A��l��	=��! � �DA����A��=�W>?M<���= HL��WLnJK �	D����>:�����R���� ��\����>:	����W�<���= ��
�l�SM�!��R�����Q��[=����M�����A�!CA���	=!� �[=����>?��L���	�!� ��!���>:>:�R���� ��������=M7����!���k ê ë�m #^�D�g �� �� ��=����L=��!���GHA�������L�������!����
[=AD���� "�

ρ(x)
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φ(mv) >
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i=2

λiFm,i
(
mu0 , φ

(
mv

))
∀φ(mv) ∈

[
0, φ(mu0)
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λopt = arg max
λ
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λi/i
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���������-GHA=�U���7�p�� "�"��!������"�����@L=���� �!�>y���������R���� ��
�<��L���	=!� �	F �!q���� ����S���������@GHAnJK���������@ ��Q��M<��M�L�M��=�����7�pL=�����p���
�����O���� �� ê #Zï�# ê #-i3 ��� ��=�6GHA=�B �[������=��!3L=���6�� DL����UbIT�] � ���<��[������UL=���=�6���W���7���6 �¡������U	P�7AD�Q���Q���R�����7����L�!��
A=���3	�!� "[=��[������l��M�LnJK��!�!���A�!u�HA�������NQ���=����!���M�"������>:���"�g��M7������������!��3LYJZ��oq �AD���7!u������ ���L=�l���� ��yL��3���S��[=�����l��Mg? � _�#
M7GHA=�R�S�� ���? ê #îí ê @�@p�� �!���L=�a�mJK "	D����>:���������� ��Y#

ñ �<���"��L� ��=��MCGHA=�C����_� ����<�S�� ��\�7 !$D�B���������/GHA=�B�� �A������������a�� ��"��!������"�����a�� ��Q�a�����=M7����!����a���\���7��	=��!����
>:�<��!��7��8? �	D�S��>?������!�N=�mJK �	D�S��>?�����R���� ��E	F��AD�6~<��!���!�M7��������M���	=��!�	�!� �"!���>?>y�R���� ��E�����=M7����!���#

T6�u���p>:~�>?�(>y��������!���N7�mJK �	D�S��>?�����R���� "��L��(���@����!�A=�<��A�!��^L=���n�� HL=���IbIT�] � �� �A��9��	�	=!� 7;���>y�R���� ��Wva��A=���
�������=���U	P�7AD�p~<�S!��UM�"������>:���"�@�� F���<��A=M��U�� �!���GHA=�6���U	���!���>:�<��!��ULYJKMO�Q ���AD�S�� ��������@�mJK����_` �!�>:�R���� "��>WA���A���������#
]/ �A�!6���W_�����!���NP���9��AE���goqA������WL��W!�M�M��7!���!��W���y�� ��"�S!������"�S�BL=�B�� "�"�Q��!���7�����W"��!����"�����������"�a���:�� "�"�Q��!�"�������
L=�C�mJK����_` �!�>:�R�S�� ��\>CAD��A=�������

xv
�Q��!�� ê GHA=���=L\���C�� �>C[�!��CLnJK�l��M�!������� ����6���7��LX�Q��!����mJK�����=���mNF�� ��l��LYJZ��	=!����

�mJKM7GHA=�R�S�� ��l? ê #Zï ð @��
xv <

tcmax∑

i=2

λiFim,i(2/σ
2
b , xv)

N ∀xv ∈ [0, 1]. ? ê #Kõ ì @
i6 ��� ��=�@GDA������<�������� ��"��!������"���������3M7"������>?�7�"�3������M7����!��a���E������	���!���>?�O��!����38? �	D�S��>?������!�#
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Ü�Ý � Ý7G Õ�Ö^×uÒ�ØEÖIâ(Ð"Ñ Ý�ÑmØ�ßPØXâpÖ/Þ(Ï�àkÒð�DÎIÜ(ÎnàIHKJLHMD

i6 �A��(���Q ����/��A�L=���=�+�����^�����<�S�� ����^	�!�M���M�L=���"�����^GHA��p�mJK "	D����>:���������� ��?L����^�� HL=���^bIT�] � 	=��!/	=!� ��!���>C�
>:�R�S�� ��Ô������M7����!���M<�<���l�:!�M7����������[=����L��y��!� �����_��K·7 �����L��� -M�!����Q�����?8\�����H ���!��/���ÔAD�������������"�:�mJKM<�Q ���AD�S�� ��ÔL��
L����=���l��M�N��mJZ��	�	=!� 7;���>y�R���� ��Xva��A����������=����	=��!���>?MO��!�M���	=��!g����>? 7rQ���=���� �A�[=���������=�� �!����mJZ��	=	�!� 7;���>:�R�S�� ��
va��A����������=���y	=��!���>?M<��!�M��:	���!B�mJK����_` �!�>:�R���� "�ç>WAD�SA���������#9bI�E�� ���_`!� ��"�S�R�S�� ��çL��7�B!�M���A��l�<�R���B �[������HA=�B	=��!
��������!� ����p>?MO���� HL=�U���7>W[�����L� ��=�U���"�SM�!����������"���"#�i3 �A=�@���Q ����@���� �!��p�O F�7�<��A�M�A��=�U �	D����>:�����R���� ���L����� HL��7�
bITU] � L��B!����=L���>:���"�

R = 1/2
���H���B�����6L=�� FM�!��7�"���6	�!� D��������A��6M��HA�>:M�!�M��6���l��L�������A��6	P �A=!

tcmax = 20
#

bI�:L����q�S!���[�A����� ��
ρ(x)

L��B� JK��!�!�M��A=����!��l�SMW��A=!3�����6�= H��A�L=�3L=�B�� ��"�S!��������U�����U>:�����W�� "A��6���:_` "!�>?�W�� ����7���D�
��!�M7��NQ�� "�l�

ρ(x) = ρjx
j−1 +(1−ρj)xj

#H�� �A������<�����3_` "!�>?�
ρ(x)

�����p���� �!���L�MO������	=��!uA��y����A���	=��!���>?�<�S!��
8������Q ���!����

ρ
>? 7rH���y�� ��SM

ρ = (j−1)ρj + j(1−ρj) = j−ρj
#Hbn�3�S�= ��l;:L��

ρ
�7�q�g!�M7��������M��

a posterioriL=���=�(�������7���( �¡:�� �!��uL�A:	�!� D��������A��(LYJK �	�����>:���������� ��
ρ
�����(��;�M@	���!^L=���S�� ��� �>?����L=�@>:��������!��38a>?���=��>?������!

���g���7A����D �[D���7�HAY#�bY�7�/����A������/L=���� "�"�Q��!�"�������gL=���/�� HL=���/ �	D�S��>?����M��/	F �A�!
tcmax = 20

�� ��"�(���� �!��+	�!�M������"��M7�
L=���=�����U�S��[����7��A ê # ê #

w<; ê � íq? ì # ê ë?L�eÛ@ M<�Q ���A����� ��EL���L����=���l�SM fC#�v�#�>: 7rQ�����=� fW#�v�#=z���_` :>WAD�SA��������
δ∗

?kL�eÛ@ ì #Zï ê ô ì #Kõ ê�ê ì #îï"í ê

NPORQºÚ ê # ê � �D��A������UL=�C�� ��"�Q�7!�������7�C �[������HA=���U	���!UM<�Q "��AD���� ���L��CL=�������l��MCL=������ HL��7��bIT�] � L��C!����=L��<�>?�7�"�
R = 1/2

 �	�����>?����M���	���!a	�!� ��!���>:>:�R�S�� ���������M7����!��?�� �A=��M<�Q ���AD�S�� ���L��:L��������l�SM�Nn��	�	=!� 7;���>y�R���� ��
va��A����������=���C	=��!���>?M<��!�M��C	=��!U����>? 7rH�����=�W�<�a�� �A=����	�	=!� 7;���>y�R���� ���va��A������������=�W	���!���>:M<��!�M7�W	=��!U�mJK���D�
_` �!�>y�R���� ��E>WA���A��7������#

i6 �A��B	F �AD�Q "���W���� �!��B�� ��=���S�R����!BGHA=�:�mJK �	�����>:���������� ��çL��7�B�� HL=���WbITU] � 	=��!�M<�Q "��AD���� ��çL=�:L=�������l��M
	P�7!�>?�<�WLnJK �[D���7����!�L��7���� HL=���B	�!�M������Q�S���"�WA��ç���7A����(����_`M7!�����A�!W��AD;�L��7AD;���AD�S!����B>?M<���= HL��7��# � ���7�(�7JK�<;H�
	�����GDA��p	=��!+���p_����l�(GDA��p���<�����p>:M<���� DL��p�YJK�O F�7�<��A��@��A=��A��=�p��	=	�!� 7;���>:�R���� �����A=!+�����+L=�������l��M7��# � �7	P���=L=���"�RN
�mJKM<�Q ���AD���� ���L=�3L����=���l�SM3!��������6A��y �A�������LnJZ���=���lr����U���Q���6A����3�7 �>?	=���<;��l��M6��>?	F �!q�S���Q���6���� �!���L=���=�u���B��A��l���
�� �A����U�� ��p �	D����>:�����R���� ��=�g����!� "�"�@!�M7��������M��7�g�� �A��@��	=	�!� 7;���>y�R���� ��Eva��A������������=�6�O�@L=�����p���U�7���p��JK�����@�� �!����
GHAnJK�������������3�����6	=��!���>?M<�S!�M���	=��!��mJK����_` �!�>:�R�S�� ��E>WAD�SA���������GHAnJK��������	�!� DL�A��l�6������>:����������A=!����� DL����7#=i6 ��� ��=�
GHA=�a���a����A=���Y �[������HAE�YJK�����U���� �!�����A�	FM�!����7A�!@GHA=�aL�� ì # ì�ì�ð L=eU#

i6 �A��a���Q ����a������A��l�S�W "	D����>:����MC�������� HL=���abITU] � 	F �A�!3�S!� ����6�������7A�!���L��
tcmax

N-8������Q ���! ê7ì N-ï ì �<�
í ì�ì L� ��Q�@�= �A��@���Q "���p!���	P �!���M��p�����@����A������p �[������DA��p	=��!gM<�Q "��AD���� ���L=�UL=�������l��M�L=���=�p���6�S��[����V��A ê #îíD#�bY�7�
	P "�lr�����>:����L�MO�������������"�3���7���� HL=���3bnT�] � !�M���A��l�S���"�68?���<������ �	D�S��>?�����R���� "�
�� ��"�W�

� tcmax = 10
�

λ(x) = 0.2724x+ 0.2358x2 + 0.0853x3 + 0.4065x9

ρ(x) = 0.75x6 + 0.25x7

� tcmax = 30
�

λ(x) = 0.2101x+ 0.1942x2 + 0.043x4 + 0.1419x6 + 0.1069x7 + 0.3038x29

ρ(x) = x8

� tcmax = 200
�

λ(x) = 0.1508x+ 0.1426x2 + 0.1144x5 + 0.0768x6 + 0.1554x16 + 0.0073x17 + 0.0035x47

+0.1511x48 + 0.198x199

ρ(x) = x11

í ð
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bn��	�!���>?����!��W!���>y��!�GHA=�WGHA=�W�� �A=�U	P �A��Q ����UM<�S��[=����!U������GHA=�W	���A=�6 �����A��� �!������

tcmax
8�~<��!��CM����<�QM�N

	=��A������
ρ
 �	�����>:���YL= ��l�3~<��!��a��>?	F �!q�S���Q�V#�f6�������mN����W�"������A�!@L=�������7A�������L��a�� ��Q�Q��!���7�����aL=��>?���HA=�a�� �!���GHA=�

tcmax
��A��>:���"����#Ii3 "A��B���Q ��=�����=��A��l���:M<��A=L���M?���7��	P�7!�_` �!�>y�����7����L��:�������� DL�����	F �A�!�L���A�;��S���������7��L=�

>: ��?L����� HL��
N = 60000

�<�
N = 1000

? � _�# ê #Zë�@<#^]9 "A�!
N = 60000

N/���7���� HL��7��bIT�] � �<;�����[P�7�"�
[=�����\A��\�O -�<�aL��C����A����/���CL�M7���������<�=���"��8����Q����!� �� ì # ð L=e�L=�C	���A���GHA��C����������A=�����3���=M� �!���GDA����� �[D���7�HA��
	F �A�!

N →∞ #�TU�����p���U�7���p �¡ N = 1000
ND�= �A��p	F �AD�Q ��=�g �[=����!q�Q��!pGHA��U���C����M�!���!��S������M<�S��[=�����UL������p���

�V���3����r�>?	��� �����GDA��a�����6���"�Q��!���M7�a��JK�7�q����8R��L=��!��aGHA=�a��JK�����6���a�� DL������Q�7�
tcmax

����	���A=�@_k����[�����GHA��n	�!�M������Q���
���7��>?���������7A�!���	F��!�_` "!�>:���=�����7#gt(���O F�<�RN����6����L����=���l��M�L�A��!���	=���\LYJKA����� HL=�\bITU] � L��X�S�����������=�=���
��A��>?�7�"���5?k��JZ��������8R��L=��!��C���

ρ
��A=�>?���Q���I@<NF���C�= �>W[=!��CL��C�<r�������8��mJK���"��M7!�����A�!�L��C���7��A��l���7�I����M�"������>:���"�

�7!� ����!��\������7��L�!����"�
�����=���UA�����L=M��!���L��R���� ���L�����	F��!�_` �!�>:���=�����7# � ��	��=M��� �>:�������7�q�
LYJZ��A��S���"��	=��A��
���������"�SA�MBGHA=�������<���������BL=AE>: ��UL��B�� HL=�B�����U_�����[����"#P]/��!6�� �����M�GHA=���"�RN=���I�����U��M7������������!��BL��B"��!�L���!3A=���
�7��!q�S�����=�a	=!�A�L=�������aGDA=���"�U8��mJK���"�S��!�	�!�M<�S�R���� ��
L=����!�M���A��l�<�R���� �[������HA=�@	���!@M<�H ���AD���� "�
L=�aL��7�����l��M�#

w<; ê � í5? ì # ê ë�L�eÛ@
tcmax = 10 tcmax = 30 tcmax = 200

δ∗
?kL�e�@ ì #Kõ ì ô ì #Zï ì�ê ì #îí!��ë

N$ORQºÚ ê #îí � �D��A=������L��C�� "�"�Q��!���7������ �[D���7�HA�����	���!UM<�Q ���A����� ���L��CL=�������l��M�L������� HL=���abITU] �  �	D�S��>?����M���� �A=����	�	�!� 7;���>:�R�S�� ��ßva��A=�������7������	���!���>:M<��!�M���	���!C�mJK���=_` �!�>y�R���� �� >CAD��A=��������	F �A�!
tcmax

8 ê7ì N+ï ì �O�
í ì�ì #

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

100

E
b
/N

0

TE
B

t
cmax

=10, N=1000
t
cmax

=30, N=1000
t
cmax

=200, N=1000
t
cmax

=10, N=60000
t
cmax

=30, N=60000
t
cmax

=200, N=60000

×tØ�ÙÛÚ ê #Zë � ]/��!�_� �!�>:����������L=�a�� HL=���3bIT�] � L��a!�����L=��>?���Q� ê � í� �	D�S��>?����M���	P "A�!@�����7���=���negfUe@v�#
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Ü�Ý � Ý ã �Xâ^ÐQÑ Ý�ÑmØ�ÎFÐ"ÑmÖ9Ü�×uÒ�Ø���Ö^×uÒ�ØXÙ6Ú�Í�ÕÛâ@Ö9ÞuÏ�×[ã�ÎnÞ^Ð�Ï�Ò�Ø
Ð�Þ(âpÒ�ØX×uÒª��ÎIÜ^ÎIÞBA

T������@�����p	=!�M���M7L����"�S���p�����<���� ��=��N��= �A��@���Q ��=�p	=!�M������"��M������@L��� FM�!����"���7�p>?MO���� HL=���pLYJKM<�SA�L��7�g�O�@LnJK �	D�
����>:���������� ����@L=���@�� HL��7�@bIT�] � 	P �A=!g�����@�7���=��A�;��������S���"�S���=M��p�O�����S�R���� ��=�=����!����7#�w�M�����>:>?���Q�VND�mJZ �	D����>:�l�
���R���� ��çL����B�� HL=���WbnT�] � �7JK�����CM<�����=L�A��y8
L=�����V���=��A�;�GHA=�:�mJK ���	F��AD�WGHA��������=�7!�L��:>: ������B���S���=L=��!�L=�
�<� �  "A�	=!�M������Q�S���"�@	���A��gLnJK���"��M�!�~<���g	=!��R����GDA����7#�bY�U	�!� H��������A��gLYJK �	�����>:���������� ���	F �A�!����7�g�7������AD;�	=��!�������AD�
������!��3�nJKM<�S���Q�6�M��=M�!������7>?���"�U	=���3A��=������>?	������O;H�����=���� ��EL=����>:M<���= HL����3�� ��=�HA����7N=�= �A��@�S���S�=��!� ��=��LnJK���
�<;�	=����GHA��7!�N���A��7�������<�S��>?���Q�VN�������	F ����"�S�@������_`���<�6���a	F �A�!@L=�����qr�������>?�7��L��U��!�������>?�������� ����

� AD�S�����������"�3L=����>: HL�A=���R���� ��=�@�7 HL�M��7��N
� ��zq�\cè?m�XA=�l����	����O��z���	=AD�6�XA=�l����	����O�qcUA���	�A��F@<N
� >WA=�l���l��A������������R����A=!��7N
� �����=���nGHA���	P �A=!@L������7������AD;E8�>:M�>? "��!��a	���!q�����7������#

• bY�7�p�S���S���=��GHA��7��L=���� HL������>WA=�l�����=�l�Q�7��AD;l?k>WA=�l�������<�Q�7�n�� HL=����E���\b � @p�<�6L=��>? HL=A����R�S�� ��E�� DL�M��
	=��!�[��l�������Q��!��������7M��U?k[=�l�������"�S��!����7���Q�7L
�7 HL���L
>: HL�A=���R���� ����=egz � ��@g ��"�6M<��M�	�!� �	F ���M����3���=�EL��a!�MV����������!
L����C��!�������>?�������� ��=�?8\_` �!��������:�V�����l��M���	F���<��!�������#+z��@�\M<��M����=��A��l����	�!� �AD�QM�GHAnJZ���Q�����7����>:M<���= HL����?L��
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convolution circulaire
interférences avec le précédent bloc de symboles chevauchement sur le bloc suivant
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>: HL�A=���R���� �� �� HL=M���L�M�	F����L=���"��L=�X���çL������S���=���X>:������>y������L�A �� HL�����JK��������8���L���!��XL=�X����L=�l�Q��!����l��M"#g���
�mJK�7�"��!��7��������A=!3�7�q��A������Q��!��������7��A�!6�qr�>W[F �����NP���BGDA��9�����U���W�7���UL��B���y>? HL=A����R���� "�X�� DL�M��Wh � ��NP�mJK �!�L�!��
L=�EL=�l�Q��!����l��MX�� �!�!�����	P "��L|��A 	=��A��y	F�<���l���� �>C[�!��EL=�E��r�>C[P �������L����������=�<���y	���!�>:���S�=��GDA��XM<�QM��=��>?���Q�
LnJK��!�!��7A�!�#�T������3�����7����L=�����?>? DL�A��������� ��E�� HL=M��Begz � ��N=M<�S���"�6L= ����=MaGDAYJK�������B�����6�� ��=�q�S�l��A�M��BLYJKA��E�����
�S!����������7A�!3[=�l�VN��mJK �!�L�!��BL��BL=�l�Q��!����l��MB	F��AD������ �!��6~<��!��BM�Q���98:���:L=�����S�����7������[�!��BL=AX�� HL=�B�� ��"�Q ���A�����_�#F]/��!
�7 �����M�GHA=���"�VNn	F �A�!�!�M7����������!����y>?~�>:�: �!�L=!��:L��:L=�l�Q��!����l��MyGHAYJKA=���:>? DL�A=���R���� ��çegz � ��Nn���
>: HL�A=���R���� ��
h � �¢L� "�l�@L�����	P �����!gLnJKA��y��!������������p���H���UA��=�6�7 �>?	=���<;��l��M�L��UL�M��� DL=����U	=��A��g��>:	P �!��S���"���"# � �����F�<;�	�����GHA=�
�����S�� "�l;�L��7�3egz � � 	F �A�!��mJZ�3zq]utuw3bYf�i@�qíD#

¶p¿IÀR¸^Ç 	 Ê"ÇY»9º
bI�a����!�A=�<��A�!��@LYJKA=�C�SA�!�[F ����� DL��@�������� �>?	F ���M���LYJZ��A:>: ������uL���A�;��� HL=��A�!��u	P �A������"��~<��!��@L��p��r�	F�@�7 ��"�Q ��
��A�����_`�^��r�����M7>:�R����GDA����^!�M7��A�!�����_`�^ �A?�� HL=���^����[=�� H��# � �<���S�p�� ��=�7�R��M7�=�R���� ��?L��7�^L��� FM�!����"���^�7 HL���A=!��^�����(A=���
�7 ����7�R�SM��=�R�S�� ����� ����^	=��!������������p�� ��l�^��M�!�����#�bn���+�7 HL���A=!��+�� "�"�^����M��^���"��!��p��AD;C	=��!/L=���+���"�S!����������7A�!��+!�����L=���"�
���������n�����3L� "����M7��������	=!� �	=����7���"�ULYJKA��E�7 HL��W8?�mJZ��AD��!������S�R����������GDA���>:���"�U����L�M7	P���=L=���"�S���7#=b(JKAD�S���������R���� ��
L=�B���7������ HL=����	P �A=!U�����6��!�������>?�������� ����Bc��+T��Û������	�!����=����	=�����7>?���"��>? ����l�QM���	=��!�����A�!��a	P��!�_� �!�>:���������
��	�	�!� H�S�=���Q�@���W�7��	������l��M�L��a���=���=�� �����A�!p���U�7�������-egfUe@v k���mY���������mNDGDA��U	���!g����A=!g�� �A�	=���������a8C��oqA������7!
����!����=L���>:���"�3L=M�����!�Ma	���!@	P "���E·� ��=�=��������
�� �!������aL=������ HL=��A�!��7#
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»X¼ ÷.BPÿ�þG��úUî3¾¯ö&��÷!P�ü<ýCÿ�üSüSÿGDKP�üaýJY�ùlþkÿ*æ B&D!�<þ�ú�YHü7úSü
T������u���O�����p���=������N"�� �A��u	�!� "	P ��� ��=�(LYJKA�������������!(	F �A�!(�mJîca�+TU� A=�:	�!� D��������A��(L=���� HL������[=����M���A�!(���7�

�� HL=���abnT�] � # �  �>?>:�C�����6�SA�!�[F ����� DL����7NP�������� HL=���abnT�] � �<;�����[F���"�aL��7�U	F��!�_` "!�>:���=�����6��!��7�U	=!� H�S�=���
L��3��������>?�l���3L��U�D�������= ��:��A�!u�����V���=���PegfUe@v�#Qb(JKA������������R���� ��yL=���u�� HL=����bIT�] � 	F �A�!u�����^��!�������>?�������� ��=�
c��+T�� �3M<�SM����"��!� HL�A=�l����GHA������H����>CA��l�S����M�>:���"�+���?í ì�ì�ê 	���!/�=AD�S�!=H�

et al.
k õ ì mD	F �A�!9�����/�� DL����/!�M��A=������!��

�<�a	=��!6�= �A��U>:~�>?�7�����Q���CL=���U�� HL=������!�!�M��A=������!����� ��\ �	�����>?����M���>:�������S�� ������������\_` ��=�<���� ��\L=�
H

kKí�õ!m #
i3 �A=�I	=!� �	F ��� ����9LYJK �	�����>?������!I���3����!�A=�<��A�!��(��!�!�M��A=������!��uL=AB�� HL=��bITU] � ���W_` ����O���� ��BLnJKA��=�u�� ��������������������
�� ��<�����C �A�	���!q�����������WL=A��V���=���/L��C	�!� �	���"�R���� "���7�WGHA=�9�� "�������l��A=�WA=���W �!�������=�����l�SMCL��C�� ���!�����!����"�����/	=��!
!���	=	P �!��68µk õ ì N�í�õKm #
éaÆ�1 o?2 4�2+p('0%(4�'dU ë 2F.ieTÍ|Ì@*�2F%BUC4=%(4ZÏ$a3%(,ÕÏ ëÈë Ìa,XÏp2F.{Ì31ÑÐW%rq�.�2F4

T������u���3�7��L=!���L=���� �>?>CA������V�R���� ��=�(�=������!��7��NQ�����u�7���=��AD;:L���	=!� �	=��"�R���� ��y	�!�M7���7�"�����Q���M���M7!�������>:���"�
L����g	�!� �	=!���M<��M7�uL=�@�S!�������>:�������� ��=�g���������PGHA=�3L��7�u���<�R����������GHA=������A�!����6[�!�A=�l�u����!������"����!��������7�"����>:���"�pL=���=�
���y���7>?	��7# � �y��r�	F��L����7���=���g	P��A��?���� "!���~<��!��y��!����l��M���A�!CA��=��	FM�!��� DL���!������R���l�H��>?���Q�?�� ����A=���� �>:>?�
M<�S���Q�����"�"��!������"�R#gT����=���7������ ���L=�l���� ��=��Ng���6������	F �������[�����LnJK �	D�S��>?������!����7��	P��!�_` �!�>y����������L�A ��r��q�S��>?�
c��+T��¢8���!��7�Q��!������3�S�= ��l;yL�������r�>C[P ������p8�M�>:�<����!��3L=�������S����GHA��6�� �A�����	F �!q���7A������u�O�p�����=����LnJZ�R���������=L�!��
���a�7��	=�����l�SM�LYJKA=�:�7���=���Fc��+T��ç# � ��	=!� H��������A��u!��<�������"�g8���L=��	D�S��!(����L=M�[��l��?k�� ��l�����3�� �>C[�!���L��3[��l���u	=��!
��r�>W[F ����?8�M�>?�<����!��I@6L������a�S�=���7A�����L=���a�� �A=����	P "!q����A=���7������_` "���<���� "��L�������A�!aw6��eU# � �O������ �	FM�!������� ��
�����3�� �A=!���>:>?���Q�3�� ">?>?M7�������� H�7������ ��EL���[��l���U?m[��l�3�� "��L�����T@O#

T������p���<���S�6�����<���� "�YNH�= �A��gM<�"����A��7!� ������� �AD�@LYJZ��[F �!�L����7�g����>?�l�S���u���=M� �!���GDA����gLYJZA��:�S���P��r������7>?�6L= ��D�
��M��7�g	���!g���W�7��	������l��MUL=�a�D�=������ "��L=A��7���=���F��M������<����_n�7��_`!�M�GDA������7��#Df6	�!����p���Q "��!g>: ��"��!�MUGDA��U���U�7�����7A��
L��g�7��	������l��MgM<�<���l�^M�GHA������������"�(��AW	=!� �[=����>?�gLYJZ������ D�7�R���� ���L��g[��l�S�/L=���=�/���g�7���/��L=M7���D �¡C���g�� ">W[�!��gL��g[��l�S�
������ �A=My	P��A��W~<��!��:_`!����<���� ��=�=����!��"Nn�� "A��B���=��M7!���!� ��=�B���
!�������!����<�S�� ��x��	�!��R�S��GHA����WLnJZ���Q ���!BA��=��GHA��7>?���Q�WA��
�� �>C[�!��aL=��[=�l���@�7�"������!@L������@�<�=��GHA=�a�� "A�����	F �!q����A=���7�@�<�3�� "A��@	=!�M������"���7!� ������mJZ����� �!�������>:�aLYJZ������ H�7�R�S�� ��
L��a[=�l����!�M7��A=�l�S���Q�V#

áºÝ � Ý�Ü Ù6Ñ�Ý�Ñ�Ð�Ò Ð,sHß=ÖIÏQÑ�à^Þ(ÒutÛ��Înà��=Þ�à6×uÒßàkÎ¸��Înâ(Îp�=Ñ�ÐKß
T������p���W�����<���� "�
íD#îíDND�� "A��p���Q ��=�p>? ��"�S!�MUGHA��U���U�7�������Yc��+T��¢	P �A������l�@~<��!��U>: HL�M7������MU	���!gA������D�

����>W[=����L=�
Nsp

�7���=��A�;
���=�q�<���"�S���=M��7N=	���!������������"N�	P �A=!�������GHA=�����3���B[=!�A��l����L�L�������_+�����6L=��>? 7rH�����=���DA������
�<�WL=�C�"��!��������7�

σ2
k = σ2

b/|Hk|2 ∀ k = 1, ..., Nsp
#Ii3 "A����7 �������L�M�!���!� ��=��N-�S �AD�WLYJî��[P �!�LYNY��������r�>C[P ����7�

Xk
�7 �>?>:�BM<�S���"�U������A��6L��B�� �A�!�������va��A����������=�����6	P "A�!3���=��A=�l���BM<�S��[=����!3���W�7������A=�IL��B���y�7��	=���7�l��MB	F �A�!

L�������r�>C[P ����7��������A=�@LnJKA��=�a�� ��=�q�S�������R���� ��X��f s #
1 É Ä7ÀRËHº Æ ·=¿9¼7¼ Ã º É9É º
cU���� �A=�=���l�S�6AD������������!��<�=��GHA=�6�7���=���PL������7�����6�� �!q���6GDA��6���B�7��	������l��MU��� �[=�����6L��6���a��!����=��>?�������� ����� �A��g���
�� ��Q��!������"�S��LYJKA=����	�A=��������������LYJKM�>:�������� �����;�M����� ��l��>y�R;���>:����M7��# � �<�������� "�"��!������Q����L���	=A������������7�U�7JKM��7!��l�
L��a����>y��������!��a��A��l�����"���:�

Nsp∑

k=1

Pk = Ptot
?�íD#Zë�@

 �¡
Pk

!���	�!�M������"���:���E	�A=���������=���:L�Aç�qr�>W[P "���:L=���=�����
kième

�� �A=����[=���=L��:�<�
Ptot

���E	�A=���������������� ��<�����
LYJKM7>?�������� ��Y#�bn������ �A=�����7������AD;
M<�S���"�6��A=	�	F ���M7�@����L�M�	F���=L=���"�S��N=�mJK����_` "!�>:�R�S�� ��E>WA���A��������a���Q��!��������3��r�>C�
[P "������LYJK�7�"��!�M��

X
�<�3���?�� "!q������L�A
�V���=���

Y
�7�q�U���� �!���L= ����=M��a	���!a�

I(X;Y ) =

Nsp∑

k=1

I(Xk;Yk) =
1

2

Nsp∑

k=1

log2

(
1 +

Pk
σ2
k

) ?�íD# ó @
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]/ �A�!�L�M<���7!�>?���=��!������7��	������l��M"Ng���U��A&���
LnJK �	D�S��>?������!�����	=A��������������\L=M����l��!�M7�\L=���=���S����GHA��\�V���=���UL=�
>y�������7!���8?>:�R;���>?������!��mJK����_` �!�>:�R���� "�
>CAD��A=�������a�� �A=�@������ "�"��!������Q���aL=�a	�A=�������������U�S ��S������N=�� ��l�B�

COFDM,gauss = arg max
P1,...,Pk,...,PNsp

1

2

Nsp∑

k=1

log2

(
1 +

Pk
σ2
k

) ? íD# ê7ì @

sous la contrainte

Nsp∑

k=1

Pk = Ptot.

bI���� ���AD���� "�y8�����	=!� �[����7>?��LnJK �	D�S��>?�����R���� ��y	F��AD�g~<��!��3_�����������>:���"�g �[D�S���HA=��	=��!uL�M�!��l�"�R���� ��yL�A�bn���!������
"�����YN��O�3���?L�������!���[=AD���� "�
L�������	�A=��������������!�M���A��l�S���"���a�����U���� �!���L=MO�=�=���a	=��!a�

Pk + σ2
k = B, si B ≥ σ2

k,
Pk = 0, sinon,

? íD# ê�ê @
 "¡������7 ������S���Q���

B
�7�q�W��o�A�����M��?L��?>:��������!��:8�!��7��	F���<���7!������7 ��"��!������"���?L��?	=A��������������"#YbI���� �>?>:��L=�

���ç	�A=���������=���������� �A�M7�����Q������������!�����������L�A|[�!�A��l�
σ2
k

L= ��l������ �!���~<��!��X�� ��=���S���"����L=�������S������A��=�EL=���
�� �A=����[=���=L����aAD����������M��7��#YbI��>:���������� H�7AD��!���L=������!�M���A=�l�S�R������������[��l��A=��������>:���"�B��	=	P����M7�5M ÷�þ�ú��¶Nuù�ùîÿ�PTQ
�7�X!������� "��L��B�mJZ���=���� �����CGHA��9	P��A��U~<��!��B_k���l���C���Q���W���W!���>?	=������������WLYJKA���!�M�����!��Q ���!6	�!�M7���7�"�S���Q�UA���_` ��=L
�= ��
!�M��A������7!�# � �a	�!���������	F�a�����3������A=����!�M���A=!@���C���A�!��BíD# ð #

. . . . . .

n° de sous−bande

B

σ2
1

σ2
2

σ2
3

σ2
Nsp−2

σ2
Nsp−1

σ2
Nsp

P1
P2

P3

PNsp−2

×tØ�ÙÛÚ íD# ð � z�����A=����!��R�S�� ��
L=A�M ÷�þ�ú��ONuù�ù ÿ*PRQ #
b^JKMO�Q ���AD�S�� ��
L��a�����7��	������l��MaL=A��V���=���YfUTa��b\?k!���	=!�M������"�SM���A�!@���C�=�A=!��BíD#KõT@g�<;�	=!���>?M7�����
[=�l���@	=��!

�� �A=����	P �!�����A������@	P �A=!pA��=�����"��!�M���va��A=�������7�����a����_� ����<�S�� ���L=A
w6��e
ES/N0

������������A=����!�M��a��A=!p���C�=�A�!��
í�#>�5?

h =
k ì # ì�ð N ì #>��íDN ì #îô�õ=N ì #Zï ð N ì # ê ë�N ì # ê�ê õ�N ì # ì ��ë�N ì # ì ô�õ�N ì # ì ï�ï�N ì # ì�ê ë�N ì # ì�ê í�m*@O#

1 É ÄVÀRËHº + �-, 	.+
t(��	=!��R����GDA��?�<�B	=��A���	=��!q�S����A������7!���>?�7�"�BL=�����a���:�7��L�!��:L��C��!����=��>?�������� ����Wca�/T���N-���7�a��r�>C[P ����7�a�� ��Q�
�7���M���M�!����F������A��@LYJKA=����>? HL=A����R���� "��L�A���r�	P�a��f s �q�`?m� !���	�!�M������"�S���Q�@�mJK �!�L�!���L������C�� "�������������R�S�� ��A@<#
bn�U�7������A=�FL��U���B�V��	=��������MULYJKA����V���=���F��M������<�S��_n����_`!�M�GHA=�����7�U������>:���"��MU	���!�L=���g��r�>C[P ������@�Xf s �nJKM<�S���Q�

õQô
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×tØ�ÙÛÚ íD#>� � ñ �Q ���A����� ��ßL��������7��	=���7�l��M�?k�7�Ô�� �>C[�!���>: 7rQ���ÔL=��[��l�S��	���!��� �A�����	F �!q����A=���I@WLYJKA��Ô�7���=���
��M������<�S��_9���E_`!�M7GHA����=���a	F �A�!@A��=�a���"�S!�M��Bva��A=�������������"N=�Xf s � ð õ�N=��f s � ê7ð �<�6��f s ��õ�#

	=���p��!��l�������mN=�� �A=�3���Q ��=��	�!� �	F ���MaA��=����	�	=!� H�S�=�a �!���"���=�����B���=�ELYJKM<�"����A��7!@���<�����a����>:�l����#
d6�����!�[F H���.=��?>? ��Q��!�M�GHA������?�7��	=���7�l��M�LYJKA=�
�7���=���Ie�f�e@vj������>:���"�SMa	���!�L�������r�>C[P ����7�3�Xf s ���?

M = 22k  "¡q=������3���"�S����!@	F ����l����_{@p	P �A������l�3�7JK�<;�	�!���>:��!@	���!Uk ë ì m(�

CMAQ−M = log2(M2)− 2√
Mπ

√
M∑

m=1

∫
e−t

2
log2



√
M∑

i=1

e(−2tdmi−d2
mi)


 dt

? íD# ê í!@

 �¡
dmi = Re(Xm)−Re(Xi)

σb

N
Re(Xm)

�<�
Re(Xi)

M<�S���"�a�����a	=��!���������!�M����������aL�������r�>C[P ����7�a��	�	���!q���7�=���"�
!�����	F���<���l�Q�7>?���Q�38����

mieme �<�68���� iieme �� ��� ������aL��a������ ��=�q�S�������R���� "�Y#=i3 �A=�����Q �����!���	=!�M������"�SM���A�!@����=�A=!���íD#Zëy�mJKMO�Q ���AD���� ���L=�W���y�7��	������l��MCLYJKA����7���=���/egfUe@v ������>?�7�"��MW	���!6L��7�6�� ��=�����������R���� "�����Xf s ?kõ�N
ê7ð �O� ð õT@p�<�3	F �A�!�A������� "A�!����Wva��A������������=��#

bI�:�7��	=�����l��MBLnJKA��X�7���=���I��M������O����_+���X_`!�M7GHA����=���B������>?���"�SMB	=��!3L��7�3��r�>W[F ������U�Xf s �7JK �[D�������"�UL��B���
>?~7>?�@>:���=����!��pGDA��@���������@ �[������HA=�@���Q���@A=���@���"��!�M��pL��@L=�������l��M3va��A������������=�p�"JK��������8R��L���!��@���? �	D����>:�������"�
���y!�M�	=��!q���l���� "�XL=�B���:	=A������������7�BL�����	F �����[=���BL=���=�6�����6L=�� FM�!����Q�����6�� �A=�q��[=���=L����7#PbI�:	=A������������7�

P
LnJKA����

�� ��=�q�S�������R���� "�ß�Xf s ��� �7�q�y_` ����O���� ��ÔL=�����\L������S���=���
2A

���Q��!���L��7AD; ��r�>W[F ������C�Q ����������7N+�� ��l�X�
P =

2(M2−1)
3 A2 #�bn���7��	=�����l��M�L������@��� kieme �� "A�����[=����L���L��6�"��!������=��� σ2

k = σ2
b/|Hk|2

	P�7AD�3���� �!��@�7JKM���!���!����

Ck,MAQ−M (Ak, |HK |) = log2(M2)− 2√
Mπ

√
M∑

m=1

∫
e−t

2
log2



√
M∑

i=1

e(−2tdmiAk|Hk|−(dmiAk|Hk|)2)


 dt

? í�# ê ï�@
���Q���

Ak =
√

3Pk
2(M2−1)

#Ff6���=��� NP���C�7������A��/L��C�����7��	������l��MCLnJKA��\�7���=���/��M7�����<����_(���\_`!�M�GHA��7�����C!��<�����7�"����A
õ ð
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×tØ�ÙÛÚ íD#Zë � ñ �Q "��AD���� ��ÔL��������7��	������l��M�LYJKA=���V���=���pegfUe@v 	F �A�!CA��=���7�"��!�M��
va��A=���������=����N+�Xf s � ð õ�N
��f s � ê7ð �<�U�Xf s ��õ=#

	=!� �[=����>?�aLnJK �	D�S��>?�����R���� ��E��A��l�"���"�W�

COFDM,MAQ−M = arg max
A1,...,Ak,...,ANsp

Nsp∑

k=1

Ck,MAQ−M (Ak, |HK |)
? íD# ê õT@

sous la contrainte

Nsp∑

k=1

A2
k =

3Ptot
2(M2 − 1)

.

�  ��"��!�����!���>:���"����A��7���W �¡������B��r�>W[F ������BM<�<�������"�CL��:L=�������l��M�va��A=�������������y���:	�!� �[�����>:�:LYJK �	�����>?���
���R�S�� ��ç���l��L=������A=�B�����C�� �����!��l�������m#9i6 �A��W���Q "���W�S�� ������uLYJZAD������������!BA��=�:>:M<���� DL��y�HA�>:M�!���GHA=�:[�����M��y��A=!
�mJZ�����HA=���R���� ��?L�A��!���L������Q�+�S���=����"�S������GHA=���U	F �A�!+���"��M7!�~<�(L=�p!����S�=��!��S���7!+�����Q���<�S��A�!

A = [A1, ..., ANsp ]
T

>y�R;���>:�������"������_` ����O���� ����=�������
f(A) =

∑Nsp
k=1 Ck,MAQ−M (Ak, |HK |)

L���!��7�<����>:���"��L=���=���mJK����	=���7�CL=���
�� ���A����� ��=�(L�MO������	���!^���a��	��=��!��

S
L���!���rQ ��

R = ||A|| =
√

3Ptot
2(M2−1)

L=���=�
RNsp

? || · || L=M���������������= �!�>:��7A�������L=�������=�I@Uk ê õ!m #PT����=�6�mJZ�����=�<;��WfWN��= �A��U���Q ��=�6>? ��Q��!�MWGHA��W���B	=!� �[=����>?�BLnJK �	D�S��>?�����R���� ���L=�
f(A)��A=!����W��	=����!��

S
!��<�Q�������l��8B���W!����S�=��!��S���UL����g�7��!� ��gL=A��!���L������Q���<��������Q�������FL��

f(A)
�� ��l�a�

( ∂
∂Af

T τ)τ
N

 "¡
τ
�����B���C�Q���<�S��A�!U�S���=����"�W8�������	=����!��

S
#Yf6���=���mN-�= �A��a	=!� �	F ��� ����a�mJZ����� �!��l���=>?�?L=�C��r�	F���!���L������"�

��A=�l�����"�W�
ê #=z����l�S�����������R���� �����c��
�S�= ������l�3A=���Q���O����A�!

A0

��A�!�������	��=��!��
S
#

íD#=h/���"�6GHA��������7 ���L������� ��
LnJZ��!�!�~O�3�YJZ�����3	=���p�QM7!����=M7�?�
Al+1 =

√
3Ptot

2(M2−1)
Al+αdel
‖Al+αdel‖

N
���Q���

del = −( ∂
∂Al

fT τ)τ = − ∂
∂Al

f + ( ∂
∂Al

fTn)n
N

 "¡
α
!���	�!�M������"���a����	=����L=A
�!���L=�����"�6�<�

n
�����Q���<���7A�!@�= �!�>y���n8����?��	��=��!��

S
L=MO�=�=�Y	=��!a�

τ ∧ n = 0
#

bY��	=!� �[�����>?���=��[��l�SA�����L������������!���LnJZ����� �!��l�S��>?���7�q��GHAnJK���u�7�q������������[=������Aç�<�� ��l;çL�A�	=����#9f3���
L=�?��!� �AD�Q�7!B������[P ��+��	=���W�������������� �!��W�=M�������������!���LYJK�� F���<��A=��!B	=��A�������A=!��W�����������7#9]/ �A=!B�����7�����7A���L��y���
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�7��	������l��M3�� �A=�u���Q "���uA�����������M�A��y	=���u�� ��=�q�<���"�

α = 0.1
�<�g�� ���!��3����� �!��l����>:���� ��Q�Q��!���3���yA������7���"�S�����=�

LYJK�l�SM�!��R���� "���7#
i6 �A��?���Q "���?!���	=!�M������"�SM��mJKM<�Q "��AD���� ��ßL������\�7��	������l��M�LnJKA��Ô�7���=���g��M����7�<����_3���Ô_`!�M�GHA��7������	P �A=!CL��7�

��r�>W[F ������^LYJK���"�S!�M��p������A��+LnJKA��=�g�� ��=�����������R�S�� ��?��f s ��õ�N���f s � ê7ð �<�u�Xf s � ð õ���A�!+���6�="A�!���íD#>�D#�i6 ��� ��=�
GHA=�y�mJK ���!��O��!� �A��Q�yA���!�M���A��l�<�R�C������������GDA���GHA��������C	P "A�!BA=��w6��ejL= �����M"NIGHA������E�V��	=�����l�SM���A��>?�7�"���
���Q���������� �>W[=!��aLnJKM<�S�R���3L��a���?�� ��������������R���� ��EAD�S��������M���#

��A�!C���X�=�A=!���íD# ó ������������A�����!�M�������!�M�	���!q�������� ��  �	D�S��>:������L=������	=A��������������"N/�����=����GDA��������7��	=���7�l��M
!�M���A=�l�S���"����L������u�����uL��� FM�!����"�����u�� �A�����	F �!q���7A������(	F �A�!(A������7��	������l��M���� �[=�����

C = 2
[��l�S� � �� "A�����	P "!q����A=���

���Q���WA����B�7�"��!�M��Cva��A������������=���O�UA��=�B��f s � ê7ð # � �<�����B�7��	������l��MW�����U �[D�S���HA��B	F �A�!3A���w6��e�; ð # ó ô?L�e
�� �!���GHA=���mJK���"�S!�M��������6va��A����������=����N����� "!��pGDA���	P �A=!pA��������Q��!�M��a��f s � ê7ð ����w3��e|L= ��l��~<��!��UL=��ë�# ê7ð L=eU#
bn�
	�!���>?���7!?�� ������S���yGHA��
�= �A��:	F �AD�Q ��=�?_k����!��
�7�q��GHA��
�����7��	=���7�l��M
L=�
�S�=��GDA��
�� �A=�����7�������@�����y	���A=�
��>?	F �!q�<���"���?	F �A�!a�������� �A������7���=��AD;�	�!�M������Q�S���"�WA���>:����������A=!�w6��e¯�<�B�7��NYGHA=����GHA=�?�� ��l�B�����B	�!� �	=!���M<��M7�
L�Ay����"�=���=LnJK���"��!�M���L=A:�7�������m# � ��	P���=L=���Q�VN"�� �!���GHAnJK ��: �[=����!q�Q������!�M�	���!q���l�S�� ��: �	�����>:������L=�����a	�A=�������������
	P "A�!y�mJK���"�S!�M��\va��A=���������=���X�<����f s � ê7ð  ��|	F��AD���7JZ��	F��!����<�Q "��!yGHAYJK�7���������YJK ��Q��	=��������>:~�>?��������A=!���#
t(���O F�<�VN�L������@�����7���@ �¡��mJK���"�S!�M��������6va��A����������=�������C	�A=���������=���a������ �A=M���������	���A=�p��>:	P �!q�<���"����L=�����p���7�
�� �A�����[�����L=���/	�!�M������"�S���"�^A��C>?����������A�!+w6��eç���� �!��/GHAnJZ���Q���gA=���g���Q��!�M��p��f s � ê7ð ���6	�A=���������=���p������ �A�M7�g���
��!� ���g	=�������Q�7�3���6w6��eU#QT������������V��L�!��3L��3�mJK���Q��!�M��6��f s � ê7ð NQ���a	=A��������������6������ �A=M��3L=���=�u������>?����������A=!����
�� �A�����[�����L=���C�����:	���A���_�����[�����GHA����7�������
������ �A�M7��L��������������� �A=�q��[=���=L����?���Q����A��Ôw6��e¤���Q����!�>:M�L�������!���#
� ���7��	F��A��u�7JK�<;�	=����GHA=��!(���: �[�����!q�"���"���mJKM<�Q "��AD���� ��y���:_` ��=�<���� ��:L=A:w6��e L������a�7��	������l��M�L=A:�7���=����egfUe@v
������>:���"��Ma	=��!pL��7�p��r�>C[P ���������f s � ê7ð ? � _�#D���A�!���íD#ZëT@<#�f&_` �!��3w6��eUN�A����O F�O��L������R��A=!��R���� ��E��	�	���!�����
�<�U	���!3�� ��=��M�GHA��7�"�U	P �A=!3"����=��!3�����7��	������l��MW���I_���A�L=!����l�U_� �!q����>:���"����A��>:���"����!6���Ww6��eU#�f6���=���mN�L=���=�
�����7��L�!��CLYJZA�����������>W[=���CL=�

Nsp
�7������AD;\����	=��!�������������N-����	�A=���������=���������� �A�M����������M�!�M7�CL=�C>:��������!��?8

����	����6��!� �	� �	FM�!���!�L=�����a������ �����L=��������A�!������� �����JK�7�q����8R��L=��!���GHA����� "!���GHA���A=������ �A�����[�����L���	=!�M������"���
A���_` �!q�Cw6��eUNY���(�YJK�7�q�W	��������"��M�!����������"�WL��?��A=�(������ �A���!�A��=�?	=A��������������:��>?	F �!q�S���"���?	F��A�	=!� �������GHA��:���
����!�>?���/L��g�7��	=�����l��M�>y�����/	=��AD�����6��LYJKM��7 ��� �>:������!��^���<�����g	�A=���������=����	F �A�!9�mJZ������ �A���!/L=�����/�����/�� �A�����[�����L=���
	�!�M������"�S���Q�3A��E	���A���_�����[�����w6��e����aGDA��Y����!��?���<���S��>?���Q�3	���A=��[PM��=MO�=GHA=�a���
"�����
L=�a�7��	������l��M�#
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���<�����\�����<�S�� ��YNp�� �A=���� ��=����L�M�!��7!� ���������	=!� �[����7>?�\LnJZ������ H�V�R���� �� L=�\[=�l����	F �A�!�A�����r��q�S��>?�

c��+T���#F]/ �A�!U!�M7���������7!UA��=�����7������������ H�7�R�S�� ��YN-L���AD;�����!�����M���������� ��"�a	P "������[=�����7#FbI��	=!���>?����!���NF�� �>:>?M��
ý?÷Ic�ÿ`ýCÿ�ü�÷�þkÿGDKP�ûKY ûT�VøOÿ�þWøOÿ*PP÷�ÿ���ú N+�7 ������������
8\>y�R;���>:������!�����GHA=���Q���l��M�LnJK����_` "!�>:�R�S�� ��ß8�M�>?�O����!����� �A=�
�� ��Q��!������"�S�
L��
	�A=���������������� ��S�����
L�����	F �����[=���E8��mJKM�>?�O������A=!�# � ��	F����L����"�VN^���ß	=!��R����GHA=��N^���@�����y�M��=M�!��R�
����>:���"�C	���A��B���Q��M�!����������Q�WLYJZM�>?�<����!���8
A��çL�M7[��l�W	=!�M�L�MO����!�>:����M:�O�WL=�:>?���=��>?������!B���E	�A����������=������ ��<�����
!���GDA�������# � �p	=!������7��	P�pLYJZ������ H�7�R���� "���7�q�(����[��l��A=��������>:���"�u��	�	P�7��M ý:÷�c�ÿ`ý�ÿ�üO÷�þkÿGD!P�ûQú3ù�÷�ý?÷!��QHú6ûKY�ü.Ã�ü<þ��Oý:ú #
bI�U�� ���A����� ��:8U���g��r�	P�pL=�p	=!� �[����7>?�pLnJK �	D�S��>?�����R���� ��?>:�����@�M���M7!�������>:���"��8UA=���������� H�7�R�S�� ��?�� ��?���"�S����!��
L����g[=�l���7#�c�!�NH����	�!�������GHA��"NH���U�� �>W[=!��6L=�6[������p������ �A�M7�g�����p�� "�"��!������"�@8W~<�S!��6���Q������!�#�i3 �A=�g	�!�M������Q����!� ��=�
���� �!���L=���=�(�7�<�����3���7�<���� ��y�mJZ������ H�V�R���� ��yL=��[��l�S�u	=��!u���a>:�R;���>?�����R���� "�:L=������>:��!����L=A:��r�������>:��GHA=���� �A=�
!�������!�������L=!� �����	���!@������A=�l����8?~<��!������"�����7!��|k ê ïKm #

b(JZ������ H�V�R���� ���L=��[=�l����8�M�>?�<����!���L����������7���� "A������7������AD; 	=��!����ç>y�R;���>?�����R�S�� ���L��\���ç>y��!���\L�A
��r�������>:�aL� ��l�6!�M�	F ���L=!�����AE	�!� �[=����>?��LYJK �	�����>?�����R�S�� ��
��A=�l�����"�W�

minimiser
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minimiser
∑Nsp

k=1 Γσ2
k

(
2

2bk
β − 1

)

sous les contraintes
∑Nsp

k=1 bk = Btot
bk ≥ 0, k = 1, ..., Nsp,
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≥ 0,

bk = 0, sinon,
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p (Re{Rk}|C2k = 0) = p (Re{Rk}|Re{Xk} = −1)

= p (−Re{Rk}|Re{Xk} = 1)
= p (−Re{Rk}|C2k = 1) .
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L (Re{Rk}) =
p (Re{Rk}|C2k = 0)

p (Re{Rk}|C2k = 1)
=
p (−Re{Rk}|C2k = 1)

p (−Re{Rk}|C2k = 0)
= −L (−Re{Rk}) ,
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p (Im{Rk}|C2k+1 = 0) = p (−Im{Rk}|C2k+1 = 1) ,
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L (Im{Rk}) = −L (−Im{Rk}) .
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u02k
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N ∀k = 1, ..., Nsp
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u02k = log
p(Rk|C2k = 0)

p(Rk|C2k = 1)
= log

∑
Xk/C2k=0 p(Rk|Xk)∑
Xk/C2k=1 p(Rk|Xk)

=
4Re{RkK∗kH∗k}
|Kk|2σ2

b

=
4

σ2
b

Re{YkH∗k} ∀k = 1, ..., Nsp
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u02k+1 = log
p(Rk|C2k+1 = 0)

p(Rk|C2k+1 = 1)
= log

∑
Xk/C2k+1=0 p(Rk|Xk)∑
Xk/C2k+1=1 p(Rk|Xk)

=
4Im{RkK∗kH∗k}
|Kk|2σ2

b

=
4

σ2
b

Im{YkH∗k} ∀k = 1, ..., Nsp
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p(u02k|C2k = 0) = p(−u02k|C2k = 1) ∀k = 1, ..., Nsp, et
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p(u02k+1|C2k+1 = 0) = p(−u02k+1|C2k+1 = 1) ∀k = 1, ..., Nsp.
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+
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Re{H∗kNk} ∀k = 1, ..., Nsp.
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u02k+1 =
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σ2
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+
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Im{H∗kNk} ∀k = 1, ..., Nsp.
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fu02k
= fu02k+1

= fu0k
= N

(
4|Hk|2
σ2
b

,
8|Hk|2
σ2
b

)
∀k = 1, ..., Nsp.
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i3 �A������Q ��=�U>? ��Q��!�Mx? � _�#FM�GHA=������ �����ï�#Zïy�O��ï�#îô!@�GHA=�B���y��r�>?M<�S!����WLYJKA=���7���=���98y�7�"��!�M7�W[����=����!��W���
�S!���L�A=�������l��	=��!@A��=�U_� ����<���� "��!��7	�!�M������Q�S���"�����a�� ����!���	�	F �!q��L��U��!���������>C[��������7����>?	�����!���#�f6A�!��7"��!�L�L=���
M7GHA=�R�S�� ����C���l��L�������A��7N9���g������_����7������L=���� ��=���S�R����!CGHA���	P �A=!WA������Xf s � ê7ð M<����GHA=�<��M���	=��!CA����� DL���L=�
v�!���r�����A=����>?���Q�3L=��AD;�L=����GHA=����!����p��!���������>W[������������������� ��"�W�

U04k(Re{Rk}) = U04k(−Re{Rk}),
U04k+1(Im{Rk}) = −U04k+1(−Im{Rk}),
U04k+2(Im{Rk}) = U04k+2(−Im{Rk}), et

U04k+3(Re{Rk}) = −U04k+3(−Re{Rk}).
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C4k+1�O�

C4k+3
N+����LY#KLn#K	Y#+L=AÔ�� ����!���	�	F �!q�yL�����!���������>W[=���������
�� �!���GDA�� ì �����:M�>:���?�����:��r�>:M<��!���GHA��
8����������

 "[D�����DA����� �!���GHA=� ê ������M�>:���7#YbY�7��[=�l���
C4k+1
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C4k+3

	�!�M������"�S���Q���<;����<�S��>?���Q�a���7��>:~�>?���aL��7�����l��M��
L=���� ����!���	�	P "!q�6L�����!��������7>W[�����������N=�= �A��6���Q ����3������A�����!�M���A�!����?�=�A�!���ï�#Zï?����	��=M��� ">?���=�aL=�a��r�>:M<��!����
	F �A�!����6[����

C4k+1
#Di3 "A��g���Q "���p���� �!���!��7	�!�M������Q��M6���BLY#KLn#K	Y#

p(u04k+1|C4k+1 = 0)
L=�
u04k+1

�� �!���GDAYJKA��
ì �����^�S!�������>:�l�u�� ��l�g��A:���l�H�7��A:L�A?��r�>C[P ����

Im{Xk} = 1
?k	���!q������L�!� ��l����L��@�����=�A=!��I@+�<�

Im{Xk} = 3
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Im{Xk} = −1
?k	=��!q�����:L�!� ��l���I@��O�

Im{Xk} = −3?k	���!q�����aQ��A��S�=�I@<#�i3 �A���	F �AD�Q "���� �[�����!q�H��!@GDA��a�= �A��3���Q ��=��[������E����!������R���� ��EL����qr�>?M<�S!����a��A��������"���:�
p(u04k+1|C4k+1 = 0) = p(−u04k+1|C4k+1 = 1) ∀k = 1, ..., Nsp.
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p(u04k|C4k)
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p(u04k+2|C4k+2)
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	P "������[=�����l��MaLnJKAD�����������7!@����>? ��6L��a�7 HL��U�S �AD�
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p(u04k|C4k = 0) 6= p(−u04k|C4k = 1) ∀k = 1, ..., Nsp.
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	P �A=!

C04k = 0���������-GHA���	F �A�!
C04k = 1

#=�DA=!g���W���A�!��UL=��L�!� �������������!���	�!�M������"��M����7�pLn#KLY#K	n#DL=A�>?����������
u04k+2

	P �A=!
C04k+2 = 0

���������YGHA=�a	F �A�!
C04k+2 = 1

#

!���	�!�M7���7�"��M��y��A�!����
���A�!���ï�#îôD#IfI�Q���y���<����L=��	��S�R����A=!�L=�:�7���=���u�m#K�m#KLY#�N9�6 �A
et al.

 ��Q�W	=!� �AD�QMyGHA=�:���
�7 ���L������� ��EL��a��r�>:M<��!����������3!��7��	F���<��M7��N��� ��l�B�

p(u0s,p|Cp = 0) = p(−u0s,p|Cp = 1) ∀p = 1, ..., Nsp ·Nb.
?mï�# ê7ó @

TU������A��� ����6L����6	��=M��� �>:�����7�3���=�����L=!�M��3	���!3���<����L=��	D�<�R����A=!3	P �A=!����B>: ��UL��W�� HL��
c = 0

#FbY�B>: ��UL��
�7 HL��CM<�<���"�a�HA=�mNF������M�GHA=��������L��C[��l����	P�7!�>?�<���S���"�aL=�C�� �������!�A=��!��C��������r�>C[P ����7��8�M�>:�<����!��C�YJK���������� �!��
!�������LnJZ��AD��!��?GHA��:���������?	=!� 7�Q�������"�BL=�?������ �A=!����?[=���=����!��:�m#K�m#KLY#

zp
N
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#nf6���=���mNY>y�����!�M
�mJKA������������R���� "��L�A�>? ��(L��p�� HL����� �A��^���7!� �N��S����GHA=�g��r�>W[F ����pL��p���6�7 ������������������� �������!��U�� ����������l��M"#�fUA����l�Q�7��A
L=AC!�M7����	D�S��A�!�N����g�V������A���L����+�� ����!���	=	P �!����+L�����!���������>C[������=���
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N
p = 1, ..., Nsp ·Nb
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u0s,p
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�7 HL��
0
���6��������6L=�3�7���(��!���������>W[=�������7���

u0,p
�����@���� �!��g���"�Q�7!���M6�������6[=�l�

dp
	P��!�>?�<���<���"�p���B�� ������S!�A��<�S�� ��

L=A
��r�>C[P ����a�7�q�6M�"�����B8 ê ?k �AE	���A������3���
zp = 1

@O#
]/��!@�� �����M�GDA����Q�VN����- ���A�������������A����7 HL��abIT�] � ��A=!p�����7���=���-�qr�>?M<��!���GHA���!�M���A��l�S���Q��L����mJKAD�����������R�S�� ��

L=�?�7�<�C��L=��	D�S�R�S��A�!�L��:�7���=���(�m#K�m#KLY#�Nn���
	=!� �[���[������l��M:LnJK��!�!���A�!�L��<�����7�"�W����L�M7	P���=L=���"�S�?L�A�>: ��WL��:�� HL=�
A�����������M?����>:	������P���"�W���� �!��a�!����=L���>:���"�B�mJZ���=���lr�����L=A��� ">?	F �!q����>:���"�W���qr�>?	��� �����GHA=��L=���a�� HL=����bIT�] �
	���!�M<�H ���AD���� ���L=��L��7�����l��MÂ?m�7��!�	F��!�>:�<���S���"���mJKAD���������������� ���L�A�>? ��
L����7 HL�� ì @<#gb(JK�<;�	=!��������� ���L������
L=�������l��M�L�A
�� "���!���	=	P �!��3L��U��!���������>W[=�������7�

u04k+p
L=A
[��l�

C04k+p
L=�<�������Q�6���� �!����

fu04k+p
=

1

16


 ∑

X4k+p/D4k+p=0

p(u04k+p|X4k+p) +
∑

X4k+p/D4k+p=1

p(−u04k+p|X4k+p)


 ∀p = 0, ..., 3.

?mï�#îí ì @
fU�������mN����?L����=���l��MaL���>?M7���������L�����>?�7������"���3������>?�7�"�S���Q�3����L�M��7 HL���A=!�bITU] � �7JK�<;�	=!���>?�a	���!a�

fu0k
=

1

4

3∑

p=0

fu04k+p
.
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ñ �S���"��L= ����=MEGHA��X�S�=����A=���XL��X���7� ð õ�L=�������l��M7�yL� ��l��~<��!��E��������>?M7�E	���!:����>WA=���R���� ��=�yL=�X�� ��"���<�
� ��!��� �NQ�7�<�����3MO�S��	F�3L��3�mJKMO�Q ���AD�S�� ���L��3L��7�����l��M3	F��AD�p���� �!����7JZ���QM�!��7!u~O��!��3LnJKA��=���7 �>?	=���<;��l��M6��>?	F �!q�S���"����#
� ��	F����L����"�VNI�7�ç�<;�	��� ��l�<���"�C���7�W	�!� �	=!���M<��M7�W�M� �>:M<��!���GDA����WL=�y���X��f s � ê7ð M<����GHA��<�SM��y	���!BA=�ç�� HL=�yL��
v�!���r��<���7�����W[=�������Q����A�!U�mJKM<��A�L=�WL=���6L=�������l��M7�6�����l���������7�UL��W�����Xf s � ê7ð !�M7��������M��C���l��L=������A��7NP ���	F��AD�
_�����������>?���Q�@���U!�����L=!��U�� �>?	����UGHA��U���U�= �>W[�!��6L=�UL����=���l�SM��g�7��!����<��M�!���������GHA��7�gL=���g>:������������p�����l������A�;�L��
���<�����C�� "�������������R�S�� ���	F��AD�a~<�S!��C!�M�L�A=�l��8�GDA=�R�S!���#Yt^���O F�<�RNF���/ ����= �����	=��!

f
(bp:s)
u0p (u0p) = p(u0p|Cp =

bp(s))
����LY#KLn#K	Y#^L�A �� ����!���	�	F �!q�yL�����!���������>C[��������7�

u0p
�� �!���GHA=�
���
��r�>C[P ����EM�>?���:L�M��=���@	���!

s
�����

������ H����MX8��mJKM�>:�������� "� LYJKA=�ß[=�l�yL=����������A=!
bp

?
= 0

 �A
1
@C�O�yLnJZ��	�!����:�����yM�GHA��R���� ��=��?mï�# ê ïR��ï�# ê7ð @������

L����=���l��M���!���	=!�M������"�<�R���l�Q���3�� ��Q�6���� "!���	P "A�!@����>? ��3L=�a�� HL=�
0
�

f (0:Im{Xk}=1)
u04k+1

(u04k+1) = f (0:Re{Xk}=−1)
u04k+3

(u04k+3),

f (0:Im{Xk}=3)
u04k+1

(u04k+1) = f (0:Re{Xk}=−3)
u04k+3

(u04k+3),

f (0:Re{Xk}=1)
u04k

(u04k) = f (0:Re{Xk}=−1)
u04k

(u04k),

f (0:Im{Xk}=3)
u04k+2

(u04k+2) = f (0:Im{Xk}=−3)
u04k+2

(u04k+2),i3 ��S ����+GDA����� �A������+�����^L����=���l��M��+���=�l�����������^�� ��"�([����7�C��r�>:M<��!���GDA����+	���!+!���	=	P �!q�u8U�mJKM�>?�������� ���LnJKA�� ê ? � _�#
�=�A=!��Bï�# ð @<#=f6���=���mN������3>?����������7�������l�S����AD;
	�!� 7�Q���=���"�3LnJKA����B�Xf s � êVð ��A=!� ��"�6	P "A�!@Ln#KLY#K	Y#=����>?M������=��
L��aL=�������l�SM���L�MO�=�=�Y	=��!��

f (0)
u0k

=
1

4
f (0:Re{Xk}=±1)
u04k

+
1

4
f (0:Im{Xk}=1)
u04k+1

+
1

4
f (0:Re{Xk}=−3)
u04k+3

+
1

4
f (0:Im{Xk}=±3)
u04k+2

,
?mï�#îí�í!@

�<�6���7!����� ���M�N

f (0)
u0k

=
1

Nd(MAQ− 16)

Nd(MAQ−16)∑

p=1

fMAQ−16
u0k,p

(u0k),
?mï�#îí�ï�@

 �¡
Nd(MAQ− 16)

!���	�!�M7���7�"���B���B�� �>W[=!��BL��BL����=���l��M��3!���GHA��������6	P "A�!3���:�� �������!�A=�<���� ���L��B���:L����=������M
!���	=!�M������"�<�R���l�Q��LnJKA����?��f s � ê7ð ?m�� "�l��õT@<#YbI���=�A=!��?ï�# ð ������A=����!������7��Ln#KLY#K	Y#-L=������ ����!���	=	P �!q�S��L��W��!����l�
����>W[=���������7�6!���	�!�M������"�S�R�S�l�Q���6�� �!��6L=�B�mJKA������������R���� ���L=AX��r�>W[F ����W��f s � ê7ð L=�����6���B�7���6LYJKA���[��l�UM7>?��� ì
ð í
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×tØ�ÙÛÚ ï�# ð � TC#KLY#K	n#IL=���W�� ����!���	�	F �!q���CL��?��!���������>W[=���������������� H����M7�C��AD;çGHA��R��!��7�W[��l���W�� "������L�M�!�M��W	P �A=!�mJKM7>?�������� ��EL�� ì ?k	=��!q�����a"��A��S����@g�<�6	P "A�!@�mJKM�>:�������� ��EL=� ê ?m	=��!q�S���aL�!� ��l���I@O#

� Ý�Ü�Ý � D�ßPÜHß�Ï�ÎIà ÑmØ�ÎFÐQÑkÖ9Ü�Y�Þ�Ü(Òª��J���áj�
� ����r�	F�
LnJKM<��A=L��E	P��A��y_����7������>?���Q��~<��!��E!���	�!������E	P "A�!?MO�S��[�����!:���7�:L=�������l��M��yL����:�� ����!���	=	P "!q���:L=�

��!���������>W[=�������7�6L��6�7 ��������������R�S�� ����pL����S�����������g��A�	FM�!�����A=!�����MO����GHA=�<��M����p���Q���U�YJZ��>?	P "!q���6GHA=���P�� HL=��#Hf6�������mN
���CL=�������l��MUL=�U>:M�������"�UL��7�p>?�������������������>?���Q�S���"������L�M��� DL���A=!pbITU] � 	�!� 7�Q���=���Q�@LnJKA������� ��������������R���� ��
��f s �

2G
�7JK�<;�	=!���>:��!���	���!a�

fu0k
=

1

G

G−1∑

g=0

fu0Gk+g
,

?mï�#îí�õT@
 "¡

fu0Gk+g

!��7	�!�M������Q���a���?L����=���l�SMa�����l�S��������L�A
g − 1ième

[��l�6���H���a	F �A�!@�O;�	�!��7������ ����

fu0Gk+g
=

1

2G


 ∑

XGk+g/DGk+g=0

p(u0Gk+g|XGk+g) +
∑

XGk+g/DGk+g=1

p(−u0Gk+g|XGk+g)


 ∀g = 0, ..., G−1.

?mï�#îí�ô!@
� �<���S�^M7��!��l��A=!��(L��(���@L��������l�SM^���=�l���������(�=M����������l���u���� �!��I�mJK�����S��>:�R���� "��L��

G2G
L����=���l�SM��n	=��!Y����>WA=���R���� ��=�

L=�E�� ��"���<� � ��!��� =# � �7	P���=L=���"�RN^L=���=�:���
�V��L�!��ELYJKA=�ßM<����GDA��<�S����
	���!?A=�ß�� DL��
L=�Xv�!���rHN^�= �A��y���Q ��=�
>: ��"��!�MXL����������ç�����<���� �� 	=!�M���M�L=���"�S�XGHA=�X������ �>C[�!���L���L����=���l�SM���	P �A������l��~<��!�������!�"��>?���Q��!�M�L�A����V#
fU�������mN9L=�����C���E��A=�l����N9�� �A=�W�� ��S��!� ��=�W���XLY#KLY#K	n#IL��7�W>?�7��������7�W�����l�S����AD;ç������ �!q�����yL=Aç�7���=���g8X���"��!�M7�
[=���=����!��aM�GDA��l���������"�3	���!a�

f (0)
u0k

=
1

Nd(Const)

Nd(Const)∑

p=1

fConstu0k,p
(u0k),
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BEDK�Oþ�ú�YHü�ú<ü
 �¡

Const
!���	=!�M������"�S�����ß�� ��=�����������R���� "�&AD����������M��ç�<�

Nd(Const)
�����= �>W[�!���L���Ln#KLY#K	n#�!���GHA=�l��	P "A�!

�� ��=�q�S!�A���!��a����Ln#KLY#K	Y#=!���	=!�M������"�<�R���l�Q��L�����>?�7��������7�������l������AD;-N=�� "�l�B�
Nd(MAQ− 2G) = G2(G−4)/2 #

1ÁÆzé ê 1gÏ ë32 4=% Ï34 2 ' ÍB2LÌp2F.�b(UB%ÑÐW%(40,XÌaÐB%(4 Ò ÉÕÔVÖ Í|Ì�UB* ÐB%(4¨2P*�Ï31C4�'¢.�4#e
4P.�Ì31C4��8� ÉE`

fU	�!����3���Q ���!�>? ��Q��!�MaL=���=�@���?���7�<���� ��E	�!�M���M7L����Q���aGHA��a�� �A=�@����!��S�������7�@�7 ���L=�l���� ��������a�7�������Ica�/T��
��M������<�S��_/���E_`!�M�GDA����=���B������ D����MB8?���?>:��������A�!��� ��=�����������R�S�� ��EL=�U��r�	P�B�Xf s 	P �A������l�6�7JZ��	�	���!����Q����!38?A��
��������>C[����@L=�@�7���=��AD;?8a���"��!�M7�@[���������!��@��r�>:M<��!���GHA����7N��= �A��u������ ����uL=�����(�7�<�����@�����<�S�� ��?MO������L=!��@�mJZ�������lr����
L�A��� ">?	F �!q����>:���"�@����r�>:	D�� ��S��GHA��6L=������ DL����pbnT�] � L=M���!��l�pL=���������6�<�=��	��l�S!�� ê ��A�;:��r������7>?���@c��+T���#
� ÝGáºÝ�Ü J�â�â�Ï�Ö<AuÑ Ý|Î-Ð"ÑkÖ9Ü�âuÎYÏ��qÖ9Ü(�DÐ"ÑkÖ9Ü ß�Ð�Îiäpß�ÒÔ×[ã`Þ�Ü ��ÎIÜ^ÎIàa���aÚ��
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û�� Y3PFú�üj�{ûjY=ú�P���úXûp� ÷.BTBL��ú�P�þkÿ�ü�üO÷IQHúµûjYDÿ�û�D�ÿ�þgÿ�þG��úEù�÷xBFù�YHüµ�ÈDKY3�Oþ�úCB&D�üSüSÿmø�ù�ú
ÿ`ý[B-ùîÿ�û�Y=÷KP�þ
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�����O���� ��WM<��A=L�����!9������ �>?	F �!q�S��>?���Q�+����r�>:	D�� ��S��GHA���	=��!9M<�Q ���A����� ��WL=�uL=�������l��M�L����9�7 HL����+bnT�] � �� �!���GHAnJK�����
�� ��Q�3AD�S��������M���	P "A�!@L����@��!����=��>:�������� "���6c��+T�� ��A=!@�7�������Y��M������<�S��_9���E_`!�M7GHA����=����#
� Ý�áºÝGá C 5 Ö/à Þ^Ð"ÑkÖ9Ü�×uÒÔ×uÒPÜuØ�Ñ�Ð!ßÔØ�ÞuÏ�×uÒ�Ø���ÎIÜ(ÎnÞBA~���aÚ��

b^JK "[�oq�<��L��U�7�<�����U�����O���� ��������@���������"�����7������>?�7�"�@L=�U	�!�M������"����!pA����U>:M<���= HL� ��� "����U	F��!�>:�<���S���Q�@LYJKM<��A��
L=����!g���U�� �>?	F �!q�S��>?���Q�@����r�>:	D�� ��S��GHA��U	=��!gM<�Q "��AD���� ���L��UL����=���l�SM6L=���g�� DL����pbIT�] � 8a��!����Q��!��pA����7���=���
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(λ̃, p, ρ̃)
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� λ̃ = [λ̃2, λ̃3, ..., λ̃i, ..., λ̃tcmax ]
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� ρ̃ = [ρ̃2, ρ̃3, ..., ρ̃j , ..., ρ̃trmax ]
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8�����[�����L��C��	F���<��!������C	P �A=!6����GHA��7�����C������[��l�S�UL=�C>?~�>:�B�S��AD;\L��C�� ��=���<;��� "�\�� ��"�aM7>?���7#-bI��[=���=L��

Bi��A�	�	F �!q�@L=���p[��l���pL=�UL��7�!�M
i
���3�S!� �AD�"���"��8C���W	F ����l���� ��

pi
L�A��!���	=���U_����<�� �!����7�F�<��L�������!����A=!

λ̃
(pi)
i

�����
���� �!��3L�MO�������a	���!a�

Bi = [bpi−1 ; bpi ] =



ki−1∑
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(pj)
j ;

ki∑
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λ̃
(pj)
j


 ∀i = 2, . . . , tcmax,
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pki = i, ∀i = 1, . . . , tcmax − 1
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Si,Np(i)(ν) =
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H̃i,k · � Ai,k(ν) ∀ν ∈ Bi,
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L=���7�<������L�M��!���L=�R�S�� ���L=M�	F����L�L=A��V���=���g�� �������L=M�!�M�#+t(���O -�<�VN/�� �A=�C	P �A��Q ����C "[�����!q�Q��!CGHA=��	F �A�!C���
�7 HL��

(∞, 3, 6)
���a����A����Y �[D�S���HA
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(∞, 4, 8)
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L=��������A��������� ��Q�3���"�Q�7!���M����7#

��f s ��õ�N=w<; ê � í �7���=���Yf�Ta��bV?mï�# ì�ê L=e�@ �7�������n](!� "�K=H���3e}? ê # ê ë?L=e�@
�� HL=�

(∞, 3, 6) (∞, 4, 8) (∞, 3, 6) (∞, 4, 8)
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L=������ H��A=L���L��aL= ����=M������� ����=���<��M��3��A�;���r�>C[P ����7��#
� ����GHA�����!����=�S���p�� �!�!��7��	F ���L?86���U[=����L��

Bi
8U�mJK���"�SM�!�����A=!/L=�g����GDA��������p�� ��"�(M�>?���+�����+��r�>W[F ������+��A=	�	F �!q���
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���R���� ��E��A�>y�R;���>CA�> L��aï��� ��������7�����R���� ��=�
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[��l�S�7N��� ��l�B�

LSi =

∑3
m=1 αCm,i/Nbmi∑tcmax

j=2

∑3
n=1 αCn,j/Nbnj

,
?mï�#Kõ"ï�@

���Q��� ∑3
m=1 αCm,i = λ̃i
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LSi = λ̃i
(pi) #
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pi
L�A
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Bi = [bpi−1 ; bpi ] =



ki−1∑

j=k1

LSj ;

ki∑

j=k1

LSj


 ∀i = 2, . . . , tcmax,

 �¡
kl
�����U��;�MWL=�W>:��������!��C8����Q ���!

pkl = l, ∀l = 1, . . . , tcmax − 1
#Ft(����A=�l����NF8y�mJK���"��M�!�����A�!UL��W�S�=��GDA��
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Bi
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Si,Np(i)(ν) =

Np(i)∑

k=1

H̃i,k · � Ai,k(ν) ∀ν ∈ Bi,
?mï�#Kõ�õT@
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k
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sup
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|ν| − inf
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|ν|
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.
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.
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(
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_�����[=����L�����	�!� �[=��[=�����l��M���LnJK��!�!���A=!@����!����= ���M
p
abest,G+1

#
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Pebest,G+1
L=A �Q���O����A�!

p
abest,G+1

�nJK������	������HA=�����
?m�HA�>:M�!���GDA���>?�7�"�VNu���3���������YJK�7�q��	=�������=_`M�!�����A=!���8

10−8 @<Nu���6_���A���!��<�� "A�!��=��!�8��mJKM<�<��	P�
n◦2

#g���
� JK��!�!���A=!������?�HA=������N/A=����L=��>?���HA����� ��ÔL�A

Eb/N0
�����:�O F���<�SA�M����<�: �� !��<�������Q�:8\�mJKM<�S��	F�����=�l���������

n◦1
#I���^���:�� �AD�H�7��A

Eb/N0
�=�?	F��!�>?�O�B	=����LYJK �[���������!�A����Q���<���7A�!a�7 ��"�Q��!���7���"���Q�7!���A��=�?	�!� ��

[���[���������MELYJK��!�!���A�!:�HA=�����E�<������N(L�A=!����"��A�� �!�����L �� �>C[�!��EL��E�M7��M�!������� ��������� �!��:���E	�!� H��������A��
LnJK �	D�S��>?�����R���� "���������q�S �	�	FM�#DfU�������mN����6�Q���<����A=!p	�!�M������Q�S���"�����C	=!� �[=��[������l��M�LYJK�7!�!���A=!g�DA�������	F �A�!p���
	=��A��+_�����[=���

Eb/N0
�����^�� ��=����L�M�!�Mg�� ">?>?�gMO�S���"�^���p>?���������7A�!/�<�^L=MO�=�=�l�^���g����A����DL�A��� HL��

(Eb/N0)∗
#

T6A=!����"�3����	�!� H��������A��@LYJK �	D�S��>?�����R���� "�YN������@	=!� �[=��[������l��M7�pLnJK��!�!��7A�!p�� ��"���7������A���M��7�@��A=!p�mJK��������>C[�����L=A
>: ��UL=�B�� HL=�B����AD�������������"�U�mJKMO�Q ���AD�S�� ���L��BL=�������l�SMB	=��!U��	�	=!� 7;���>y�R���� ���va��A����������=���B�O�U����NF��	�!����

1500�l�SM�!��R���� ����7#
b^JK���=�� ��"�H���������Q��>:��oq�7A�!WL��y�7�<������>?M<�S�� HL=�yLYJK "	D����>:���������� ���!�M�����L=�yL������W�mJKM<�<��	P��LYJK�����l�������������R�S�� ��Y#

TUM��X�� �!��XGHA��
tcmax

�����X��M7���!���>:���"����>:	P �!��S���"�VN����ß�� ��=�q�S!�A��<�S�� �������M7�R�� ���!���L������H���<����A=!��E���=�l������A�;
p
at,G

N
t = 0, 1, .., NP − 1

	�!�M������"���CA=�\�� !$D�a�7������A����R�S ���!��W��!�������>?	F �!q�S���Q�a����L�A=�l�a	=��!U�����6��!����U_` "!q�����
�7 ��"��!������"�����^L����+	���!���>:�<��!��7�+L�M��=�����������"�(���p	�!� ��=�DLnJK��!�!�M7�A�����!��l��M�#�f3���CL=�g�=�g	����+���p�� ��"���7�"����!+L��p�� HL=���
bIT�] � ���H���aA=�

tcmax
��!� �	E_�����[=����N� "�
�O F�7�<��A�����������!��R��M��������A��l�����Q���?�

t^�ç�M��=M�!����mNIA��=�:[F ����=�: �	D�S��>?�����R���� ��çL=�:�mJK��!�!�M��A=����!��l��My�� "�����������:�7���mJK "[D�����Q���� ��çLnJKA����H���<����A=!
λ8��mJK���Q��M�!�����A=!?L�A�GDA����@���7A�����>:���"�yGHA��7��GHA����:L����!�M��?L��
�� ��=�����<�S�� ����?�� ��Q�:A�����������M��7#^f6�������mN^�� "A��:���Q ��=�

�S�= ������FL=�U!�������!������=L�!����� �������L=M�!���[=����>?���Q�@�mJK�7��	�������L���!����S�=��!��S���������YJZ���O���l�����Q�@GDA��U�7��!q�S�������pL��7�!�M��pL=�
�7 ������7�<���� ��=��#Hbn���u	P�7!�_` �!�>y�������7�(MO�S���"�u��!��7�u���7������[���������A:�S�= ��l;?L=�����7AD;?�7�mN"���3�S�� "�l;?�=��L��O��!��a	����u~<��!��
�7 �>?	=���<����>:���"�B����M7�R�� ���!���#Y]+��!a�� �����M�GDA����"�RNF���7�aL����!�M��BíDNYï��<�

tcmax
����!� ��"���� �A�oq �A=!��a���<���l�QM��7NYGHA=���Q�

��AD;
��A���!����7N����YL��<��!���~O��!��a�O -���<��A=MaA��E�S�� ��l;
	=��!�>?�Y���7!q�S�����=����	=����!�����L���L����!�M�����A������7������_`�7#
� �3	�!� �[=����>?�3LYJK���=�l�������������R���� ���L����uL=���!�M������O����_`�u	F �A�!(�mJî����� �!��l�S��>?�3LnJKM<�Q ���A����� ��yL��� -M�!����"�S���������6�aM<�SM

M7"������>:���"�p�� �A����<�HM3L=������k õ"ï�m # � ��	F���=L=���"�RNQ���3�S�= ��l;:L=�3[P "����L���"!�M��g���<�S��_`��!�����������!�����L=M������7�R�pLYJZ��AD�S���Q�
	=��A��6GHA��B�����6	F��!�_` �!�>:���=�����@rX�� ��Q�U���7������[������7#PTU�B	=��A��7N������6[P ��=�3L���"!�M��6�� ��"�UL��� -M�!����"�S�3	F �A�!3L=���3�7���
����AD;
L��a	�!� �	=��Q�R���� ��EL��� FM7!����"�S��#

f3�=�\LnJKM<���l�S��!U���C	�!� "[�����>:��NP�= �A��a���Q ��=�U>:������A\	F ����"�aA=���C>?M<�S�� HL=�C���l�S��!��=�����l�Q�CLYJZ �	D����>:�����R���� ��
L=���a�� HL��7�abITU] � 	F �A=!U���7�6�S!�������>:�������� ��=��ca�+T�� AD�������������Q��������!��l�S��!���L��?����>?������>:�����R���� ���L�A�����A����mN
 "	D����>:������[����p	���!+	�!� ��!���>?>y�R���� ��������=M7����!��"#�i3 �A=�+	�!�M������"�� ��=�+���<�����p>?MO���� HL=�gL������+�������7�<���� �����A=�l�����"�S��#

G(Ý�áºÝGá �Xâ(Ð"Ñ Ý�ÑmØ�Î-Ð"ÑkÖ9ÜjâuÎYÏ\âuÏ�Ö�äIÏ�ÎnÝ�Ý|Î-Ð"ÑkÖ9Üjà Ñ ÜHß=ÎnÑ Ï�Ò
bY "!���L�A
�S����	��l�S!���ï�N��= �A��3���Q ��=��M<�S��[=���YGDA��a���a�7���=���Ica�+T�� ��M������<����_9���E_`!�M�GHA=�����7�a	P �A������l�3�7JZ��	��

	���!����Q����!�8�A=�����=���7>W[����?L��
Np

�� �A=����[=���=L����a>:�������a����	=��!������������?�<�BL�MO�����+	���!�A=����_� ����<���� ���MO�S���M��
SNp(ν)

�

SNp(ν) =

Np∑

k=1

H̃k � Ak(ν),

 "¡����X����!����A=!WL������
kième

�� �A=����[=���=L����������� ���M��
αk

? � _q#9M�GHA��R���� �� ï�#îí�ë�@O#/i3 "A��������� "���CL� �����L������
�7�<�����3�����O���� ���8� �	�����>?������!��� ���o� ����"���7>?���"�

Np
�S	=��!q�S������L��3�� DL��D�@bnT�] � �� �!�!�����	F ���L����"�p��AD;

Np
�� �A����

[�����L=���7N+������GHA��7�������?�� �>:	P ������Q�y���� "!��?���
�� HL��EbnT�] � ��� �[=���m# � �=����A=����L=�������
Np

	=��!��������?L=AÔ�� HL=�
bIT�] � ����!��a�����l�S����������M���	=��!^A=����[=����L���L���_`!�M7GHA����=����L�A:�7�������=��M7�����<����_FL=�� FM�!��7�"����#QbI�a�� ��������S�R���� "�=��!��l�SM
L=AE�7�������nL���	=!� �	���"�R���� ��X����!��?L= ������M�!�M���	���!�A��=�������l������������������ ��X�� "�D���� "�����S���"�S�aL=���mJZ����� �!��l����>:��L=�
L=M��� HL������#
]/ �A�!u����_k����!���NQ���=�7�q�u�� �AD�gLYJZ��[F �!�Ly��M����7��������!���L���!���L�MO������!(����	=��!���>?MO��!������R���� ��yL�Ay	�!� ����=LYJK��!�!�M��A=����!��l��M? � _�#=�="A�!��Bõ�# ê @<#Pi6 ��� ��=�

λk = [λ2,k, λ3,k, ..., λtcmax,k]
���a�Q���<�S��A�!3L�M��=�����������"�U�mJK��!�!�M��A�����!��l��MW���
����!�>:�
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L��3	=!� �	P "!q���� ��yL=�3[�!������S�=���uL=���u�= H��A=L��uL=�3L� ��=��M��7�uL�Ay�7 HL��6bIT�] � ���l��A�M6L=���������

kième
�� �A�����[�����L��"#

�D ��EM�GHA=�l���������Q�3��������!�>:�aL���	�!� "	P �!q�S�� ��
L=�a�� H�7A�L���L���L� ����=M���������!��?L� ��=�a��	PM�������Ma	=��!
λ̃k
#

i3 �A=�U������ "���U8y	�!�M������"��L�M��7!���!��W���y	=��!���>:M<��!����������� ���L�A�	�!� ��=�9LYJK��!�!�M��A�����!��l��MW����_` ��=�<���� ���L��7�6	�!� �	F �!q�
���� ��=����A��l�����Q�������
{αk}k=1...Np

��	=!� �	P "!q���� ��=�@L����� �A�����	F �!q���7A�������L=���������
kième

�� �A=����[=���=L���N
{α′k}k=1...Np

��	=!� �	P "!q���� ��=�@L���[��l�S�Á?��� �A���L=���!�M����7 ���_` ��=L�A=�È@gL����������
kième

�� �A=�q��[=���=L���N
{λ̃k}k=1...Np

��	�!� �	P �!����� �����L=�a[��l����	���!@L=���!�MaL=�a�� "�������O���� ��
L����������
kième

�� �A=����[=���=L���#
i3 �A=�?������ ����?���=L���GHA=��!������?!������R���� ����?GDA��p�������"�y�����?L��� FM7!����"�S���?	�!� �	F �!q�S�� ����?�<�:�� �>:>?���"�y���������?���"�S��!q�
�������=�����Q�3L=���=���mJK �	D����>:�����R���� ��EL=�a�mJK��!�!�M7�A�����!��l��M�L������� DL����3bIT�] � #

. . .. . .

. . .. . . . . .

MAQ−16 MAQ−16MAQ−640 1 ν

|H(ν)|

H̃k

Yk,1 Yk,2 Yk,3

αk

α′k

λ̃k

αC3,k αC2,k

α′C3,k α′C2,k

×tØ�ÙÛÚ õ�# ê � �� HL=M��������R���� ���L�A�	�!� �[=����>?��LYJK �	�����>?�����R�S�� ���L=� Np
���� �A������7 HL�������bIT�] � 	F �A�!

Np
�7������AD;

���
	���!��������7����#

](���K·� ��=�a�� �A=��L������a�����7���a�M��=M�!����+ "¡�	���A=�����7A�!��U�S���������7��L=���� ��=�q�S�������R���� ���	F��AD�Q�7�"��~<��!���A�����������M����7#
i3 ��S ����C	���!

αCm,k
���X	=!� �	F �!q���� �� L��

αk
?kL�M��=�����������"�?��������!����A=!WL=�������� �A�����[�����L��-=E@���A�!C����GHA=�������

�� ��"�3M�>?������������r�>W[F ������@������A��@L=�����C�7 ������������������� ��
Cm

��A=	�	F �!q��L=�
Nbm

[��l�S�g��������GHA��a!��7	�!�M������Q��M��@��A�!
���C���A�!��aõ�# ê ?m���Q������������ "�"�Q���"�S�� �������A=�l�����"�S�����

C1
;a�Xf s ��õ=N

C2
;���f s � ê7ð N

C3
;a�Xf s � ð õT@��

3∑

m=1

αCm,k = αk,

i3 ��S �����GDA���L=���=�����ç!���	=!�M������"�<�R���� �� �!���	=����GDA���L����������A�!��Xõ�# ê N����7����r�>C[P �������L��\�Xf s � ð õ��� ��"�
�� ��=�����<�SM��38

Nb3 = 6
[=�l���7N��<�6GHA�����������r�>W[F �������L��B�Xf s � êVð �� "�"�3�7 ������7�<��M��

Nb2 = 4
[��l���7#

bI�?	=!� �	P "!q���� ��
α′k

L���[=�l���3M�>:���3	=��!������3�qr�>W[F ������3L��B���
kième

�� �A�����[�����L=�a����!��?_` "���<���� "�EL��B���C�<���������
L����u�7 ��������������R���� �����AD����������M��7��8a�mJK���"�SM�!�����A=!(L=�����<�������� �A=�q��[=���=L��U?`�����

Nbm

���3�� �>C[�!��3L���[������uM�>?���u	F �A�!
ó�ì
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αCm,k
L=���=�@������ �A�����[�����L=�a�� �������L�M7!�M���N=�� "�l�B�

α′k =

∑3
m=1 αCm,kNbm∑Np

l=1

∑3
n=1 αCn,lNbn

∀k = 1, ..., Np.
?kõ�#îí ê @

h º3��·=À � ¿IºçÌ&����ÿOY&PFúÁY3P=ÿGûjY=úC�ÈDKP�ü<þ�ú�ù`ù�÷�þkÿ�DKP�ú<ü<þ(Y�þkÿ�ù ÿ�üj��ú���ù�÷aBL��D.BEDK�OþkÿGDKP�ûQú�øOÿ�þ�üg�OýCÿ�üBû"÷!P�ü�ù�÷
kièmeüjDKYHü.æ�ø�÷!P�ûHúC�{D!�.��ú<ü�BEDKPPû�÷�ù�DK�SüUü�ù�÷yù�÷K��QHú�Y3�BûHúC�Sú�ù`ù�ú�æ��<ÿF�^ü�D�ÿ�þ��

α′k = αk
¾ �

ñ �<���"�EL= �����M�GDA����S�=��GHA��
λ̃k

�����E�= �!�>:��������M"Np����	=!� ��=��LYJK��!�!�M��A=����!��l��M����7!�� L� ��=��L�MO������	=��!����
�7 ����7�R�SM��=�R�S�� ��
L=���

λ̃k
	P "��L�M7!�M��@	���!

α′k
N=�� "�l�B�

[α′1λ̃1 α
′
2λ̃2 ... α

′
kλ̃k ... α

′
Np λ̃Np ].fU�������mN=�mJK��!�!�M��A�����!��l��MBL����3�� ����=�<;��� "���6��AE���l�Q�V��AEL��7���= H��A�L=��L���L= ����=M�����L=AE�� HL=�BbnT�] � ��� �[����n����!��

��	FM������=M7�a	=��!��

λ̃ =

Np∑

k=1

α′kλ̃k.
?kõ�#îí�í!@

i6 ��� ��=�(GHA����mJK��!�!�M��A�����!��l��M�L��7�+�S��A�;��� ��=���<;��� ����(��A=!^�����(�= H��A=L��(L����� ��"�S!��������u�����^�� "A�oq �A=!��(!���	=!�M������"�SM��
	���!@�����Q���<���7A�!

ρ
?k �A

ρ̃
@O#

�&	=��!�����!pL������<���S���� �A��Q��������	���!���>?MO��!������R���� "��L����@�� HL=���@bIT�] � N��� �A=�@������ ��=�p!���_` �!�>CA�����!p� JZ���=���lr����
L=A��� �>?	F �!q�S��>?���Q������r�>:	D�� �����GHA��WL=���6�� DL����UbIT�] � ��A�!6A����7�������+c��+T��£	=��!6M<�Q ���A����� ���L=�WL����=���l��M
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fu0,k,ag =
3∑

m=1

α′Cm,k
Nd(Cm)

Nd(Cm)∑

p=1

N
(
m(Cm)
u0,p (H̃k), 2m

(Cm)
u0,p (H̃k)

)
∀k = 1, ..., Np,
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α′Cm,k
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α′Cm,k =

αCm,kNbm∑3
n=1 αCn,kNbn

∀k = 1, ..., Np,
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m

(Cm)
u0,g (H̃k)
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pième
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Cm
#
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(l)
v
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�S�� �����L=�aL�M��7 HL=��"�a�7JKM���!����B�

I(l)
v =

tcmax∑

i=2

Np∑

k=1

α′k
iλ̃i,k∑tcmax

j=2

∑Np
n=1 α

′
njλ̃j,n

3∑

m=1

α′Cm,k
Nd(Cm)

Nd(Cm)∑

p=1

J
(
m(Cm)
u0,p (H̃k) + (i− 1)J−1

(
I(l−1)
u

))

=

tcmax∑

i=2

Np∑

k=1

α′k
iλ̃i,k∑tcmax

j=2

∑Np
n=1 α

′
njλ̃j,n

Fim,k

(
H̃k, σ

2
b , I

(l−1)
v

)

= Fim

(
H̃, σ2

b , I
(l−1)
v

)
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Iv > Fim

(
H̃, σ2

b , Iv
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[λ̃1,opt ... λ̃Np,opt] = arg min
[eλ1 ... eλNp ]

(Eb/N0)∗
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Iv > Fim

(
H̃, σ2

b , Iv

)
∀Iv ∈ [0, 1].
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tcmax∑

i=2

λ̃i,k = 1 ∀k = 1, ..., Np, et λ̃i,k ∈ [0, 1].
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tcmax∑

j=2

Np∑

k=1

α′kjλ̃j,k = (1−R)

trmax∑

j=2

jρ̃j .
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(Eb/N0)
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R∗
�<�3A=���U�"������A�!

Kdych
L=A
	����@L=�aL����<�� ��� �>:����N

íD#�	P �A=!�A��=�W��������A�!a�� �A�!����"���?L��
(Eb/N0)∗

�<��A=��!��7��L��7>?���Q������[����
R∗
NY�O F���O��A���!a�mJK �	�����>?�����R�S�� ��

��A=�l�����Q���

[λ̃1,opt ... λ̃Np,opt] = arg min
[eλ1 ... eλNp ]

tcmax∑

i=2

Np∑

k=1

α′kiλ̃i,k
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tcmax∑

i=2

λ̃i,k = 1 ∀k = 1, ..., Np,

λ̃i,k ∈ [0, 1] et

Iv >

tcmax∑

i=2

Np∑

k=1

α′k
iλ̃i,k

(1−R∗)∑trmax
j=2 jρ̃j

Fim,k

(
H̃k, σ

2
b , Iv

)
∀Iv ∈ [0, 1].
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ï�#��� "�l�
Ropt = 1−

Ptcmax
i=2

PNp
k=1 α

′
ki
eλi,k,optPtrmax

j=2 jeρj
N=���a!�����L=��>?���Q�3 �[D�S���HA
	���!@�mJKM<�<��	P�WíD#

�D�
Ropt > R∗

N+L=��>?���DA���!����X�"������A�!?L��
(Eb/N0)∗

LnJKA�����GDA=���"�S�l��M
Kdich

N+�<�:!��<�Q�7����!��7� íD#(�D�
Ropt < R∗

N"��;���!(���3!���	�	P "!q���������������A�!u[�!�A=�l�g8
(Eb/N0)∗+Kdich/2

NQL=�l��������!u������������A=!uL��
Kdich	=��!3í��<�6!��<�Q���=��!@����íD#
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Np
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Np
���� �A=������ HL=�����pbIT�] � �� ��"�p���S��[=�����g���� "!��
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fu0k

= N
(

4|Hk|2
σ2
b
, 8|Hk|2

σ2
b

)
∀k = 1, ..., Np

�

λ2,k =
2λ̃2,k∑tcmax

j=2 jλ̃j,k
<

1∑trmax
j=2 (j − 1)ρj

e
|Hk|2
σ2
b ∀k = 1, ..., Np.
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λ2 =
2
∑Np

k=1 α
′
kλ̃2,k∑tcmax

j=2

∑Np
k=1 jα

′
kλ̃j,k

<
1∑trmax

j=2 (j − 1)ρj
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	F��������!?GHA=������	=!���>:����!��
�� ���L=�l���� ��ß�����?��!�����>?���"�?�S!� �	ß����!����<�S�E���� �!��?GDA��
����L��7AD;�����>:������>C[����
~<��!��

ó ï
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	���A=�6	�!� D�S���WL��B���?��!������W�� ��=L��l���� ���L��W���S��[=�����l��M�#Pf6���=��� N�L������6���y��A��l�S��N��� �A������U�� ��6 �	�����>?�����R�S�� ����U	=��!
	�!� ��!���>:>:�R���� "�ç������MV����!��y����!� "�"�C�O F�7�<��A�M7���B���ç���=��M�!����"�����E�� ���L=�l���� ��çL=�y���S��[���������M ù§«T� ¼ ú L=MO�=�=���y	=��!
�mJKM�GHA��R���� ��l?kõ�#îï ê @<#
TgÆ�1 $ Ê 4+U ë 2LÏp2F4ZÍ|Ì�UW*�UW1W%²,XÌ31C4�2P% ëÈë Ïp2F.{Ì31 ` ê�¬ e T

� �O�����������<���� ��y�a	P "A�!^ �[�oq���<����_PLnJK������A�����!���!^���7�(	P�7!�_` �!�>y�����7���(L��@�= ��(L=�� FM�!��7�"���(	=!� H���7����A=�^LnJK �	D�S��>?�l�
���R���� ��EL=A
	�!� ��=�YLnJK��!�!�M7�A�����!��l��M�	P �A=!@L��l�Q�7!����7������AD;Xc��+T��ç#PcU�
�=�a�7JK���"�SM�!���������!��?L=���������<�����a�����O���� ��
GHAnJZ8��mJKAD�����������R�S�� ��yLnJKA����3A�����GDA��3�� ������S�������R���� ��y�7 �>?	=���<;��3L��3[=�����"N"�� ��l�g���B��f s ��õ�#Qi6 �A���	�!�M������Q����!� ��=�
�� �A��ULnJZ��[P �!�LX���7�6	=!� ��=���6LnJK��!�!�M7�A�����!�����MW �[D�S���HA��6	���!6���:>:������>:�����R���� ���L=�B���y	=!� �[=��[������l��MWLYJK�7!�!���A=!3��A�!
�����6[��l���6LYJK����_� �!�>:������ ���?kGHA=���mJK ����� �>?>:��!��:>?M<���= HL��

minPe
@@	P �A=!��7����A��l���B	�!�M������Q����!3����A�;
 �[������HA=�

	=��!U����>?������>:�����R���� ���L�A\����A����Û?
minS

@3�O���7��NF	P �A=!U������L���AD;�>:M<���= HL�����LYJK �	�����>?�����R�S�� ��\L�MO�Q���� �	=	PM����
L=���=�W�����W	�!�M���M�L=���"���7�B�����<�S�� ����7#9t(��	=��!�������������N9�� �A=�WL�������AD�S��!� ����W���X	P�7!q�����=�������yL����� ��C��	=	�!� D�S�����C8
��!����H��!���L��7�@����>CA����R���� "����A��������������"�6L������� DL����3bIT�] � L����S�����������@����!�����[������7#
GHÝ � Ý�Ü � Ñ Ü�Ñ Ý�ÑmØ�Î-Ð"ÑkÖ9Üj×uÒßàkÎ â�Ï�Ö�wuÎ�wgÑ à Ñ�ÐKßÔ×[ã�Ò�Ï"Ï�ÒPÞuÏ�â@Ö9ÞuÏ�Þ�Ü^Òª��Jz��á G

T������@���<������	=��!q�S������ �A=�p	�!�M7���7�"�� ��=�p�����@!�M���A=�l�S�R���@ �[D���7�HA��@	=��!p���C>?���=��>?�����R���� ���L������C	=!� �[=��[=�����l��M
LYJK�7!�!���A=!@	P �A=!@L���A�;��7������AD;
��M������<����_������
_`!�M�GHA=��������N=8?�����Q ���!��

� d3�E�7���=���Yf�T���b\�qr�	���GDA��aL�M��=���Y	���!@����!�M�	P ��=���a��>?	=A������� ��=���������
hADSL

�

hADSL = [0.06, 0.72, 0.54, 0.36, 0.18, 0.114, 0.078, 0.054, 0.033, 0.018, 0.012].

� d3���7�������uL= ��"��������	F���<�S!��yLYJZ��>:	����l�SA�L��������C�= ��D��>? ��= ��� ��=�0?m�����çL=�y>? "�"��!��7!BGHA=�y�� ���!���>?M<�
���= HL��@LnJK �	D�S��>?�����R���� "�:	P��A��uM�"�����7>?���"���7JZ��	�	=����GHA=��!(8a���p��r�	F�@L����7���=����@/��	FM������=M�	=��!(����!�M7	P ��=���
��>?	=A������� ��=���������

hnm
�

hnm = [−0.21,−0.17, 0.31, 0.68,−0.27,−0.15, 0.19, 0.13].

w3��	=	P���� ��=�nGHA=�(�mJK �[�oq���O����_DL��(�� ���!��(L�M<�H���� �	�	F��>?�7�"�IL=A���!��l����!��(LYJK �	�����>?�����R���� ���	=��!n���@>?���=��>?�����R�S�� ��
L������a	=!� �[���[������l�SM�LYJK��!�!���A�!(������L=�@�7 �������!�A=��!���L����u�� DL�����bnT�] � ���Q�7��L���[F ������7�(	F��!�_` �!�>:���=�����(�� �!���GHA��
���g�S���������

N
L��(���7AD;H�������7�q�9_k����[�����#VT����=�n�mJKMO��A�L=�^L=���I	P��!�_� �!�>:���������nL=���I�� HL��7�IbIT�] � ��A=!Y���^�V���=���QegfUe@v

!�M7��������M7�BL������6���W	�!���>:����!3�<�=��	��l�S!���N��= �A��U���Q ��=�6 �[=����!q�QMW	P �A=!3A��=�a�S���������
N
�=�����WGHA��W���:	=!�M��������7�BL��

�<r��7������8C�mJK���"�SM�!�����A=!pL�A
�!���	=����_����O�� �!������YL�M�"!���L=�������"�����7�@	P��!�_� �!�>:���������7# � �<������L=M��!���L��R���� ��
M<�S���Q��L��
	���A=�a���7�����"�SA�M���	���!�A����S�� "�l;\L��

ρ
��>?	F �!q�S���Q�VN-�� �A=�� �	D�S��>?������!� "�������� �!��a�� "���� DL�����bITU] � ���H�������7�

	=��!���>?�<�S!�������A��l�����"�����
ρ(x) = x7 N tcmax = 10

#�bY��!����=L���>:���"�3L����� HL=����aM<�<���"�3��;�M�8
R = 0.5

#
b(JK �	D�S��>?�����R���� "��L=Ay	=!� ��=�PLYJK��!�!�M��A=����!��l��MUL������7 HL����pbITU] � 	F �A�!����6�7�������

hADSL
 �A����6�V���=���

hnm
N

�aM<��M��O F�7�<��A�M���	=��!^���a>:������>:���������� ��:L=�@���a	�!� �[=��[=�����l��M�LYJK��!�!���A�!(L�M��=������	=��!(�mJKM�GHA��R���� ��0?kõ�# ó @+	F �A�!(A����
�������7A�!(L��

(Eb/N0)∗
�O�uL=�

L
�S�� ����������u��A��l�"���"������>:M<���= HL��@	=!�M������"�SM��@L������(���a�����<�S�� ��:õ�#îíD# ê # ê #QbI�6�<���������

L�AE>? ��6L����� HL=�U������M7�aM<�S���"�6L�� êVì í�õ�N=�� �A=�3���Q �������;�M������� �>W[=!���>:�R;���>CA�>¨LYJK�l��M7!��R���� ��=�38
L = 30

#
bI��>?���=��>?�����R���� "��L=�����
	�!� "[=��[������l��M?LYJK�7!�!���A=!���M<��M?�O -���<��A=M��:8

(Eb/N0)∗ = 3.48
L=e¯	P �A=!a���?�7���=���

fUTa��b �O�W8
(Eb/N0)∗ = 2.3

L=e¯	F �A�!����?�V���=���
hnm

?k�� ��� �����GDA��:�������"������A=!���L��
Eb/N0

�� ��Q�B[=�����
����_�M�!�����A=!����6��AD;
����A=������ "[D�����DA��6���Q�������7��>:~�>?���3	=��!���>?�O��!����3�� �!��3L=�a�mJK "	D����>:�����R���� ��X	=��!3������!��l���7!���L��
����>:������>:�����R���� ���L=Ay����A����mND8������Q ���!�GDA��3���6����A����P	P �A=!u���6�7���=���PfUTa��b������

(Eb/N0)∗ = 5.48
L�eß�<�gGHA=�

������A=�Y	F �A�!@�����7�������
hnm

�����
(Eb/N0)∗ = 3.51

L�eÛ@O#
i6 �A��p���Q ����u��!�����M6��A=!��������=�A=!�����õ�# í��<�põ�#ZïB�����g	�!� �������LnJK��!�!�M�"A�����!��l�SM6 �[������HA=�g��	�!��7�� �	�����>?�����R�S�� ��

	=��!
minPe

!��7��	F���<�S�l�Q��>?�7�"�C��A�!����y�7���=���(f�Ta��b
hADSL

�<�C���y�7�������u�� �����>? "�� ��� ��=�
hnm

���������uGHA��
����A=!���	F���<�S!���LYJZ��>:	����l�SA�L���#Pw3��	�	F���� ����3GHA������7�3[��l���3LnJK����_` �!�>:�R���� "�E�� ��"�6	=������M��3L������3�����3�� �A�����[�����L=���
	�!�M������"�S���Q�:���
>?�7��������A�!:w6��e6#^z��@�����y���� �!��?���Q��M�!��7�������Q�:L=���= �����!?GHAYJî���Q���
���
��!��l�S��!��
LYJK �	�����>?�����R�S�� ��
ó õ
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×tØ�ÙÛÚ õ�#îí � ]^!� ��=�ILnJK��!�!�M�"A�����!��l�SMB �[������HA�	=��!3>:������>:�����R���� ���L��W���:	�!� �[=��[=�����l��MBLnJK��!�!��7A�!3	F �A�!3���W�7���=���f�Ta��b�L� ��"�6���a��	F���<��!��aLYJZ��>:	����l��A=L��a>WA=�l����	=����Ma	���!3ô������3M�"�����7>?���"�6!��7	�!�M������Q��M�#

�= �A��( "[D�����= ����(L��7�(	�!� ��=���(LnJK��!�!�M��A=����!��l��M�L=�@�� DL����ubIT�] � ������ �A=���Q�<?m	=��!(�mJK���"���7!�>?M�L=������!���L=���(	P ������� "���
pi

@:��AD; [��l����L��E!���L� ��=L=���=���E�������� H�7A�L��yL=�EL� "����M7���y�����y	=��A��y_�����[=����>:���"���� ��=�����<�SM��y�� �����í�Nu���� �!��
GDA��a�����@[=�l���@LnJK����_` �!�>:�R�S�� ��
�� ��"�6������ D����M��3��AD;��� H�7A�L��@L=��L= ����=M����@L=��	=��A��@_` "!q���a�� ����=���<���l���l��MB�=�����=���mN
λ̃2 = 1 − R

# � �7����������=���=��GHA=���= ���!�����!��l���7!���LnJK �	D����>:�����R���� �����������L������7��8 >:����A�;�	�!� ���M���7!����7�
[=�l���
LYJK���=_` �!�>y�R���� ��n#����� �� �����7 ������7�"��!���A�����GDA���>:���"�E��A�!
��� ����!����A�!
L���[�����L=����A=	�	F �!q�EL��7��[=�l���
LnJK����_` "!�>:�R�S�� ��YN7�� �A=�n�� ��=�q�<�R�� ��=�nGHA=�^	=��A��n���uw6��e\L=���=�n�����n�� �A=�����7������AD;a�����9_�����[����(	=��A��n���@�7 ������7�<���l���l�SM
������ �A�M�����AD;�[=�l���@LYJK���=_` �!�>:������ ����S!�������>?���pL������p�7���@�� �A=�����7������AD;���������>:	P �!q�<���"���"#�T����=�@���<���S�U[�����L=��N
���C	�!� ��=�9LYJK��!�!�M��A=����!��l��MC����>W[=���WL= ����E���7 �>?	F��������!U�����U>?M�_����l������L=A��7�������mNP�� F���<��A����"�����������9A=���W�� �!q�S�
LnJKM�"���������R�S�� ��Y#�bn���p	P "�lr�����>:���gL=MO�=�=���������Q�@�����g	=!� ������gLYJZ��!�!�M��A=����!��l��MU!���	�!�M7���7�"��M��p��A=!g���������A�!����gõ�#îíB�O�
õ=#Zï��� ��"�W�

λ̃ADSL,opt(x) = 0.5x+ 0.1221x2 + 0.0165x3 + 0.1035x4 + 0.0029x5

+0.1016x6 + 0.0675x7 + 0.0772x8 + 0.0087x9.

λ̃nm,opt(x) = 0.5x+ 0.0069x2 + 0.111x3 + 0.1202x4 + 0.1455x5

+0.0263x6 + 0.0102x7 + 0.0058x8 + 0.0745x9.

i3 �A��U���Q "���6���=��A=�l���B����>WA=��MB�����6�� DL����UbITU] �  �[D�����DA��U���Q���W�� ���!��B	�!� H��������A��6LYJK �	�����>?�����R�S�� ��X	=��!
minPe

�<���O F���<�SA�MBA=�X���=����>W[����WL��W�� �>:	=��!������� ��\���Q�7�BA=�X�� DL��B!�M��A������7!�NPA��X�� DL��W �	D����>:����MB	F �A�!6���
�V���=���/egf�epv��<�a����NP	P �A=!6L��� FM�!����"���7���S�����������UL��W>: ���L��W�� DL���#FT������U�� "�6����>WA=���R���� ��=�7NP���W�� ">W[�!��BL=�
�� �A=����	P �!�����A������6�����U��;�MW8

Nsp = 512
NP���y�� ��=�A���A=!3L=AX	=!�MO��;��B�<r�������GHA��C8 ê í:�<�����:�� "���A=��A�!6L�A�>? ��

L=�a�� HL=��8?A��
>WA=�l����	=���aL�AE�� �>C[�!��aL=�a�� �A�����	F �!q�S��A������
N = kNsp

#
t/�<���"��L= ����=MEGHA=�X������	P ����l�S�� ����

pi
L��7�?�<��AD; �� ��=���<;��� �����_` ��"��	���!q�����X8ç	=��!q�����Q������!��XL=�X�� ���!��

����� �!��l���=>?��LnJK �	D����>?�����R���� ��CL�AW	�!� ��=�HLYJK��!�!�M��A=����!��l��M��O�+���=�WLYJKMO�S��[�����!9A=������ �>:	=��!������� "�WGHA=�Q�� ��l�+���3	=��A��
�= ����=~<����N=�= �A��6���Q "���3���Q��!���������M����7�3�� H�7A�L��3L��BL� ��=��M��7��L=AE�� DL��BegfUe@vj!�����L����"�U���������n���7�3	P ����l���� "���

ó ô
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×tØ�ÙÛÚ õ�#Zï � ](!� ����ILYJK��!�!�M��A�����!��l��MW �[D���7�HAX	���!3>?���=��>?�����R�S�� ��XL=�B���y	�!� �[���[������l�SMBLYJK��!�!���A�!6	P �A=!3���B�7���=���
hnm

L� "�"�3������	P���O��!��aLYJZ��>?	����l�SA�L���>WA=�l����	�����M�	=��!<�C�����6M�"������>:���"�6!���	�!�M������"��M"#
L�A\�� DL���e�f�epv ���=L��� FM�!����"���7��#Y�DA=!6���y�="A�!��Cõ�#Kõ�NF�= �A���	P �A��Q ��������� �!��U�7 ������S�R�S��!6GDA��C�mJK �	�����>?�����R�S�� ��
L�A�	�!� ����FLYJK��!�!�M��A=����!��l��M6����������GHA����� �A��p�mJZ���H ����p	=!�M������Q��M��U	F��!�>:�<�@L��3��!� �AD�Q�7!gA���>?���������7A�!g�� DL������Q�7��N
	P "A�!pA=���S��AD;�LYJK��!�!���A�!@[���������!��aL��a�mJK �!�L�!���L=�

10−5 N�A=��"������L=� ê # íWL�e 	=��!p!���	=	P �!��3��A
�� HL=�aegfUe@v�<��L=� ê #Kõ�L=e 	=��!p!���	�	F �!q�3��A��� DL���!�M��A=������!�#=��A�!p���W���A�!���õ�#îôDN��� �A=�@���Q "���@!���	�!�M������"��M�����>:~�>:�6��r�	P�
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a posteriori
�mJZ��	��

	�!� H�S���aL=M<�Q���� "	�	PM7�����Q�����mJZ����� �!��l����>:��LYJKM<�Q ���A����� ��EL=�� FM�!����Q������������#
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hB
k ð ��mu�

hB = [0.407, 0.815, 0.407].
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	P "A�!+ �[�oq�7�<����_�LnJK������A�����!���!+���3�"������L��l�SMpL��p�= ���!��@��	=	�!� D�S���p	F �A�!+L��7�+�7������AD;�L� ��"�(�mJî������A�!��@��	P�7�<��!������@M<�S���l�
L��� -M�!����"�S��# � ���7��M<�S���Q�W��������L=M�N9�����= �A��������� �!��C����>C[���M�	���A��W���"��M�!��7�������Q��L=���=�W�����V��L�!���L����mJZ�������lr����
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minPe

N� �	D�S��>?����M�	P �A=!p���a�7�������negfUe@v��O�3!�M7�A�������!7#=bI�W�S���������aL=A
>: ��3L����� HL��������
N = 1024

#

���qr�>?	D�S �����GHA=�aL������� DL����3bIT�] � LYJZAD������������!�A��E�7���=���n	���A=�@��M����7�<����_�#
b^JK "	D����>:���������� ��XL=AE	=!� ��=�ILYJK��!�!�M��A�����!��l��MB���������� �!��6�O F���<�SA�M��B	=��!3���:>?M<���= HL��BL�M��7!��l���BL=���=�3���?�����O�

�S�� ���õ�#îíD#îíy��JK�7�q����8R��L=��!��WGHA=�W�� �A=�6 �	�����>:���� "���U�mJK��������>W[=���WL=���6	���!���>:�<��!��7�6L=MO�=�=���6	���!
[λ̃1 ... λ̃Np ]

L=�
>y�������7!��W8:>:������>?������!6���B����A=���I�<�U����NP	P �A=!

ρ
N
R
�<�
tcmax

��;�M7��#Pbn���6����A������6L��B�� ��Q�Q��!�����=���
(Eb/N0)∗�� ��Q�B�7������A���M7� ÷SB&D�ü<þ�ú��SÿGD!�Sÿ 8��mJZ����L��?LYJZA�������� �!��l�S��>?�:LYJKM<�Q ���AD���� ���L��?L����=���l��M?�<;����<�S��#nbY�:�S�� ��l;�L=�

ρ�7�q�6_����l�3M7"������>:���"� ÷aB&D�ü<þ�ú��Sÿ�DK�Sÿ ���= �A���	=!�M������"�� "������������ HL=���� �	D����>:����M���L� "�"�3���C��������A=!@L��
ρ
��_� �A�!��=�

��������A����nL��a�� "�"�Q��!�"������������	���A���_�����[�����#
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R = 0.5
�<�:���y�S��AD;�>y�R;���>CA�>

L=���� ����=�<;��� ��X8
tcmax = 200
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profil d’irrégularité
spectre d’amplitude * 23

×tØ�ÙÛÚ õ�# ð � ](!� ��=�pLYJK��!�!�M��A=����!��l��M� �[������HAÔ	=��!�>?������>?�����R�S�� ��ÔL�AÔ���7A����p	P �A=!C�����7���=���gf�T���b L� ��"�:�����	P���O��!��aLnJZ��>?	=���l��A�L=�a>WA=�l����	�����M�	=��!6í�ï��7�q�6M�"������>:���"�6!��7	�!�M������Q��M�#
bn���^	F ��lr����">?���

λADSL,opt(x)
�<�
λPB,opt(x)

�7 �!�!�����	F ���L����"�u��A�;C�� HL=���^��� �[���AD;��� "�"�(L� ��=��M��^	=��!p�
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profil d’irrégularité
spectre d’amplitude *12

×tØ�ÙÛÚ õ�#>� � ]^!� ��=�-LYJK��!�!�M��A=����!��l��Ma �[D���7�HA�	=��!p>:������>:�����R�S�� ���L=A�����A=���-	P �A=!p�����7���=���Y](!� "�K=H����e L� ��"�3���
��	F���<��!��aLYJZ��>:	����l��A=L��a>CA��l����	=����Ma	���! ê í������3M�"������>?���Q�6!���	�!�M������"��M�#

� 	F �A�!����a�7���=���Yf�Ta��b �
λADSL,MAQ−4,opt(x) = 0.1681x+ 0.3967x2 + 0.1414x5 + 0.0305x6 + 0.0078x15 + 0.1273x16

+0.1276x53 + 0.0003x54

ρADSL,MAQ−4,opt(x) = 0.13x6 + 0.87x7

� 	F �A�!����a�7���=���n](!� Q�K=H���3e¯�
λPB,MAQ−4,opt(x) = 0.1747x+ 0.5368x2 + 0.0501x5 + 0.1172x6 + 0.0471x18 + 0.073968x19

ρPB,MAQ−4,opt(x) = 0.25x5 + 0.75x6

i3 �A��3	P "AD�Q ��=�p�� �A��3LnJZ��[P �!�LE!���>:��!�GHA��7!@GHA=�����C��������A=!@L=�
ρ
 �	D����>:����Ma	F �A�!��� ��3�7������AD;
��M������<�S��_`�

�7��_`!�M7GHA����=���������?����!����>:���"�?����_`M7!�����A�!���8����������� �[D���7�HA������Q���������C>:~�>?���C	���!���>:�<��!����5?
R
�O�
tcmax

@
	F �A�!
�����V���=����egfUe@v L������
�����S����	��l��!�� ê ?m8 �����Q "��!

ρ = 12
@�!���oq ���"�=���"�������=���mNpA=� !�M���A=�l�S�R�XGHA��

�7 �>?>:��������8E~<�S!��y�� ����DAç�<�C������	=A������"�CGDA��y	���A=�B���y�7���=���uL��y	=!� �	=��"�R���� ��������E�SL����:�7�����D�C	=��A��
ρ
�����

_k����[�����kKí ð m #9TCJZ����������A=!��7NI�� �A=�B	P �A��Q ����B�= �����!BGHA��
ρ
L=��>?���DA��:�� �!���GDA��y���
��M����7�<���l���l�SM:_`!�M�GHA��7�"�����������yL=A

�V���=���U��A=�>?�7�"����#gbI�ç������ ��=L���!���>y��!�GHA=�XGDA����� �A=��	F �AD�Q "����M<�<��[�����!���A ��A L����������� HL=����������GHA=�
>y�����!�MC���C_����l�aLnJZ���Q ���!���AD�S �!�����MCA��X�S��AD;�L��C�� ����=�<;��� ��\>y�R;���>WA=>)8

tcmax = 200
NF���C�� HL=�W �	�����>?����M

	F �A�!6���W�7�������If�Ta��b��=�B!���GHA����7!q�UGDAYJKA��E�S��A�;XL��W�� ����=�<;��� "�X>y�R;���>CA�>08
tcmax,ADSL = 55

�<��������A��
 "	D����>:����M6	P "A�!u���6�7���=���F](!� "�K=D���geß!���GHA=����!q�pA��?�<��AD;:>y�R;���>CA�> 8

tcmax,PB = 20
# � �6	��=M��� �>:�����3�����

�S �A�oq �A=!��68?�mJKM<�SA�L���N�A�����	F �������[������l��MBLYJK�<;�	������7�R�S�� ��XM<�S���Q�W�=�mJKA������������R���� ��XL��B_` �!q���3L=���!�M��3L=���� ����=�<;��� ��
L=��>?���DA��U�� ��=����L=M�!���[=����>?�7�"�@���W	�!� �	P �!����� ���L��U[=�l���g	=!�M������"�<���"�@�������S��AD;�L=�U�� ����=�<;��� ��n#�TU�����p���U�7��L�!��
L=���S!�������>:�������� ��=�?��A�!?A��Ô�V���=���3c��+T��ª��M7�����<����_6���ß_`!�M7GHA����=��������GDA����@	�!�M������"���
L����:�� �A=����	P "!q����A=���7�
���H����L=�E��!�����_�����[�������w6��eUN����U������	P��A���~<��!��\	���A������Q��M�!����������"�
L���L=��>?���HA=��!����E�<��AD;|>y�R;���>WA=> L=�
�7 ������O;��� ���	F �A�!����Q ���!aA=���?	�!� �	P �!����� ���	���A=�a��>?	F �!q�S���Q���?L��?[����������Q�7�?���C�S��A�;\>y�R;���>CA�>
NY	F �AD�����"�
���������Y�� �>C[=�R���S!��a����_` �!q�6[�!�A��l�6��L=L��l����_/L=���=�@���7���� �A�����	F �!q����A=�����@L=M��!���L���L�M��7��#
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ca�+T��¨>: HL=A���M��@	=��!+A=������f s � ê7ð ���Q�7�@�� ��?M�GHA=�l�������7�"���@>: HL�A=��Mp	���!^A��?���=����>W[����@L=�@�� ������S�������R���� ��=�
������A��7�ILYJKA=���������� H�7�R�S�� ��BL��u[��l�S�I!�M7��������M7�uL��(>y�������7!���8@ "[D�����=��!nA=���(�j�:�7���7�l��Mu��	P���O��!������uM�GHA=�l���������Q����8@���
��f s � ê7ð ? � _�#Q�S�=��	=�l��!��Uí!@<#Hb(JK �	D����>:�����R���� ��yL=���mJK��!�!�M��A�����!��l��M3L=���u�� HL=���u�7JK�O F���O��A���!��a	���!(>:������>:�����R���� ��
L=A
����A=���YL��a�7 ��"�Q��!�������7��#
G(Ý7GHÝGá � Ñ Ü�Ñ Ý�ÑmØ�ÎFÐQÑkÖ9Ü�×gÞ�Ø�ÒPÞ�Ñ à6â@Ö9ÞuÏ\Þ�Ü(Òª�dJz��á Ü<�

T6��>:~�>?�CGDAYJZ8����������<�S�� ��\õ�#îï�#îíDN-�� �A=�����H ����� "	D����>:����MC���C	=!� ����/LYJK��!�!�M��A=����!��l��M�L������� DL����abIT�] �
	F �A�!�A��=�?A��=��GHA��:�� ��������7�����R���� ��ç��f s � ê7ð ��A=!a�����B�7���=��A�;�f�T���b �<�C]^!� "�K=H���WeU#ni3 "A��B���Q "���a��;�M:���
!�����L=��>?���Q��L����� HL=��"��8

R = 0.5
�<�
tcmax = 200

#gbn����	=!� ��=����LnJK��!�!�M�"A�����!��l�SMX!�M���A��l�S���Q����8��7�<�����
 "	D����>:���������� ��X�� ��Q�U!���	=!�M������"�SM��3��A�!3�����3�="A�!����6õ�# ê í:�<�Uõ�# ê ï�#FbY�7�3	F ��lr��=��>?���6��	PM��7�������"�U�mJK��!�!�M��A�����!��l��M
L=�a�������7 HL������� ��"�6L� ��=��M������l��L������� �A����

� 	F �A�!����a�7���=���Yf�Ta��b �

λADSL,MAQ−16,opt(x) = 0.1507x+ 0.4309x2 + 0.0041x6 + 0.1905x7 + 0.0765x23 + 0.0425x24

+0.0403x63 + 0.0643x64

ρADSL,MAQ−16,opt(x) = x7

� 	F �A�!����a�7���=���n](!� Q�K=H���3e¯�

λPB,MAQ−16,opt(x) = 0.1739x+ 0.5436x2 + 0.1647x6 + 0.1177x19

ρPB,MAQ−16,opt(x) = 0.25x5 + 0.75x6

bY�7������A=������L=�����7���� HL=���?bIT�] � ���������pGHA�������A�;� "[D�����DA��?���Q�7�������� HL��� "	D����>:����M�	F �A�!������7���=���
egf�epv&�� ��Q�p����L���GDA�M��g��A�!������S��[=���7��A�õ�#îí�#Di3 ��S ����gGHA��6���7��M7�7��!q���g���"�S!��6�����g����A������gL��7���� HL=���g �	D�S��>?����M��
���H���p�����7��	������l��M@L����^�7������AD;��� ��"�(L=A�>?~7>?�p �!�L�!��@GHA��p	F �A�!+���p�7���(L��p���U�7 ������������������� ��:�Xf s ��õ�# � �<���S�
!���>:��!�GHA��6�������"�p�� �A�oq �A�!��p�� �!���GHAYJK "���� �>?	���!��������p����A=�����pL����p�7 HL����p "	D����>:����M��@���Q��������A�;� �[������DA��@���Q���
������ HL=�a �	D�S��>?����Ma	F �A�!����a�7���=���negf�epv�#

ê7ì ï



»X¼ ÷.BPÿ�þG��úI�L¾8l�BFþkÿ�ýCÿ�üO÷"þkÿGDKP�ûQú<üg�{DVûQú<ü b�¿�À » BEDKY3�Bù�ú<ü�þG��÷!P�üSýCÿ�üSüSÿGDKP�üaýJY�ùlþkÿ*æ B&D!�<þ�ú�YHü�ú<ü
�Xf s � ê7ð N=w<; ê � í �7�������YfUTa��b\?�ôD# ê õ:L=e�@ �V���=���n](!� Q�K=H���3e}?mï�# ó ôCL�e�@
�� DL��a �	�����>:����M �� HL=�af�T���b �� HL=��egfUe@v �� DL��B]^!� "�K=H���3e �� HL��Be�f�e@v
(Eb/N0)∗

?mL=e�@ ôD#>�!� ôD# ó í ôD# ð ô ôD# ó í

NPORQºÚ õ�#îí � ����A������BL��y�� ��"�Q�7!�����=���: "[D�����DA��B	=��!�MO�Q ���AD�S�� ���L=�:L��7�����l��M:L=���B�� HL=���WbnT�] � L=�:!����=L��<�
>?�7�"�

R = 0.5
 �	�����>?����M��B	F �A�!����:�7�������(fUTa��b^Nn���y�7���=���u](!� "�K=D���We��<�W���:�7�������uegfUe@v �� �!���GHA=�?���

�� ��=�q�S�������R���� "� A�����������M��������?A����
�Xf s � ê7ð #+bI���V��	=�����l�SM�L��7�C�V���=��A�; 8��7�"��!�M7���Xf s � ê7ð �7�q�?����L���GDA�M��
���"�S!��a	=��!����"���=�������7#
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profil d’irrégularité
spectre d’amplitude *30

×tØ�ÙÛÚ õ�# ê í � ](!� ����(LYJK��!�!�M��A�����!��l��M: �[������DA�	���!�>?���=��>?�����R�S�� ���L�A�����A=���(	P �A=!a���y�7���=���(f�T���b L= ��"�W�����	P���O��!��CLYJZ��>?	����l�SA�L���>WA��l�S��	�����MC	���!�ï ì �����aM�"�����7>?���Q�a!���	=!�M������"�SM�#-bI���� ��=�����������R���� ��\A�����������M��C�7�q��A����
�Xf s � êVð #

f6�=��L����7 �!�!� �[F �!���!����7�a!�M���A��l�S������LnJK �	D�S��>?�����R���� ��nN-�� "A��a���Q "���a����>WA=��M������a�� HL=���� �	�����>:����M7�����Q���
A��=���S!����:�!�����L=���S���������

N = 65534
�<�?��!�����M
���7A�!��:�� �A�!�[P���:L��
	P�7!�_` �!�>y�����7���?��A�!?�����?���A�!����:õ�# ê õ

�<�Bõ�# ê ôD#ni6 ��� ��=�aGDA��?�������� HL=��������>WA���M7�a�<;�����[F���"�BA����� F�<�BL=�?����A����(8 ì # ð L=e¯L��7�a����A=�����U�S��M� �!���GHA��7�
	�!�M������"��M���L����������W�<��[�����õ�#îíD#
GHÝFGHÝ � �Xâ^ÐQÑ Ý�ÑmØ�ÎFÐ"ÑmÖ9Ü�×uÒ�Ø���Ö^×uÒ�ØXÙ6Ú�Í�Õ£Î 5 ÒL��ÎIà àkÖO��ÎFÐ"ÑkÖ/Ü�×uÒxwgÑ�Ð�Ø

i6 �A��C���H ����W�7����A��l���� �	D�S��>?����M������W	�!� ��=���CLYJK��!�!�M��A�����!��l��M�L����W�� DL����CbIT�] � 	F �A=!BA����qr�������>?��L��
��!�������>?�������� ���ca�+T�� ��A�!a����GHA=���^��MO��M��� F���<��A=M�A=���?������ D�7�R���� ���L=��[=�l���7#Ybn���= �>W[=!���L��?[��l���������� �A�M��
L=���=���S����GHA=���� �A�����	F �!q���7A������:�\M<��M��7 ��"��!������"�y8�~<��!��
	=����!��O�:����>?�l��ME8 ð #^bY�7��	=!� ������?LYJK��!�!�M7�A�����!��l��M
!�M���A=�l�S���"���� ��Q�3M<�SMU��!�����M�����A�!@���7�@�=�A=!�����õ�# ê7ð �<�3õ=# ê �D#
h º3��·�À � ¿Iº�ÌT" b ú<üÁB���D¹Nuùîü�ûp� ÿ*�.�{��QKY�ùl÷!�Sÿ�þ��5��úzB��{�Sü7ú�P=þ��<üyü.Y&��ù�ú<ü<NXQ!Y3��ú<ü{�L¾�½,��ú�þ��L¾�½� 0DKP�þU��þ��
þG��÷T�È�<ü
ú�P@��DKP���þkÿGD!P�ûQú<ü¶BL��D.BEDK�OþkÿGDKP�üBûQú<üaPLDVú�Y�û�ü�ûQúWûTDKP�P���ú<üWúOþ�ùl÷|PP÷�þGY3��úWûHú<üU�ÈDKP�ü<þ�ú�ù`ù�÷�þkÿ�DKP�ü�ÿ*PPû�ÿGûjY��SúSü�ü�DKP�þ��ú�ù`ù�ú<ü�ûjYDÿ�÷�ù ÿ`ýyúFP�þ�ú�P�þ���ú<üJPLDRú�Y�û�ü:ûHúyûTDKP�P���ú<üj¾B±pþ ÷KP�þ6û�DKP�P��-ûjY=ú:ù�ú�PLD�ýyø���úyûHúSPLDRú�Y�û�ü:ûHú�û�DKP�P���ú<ü�{DKP�PFú.�Oþ��<ü[üÁY3P�ü.Ã�ýyø{D�ù�ú6ûT�zB=ú�PPûWûHú3ù�÷Bþ ÷�ÿkù`ù�ú3ûHú���ú�ù�YDÿ*æ��Oÿ7�nÿ�ù�ú<üOþnÿ`ý[BEDK�Oþ ÷KP�þ/ûQúÇPFúWB�÷�ü�O÷�ÿ*��úUûp� ÷�ý:÷�ù QQ÷�ý:ú
ú�P�þG��ú�ù�ú<ü�BL��DFB&DK�OþkÿGD!P�ü�ûQú<ü|PADRú�Y�û�ü�ûHú�û�DKP�P���ú<ü�÷"ùîÿ`ýyú�P�þ��<ü�B�÷K�5��ú<ü?üFÃ�ýyø{D�ù�ú<ü�÷K��ú.��ù�÷�BL��DFB&DK�OþkÿGD!P ûQú<ü
ê7ì õ
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profil d’irrégularité
spectre d’amplitude *12

×tØ�ÙÛÚ õ�# ê ï � ]^!� ��=��LYJK��!�!�M��A�����!��l��M3 �[D�S���HAy	=��!u>?���=��>?�����R���� "�:L=A:����A=���=	F �A�!u�����V���=���P](!� "�K=D����eÔL� "�"�g���
��	F���<��!��WLnJZ��>?	=���l��A�L=�C>WA=�l����	�����MC	=��! ê íy�����aM7"������>:���"�a!���	�!�M������"��M�#-bI���� ��������������R���� ���AD����������M7�C�����aA=���
��f s � ê7ð #

üFÃ�ý:øÈD�ù�ú<üÇ�{��ú�ù�ù�úOýyú�P�þW�OýCÿ`ü<üCþG��÷!��úF�Sü6ù�úa��÷KPP÷"ù�¾ ¿ úOB-ù�YHü��/ù�DK�Sü6û�� Y3PFúU÷"ù`ù�DI��÷�þkÿGDKPEûHúaøOÿ�þ�ü�ÿ�ù�ü�úHB=ú�Y�þWûjY=úUù�÷
ø�÷KPPûQúÇY�þkÿkù�úUûKYx��÷KPP÷�ù&PFú�ü�D�ÿ�þEB�÷�ü[�ÈD�ý[B-ù���þ�úOýyú�P�þ/ú{cFBFù�D�ÿ�þ���ú���ú�ûjYDÿiP��.��ú<ü�üSÿ�þ�úU÷�ù�DK��ü3û�� Y�þkÿ�ù ÿ�ü�ú���Y3P-PLD�ý:ø���úB-ù>YDü:ÿ`ý[BEDK�Oþ ÷KP�þaûQúq�{DKP�ü<þ�ú�ù�ùl÷"þkÿGDKP�ü�ûQúJQ!��÷KPPûQú<ü�þ ÷�ÿ�ù�ù�ú<üj¾ » úÈ�OÿUú<ü<þ�ûp� ÷�ÿ�ù`ù�ú�Y3�Süyù�úq��÷�ü�ù�D!��ü�ûjYO� DKP|ú��6úÈ��þGY=ú
ù¹� ÷"ù`ù�DI��÷�þkÿGDKP\ûQúBøOÿ�þ�ü6ü.Y&��ù�úU��÷KPP÷"ù À ��DV÷�ñRÿ�ü / ú�þ(��� ú<üOþ(û�DKP��¶B&D!Y3�Á�SúOù�÷|ûjY=úaù�÷�BL��D.BEDK�OþkÿGDKP\ûQú<ü�PLDRúFY=û�üaûQú
ûTDKP�P���ú<üÁ�{DKP�PFúÈ��þ��<üaüSY3PFú . ï{¶æ:�²�\ú<ü<þOPFú�þmþ�úOý:ú�P�þLBFù�YHüUÿ�ý[BEDK�<þ ÷!P�þ�úÁûjY=úg��ú�ù`ù�úÁûjY=ú�ùø� DKPJB=ú�Y�þ(DQø<ü�ú��F��úF�BEDKY3�Bù�úC��÷!PP÷�ùAï ¿ � b ¾

i3 �A���	P "AD�Q ��=������ �!��y�� "�����S�R���7!:GHA=�X����!�M�	=��!q���l���� "�|L����yL=���!�M7�yL��X�� ��=�����<�S�� ��|���
�����=L 	=��A���8
���Q�Q��!�����!3���:_` �!�>:�BL�AX�7���=���m# � �����I�7JK�<;�	�����GHA=�B���X�� "������L�M�!����"�UGHA=�B	P �A=!3A��X��r�������>:�W���Q���C������ H�7�R�S�� ��YN
���6�� �>W[=!��3L��6[��l����M�>?���uL��������S�=��GDA��3�� �A=�q��[=���=L��3�YJK�����g	=�����7 ������S���"�RNH��������������!�M�	=��!����l���� ���L�����L���"!�M��
�nJK�����p	=��A��g����>?	����7>?���"�@_` ��=�<���� ���L��6�mJî������A�!��U��	P�7�<��!������UL�A��V���=���F>:�����pM�"������>:���"�@L��6���W!�M�	���!q���l�S�� ���L=A
�= �>W[=!���L��a[��l���@M�>:���Á?k�� ��SM��

Nb(ν)
@<#�b(JK���"���7!�	�!�MO�S�R���� ��
L����mJZ������A�!��aL��7�p	=!� ������pLnJK��!�!�M�"A�����!��l�SM� �[������HA=�

�=��	F �A�!�!������� �!��:���
_�����!���GHAnJK���ß�����?�� �>:	=��!����"�����Q���
����L�������!���[=AD���� ��ßL��
�mJKM�����!�����
	=��!?[��l�:M7>?���?���
�� �!�������L�A��7���=���

Ebs(ν) = |H(ν)|2/Nb(ν)
�<���������������"�aM7"������>:���"���� �>:	D����L�A�_����l��GHAnJZ8��mJK���Q��M�!�����A=!

L=���6�!����=L����6�� "�������������R�S�� ������S���������6GDA��B�����Xf s � ð õ�NP����!q�<�������6[=�l���6���X_` "���<���� "�XL=�B����A�!6	P ����l�S�� ��XL������
���W�7 ��������������R�S�� ���	F��AD�Q���Q�p~<�S!����S!����g>y���P	=!� ���M7�M��7#HfU�������mND�����u�<��AD;�L��U�� ��=�����<�S�� ��������p	���A=�g��>:	P �!q�<���"���
�� ��Q�������� �A=M��U��A�;E[=�l���6	�!�M������Q�S���"�������6	���A=�3_k����[������6M7����!�"�����6������ �!q�����WL�AX�7�������

Ebs(ν)
L��W>:���=����!��W8

>:����AD;�	=!� ���M���7!@�����@[=�l���@!���oq ���������"�6���� �!��@������!�M���A����S�R���@ "[D�����DA��@L������@���a�7��L�!��aL=���mJKA������������R���� ��ELYJKA=���
����A=���a�� "�������������R�S�� ��Y#

bY�7�W	P "�lr�����>:���WL�M��=�����������"���mJK��!�!�M7�A�����!��l��M�L����C�� HL=���CbnT�] � !���	�!�M������"��M7�W��A=!B�����W�=�A=!����Wõ�# ê7ð �O�
õ=# ê �C�� ��Q�B�

� 	F �A�!����a�7���=���Yf�Ta��b �
λADSL,4bits,opt(x) = 0.1176x+ 0.3699x2 + 0.1421x9 + 0.0.1083x10 + 0.0553x36 + 0.0.0211x37

+0.0713x38 + 0.0031x110 + 0.1111x111

ρADSL,4bits,opt(x) = 0.5x8 + 0.5x9

ê7ì ô
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code optimisé : MAQ−16
code optimisé : allocation de bits

×tØ�ÙÛÚ õ=# ê õ � ]9��!�_` �!�>:���������6L=���3�� HL=���3 �	�����>?����M��6	=��!3���:>?���=��>?�����R�S�� ��XL�AX����A����I	F �A�!3���B�7���=���IfUTa��bL=���=�C�����7���� �¡ A=����A��=��GHA����� ��=�q�S�������R���� "�Ô��f s � ê7ð ������A�����������M����<�?L�������������A��g �¡ÔA�� ��������>C[�����L��
�� ��=�q�S�������R���� "���CL���L=�� FM�!��7�"�����B�S�����������C������A��7�WLnJKA����������� H�7�R�S�� �� L���[��l�S�W�� ��Q��AD�S��������M����7#/bn��!��7��L��7>?���"�
L��y�7 HL=��"�y�����

R = 1/2
N9�����<���������yL=Aç>? ���L��y�� DL��y�����

N = 65536
�<�C���y�= �>W[�!��yLYJK�l�SM�!��R���� "���W�����
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f(A) =

∑Nsp
k=1 Ck,MAQ−M (Ak, |HK |)

L�MO�������aL����������a�<�=��	��l�S!��BíD#
�D ��l�

α
��AE�:����>:>?���"��	P�O���l�@�O�

A ∈ S ND	F ��� ���� B = R A+αd
||A+αd||

A��y�Q�7�<����A=!g�������l��A=���Q����Ay�Q "������������
L=�
A
�<�6��	�	���!q���7�=���"�68

S
 �¡

d
�7�q�3A��
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A
N����� �!���LnJZ��	�!��7������_` �!�>WA�����L��ah+��r��� �!38��mJK "!�L�!�� ê N=�� �A=�@	F �AD�Q "����M���!���!��?�

f(B)− f(A) = ∇AfT (B −A) + o(‖B −A‖), ?kfW# ê @
 "¡ ∇Af = ( ∂f

∂A1
, ..., ∂f

∂ANsp
)T
!��7	�!�M������Q���6���6�!���L������"�@L��6���B_` ��=�<���� ��

f
# � �6L=M<�Q���� �	=	P��>:���"�pL=�3h/�7r��� �!
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f(B)− f(A) = f
(
R A+αd
||A+αd||

)
− f(A)

= ∇AfT
(
R A+αd
‖A+αd‖ −A

)
+ o(α)

= ∇AfT
(
R(A+αd)−A‖A+αd‖

‖A+αd‖

)
+ o(α).
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i3 �A��6������ ����7N��� �A��3LYJZ��[F �!�LnN��� �������L=M�!���!@���?�= �!�>?� ‖A+ αd‖ N

‖A+ αd‖ =
√

(A+ αd)T (A+ αd)

=
√
‖A‖2 + 2αATd+ α2‖d‖2

= R

√
1 + 2αAT d

R2 + α2‖d‖2
R2 .
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TUM<�Q�7�� �	�	F ������7�<�����a�= �!�>:��8��mJK �!�L�!�� ê ���
α
N��� ��l�W�

‖A+ αd‖ = R
(

1 + αAT d
R2

)
+ o(α).

?mfW#KõT@
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f(B)− f(A) = αR∇AfT
(
d− AT d

R2 A
)

‖A+ αd‖ + o(α).
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]/ �A�!� �[D�����=��!UA���L�M<�Q���� "	�	P�7>?���Q������>?�l��M?8��mJK �!�L�!�� ê L��C�mJKM7GHA=�R�S�� ��ª?mfW#îô!@<NF���+��A&����L��C�� ��=����L�M�!��7!UA��
L�M<�H���� �	�	F��>:���"�?����>?�l�SM�8��mJK �!�L�!�� ì L=A L�M��= �>?�����R����A=!x?k��������!�>:��LYJK �!�L�!�� ê ���=�����L=!����"�?L=���B�S��!�>?�7�
LYJK �!�L�!��WíCL��|?kfW#îô!@{@<#=]+��!��� �����M�GDA����"�RN��� �A=�����H ������

f(B)− f(A) = α∇AfT
(
d− ATd

R2
A

)
+ o(α).

?kfC# ð @
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n
���3�Q���O����A�!g�� �!�>y���-8B���W��	����7!��

S
�<�
τ
�����H���<����A=!(�S��������"��8W���������U���FL�MO�����P	���!6�

τ ∧n = 0
N

 �¡ ∧ !���	=!�M������"�S�:���y	�!� DL�A������Q���<�S �!������m#9bn�?�Q���<����A=!�L=M�	���������>?�7�"� d 	F��A��C���� �!��W���:L=M��� �>:	P �����!BL=���=����<�����a[������aL��a���?>y��������!��a��A=�l�����Q���?�
d = dtτ + dnn

#
h º3��·�À � ¿Iº�Ì&% À ÷!�BûT�GNHP=ÿ�þkÿ�DKP#��ù�úU��úÈ��þ�ú�Y3�

A
ú<ü<þ(PLDK�<ý?÷"ùpü�ù�÷:ü�B ¼ ����ú��(üjD�ÿ�þ

A = Rn
¾

fU�������mN��= �A���	F �AD�Q ��=�@!�M�M���!���!��a�mJKM�GDA=�R���� "�l?kfW# ð @p�� �A=������_� �!�>?����A��l�����"���?�
f(B)− f(A) = αdt∇AfT τ + o(α),

?kfW#��!@
 �¡ ∇AfT τ !��7	�!�M������Q���W���C�!���L������Q�U�S����"���"�������/L=� f ��� A #-bn�W	=!� �[=����>?�CL��C�mJK �	�����>?�����R�S�� ��\L=� f ��A�!������	=����!��

S
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��!���������>W[=�������7�3L�Ay�7���=����L=��	=!� �	���"�R���� ���c��+T��0L=���=�u���6�7���� �¡y���3�V���=���������g��M������O����_-���y_�!�M�GHA=�������3�O�
���Q����!������"�+L=�����9���u����>?	=�Ûk ð�ê m #�]9 "A�!9�O F�7�<��A��7!9���<�����g��������>:�R�S�� ��YNR���H��A&�?�+LYJK���=��M�!���!9L=���=�9����[=�� H��L�����r�>��
[F ������/8@M�>:�<���S!��

X Npi
�qr�>W[P "�����I�� ��=�HA��/��	�	F����M��I��r�>C[P ������9	����� ��S���I�� ��l�

Xp = [Xi0 , Xi1 , ..., XiNpi−1 ]T "¡
im

?
m = 0, ..., Npi−1

@^!���	=!�M������"�S�������� H�V���������R���� ���L�A
m+1ieme

	����� ��S��L������u���3[=�� H�3L��3��r�>W[F ������7#
bI�?�� H�V���������R���� ��X �	�����>:������L=�����7����r�>C[P ����7��	=���� ������68?�mJK���"��M7!�����A=!�L�AE[��� D�B8?M�>?�<����!��������6L� "����M�	=��!@���
!������R���� ��E��A��l�"���"���-k ð ï�mu�

im+1 − im = Nsp/Npi, 0 ≤ m ≤ Npi − 1.
?meU# ê @

�� ��l�VN^�7�ßLYJZ��A���!��7�C���7!�>?���7N^�����:��r�>W[P ������?	=���� ������:L= ��l�Q���Q�y~<��!��EA��=��_` �!�>:M�>?���Q�:�7��	�����M��:L��
Nsp/Npi

#
]/ ��� ����

Y p

��������"�=���n�� ��"���7�=���"�6��������r�>W[F �������	=���� �������!��j·�AE��	�!����3T��/haN
Y p = Xp · Fph+Bp,

? e6#îí�@
 "¡

Fp
�����a����>:�R�S!������

Npi × L
L=���= �A�!����7!UL�MO�������CA=����GHA=��>?�7�"����AD;\_`!�M�GHA=�����7���UL=M<����!�>?���=M����U	���!U���

�� D�7���������R���� ��EL=������r�>W[F �������	=���� ��������� ��l�VN

Fpm,l = e−j2πlim/Nsp , 0 ≤ m ≤ Npi − 1, 0 ≤ k ≤ L− 1,

�O�
Bp

�����^�����S!�������_` �!�>?M��gL=�p�= �A�!����7!/L�AC[=!�A��l�(��L�L��l�S��_�#���A��l����	=���� ����9����!�>?�p83����!�>:�g	=��!
X∗p

��A�!/�S������A��
L=����L���A�;������SM���L��a�mJKM7GHA=�R�S�� ��l?meU#îí!@�?m �¡ ·∗ !���	=!�M������"�S�a���a�7 ���oqA=�A�MI@��

Z = X∗p · Y p = EsFph+
√
EsB

′
p ,

? e6#ZïT@
 "¡

Es
�����g�mJKM����7!�����3L=���u��r�>C[P �������	����� ��������<�

B′p = 1√
Es
X∗p ·Bp

�����g���S�R�����q�S��GHA���>:���"�gM�GHA=�l�������7�"�p8
Bp

#
b(JK �[�oq���<����_+M<�S���"�6>y�����"���7�=���"�ULYJK��������>:��!����:!�M�	F �������_`!�M�GHA=���"������������L=AE�7���=���I8:	=��!q�S��!�L����mJZ �[�����!q�"�R���� ��
Z
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h
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_�����[����"N�A��=����M����!��
L=M��!���L��R���� ���L=���a	P��!�_` �!�>y������������	=	=��!������V# � �7���+M<�<���"�BLE$���A�_����l�BGHA=���mJK��������>y�R����A=!a�\�\��t �<;�	=�� ��l���
L=��������_` �!�>:�R�S�� ����

a priori
L=A
�7�������F�S����������GHA=�a���������S�R�S��������GHA��7��L�AE�7���=���mN����������nGHA�������w6��eU#

b^JK�7�q�S��>:�R���� ��EL��
h
�7�q�U���� �!���L= ����=M��a	=��!��

ĥ = D−1Fp
HZ ,
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D
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D = Fp
HFp
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ĥ
N��� ��l�W�

Ĥ = Fĥ
?meU#îô!@

ê í ì



¿ ³/§ ©^³We:7 µ ¦ °ÁÀ ³+«

k ê mB��#=f6����!�LYN�����LXw�#�bI��������������N*Â�]^!�������	����7�� �_+�� HL=A����R���� "�X����L � �������=��� �  HL����=:_` �!3TU����l�S���Ieg!� "��L��
�V���q�S����:_` �!��� �[������Bw����������Q��!��7N Ã Ä /m- ö�ú.� ¼ P=ÿ���÷�ù ; ú��Vÿmú M^N��� =#�í�í�õ�N=	�	n# ê7ð ë � ê7ó ë�N=f6A��# ê7ó ë��D#

kKí�m�fC#PfU>?!��� �A��mNY�-#FTUA�����LYN-���=L\w�#-d6!�[=����=���N�Â�f@�S�����O������
v����=��!����+]/ ����"�������X���=��íR��d3����!ava��A=���������
��f � �x�l���� "AD�Wh���>?�<�q���=��!�����E �!Bw3�����<�q��	����l���S����E["rç�X�7���=�� �_pz ����!��R���l�Q� �  HL=�����N Ã ÿ*P À ��D��I¾ÛD:�
þ ¼ ú � � � ö<� &�î0�LÃ�ý[BED�üSÿ�YDý N�bI��A��������=��N��Ry3�l�����7!�������LnN�5�A��lrXí ì�ì íD#

k ïKm�fC#Yf6�����
=D>?���YNIv�#n��!���>:��!�Nn���=Lç�F#F������eg!����E=PN%Â�t+;H��!����������?z���_` �!�>:�R�S�� ���h9!����=��_���!��=A����<�S�� ����:�-f
�� HL��7�=���=L?hpy@ �](!� �	F��!q�S�����7N ÃJ� P À ��D���¾ » D!P��j¾iD!P � P���DT¾<���Oÿmú�P���ú<ü3÷KPPû%�LÃRü<þ�úOýCü NQ]^!��������<�S ��YN"�\��!��S�
í ì"ì íD#

k õ!m�fC#Ywa#n�-#-ep�������mNY����L�eU#Yw�#n�����l���7[P��!��NIÂ��XA��l�S�l� � ��!�!�����!aTU����l�S��� �  �>?>CA������V�R���� ����?�-h@�=�� �!qr����=L
fU	�	������7�R���� ��=�� �_+ca�+TU��N Ã�Ä ù�Y M ú��<ï<��÷QûQúOýCÿ��^Å À ù�ú�P�YDý À Y=ø�ù ÿ�ü ¼ úF�Sü N=i6�Fy@�m}� �!�=PN ê7ó�ó�ó #

kKô�mBb(#gw�#gep���=�mNp5�# �  D�.=���Np��#p5����������j=PNg����L 5�#gw3�����l�-NÆÂ�cU	�����>:���UTU���� DL�����  �_�bn�����7��! �  HL�����_` "!
��������>:����������Qr�>C[P ���t(!�!� �!yw3�R����N Ã � ÄHÄ(Ä ö&��÷KP�üj¾ � P���DK�<ý?÷"þkÿGDKP¤ö ¼ úÈDK�.Ã N/�Q ��m#�í ì N(	�	Y#uí�ë�õ � í�ë��DN
����	D�R# ê7ó ��õ�#

k ð mB��#He��7����������7!�N�Â�TU����l�S���P](!� D������������B �_n�D��"�=�����3�Qh@�=�� �!qry����Ly](!����������g?mï�!�L�t^L=�l���� ��L@<N Ã¹Ç D ¼ P � ÿ�ù�ú�Ã
÷!PPû9�iDKP�ü N=dU��N=�=��[n#�í ì�ì�ì #

k���m � #-eg��!�!� �AnNFfC#Yv�����������A�;-N-����L�]/#Fh@��������>:��o����=��>:��N�Â�i3�7��!��D�=���� ��\����>:�l�a��!�!� �!q���7 �!�!����O��������7 HL����=
���=L�L=���� HL=������Fh9A�!�[F ��� DL����7N Ãª� P À ��D��I¾¶½�|,|,6 � Ä(ÄHÄ � P=þ�¾ » D!P��j¾(DKP » D�ýCýJY3P=ÿ���÷�þkÿ�DKP�ü NYv������<�"��N
�Ry3�l�����7!�������LnN�	=	Y# ê7ì�ð õ � ê7ì � ì N êVó�ó ï�#k ëKmBt�#ueg �AD�������� ��YN�5�# � ������A=!���Nu����L|�g#(�����S�������S�������NÈÂ�TU���� DL���!����/��!���� �  DL��ETU��������nN Ã � P À ��DI�I¾�D:�
öEY3��ø{D » DVûQú<ü N�e�!������VN=�=!����=����N�	=	Y#�õQô ó � õ ð íDNP����	D�V#�í ì�ì�ì #k ó mW�-#�h9���yeg!�����=PN�Â�z ����!��R���l�Q�3TU���� HL=�����h9!���oq���O�� �!������u �_-]/��!���������� �  "���7�R���7�=�R���7L �  DL����7N ÃJ� PK6!��û � ÄHÄHÄ� ö � » DKP��j¾��iDKY3�{��úC÷KPPû »º¼ ÷KP�PFú�ù » D7û�ÿ*PRQ N=�XA=�����S�nN�v���!�>y���"rQN�5"���n#�í ì�ì"ì #

k êVì mBfW#Dv?#HegA�!�!7NH����L�]9#HfW#Deg!� �y3�nN<Âqf6	=	������7������ ��y "_nca�+TU� �� C]9 �yp�7!����������S�������� �>:>WA��=���7�R���� ����7N Ã|� PÀ ��DI�I¾*6!��û � ÄHÄHÄ � P�þ�¾��LÃ�ý<B�¾ À D M ú��Fæ b ÿ*PFú » D�ýCýJY3P=ÿ���÷"þkÿGDKP�ü N�bI�����7�����S��!�N�fU	�!���� ê7ó"ó�ó #
k ê"ê mC�F#�h9���\e�!����E=PNFv�#P��!���>?��!7NP����LXfC#=fU���=�
=H�=>?���YNPÂ�T6�7������X �_^bn �y@��TU���=������rX]/��!��l��rH� � �����.= �  HL=���

_� �!��� HL�A=���R���� ��=������LETU�<�S���<���� ��nN Ã�� ÄHÄ(Ä ö&��÷KP�ü�¾ » D�ý�ýCY3P=ÿ���÷�þkÿGDKP�ü N=8�	���!����l��!��a����í ì�ì õ=#
k ê í�mCv�# � ����!���N9v�#nh/��!������7 �NI����Lçt�#neg���������!��mN@Â�e��l����z��"�S��!����7���Q�7L �  HL��7L��� HL�A=���R���� ��nN Ã±� Ä(ÄHÄ0ö&��÷KP�ü�¾� P���DK�<ý?÷"þkÿGDKP|ö ¼ ú{DK�FÃ N��Q ��m#=õ�õ�N=	�	Y# ó í!� � ó õ ð N��\��r êVó�ó ë�#k ê ï�mC5�# � ��>?	F������ 
L��y�� �A��7��N%Â�T6�����7!��<���:eg�l�Wbn "��L����=
_` �!a>CA��l�����7��!�!�����!��� HL=A����R���� "���Hr�������>:��N ÃÓÀ ¼ ¿

þ ¼ ú<üSÿ�ü NP�Q�S���=_` �!�LEd6���l�Q�7!����l��rQN ê7ó�ó�ó #
k ê õKmW�B# � ��!q�S���nN=���=L
fW#P5�#��D������[F��!����!7N�Â�TU�� F��!����"������� � ������A���A=��N Ã�Ä ú���ü ¼ ÷ M\À Y=øI¾ » DT¾ N�T6�7��# ê7ó � ê #
k ê ô�mWw�#��j# � �=���=�N#Â��Hr��"���=�������( �_Fep���=LD��bn��>:�l����L�cU!����� �� "�=���P�D����������(_� �!u�XA��l�S���S�=���=������T��R�S�ah9!����=���

>:�������� "�YN Ã ö ¼ ú / ú�ù�ù+�LÃRü<þ�úOý£ö�úÈ� ¼ ¾ Ç D!Y3�.P�¾ N=	�	n# ê �!��ô � ê � ó�ð N�TU����# ê7ó�ð�ð #
ê í ê



/ ÿmø�ù ÿGDÈQ!��÷.B ¼ ÿ ú
k ê7ð mC5�# � ���7�YN-����L���#-]9# � #-�= ����� �!����7!�N¢Â�i6�7��!acU	�����>WA=>)d3���l�H��!������+eg��������_u](!� "	=��"�R�S�� ���ep������L�TU�<�

�� HL=����� �_�bn �y@��TU���=���l�qr�]/��!��l��rH� � �����.= �  DL����7N Ã¸� Ä(ÄHÄ ö&��÷!P�üj¾ » D�ý�ýCY3P=ÿ���÷�þkÿGDKP�ü N��H ��m#nô ì N-�� �#Yï�N
	�	n#�õ ì�ð � õ ê õ�N�����!��S�Xí ì�ì íD#k ê ��mW]/#��F# � �� �yBN�5�# � #Qh/AYND����L�5�#H��# � �� K�EN+ÂqfxTU������!��O���U�XA��l�S�l�� ��=�3h9!������������l�Q�7!p�Qr������7>�_` "!��6Ta��b
f6	=	������7�R�S�� ����7N Ã0� Ä(ÄHÄ Ç ¾��Yú�ù�úÈ�I¾iï<��ú�÷�ü�ÿ*P » D�ýCý|¾ N��Q ��m# ó N�	�	n#=ë ó ô � ó"ì ë�N=f6A=�# ê7ó�ó�ê #k ê ë�mC�-#7}�# � �HA=���N�w�#�d3!�[����E=���N����=LWha#�5�#Rw����<�=��!�L=�� "�YN�ÂqfU�=���lr������/ �_��DA=>C��](!� HL=A��<�^TU���� HL=����U �_=bn �y@�
TU�������l��r�]/��!��l��rH� � �����.= �  HL=���Wd6��������\va��A����������çfU	�	�!� 7;���>:�R�S�� ��YN Ã � ÄHÄ(Ä)ö&��÷KP�üj¾ � P���D!�Sý:÷�þkÿGDKP
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