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Introduction générale

Contexte

L’essor des communications numériques constitue une des principales révolutions techno-
logiques des derniéres décennies que ce soit au niveau de la téléphonie mobile, de l'internet
et bientdt de la télévision numérique terrestre. Cette révolution n’aurait pu avoir lieu sans le
développement et la conception de circuits complexes et miniaturisés permettant d’implanter
efficacement des algorithmes de décodage de plus en plus performants.

Ce boom technologique a généré de nouveaux besoins en termes de débit d’information utile
et de fiabilité augmentant par 14 méme, la complexité des systémes de transmissions mais éga-
lement le niveau requis de performances. Une des technologies permettant de répondre & ces
besoins est la modulation OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing). Supportant
des débits d’information trés importants lors de transmission sur canal sélectif en fréquence tout
en combattant les interférences entre symboles, cette derniére est devenue 'une des technologies
privilégiées de la recherche actuelle. Le principe de base de la modulation OFDM est de découper
la largeur de bande du canal en un ensemble de sous-bandes paralléles, instantanées et indépen-
dantes sur lesquelles I'information est transmise. L’utilisation d’un préfixe cyclique permet alors
d’assurer ’orthogonalité des informations véhiculées par chacune des sous-porteuses permettant
ainsi d’obtenir une efficacité spectrale importante tout en étant implanté efficacement par FFT.
De plus, ’étape d’égalisation est alors amplement simplifiée puisqu’elle consiste a multiplier cha-
cune des sous porteuses par un simple coeflicient. Fortes de tous ces avantages, les modulations
OFDM ont été choisies pour divers standards tels que la radiodiffusion numérique (DAB), la
diffusion terrestre de la télévision numérique (DVB-T), les réseaux locaux sans fil & haut débit

(HIPERLAN-2), ou les technologies xDSL, etc ...

Cependant dans de nombreuses applications, les canaux de propagation présentent des sous-
bandes & trés faible rapport signal & bruit. Pour ces canaux, les performances des systémes
OFDM (en termes de taux d’erreur binaire) seront trés affectées par les bits émis a travers ces
sous-bandes fortement atténuées imposant alors I'utilisation d’un code correcteur d’erreur per-
formant (Coded OFDM). C’est dans ce contexte que s’inscrit ce travail de thése c’est-a-dire celui
du développement d’une structure "ad hoc" de codage canal pour les transmissions OFDM.

Depuis que Shannon fixa en 1948 les performances limites d’une transmission sur canal bruité,
le challenge des chercheurs est de trouver des codes ainsi que des algorithmes de décodage asso-
ciés qui permettent d’atteindre cette limite. Ainsi, deux familles de codes correcteurs d’erreurs
pseudo-aléatoires se sont distinguées par leurs performances atteignant la capacité de Shannon,
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a savoir les turbo-codes introduit par Berrou, Glavieux et Thitimajshima [7] en 1993 et les codes
LDPC (Low-Density Parity-Check) introduits par Gallager en 1962 [41] et redécouverts ensuite
par Mackay et al. [56] en 1995 et Spielman et al. [76] en 1996.

Les codes LDPC sont des codes correcteurs d’erreurs pseudo-aléatoires basés sur des matrices
a vérification de parité de faible densité. Une des contributions les plus significatives depuis 1995
est celle de Luby et al. [55] qui ont introduit et paramétré les codes LDPC irréguliers. Ces derniers
ont pour principale caractéristique de présenter de meilleures performances que les codes réguliers
& condition que l'irrégularité soit judicieusement choisie. Afin de bien choisir cette irrégularité,
Richardson, Urbanke et al. [70, 71] ont montré qu’il était possible de prédire le comportement
des codes LDPC de taille infinie lors de I'étape de décodage et que celui-ci était fonction des
parameétres définissant le code LDPC. Cet algorithme, nommé évolution de densité, permet alors
de déterminer la distance qui sépare les performances de codes LDPC (fonction de ces paramétres
d’irrégularité) de la limite de Shannon. A l’aide de cet outil d’analyse, les auteurs ont ensuite
proposé d’optimiser la structure des codes LDPC de maniére a minimiser cet écart a la limite de
Shannon, ce qui a permis d’obtenir des codes LDPC atteignant cette limite pour le canal binaire
a effacement [74] et le canal & bruit additif blanc Gaussien [19].

Organisation du document

L’objet de cette thése est d’optimiser la structure des codes LDPC pour les transmissions
multi-porteuses a travers un canal sélectif en fréquence. Ce mémoire est composé de deux parties :
— la premiére partie (chapitres 1 et 2) présente un état de ’art introduisant les notations et
concepts des codes LDPC et des transmissions OFDM. Sont également insérés dans cette
premiére partie certains résultats originaux nécessaires a la suite du document.

— la seconde partie de ce mémoire (chapitres 3 et 4) constitue le corps de notre recherche.
L’ensemble des approches d’optimisation des codes LDPC pour des transmissions OFDM
qui ont été développées y est présenté.

Le détail de chacun des chapitres est décrit ci-dessous.

Le premier chapitre de ce manuscript est consacré a une large présentation des codes LDPC
incluant les notations et les outils algorithmiques indispensables & une bonne compréhension du
document. Aprés avoir introduit les codes LDPC et leur représentation par graphe factoriel, nous
motiverons le choix de I'utilisation des codes LDPC systématiques pour ’ensemble de cette thése.
Une nouvelle paramétrisation des codes LDPC sera ensuite développée, introduisant la notion
de profil d’irrégularité. Cette paramétrisation est nécessaire pour les transmissions sur un canal
non-stationnaire ou & mémoire. Le décodage par l'algorithme de propagation de croyance sera
également présenté et 'analyse de la convergence des codes, lors de cette phase de décodage, étu-
diée. Il ressortira de cette analyse, nommée évolution de densité, que les densités de probabilités
des messages se propageant a I'intérieur du graphe factoriel au cours des itérations de décodages
sont fonctions des paramétres définissant le code LDPC. Enfin, nous présenterons les différentes
méthodes permettant d’optimiser la structure des codes LDPC sur des canaux instantanés. La
fin de ce chapitre présente une synthése sur 'optimisation des codes LDPC pour les canaux a
mémoires partielles.

Le second chapitre a pour objectif de présenter la chaine de transmission COFDM, ainsi
que les principales caractéristiques des canaux OFDM sélectifs en fréquence. Dans le cadre de
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canaux quasi-statiques dans le temps, nous calculerons les limites théoriques (soit la capacité de
Shannon) d’un tel systéme pour des entrées MAQ. Pour ces canaux et pour des applications ou
il existe une voie de retour, il a été montré & plusieurs reprises qu'’il était possible d’améliorer les
performances en exploitant la connaissance de la réponse fréquentielle du canal pour allouer le
nombre optimal de bits & émettre dans chaque sous-bande. Ce procédé dénommé allocation de
bits sera également présenté en conclusion de ce chapitre.

Dans le troisiéme chapitre, nous proposons d’étudier le comportement asymptotique par évo-
lution de densité des codes LDPC lors de transmissions OFDM & travers un canal sélectif en
fréquence. Pour cela, les conditions de symétrie pour les messages provenant du canal seront
vérifiées, conditions nécessaires a la validité des algorithmes d’optimisation. Nous introduirons
ensuite une approximation du canal par fonction étagée et présenterons la méthodologie permet-
tant d’effectuer 1’étude du comportement asymptotique par évolution de densité des codes LDPC
pour des transmissions OFDM. Cette étude sera basée sur I'utilisation du profil d’irrégularité
comme outil de paramétrisation des codes (introduit dans le chapitre 1). L’analyse des codes
LDPC sera réalisée pour le cas d'une unique constellation d’entrée, puis pour l'utilisation d’un
ensemble de constellations de différentes tailles provenant d’une allocation de bits.

Le chapitre 4, quant & lui, est essentiellement consacré & I'optimisation des codes LDPC
pour les transmissions OFDM et & la présentation des principaux résultats. Nous introduirons
dans ce chapitre deux critéres d’optimisation des codes LDPC, I'un permettant d’obtenir le code
présentant les meilleures performances asymptotiques (minimisation du seuil de convergence),
et un nouveau critére original, mieux adapté a I'utilisation de petits mots de codes, basé sur la
minimisation de la probabilité d’erreur sur les bits d’information. Nous discuterons également des
problémes d’implantation de ces critéres liés & leur non-linéarité et présenterons une alternative
au critére de minimisation du seuil de convergence permettant une optimisation mathématique
par programmation linéaire. Ce dernier algorithme sera également étendu aux transmissions avec
allocation de bits. La derniére partie de ce chapitre sera consacrée & la présentation des perfor-
mances des différents codes LDPC obtenus et discutera également de la robustesse de notre
approche, vis & vis d’'une méconnaissance du canal & 1’émission.

Finalement, la conclusion générale de ce travail synthétisera les différentes idées présentées
dans ce document et introduira également les perspectives de travaux futurs.
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Chapitre 1

Codes LDPC

Les codes LDPC (Low-Density Parity-Check), introduits par Gallager en 1962 [41] [42] sont
des codes correcteurs d’erreurs pseudo-aléatoires basés sur des matrices & vérification de parité de
faible densité. Ces codes sont également appelés codes de Gallager. Hormis quelques exceptions
comme les travaux de Zyablov et al. [88] en 1975 et de Tanner [79] en 1981, ces codes n’ont
eu qu’un faible impact dans la communauté de la théorie du codage et ce, & cause de leur
complexité d’encodage et des moyens matériels nécessaires pour les décoder. Cette parenthése
durera jusqu’a 'introduction des turbo codes par Berrou, Glavieux et Thitimajshima [7]. Du fait
de la dynamique engendrée par ces travaux, Mackay et al. [56] en 1995 et Spielman et al. [76]
en 1996 ont redécouvert les codes LDPC qui ont fait 'objet par la suite de nombreux travaux
de recherches. Avant cela, Tanner dans [79] a étendu les codes de Gallager en remplagant les
vérifications de parité par des contraintes plus générales ce qui a permis d’obtenir une classe de
codes couramment appelés codes de Tanner. Il proposa, alors, une extension de I'algorithme de
décodage itératif introduit par Gallager en utilisant des décodeurs indépendants pour chaque
contrainte. Wiberg [85], s’appuyant sur les travaux de Tanner, développa des algorithmes de
décodage générique pour les codes de Tanner : "min-sum" et "sum-product". Il montra, en
particulier, que I'algorithme de Viterbi et ’algorithme de Tanner ’B’ sont des cas particuliers de
I’algorithme "min-sum". De méme, il montra que ’algorithme Forward-backward et ’algorithme
de Gallager ne sont que des cas particuliers de I’algorithme "sum-product".

Mackay dans [56] et [57] a tout d’abord montré que 1’algorithme de décodage développé par
Gallager s’apparentait a ’algorithme de propagation de croyance de Pearl [65]. Davey et Mackay
ont ensuite introduit une version non binaire des codes de Gallager avec lesquels ils obtiennent
de meilleures performances qu’avec les codes binaires [20]. Luby et al. [55] ont quant & eux
introduit les matrices de vérification de parité avec une distribution du nombre de "1" sur les
lignes et/ou sur les colonnes de la matrice de parité non-uniforme. Ces codes, appelés codes
LDPC irréguliers, se sont montrés sous certaines conditions que nous développerons dans ce
chapitre plus performants que les codes réguliers. Davey et al. [20] ont, alors, présenté des codes
de Gallager irréguliers et non binaires avec lesquels ils ont obtenu de meilleures performances
que les meilleurs turbo codes connus.

Sous certaines conditions que nous discuterons également dans ce chapitre, les codes LDPC
exhibent un phénoméne de seuil. Ce seuil, obtenu pour une taille de bloc infinie, représente le plus
faible rapport signal a bruit Ej/Ny au-dessus duquel la probabilité d’erreur bloc est strictement
nulle. Par conséquent, le seuil d’'un code LDPC pourra représenter une mesure pertinente de
qualité en considérant son écart par rapport a la capacité de Shannon. Ce phénoméne a tout
d’abord été observé par Gallager dans [42] pour un canal binaire symétrique lorsqu’il introduisit
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les codes réguliers et a ensuite été constaté par Luby et al. dans [55] pour des codes irréguliers.
Cette observation a ensuite été généralisée pour un grand nombre de canaux & entrée binaire,
incluant le canal binaire & effacement, le canal binaire symétrique, le canal de Laplace, le canal
a bruit additif blanc gaussien (BABG) [70].

La contribution théorique la plus significative depuis que Mackay prouva que les codes LDPC
peuvent approcher la capacité de Shannon avec un décodage optimal, vient de Richardson, Ur-
banke et al. [70, 71]. En effet, les auteurs ont démontré que le comportement asymptotique moyen
du décodage des codes de LDPC était fonction des paramétres définissant le code. En utilisant
cette méthode, appelée Evolution de Densité (Density Evolution), il est possible d’évaluer le
seuil d’'un code LDPC, et ainsi d’optimiser les valeurs des paramétres de maniére & minimiser
ce seuil. Notons que cette approche a permis d’obtenir sur le canal BABG, des codes présentant
des performances trés proches de la limite de Shannon (pour un rendement R=1/2, le meilleur
code LDPC exhibe un seuil a4 0.0045 dB de cette limite). Cette capacité de Shannon a d’ailleurs
été atteinte pour le canal binaire & effacement [74].

Ce chapitre sera présenté sous la forme suivante. Nous introduirons, tout d’abord, les codes
LDPC, nous spécifierons alors les différentes notations paramétrant ce type de code (Cf. section
1.1). Les méthodes d’encodage de ces codes seront ensuite présentées en section 1.1.1. Aprés la
présentation de I'algorithme de décodage (Propagation de Croyance) en section 1.2, le comporte-
ment asymptotique des codes LDPC sera étudié pour les canaux instantanés (Cf. section 1.3.1).
Cette étude, appelée évolution de densité, est basée sur 'analyse des densités de probabilité des
différents messages se propageant lors du décodage. Ce procédé permettra de déterminer rapi-
dement le seuil d'un code LDPC, et ainsi d’optimiser leur structure. Nous présenterons, ensuite,
I’application et 'adaptation de ces méthodes aux canaux & mémoire.

Ce chapitre, principalement bibliographique, a pour intérét d’introduire tous les outils néces-
saires & la bonne compréhension de I'optimisation des codes LDPC pour les transmissions OFDM
sur canal sélectif en fréquence. Nous avons également présenté une synthése des différents travaux
concernant ’optimisation des codes LDPC pour les transmissions simple porteuse sur un canal
a mémoire (soit sélectif dans le domaine spectral) dont nous présenterons une alternative dans
cette thése.

1.1 Définition et paramétrisation des codes LDPC

Un code LDPC de paramétres (IV, ., t,) est un code bloc linéaire binaire de longueur N défini
par une matrice de vérification de parité H, creuse, de dimension (M x N) avec M = i—:N . Les
mots de code m consistent en une séquence de N bits satisfaisant un ensemble de M équations
de controles de parité. Ceci se traduit par la relation suivante appelée équation de controle de
parité :

Hm =0 (1.1)

Le nombre de bits d’information est KX = N — M et le rendement R du code est R > 1 — i—j
L’inégalité venant du fait que le rang de la matrice H n’est pas nécessairement plein. La matrice
H est composée de t. "1" par colonne, ¢, "1" par ligne et de zéros pour tous les autres éléments.
Par conséquent, chaque élément du mot de code participe & t. équations de contréle de parité et
chacune de ses équations est composée de ¢, bits. Ce type de code est appelé code LDPC régulier.
Un code LDPC est alors une réalisation appartenant a I’ensemble des codes LDPC définis par
les paramétres (N, t., t,). Afin d’obtenir une matrice creuse, les paramétres t. et ¢, doivent étre
petits devant la longueur du mot de code N autrement dit, le nombre de "1" dans la matrice H
devra étre de 'ordre de N plutdt que de 1'ordre de N2.
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Ci-dessous, nous avons représenté la matrice de contrdle de parité d'un code LDPC (N =
9,t. = 2,t, = 3). Son rendement est R = 1/3 et son nombre de bits d’information est K = 3.

100010100
01 1000O0O0O01
01 01001QO00O0
H= 000011001 (1.2)
1001 00O0T1O0
001001010

Un code LDPC peut étre également représenté graphiquement, cette représentation est appe-
lée soit graphe de Tanner [79] ou soit, plus récemment, graphe factoriel [49]. Un graphe factoriel
est un graphe bipartite contenant deux types de noeuds : les noeuds de données et les noeuds
fonctionnels. Ces deux types de noeuds sont reliés entre eux par des branches. Dans le cas d'un
code LDPC, les noeuds de données représentent le mot de code et les noeuds fonctionnels, quant
& eux, représentent les vérifications de parité. Dans la suite, les noeuds fonctionnels seront alors
nommés noeuds de controles ou noeuds de parités. Le i¢"¢ noeud de donnée et le j¢™¢ noeud
de controle sont connectés par une branche si et seulement si H;; est non nul. La figure 1.1
représente le graphe factoriel du code LDPC régulier défini par la matrice H définie en (1.2).

mot de code

vérifications de parité

Fi1G. 1.1 — graphe factoriel d’'un code LDPC régulier (N = 9,t. = 2,¢, = 3) de rendement
R=1/3.

Le graphe factoriel d’un code LDPC est donc une représentation graphique trés didactique
de la structure de ces codes. Il est également important de noter que les représentations gra-
phiques ont permis le développement et la mise en oeuvre d’algorithmes de décodage [49]. Nous
détaillerons ce point dans la prochaine section.

Une classe plus générale des codes LDPC a ensuite été introduite par Luby et al. [55], il s’agit
des codes LDPC irréguliers. Cette irrégularité se traduit par une distribution non uniforme du
nombre de "1" sur les lignes et/ou sur les colonnes de la matrice de controle de parité H.
Ceci revient a distribuer irrégulierement le nombre de branches connectées aux différents types
de noeuds sur le graphe factoriel. Si la distribution de l’irrégularité est bien choisie, alors les
codes LDPC irréguliers présentent de meilleures performances que les réguliers, et ce, pour une
complexité de décodage équivalente.

Habituellement l'irrégularité d’un code LDPC est spécifiée par deux polynomes : A(xz) =
Sotemar Nl et p(x) = Z;Zgaw p;xi~1 olt \; (resp. p;) est la proportion des branches connectées
aux noeuds de données (resp. noeuds de controles) de degré i ¢’est-a-dire connectés avec i branches
(resp. degré j). temax (resp. trmasz) représente le taux de connexion maximal des noeuds de
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données (resp. contrdles). Ces deux polyndmes sont liés par le rendement R du code, et la
relation les liant s'écrit : (1 — R) Y170 \; /i = Ztrm‘w pj/j. 1l est également usuel d’utiliser
une représentation duale de l'irrégularité qu1 consiste en 'utilisation de deux autres polynémes :
Nz) = Etcm‘m Nzt~ Let p(x) = Ztrmw p;xi =1 ou, cette fois i (resp. pj) représente la proportion
des noeuds de données (resp. Controles) de degré i (resp. j). Ces deux représentations (\;, p;) et

(N, p;) sont liées par les relations suivantes :

S Aifi 5, = pilJ
Ztcmam )\k/k J Z":Tréaz Pk/k

Les codes LDPC sont ainsi paramétrés par (N, A(z), p(z)) (ou (N, A(z), p(x))) représentant,
respectivement, la longueur du mot de code, les distributions des taux de connexion sur les
noeuds de données et sur les noeuds de controles (le code régulier étant juste un cas particulier).

1.1.1 Codes LDPC systématiques

L’introduction des codes LDPC systématiques par Mackay [58] a été principalement motivé
par la réduction de la complexité d’encodage. Nous verrons dans cette section qu’en plus de
rendre concréte 'implantation des codes LDPC, cette structure permet d’encoder en conservant
de bout en bout la structure du code LDPC définie par la matrice de parité H.

Le probléme de ’encodage des codes LDPC est de déterminer le mot de code m a partir du
vecteur b contenant les bits d’information et de la matrice de vérification de parité H sous la
contrainte définie par 1’équation (1.1). Si G est la matrice génératrice du code LDPC a encoder,
nous avons :

m = Gb, (1.3)

Notons que si I'on introduit cette équation dans (1.1), nous obtenons la relation suivante :

HG = 0, (1.4)

La méthode qui semble étre la plus simple pour encoder est de construire une matrice d’en-
codage H’ triangulaire supérieure par application du pivot de Gauss sur la matrice H. Comme
représenté sur la figure 1.2, le mot de code m est alors découpé en une partie systématique conte-
nant les bits d’information b, , n = 1, ..., K, et en une partie contenant les bits de redondances
Tm, m = 1,..., M, a déterminer. Ensuite par identification de bas en haut, il devient aisé de
calculer les bits de redondance. Cependant, I'utilisation du pivot de Gauss sur la matrice creuse
H permet seulement d’obtenir une matrice d’encodage semi-triangulaire supérieure H' avec une
importante densité de "1" rendant ainsi le nombre d’opérations & effectuer lors de ’encodage de
'ordre de N2 alors que leurs concurrents directes c’est-a-dire les turbo-codes ont une complexité
linéaire O(NN). Cette étape d’encodage représente alors I'inconvénient principal & 'implantation
pratique des codes LDPC.

Pour réduire cette complexité deux approches ont été développées. La premiére consiste a
contraindre la matrice de vérification de parité de maniére & réduire cette complexité alors que la
seconde est basée sur la construction d’une matrice d’encodage semi-triangulaire la plus creuse
possible.

En ce qui concerne la premiére approche, nous pouvons tout d’abord noter les travaux de
Spielman et al. [77, 53| qui consistent & concaténer des codes LDPC de faibles longueurs (sous-
codes). Le code résultant est alors encodable avec une complexité linéaire. Cependant, étant
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F1c. 1.2 — Encodage des codes LDPC.

donné que la taille du bloc de chaque sous-code est trés petite devant la taille du bloc résultant,
les performances de ce type de code sont moins bonnes que celles obtenues avec un code LDPC
standard de méme longueur. Une autre approche, introduite par Mackay et al. [58], consiste
a forcer la matrice de vérification de parité & étre systématique (soit directement encodable)
c’est-a-dire que I’ensemble des codes est restreint par le fait que la matrice H soit de forme semi-
triangulaire tel que décrit par la figure 1.2. Etant donné que la matrice de parité est creuse, cette
restriction garantit une complexité d’encodage linéaire. Néanmoins, elle engendre, en général,
quelques pertes minimes au niveau des performances.

Des méthodes de réduction de la complexité d’encodage sans aucune contrainte sur la forme
de la matrice de controle de parité ont été également développées. Dans [72]|, Richardson et
Urbanke utilisent des matrices semi-triangulaires pour encoder. Ces matrices sont obtenues uni-
quement par de simples permutations des lignes et des colonnes, ce qui permet de conserver la
propriété de matrice creuse. La complexité d’encodage dépend alors d’un paramétre g traduisant
Pécart entre la matrice semi-triangulaire résultante et une matrice triangulaire (pour laquelle
la complexité est linéaire). La seconde approche, introduite dans [23], consiste & construire une
matrice d’encodage triangulaire qui soit la plus creuse possible. Ceci est effectué en appliquant,
lors du pivot de Gauss, le critére de Markovitz qui consiste & pivoter autour du "1" qui contient
sur 'ensemble de sa ligne et de sa colonne le moins de "1". La complexité résultante est alors
en O(N t%moyen) out représente le nombre moyen de "1" par ligne. Cependant, du fait de
la permutation des colonnes lors de 1’étape de construction de la matrice H', ces deux méthodes
présentent 'inconvenient de permuter les bits a I'intérieur du mot de code.

Tmoyen

Par conséquent, nous avons choisi d’utiliser la méthode de Mackay qui consiste & construire
une matrice de parité H systématique (semi-triangulaire supérieure, Cf. figure 1.2). Dans la
section suivante, nous introduirons une généralisation de la paramétrisation des codes LDPC qui
utilise pleinement la structure des codes LDPC systématiques.

1.1.2 Profil d’irrégularité des codes LDPC

La description des codes LDPC telle qu’elle a été présentée ci-dessus est suffisante des lors
que le canal est instantané et/ou stationnaire et donc quand tous les bits du mot de code pré-
sentent les mémes propriétés statistiques. Cependant, lorsque le canal est & mémoire et/ou non
stationnaire, la position des différents taux de connexion & l'intérieur du mot de code s’avére
étre un paramétre trés influent. En effet, si chaque bit du mot de code ne voit pas les mémes
propriétés statistiques du canal il semble intéressant de lui associer un taux de connexion dif-
férent. Le type de canaux pour lesquels nous présentons une optimisation des codes LDPC
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dans les chapitres 3 et 4, & savoir les canaux OFDM sélectifs en fréquence, sont, vu du déco-
deur, non-stationnaires. Pour tenir compte de cette non-stationarité du canal, nous avons été
amenés 4 introduire une paramétrisation plus générale des codes LDPC appelée profil d’irré-
gularité |24, 60]. Cette paramétrisation inclut les positions p; a l'intérieur du graphe factoriel
de ’ensemble des noeuds de données de degré i. La figure 1.3 présente le graphe factoriel d’un
code LDPC irrégulier, ainsi que son "profil d’irrégularité” pour les paramétres suivants : N=6,
M) = Y temaz )\(p’) =1 = %(l)xﬁ + %(2)1‘3 - %(3):5 et p(x) = 5. Dans ces conditions les codes
LDPC seront paramétrisés par (N, X(z)P®) 5(z)) ou (N, A, p, p), les vecteurs )’ et p contenant

respectivement les coefficients des polynémes X(a:) et p(x) et le vecteur p indiquant les positions
des différents groupes de noeuds de données. Notons ici que les branches reliant les noeuds de
données aux noeuds de controles étant entrelacées, la position des noeuds de controles n’influe
pas sur les performances des codes LDPC et il ne sera donc pas nécessaire de tenir compte de
leur position. Notons également, que cette paramétrisation implique que les noeuds de méme
degré occupent le méme voisinage dans le mot de code et par conséquent le méme voisinage du
canal. Malgré cette restriction, nous pensons que cette description de l'irrégularité constitue une
base solide pour 'optimisation de la structure des codes LDPC appliqués a une grande classe de
canaux et plus spécifiquement les canaux non-stationnaires.
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connexion
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i
i
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Al M PR |
i |
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(7) @ (C)) 2 ()
% % % % % o
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W W W controles de parite
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F1G. 1.3 — Graphe factoriel d'un code LDPC irrégulier de rendement R=1/2. Nous avons tracé
le profil d’irrégularité correspondant en fonction des proportions des noeuds de données.

1.2 Algorithmes de décodage des codes LDPC

Dans cette section, nous allons présenter un des algorithme permettant le décodage des codes
LDPC. Dés que la taille du mot de code devient importante, ce qui est une hypothése nécessaire
afin d’obtenir des performances convenables, le décodage au sens du maximum de vraisemblance
présente une complexité trop importante pour permettre une réalisation pratique. Pour pallier a
ce type de probléme, Gallager présenta dans [42] un algorithme de décodage itératif sous-optimal
avec un nombre constant d’opérations par bit. Cet algorithme a ensuite été revu par MacKay
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1.2. Algorithmes de décodage des codes LDPC

[56] et Kschischang et al. [49] dans le cadre de la théorie des graphes. L’algorithme résultant est
alors connu sous plusieurs noms tel que propagation de croyance (belief propagation)(provenant
de la communauté de l'intelligence artificielle [65]) ou bien encore algorithme somme-produit
(sum-product). Cet algorithme peut étre vu comme un algorithme de propagation de messages
sur le graphe factoriel associé. Les messages transitant par les branches du graphe peuvent étre
soit des probabilités, soit les logarithmiques des rapports de vraisemblance. Le principe de la
propagation de croyance est ’application de la régle de Bayes localement (soit sur chaque bit)
et itérativement afin d’estimer les probabilités a posteriori de chaque bit. Dans le cadre d’'un
décodage sur un graphe sans cycle (le graphe est alors un arbre) c’est-a-dire dans le cas ou tous
les messages sont indépendants, la factorisation locale des régles de Bayes conduit au calcul exact
des probabilités a posteriori des noeuds de données [49)].

Dans certains cas incluant celui des codes LDPC, le graphe factoriel présente des cycles.
Dans ces conditions, du fait de la dépendance cyclique des différents messages, le calcul exact
des probabilités a posteriori n’est plus assuré. Cependant, plus un graphe est creux plus la dé-
pendance entre les différents messages sera faible. De plus, pour minimiser cette dépendance il
est nécessaire de calculer plusieurs fois les messages sur les branches ce qui méne a une utilisation
itérative de I’algorithme de propagation de croyance.

Propagation de croyance
Chaque itération de 'algorithme de propagation de croyance est composée de deux étapes :
— Une étape de mise a jour des messages lorsqu’ils passent par un noeud de donnée appelée
data pass.
— Une étape de mise & jour des messages lorsqu’ils passent par un noeud de controle appelée
check pass.
Afin de faciliter la lecture de ce mémoire, les messages utilisés seront des log-rapports de vrai-

semblance. Notons v = log Z Ezlijg = log% le message de sortie d’'un noeud de donnée et
p(y'|c'=0) u[0]

o e Y —+ le message de sortie d’'un noeud de controle.
p(y'[c'=1) u[l]

u = log = log
Mise a jour des messages sur un noeud de donnée : Data pass

Lors de la mise a jour sur le noeud de donnée k de degré ¢ a I'itération [, le message v envoyé
sur la ¢"®™¢ branche est donné par la relation suivante (Cf. fig. 1.4) :

v(gl) =ug+ Z ul=Y Vg=1,...,i (1.5)

ol un, n = 1,...,7, représentent les messages venant des noeuds de controles voisins et ug =

% représente le log-rapport de vraisemblance observé en sortie du canal. A la premiére
(0)

itération, tous les messages u;, ' venant des noeuds de contrdles sont considérés comme nuls.

log

Mise a jour des messages sur un noeud de contrdle : Check pass
Ensuite, lors de la mise & jour sur un noeud de controle de degré j, le message de sortie u sur la
p'™¢ branche est donné par I’expression (Cf. fig. 1.5) :

u}(jl) J O
tanh 5 H tanh 5 Vp yeees ] (1.6)

oll vy, m = 1, ..., j sont les messages venant des noeuds de données voisins.
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p(yk/ck=0)
UO: In ——
p(yk/ck=1)

F1G. 1.5 — Illustration du check pass

Remarque 1 Il a été montré dans [18] que l’étape de mise & jour des messages par un noeud
de contréle pouvait étre effectuée dans le domaine fréquentiel en utilisant des Transformées de
Fourier Discrétes (TFD) d’ordre 2 comme représentée sur la figure 1.6. En effet, si on note f ftv
le message en sortie de la TFD alors il est facile de voir que nous avons la relation suivante :

gfftv[o]
frtv[l]

ou [f ftv[0], f ftv[1]] = TFD; ([v]0],v[1]]).

fftv=lo = —log tanh(v/2), (1.7)

F1G. 1.6 — Transformation du graphe factoriel d’un noeud de contréle par transformée de Fourier.
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1.2. Algorithmes de décodage des codes LDPC

Une itération de ’algorithme de de propagation de croyance est effectuée lorsque tous les
messages dans le graphe ont été calculés une fois a I’aide des équations (1.5) et (1.6). Aprés avoir
réalisé un nombre maximum L d’itérations de propagation de croyance, nous pouvons calculer
le rapport a posteriori w pour chacun des noeuds de donnée. Ce rapport a posteriori est égal a
la somme de tous les messages alimentant le noeud de donnée considéré :

wp=ug+ » ul  k=1,..N (1.8)

n=1

Finalement, en utilisant les valeurs des rapports a posteriori w nous pouvons prendre une
décision sur la valeur binaire de chaque noeud de donnée :

. 1—sign(wy)

Ty, = : k=1,..,N (1.9)

Remarque 2 Si la distribution de lirrégularité est bien choisie, les codes LDPC irréguliers
présentent de meilleures performances que les codes réguliers. En effet, lors du décodage de codes
irréguliers, les noeuds de données avec un grand tauz de connexion convergeront rapidement vers
leurs vraies valeurs et transmettront de la bonne information auzr noeuds de contréoles. Cette
bonne information arrivera, par la suite, auxr moeuds de données présentant un plus faible taux
de connezxion. Ce phénomeéne appelé "Wave effect” [54] est représenté sur la figure 1.7 a travers
I’évolution des probabilités a posteriori au cours des itérations de décodage ((b) :1 itération, (c) :5
itérations, (d) :10 itérations et (e) :15 itérations). Le taux de connexion de chacun des bits est
également présenté sur cette figure, (a). Nous pouvons observer que les probabilités a posteriori
des bits présentant le plus plus fort tauz de connexion convergent parfaitement vers 1 en seulement
10 itérations de propagation de croyance. Nous verrons dans les prochains paragraphes comment
établir de "bonnes" distributions d’irrégularité.

Un des aspects intéressant de la propagation de croyance est sa faible complexité. En effet,
comme ’algorithme envoie des messages a travers les branches du graphe et que, par définition, le
graphe est creuz, alors le nombre de calculs de messages est faible. Pour un nombre L d’itérations
de Propagation de Croyance, chaque branche est donc traversée 2L fois par un message (data pass
et check pass), par conséquent le nombre d’opérations effectuées par 'algorithme est une fonction
linéaire par rapport au nombre N, de branches et de L. Ainsi, I’algorithme de propagation de
croyance présente un excellent compromis entre sa complexité et ses performances.

Nous pouvons noter que dans le cadre de I'implantation des codes LDPC, des études ont été
réalisées afin de développer des algorithmes de décodage itératifs avec une complexité réduite
et qui, en termes de performances, sont relativement proches de ’algorithme de propagation de
croyance [38, 35, 16]. Certains de ces algorithmes, basés sur la propagation de croyance, réalisent
de trés bons compromis entre leurs complexités et leurs performances. Nous pouvons citer I’ UMP
(Uniformly Most Powerful) BP-based algorithm de Fossorier et al. qui présente, pour les codes
réguliers (3,6) de longueur N=504 et N=1008, une dégradation des performances allant de 0.25
dB a 0.35 dB. Des travaux sur l'implantation de ’algorithme de propagation de croyance sur
plateforme FPGA ont également été développés [25, 8, 86].
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F1a. 1.7 — Représentation du "Wave effect". (a) : Taux de connexion de chaque bit. (b) : Pro-
babilités a posteriori aprés 1 itération. (c) : Probabilités a posteriori aprés 5 itérations. (d) :
Probabilités a posteriori aprés 10 itérations. (e) : Probabilités a posteriori aprés 15 itérations.

1.3 Analyse et optimisation des codes LDPC

1.3.1 Evolution de Densité

Aprés avoir décrit le décodage des codes LDPC par ’algorithme de propagation de croyance,
nous proposons dans cette section de présenter la méthode permettant de prédire les performances
de correction d’erreurs des codes LDPC. Richardson et al. ont démontré dans [70] un théoréme
général de concentration stipulant que les performances du décodeur sur un graphe aléatoire
convergent vers sa performance moyenne lorsque la taille du mot de code est suffisamment élevée
généralisant ainsi les résultats de Luby et al. [55]. En d’autres termes, il n’est possible d’évaluer
le comportement des codes LDPC avec pertinence que dans le cas limite d’un mot de code
de taille infinie. Dans ce cas, on peut considérer que le graphe de taille infinie se comporte
localement comme §’il était un arbre (graphe sans cycle). La méthode permettant de prédire la
convergence du décodage par la propagation de croyance en fonction des paramétres des codes
LDPC développée par Richardson et al. est nommée évolution de densité (density evolution), et
elle est basée sur le suivi des densités de probabilité des différents messages se propageant dans le
graphe lors de la propagation de croyance sous I’hypothése que ces messages soient indépendants
(le graphe factoriel est localement un arbre) et identiquement distribués |71, 70]. Ce procédé
permet alors d’évaluer le seuil d’un code LDPC, et ainsi d’en optimiser la structure.
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Posons fél) et fq(Ll), respectivement, la densité de probabilité (d.d.p.) des messages v (Cf. (1.5))
et u (Cf. (1.6)) a 'itération [ et f,, la densité des messages initiaux up venant du canal (soit des
log-rapports de vraisemblance observés). Pour construire la densité f,, nous supposerons que le
mot de code "tout 0" est émis. Cette supposition peut étre réalisée sans perte de généralité a
condition que le canal respecte la condition de symétrie [70] :

Définition 1 Symétrie
Un canal a entrée binaire x est a sortie symétrique y si et seulement si

p(ylz = 0) = p(—ylz = 1). (1.10)

Si cette condition est respectée, il a été montré que la probabilité d’erreur devient indépendante
du mot de code transmis (Lemme 1 de [70]).

Remarque 3 L’algorithme de ’évolution de densité que nous allons présenter peut étre directe-
ment appliqué a tous les canaur instantanés, symétriques, et & entrée binaire tels que : le canal
a effacement, le canal binaire symétrique, le canal BABG, le canal de Laplace [71] et le canal de
Rayleigh [43]. 1l suffit juste de déterminer la densité f,, des messages alimentant le code LDPC
en fonction du canal utilisé pour le mot de code "tout 0". Par exemple, pour le canal BABG nous

[o2 _w=2/o})%F . : L
avons : fu,(y) = g—fre_ 8 , ol Ug est la variance du bruit additif.

Lors de la mise & jour des messages par un noeud de donnée de degré i (1.5), la d.d.p. du
message sortant est la densité d’une somme de i variables aléatoires supposées i.i.d.. Cette der-
niére est calculée par le produit de convolution entre chacune des d.d.p. des messages alimentant
le noeud de donnée (sauf celle du message venant du noeud de contrdle ou se dirige le message
résultant). La loi de mise & jour des densités des messages sur un noeud de donnée de degré i est
alors :

F = fug @ (f0)201 (1.11)

oll ® représente le produit de convolution.

Une branche choisie aléatoirement dans le graphe est connectée & un noeud de donnée de
degré i avec une probabilité \;. Par conséquent, la convolution dans (1.11) a une probabilité A,
d’avoir ¢ termes. Nous pouvons alors déterminer la d.d.p. globale des messages v mis a jour lors
du data pass. 1l s’agit d’une densité de mélange donnée par :

tcmaz tcmaz
=" N0 = fuo © D N(fD)2CY (1.12)
=2 =2

Pour évaluer les densités des messages lors de leur passage par un noeud de contréle, les
auteurs de [71] ont introduit une représentation alternative du check pass (1.6) faisant apparaitre
une somme & la place du produit. Sachant que la densité d’une somme de variables aléatoires est
le produit de convolution des densités de chacune de ces variables, cette formulation sera donc
plus appropriée. Pour convertir le produit en une somme, I'opération associée au check pass doit
étre réalisée dans le domaine logarithmique. La quantité tanh(x) pouvant étre négative, il est
nécessaire de prendre la valeur absolue de cette quantité et de suivre séparément 1’évolution de
son signe. Soit 7(.) la transformation définie par :

() : [0, +00] = GF(2) x [0, +00]
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tel que Va € [—o0, +00],

v(x) = (71(x),y2(z)) := (Sgn(x), —In tanh‘%’) (1.13)

ou la fonction sgn(z) est :
0 siz>0
sgn(@) := 1 sinon

Etant donné que la fonction v est bijective alors sa fonction réciproque v~ ! existe. En utilisant

ces deux fonctions, on peut montrer que la loi de mise & jour des messages durant le check pass
sur un noeud de controle de degré j (Cf. (1.6)) peut étre réécrite comme :

j
up=v‘1< > 7(%)) (1.14)

m=1;m#p

Notons I'(.) la transformation de densité correspondant au changement de variable ~(.) [71].
Par hypothése, les messages v, étant i.i.d, I’évolution des densités lors du passage des messages
par un noeud de contréle de degré j sera caractérisée de la maniére suivante :

1 =1 (0(s) ). (1.15)

Etant donné qu’une branche a une probabilité p; d’étre connectée a un noeud de contréle de
degré j, la densité des messages u a 'itération [ est donnée par :

t'rmaz .
fO = F1< > T 5’1’)®("1’> (1.16)
j=2

Pour une distribution donnée de lirrégularité (A,p) et sous la condition d’indépendance
des messages, 1’évolution de densité des messages allant des noeuds de données aux noeuds
de controles au cours des itérations [ est décrite par la relation récurrente suivante :

O = fu® > N (r1< S pjr(féll))®“_l)>> (1.17)
i—2 =2

Dans [71], Richardson et al. ont montré que si le canal est a sortie symétrique, la densité de
probabilité f,, des messages initiaux est consistante (définie ci-dessous).

Définition 2 Consistance
Une densité f(x) est dite consistante si et seulement si

f(z) =€e"f(—x) VxeR. (1.18)

A partir de cette propriété de consistance, qui est conservée au cours des différentes étapes
de la propagation de croyance, Richardson et al. ont montré les deux points suivants :
— La probabilité d’erreur a I’itération [ Pe(l) est une fonction décroissante au sens large de .
— La probabilité d’erreur bloc tend vers zéro si et seulement si la densité des messages v ou
u tend vers Ay (ou Ay représente la densité de probabilité "masse de Dirac & 'infini").
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Par conséquent, on peut introduire la définition de "seuil de convergence" d’un code LDPC
comme étant le plus faible RSB (E,/Np)" pour lequel la densité f, des messages v tend vers Ao
quand [ — oo, soit :

0 = (Eb/No)* = min (Eb/N()) ‘ lim flgl) = Aoo}
Feo (1.19)
= min { (Ey/No) | lim PO :0}

Ce seuil est donc un bon moyen pour comparer la limite théorique des codes LDPC décodés par
propagation de croyance avec la limite de Shannon.

Richardson et al. ont également mis en avant une condition appelée condition de stabilité qui
controle le comportement de I’évolution de densité lorsque la probabilité d’erreur s’approche de
zéro [71]. Notons S(Ep/No) la fonction de stabilité du canal :

s8Ny = |

R

- Ey
e <:c, FO) dx. (1.20)
Ainsi, si M(0)p'(1) < S(Ey/Ny)~! la probabilité d’erreur convergera vers zéro si, initialement,
cette probabilité est suffissamment petite, ou bien si M\ (0)p'(1) > S(Ep/No)~! la probabilité
d’erreur sera bornée au-dessus de zéro. Pour qu’un code soit stable il suffit de contraindre Ao,

soit : . 5
Ay <Ay = —F— / e 2], (ac, —b> dx. (1.21)
DY e "\ No

1.3.2 Optimisation des codes LDPC pour les canaux instantanés

On entend par optimisation des codes LDPC, I'optimisation des paramétres définissant I’ir-
régularité, soit A(x) et p(x). Le critére d’optimisation le plus couramment utilisé consiste en la
maximisation du rendement de codage R & un E,/Ny donné |71, 19, 18]. Le rendement étant
linéaire en les paramétres & optimiser, il a été montré par Richardson et al. que cette optimisation
pouvait étre réalisée de fagon itérative par programmation linéaire (linear programming) [71].
Chung a par la suite repris ce principe d’optimisation en le modifiant légérement afin d’amé-
liorer les résultats (spécialement lorsque tepmq, est élevé) et ainsi, il a obtenu des codes LDPC
présentant un seuil & 0.0045 dB de la limite de Shannon du canal BABG pour un rendement
R = 1/2. Son approche consiste, pour p(x) ainsi que Ej/Ny fixés, & trouver itérativement \ (p
étant fixé) maximisant le rendement R d’un code ayant une probabilité d’erreur nulle aprés L
itérations de propagation de croyance (Si 'on souhaite minimiser le seuil a4 rendement fixé, il
suffira d’effectuer une dichotomie sur Ej,/Ny). Concernant le choix de p(z), il a été montré que
I'utilisation d’une distribution & degrés concentrés, c’est-a-dire p(x) = pzF~! + (1 — p)a*, était a
la base de la réalisation de trés bons codes [18]. A chaque itération du processus d’optimisation,
la maximisation du rendement est effectuée sous différentes contraintes que nous énumérerons
ci-dessous.

Posons A*) la distribution de Iirrégularité sur les noeuds de données a l'itération courante k
(de Talgorithme d’optimisation). La probabilité d’erreur el(k) des messages & I'entrée des noeuds
de controles a l'itération [ de la propagation de croyance peut s’écrire :
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(k)

li

sages sortant d’un noeud de donnée de degré i a l'itération [ lorsque A®) est utilisée.
(k+1)

ole . = fi)oo féf) (x)dz (avec féf) définie par (1.11)) représente la probabilité d’erreur des mes-
Notons e; la probabilité d’erreur & I’itération [ lorsque AR est utilisé jusqu’a l'itération
I —1 et A**D (la mise & jour de A®)) a I'itération 1, soit :

temax

62(k+1) _ Z )\Z(kJrl)el(’IZ)‘
=2

L’algorithme itératif d’optimisation peut alors s’écrire :

1. Fixer p et choisir A de maniére a ce que le code résultant présente un faible rendement.

trmazx

j=2 p;ilJ

2. Pour k allant de 1 & K, : Maximiser le rendement R =1 — Stamar s i soit,
=2 g
tCTTLG“’l‘
AR — > Aifi 1.22
A arg max 2 i/ (1.22)

sous les contraintes :
cL ™ <™ 1<i<r,

C2. |e;(k+1) — el(k)] < 5(61(5)1 — egk)), 1<I<L, avec §d <1,
C3. de normalisation : Zfi’gax )\Ekﬂ) =1,

C4. de proportion : 0 < )\gkﬂ) <1 (2 <i < temaa)-

Afin de garantir que la probabilité d’erreur tende vers zéro, il est nécessaire d’imposer la
contrainte C'1. De plus, pour garantir la validité au cours des itérations de la formulation de
ce probléme d’optimisation par programmation linéaire, A devra etre trés peu différent de
A(k), ce qui en terme de probabilité d’erreur se traduit par la contrainte C2, les deux autres
contraintes étant intrinséques a la paramétrisation des codes LDPC. Notons que toutes les
contraintes ainsi que la fonction coiit (le rendement) sont linéaires par rapport aux paramétres
AR (=2 tomaa).

Aprés avoir fixé p(z) ainsi que la distribution A(z) initiale, il suffit d’appliquer itérativement
I’algorithme d’optimisation tel qu’il est décrit ci-dessus jusqu’a la convergence définie par un
rendement maximisé associé & une probabilité d’erreur nulle des messages v aprés L itérations
de propagation de croyance. Si le rendement obtenu aprés ce processus n’est pas celui désiré,
alors p(x) doit étre modifié et les différentes étapes ci-dessus répétées. L’avantage principal de
ce processus d’optimisation est d’avoir été mis sous la forme d’un probléme de programmation
linéaire permettant ainsi, I'utilisation d’algorithmes d’optimisations efficaces. Cependant, comme
il s’agit d’une optimisation locale, afin d’obtenir les meilleurs résultats, il est fortement conseillé
d’essayer a 'initialisation plusieurs distributions de A(z) différentes.

1.3.3 Evolution de densité avec approximation Gaussienne

L’algorithme de I’Evolution de Densité étant un outil assez complexe, il a été introduit dans
le cadre de communications sur canal BABG, une version simplifiée de cet algorithme [18]. Cette
simplification est basée sur la modélisation des densités des différents messages par une simple
densité Gaussienne pour un code LDPC régulier ou bien par un mélange de Gaussienne s’il
s’agit d’'un code irrégulier. Nous verrons par la suite que cette approximation réduit & un seul

20



1.8. Analyse et optimisation des codes LDPC

paramétre dynamique 1’étude du comportement asymptotique du décodage par la Propagation
de Croyance au cours des itérations.

Ce type d’approximation unidimensionnelle des densités a tout d’abord été introduite pour les
turbo-codes, plus spécialement par Ten Brink dans le cadre des turbo-codes paralléles [9] et par El
Gamal pour les turbo-codes séries [31, 32]. Ten Brink, en se basant sur I'approximation des d.d.p.
des messages par des Gaussiennes a construit un turbo-code série de rendement 1/2 se situant
4 0.1 dB de la limite de Shannon. Comme il n’a pas été établi de relation simple pour la mise &
jour des densités des messages lors du turbo décodage, ’étude du comportement des messages
Gaussiens a été réalisée par des simulations de Monte Carlo. Cette approximation s’est alors
révélée relativement bonne pour étudier la trajectoire des turbo-codes et permet donc de situer
la région exhibant l'effet d’avalanche. Dans le cadre des codes LDPC, I’étude de ’approximation
Gaussienne des messages a été réalisée par Chung [18].

1.3.3.1 Analyse asymptotique sur canal BABG

L’analyse asymptotique des codes LDPC sur canal BABG par approximation Gaussienne des
densités des messages que nous présenterons dans cette section a été réalisée de deux fagons dif-
férentes. La premiére approche consiste & suivre au cours des itérations ’évolution de la moyenne
des messages et la seconde est basé sur ’étude de 1’évolution de I'information mutuelle.

Evolution de la moyenne des Gaussiennes

Si la constellation utilisée est une BPSK (0 — = = +1,1 — = = —1), et si le bruit additif du
canal ny est de moyenne nulle et de variance ag, alors le message initial ug s’écrit :

up = log plyle=1) _ 2 (x + nyp). (1.23)

plyle=-1) o}

Etant donné que le canal est symétrique nous pouvons utiliser le mot de code 0 soit z = 1.
Ainsi, le message initial ug est Gaussien de moyenne 2/07 et de variance 4/02. Dans le cadre de
transmissions sur un canal BABG avec un code LDPC régulier, Wiberg a travers des simulations
[85] et Chung par 'Evolution de Densité ont tous deux observé que la densité des messages v et
u s’approchait d’une densité Gaussienne. Ainsi, dans le cadre de 'utilisation des codes réguliers,
Chung a choisi d’effectuer 'approximation des densités des messages v et u par des Gaussiennes.
Notons tout de méme qu’il a été observé lors de simulations que cette approximation est moins
bien adaptée a la densité des messages u provenant des noeuds de controles.

Etant donné qu’une densité Gaussienne est définie par sa moyenne et sa variance, il suffit
alors d’évaluer ces deux paramétres au cours des itérations pour en déduire le comportement
du décodeur. Or, comme le canal BABG associé a une constellation BPSK est symétrique (Cf.
(1.10)) et comme il a été montré que cette propriété était conservée au cours des différentes étapes
de la propagation de croyance, alors les densités des différents messages seront Gaussiennes et
consistantes. Pour une densité Gaussienne de moyenne m et de variance o2, cette condition de
consistance se traduit par o2 = 2m. En effet, si

(lf—m2
flz) = \/#exp _(202))

1 22 —2max+m?2 (124)
= eap (-t
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alors nous avons,

)2
f(=a)eap(z) = eap (~C5r ) eap(e) .
_ 1 er _x2+2mx+m2720'2x> ( )
T V2?2 p 202 )

Par conséquent, f(x) = f(—x)exp(x) si et seulement si 02 = 2m. Ainsi, suivre I’évolution des
densités des différents messages Gaussiens revient & suivre I’évolution d’un seul paramétre, qui
a été choisi comme étant la moyenne. Les messages v (resp. u) sortant des noeuds de données
(resp. de controles) seront donc Gaussiens de moyenne m,, (resp. m,) et de variance 2m,, (resp.
2my,). L'utilisation de la moyenne comme parameétre définissant les densités est principalement
motivée par la possibilité d’obtenir facilement des expressions analytiques des lois de mise a jour
lors des différentes étapes de décodage.

Les messages alimentant les noeuds de données étant i.i.d., la moyenne mfjl)z du message de
sortie d’un noeud de donnée de degré i a I'itération [ lors du data pass est d’a};rés (1.5) donnée
par :

m® = o + (i — Dyml=D (1.26)

v,
(-1 . A
oum{™ représente la moyenne des messages u provenant des noeuds de controles et m,g = 2/ ag
celle des messages venant du canal. Pour la mise & jour de la moyenne & la premiére itération
(1) (0)

my ’, nous avons my~ = 0. A Ditération [ un message v alimentant un noeud de controle aura
iz l 4 . .
comme densité fé) le mélange de Gaussiennes suivant :

tcmax

10 =3 AN (mll),2m{) (1.27)
=2

Pour la mise & jour de la densité des messages de sortie des noeuds de contrbles de degrés j
lors du check pass, nous devons prendre la moyenne statistique de chaque coté de (1.6) et comme
les messages alimentant les noeuds de contréles sont également supposés i.i.d., nous avons :

NG NORER

Etant donné que les densités des messages sont consistantes, E [tanh%] dépend seulement de
m,, et peut étre exprimée par :

_ (u—my)?

e du =1 — ¢(my). (1.29)

U 1 U
E|tanh—| ;= —— [ tanh=e
[ 2] VAT, /R 2

Une approximation de la fonction ¢(z) donnée dans [18] peut étre utilisée sans perte majeure
de précision.
Ainsi, étant donné que ZEC:’Z‘” A; = 1, nous obtenons :

0] tcmazx
v ] 1

E [tanhT ZZ; )\Z-gb(mf)l%) (1.30)

Pour obtenir la moyenne des messages sortant d’un noeud de controle, il suffit d’utiliser la

0

relation (1.28). Ainsi, la moyenne m,, ; des messages sortant d’'un noeud de controle de degré j
a l'itération [ est donnée par la relation suivante :

tcmax j—1
) =¢>‘1{1— -3 ne(m))] } (1.31)
=2
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Un message u a une probabilité p; de sortir d'un noeud de controle de degré j. Par conséquent,
la densité des messages u sera, également, un mélange de densités Gaussiennes. Etant donné
que les densités sont caractérisées par leurs moyennes, alors ce mélange de densités Gausiennes
est une combinaison linéaire des différentes moyennes mff)J pondérées par leur poids p; pour
J =2, ..., trmaz, telle que :

trmax tcmax j—1
mi =y wl{l— [1— 3 /\i¢(mu0+(i—1)m5fl))] } (1.32)
j=1 =2

Cette équation représente la projection sur un seul paramétre (la moyenne d’une densité
Gaussienne) de I’évolution de densité définie par 1’équation (1.12) dans le cas ou les densités des
messages u et v sont considérées comme étant des Gaussiennes. L’avantage de cette approxima-
tion est clairement sa mise en oeuvre, puisqu’il s’agit de suivre uniquement un seul paramétre
scalaire au lieu d’une densité dans le cas de I’évolution de densité.

Le seuil d’un code LDPC est défini, dans le cas de I’Approximation Gaussienne, par le E, /Ny
minimum au-dessus duquel la probabilité d’erreur bloc est nulle ou, autrement dit, lorsque mg )
tend vers 'infini quand le nombre d’itération [ tend vers I'infini. Ce seuil peut alors étre calculé
en utilisant la relation (1.32).

De la méme maniére, nous pouvons introduire une expression alternative a (1.32) explicitant
la mise & jour de la moyenne des messages v, soit :

tcmax
6 (m) = (g, o(m™V)) = > AiFmi(mug. o(mff ™))
temax tlrjnzam (1 33)

= Y a1 Y g [1— (1—¢(m5f“))j_1]
i=2 b j=1

(@)

Etant donné la définition de ¢(.), il est facile de voir que m,’ — oo si et seulement si
¢(m1(,l)) — 0, alors le seuil peut étre également défini par le niveau de bruit maximum en-dessous

duquel gb(mg)) — 0 quand le nombre d’itération [ tend vers ’infini.

Remarque 4 La condition de stabilité développée dans la section 1.8.1 est toujours valable dans
le cas ou les densités des messages ont fait ’objet d’une approximation par des Gaussiennes.

Evolution de I'information mutuelle

Ci-dessus, nous avons présenté 1’évolution de densité par la méthode d’approximation des densités
par des Gaussiennes en évaluant a chaque itération de la propagation de croyance la moyenne des
messages. Une approche alternative a 1’évolution de la moyenne des messages consiste & suivre
I’évolution de I'information mutuelle I, d’un canal virtuel BABG & entrée binaire dont la sortie
serait le message v. Ce message de sortie étant de densité Gaussienne consistante de moyenne
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m, et de variance 2m,, soit p(v) = N (my, 2m,), nous pouvons exprimer I, par :

I, = — [gp(v)loga(p(v))dv+ [p 30,1y p(v, 2)loga(p(v]zx))dv

. p(v]z)
= 3 Je Lo Pl |”5)l092(%(p(vu:l)w(v\x:fl)))d”

En appliquant la relation liée & la symétrie du canal soit p(v|z = —1) = p(—v|z = 1), on obtient
p(vlz=1) )
lo = Jap(vlz =1)iogs ( Io0l=D+pele=—1) )

Or d’aprés la propriété de consistance de la densité p(v) définie par I’équation (1.18), nous avons :
_ p(vlz=1)
Lo = Jpp(vle = Dioge (%p(v|x:1)(1+e—v)) dv
= 1— [pplz=1)loga(14+e ") dv

— 1f\/ﬁleog2(l+e_”)emp( %ﬂ)dv—J(mv)

ou la fonction J(-) représente la fonction de passage de la moyenne d’une densité Gaussienne
consistante & 'information mutuelle d’un canal Gaussien consistant. Etant donné que cette fonc-
tion est strictement monotone, la réciproque J 1 (-) existe et représente le passage de I'information
mutuelle a la moyenne.

Notons que I'information mutuelle [, est linéaire en la densité p(v|x = 1), par conséquent si
p(v|lx = 1) est modélisée par un mélange de densités alors I, sera égale & la somme pondérée
des informations mutuelles de chaque densité du mélange. Ainsi, lors du passage des messages
par les noeuds de données définie par I’équation (1.5), I’évolution de I'information mutuelle Lgl)
a 'itération [ est donnée par :

tcmixA J < —1)J! (Iff‘l))) (1.34)

ou I, représente I'information mutuelle d’'un canal BABG & entrée binaire dont la sortie est le
message u.

Pour établir I’expression de la mise a jour de 'information mutuelle lors du passage des mes-
sages par un noeud de contréle, il est nécessaire de s’appuyer sur la représentation fréquentielle
équivalente de cette étape illustrée sur la figure 1.6. Etant donné que nous avons les deux rela-
tions Iy =1 — Iy et Irp, = 1 — I, [26], et que les messages v venant des noeuds de données

sont i.i.d., la mise a jour sur les noeuds de contréles de I'information mutuelle L(f) a l'itération [

est donnée par :
trmax

M=1-3% pJ ((j 1yt (1 - Lﬁ”)) . (1.35)

j=2
En combinant les équations (1.34) et (1.35), nous obtenons le comportement asymptotique

d’un code LDPC sous approximation Gaussienne des densités ou le paramétre d’évolution est
I’information mutuelle, soit :

L()l) — Etcma:v)\ F’zmz(2/0'§7](l 1))

= S (Z - 007 (1S (G- v (- 10)))) 4
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Le seuil est alors défini par le plus petit Ej/Ny au-dessus duquel la probabilité d’erreur est

nulle ou, en terme d’information mutuelle, lorsque L()l) — 1 quand le nombre d’itération tend
vers 'infini.

1.3.3.2 Optimisation des codes LDPC pour le canal BABG

Dans le cadre de l'optimisation des codes LDPC sur canal BABG lorsque ’approximation
Gaussienne est utilisée, il a été introduit par Chung une méthode d’optimisation simple et non
itérative basée sur un probléme de programmation linéaire [18]. Si on considére que la distri-
bution p(z) et la variance du bruit o7 sont connues, on peut optimiser la distribution A(z) de
maniére & maximiser le rendement. Pour ce faire nous pouvons tout d’abord utiliser I’expression
de I'évolution de densité par approximation Gaussienne paramétrée par la moyenne (1.33) :

tcmax

6 (mP) = 37 AiFi (g, 6(mI 1))
=2

Nous avons vu que le seuil était défini par le plus faible RSB au-dessus duquel gzﬁ(mq(,l)) — 0
quand [ — oo. Comme la fonction ¢~!(x) est strictement croissante sur 0 < 2 < 1, alors le

second membre de la relation (1.33) est strictement décroissante en fonction de gb(mf,()l_l)). Ilya

l . . oy . ,
convergence de gb(mg,)) vers (0 si et seulement si la condition suivante est respectée :

tcmax

¢(mv) > Z )‘iFm,i(mumd)(mv)) v¢(m’u) € [07¢(mu0)] (137)

=2

Alors le probléme de 'optimisation de A\(z) peut s’écrire sous la forme suivante :

tcmaz
Aopt = arg max Z Aifi (1.38)
= i=2
sous la contrainte,
temax
Qb(mv) > Z )\Z'Fm,i (muoa CZ)(mv))v V¢(mv) € [07 ¢(muo)] (1-39)
i=2

ainsi que les contraintes de normalisation et de proportion telles qu’elles ont été définies dans la
section 1.3.1. Notons que obtenir des codes LDPC stables dans le sens ou ils peuvent atteindre
une probabilité d’erreur nulle, il sera également nécessaire d’ajouter la condition de stabilité (Cf.
équation (1.21)) lors de I'optimisation.

Etant donné que la fonction coiit ainsi que toutes les contraintes sont linéaires en les para-
meétres & optimiser, I'optimisation peut étre réalisée par programmation linéaire.

De la méme maniére, 'optimisation de la structure des codes LDPC sous approximation Gaus-
sienne peut étre également effectuée lorsque le paramétre d’évolution est 'information mutuelle.
Pour ce faire, il suffit juste de réécrire la contrainte de convergence garantissant la convergence
de I'information mutuelle x, vers 1 quand le nombre d’itérations tend vers l'infini, soit d’aprés
Péquation (1.36) :

temazx
Ty < Y ANiFimi(2/07,20), Va, € [0,1]. (1.40)
i=2
Notons que cette contrainte est également linéaire en les paramétres & optimiser.
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1.3.4 Codes optimisés pour le canal BABG

Nous avons vu dans les sections précédentes que l'optimisation des codes LDPC par program-
mation linéaire était réalisable de trois fagons différentes & savoir : en utilisant 1’évolution de
densité, 'approximation Gaussienne paramétrée par la moyenne ou bien encore I’approximation
Gaussienne paramétrée par 'information mutuelle. La confrontation des résultats obtenus par
ces trois méthode semble donc intéressante. Nous avons alors effectué une optimisation de codes
LDPC de rendement R = 1/2 avec les différents processus énumérés ci-dessus pour tepmar = 20.
La distribution p(z) de I'irrégularité sur les noeuds de controles est mise sous sa forme concen-
trée, soit p(x) = p;jx? =1 + (1 — p;)a?. Sous cette forme p(z) est alors défini par un seul paramétre
a savoir le p moyen noté p = (j —1)p; +j(1—p;) = j — p;. Le choix de p est réalisée a posteriori
dans le sens ol lors du processus d’optimisation p est fixé par dichotomie de maniére & minimiser
le seuil obtenu. Les seuils de convergence des codes optimisés pour temqe, = 20 sont alors présentés
dans le tableau 1.1.

R—1/2 (0.18 dB) || évolution de densité | A. G. moyenne | A. G. Info mutuelle
5* (dB) 0.315 0.411 0.321

TAB. 1.1 — Seuils de convergence obtenues par évolution de densité des codes LDPC de rende-
ment R = 1/2 optimisés par programmation linéaire sous évolution de densité, approximation
Gaussienne paramétrée par la moyenne et sous approximation Gaussienne paramétrée par 'in-
formation mutuelle.

Nous pouvons alors constater que 'optimisation des codes LDPC par évolution de densité
permet d’obtenir des codes présentant un seuil inférieur aux deux autres méthodes. Ceci s’ex-
plique par le fait que cette méthode n’effectue aucune approximation sur les densités. Cependant,
I’évolution de densité reste un outil d’analyse avec une complexité importante alors dans la suite
toute nos optimisations seront réalisées sous approximation Gaussienne et dans ce cas c’est lors-
qu’elle est est paramétrée par I'information mutuelle qu’elle produit les meilleurs codes. Notons
que le seuil obtenu n’est alors supérieur que de 0.006 dB.

Nous avons ensuite optimisé les codes LDPC pour trois valeurs de t.nqz, & savoir 10, 30 et
200 dont nous avons reportés les seuils obtenus par évolution de densité dans le tableau 1.2. Les
polynémes définissant les codes LDPC résultant a cette optimisation sont :

= temaz = 10 :
Mz) = 0.2724z + 0.235822 + 0.0853z> + 0.4065z°
p(z) = 0.752% 4+ 0.2527
= temaz = 30 :
Mz) = 0.2101z + 0.19422% + 0.043z* + 0.14192° + 0.106927 4 0.30382.2°
plz) = a°
— temaz = 200 :
Mz) = 0.1508z + 0.14262% + 0.11442° + 0.07682° + 0.15542'% + 0.0073z'" + 0.00352*"
+0.15112% 4 0.1982:1%
plz) = a'!
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La premiére remarque que nous pouvons établir est que plus on autorise t.nq, & étre élevé,
plus le p optimal doit étre important. Ainsi, la valeur des seuils de convergence diminue lorsque
temar augmente. Nous avons ensuite étudié les performances de ces codes pour deux tailles de
mot de code N = 60000 et N = 1000 (Cf. 1.8). Pour N = 60000, les codes LDPC exhibent
bien un effet de seuil se déclenchant & environ 0.6 dB de plus que les seuils théoriques obtenus
pour N — oo. Dans le cas ou N = 1000, nous pouvons observer que la hiérarchie établie dans la
cas asymptotique est inversée c’est-a-dire que c’est le code avec temnqe le plus faible qui présente
les meilleurs performances. En effet, si la densité du graphe d’un code LDPC de taille finie
augmente (c’est-a-dire si p augmente), le nombre de cycle a 'intérieur de celui-ci va également
croitre engendrant ainsi une dégradation des performances. Ce phénoméne est d’autant plus
accentué que la taille du mot de code est faible. Par conséquent, il est nécessaire de garder une
certaine prudence quant & 'interprétation des résultats obtenus par évolution de densité.

R—1/2 (0.18 dB) || temaz = 10 | temaz = 30 | temaz = 200
5* (dB) 0.405 0.301 0.278

TAB. 1.2 — Seuils de convergence obtenues par évolution de densité des codes LDPC optimisés
sous approximation Gaussienne paramétrée par l'information mutuelle pour teme, & 10, 30 et

200.

I
=t =10, N=1000
cmax
e tcmax=30, N=1000
- tcmax=200, N=1000
5 tcmax=10, N=60000 |
o tcmax=30, N=60000

ot =200, N=60000 |]

cmax

TEB

|
0 0.5 1 1.5 2 25 3
E/N,

F1G. 1.8 — Performances de codes LDPC de rendement 1/2 optimisés pour le canal BABG.
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1.3.5 Optimisation des codes LDPC pour d’autres types de canaux

Dans les précédentes sections, nous avons présenté les différentes méthodes d’études et d’op-
timisations des codes LDPC pour les canaux instantanés et stationnaires. Récemment, I’'optimi-
sation des codes LDPC s’est étendue a des canaux que 'on peut qualifier de moins standards
et/ou présentant plus d’intéréts pratiques. Le processus d’optimisation pour ces canaux particu-
liers n’étant généralement pas une simple extension des méthodes connues, nous tacherons d’en
expliquer, succinctement, les points clefs et ce pour des systémes de transmission :

— utilisant des modulations codées,

— MIMO (Multiple-Input Multiple-Output),

— multi-utilisateurs,

— ainsi que pour des canaux & mémoire partielle.

e Les techniques de codage multiniveaux (multilevel coding : MLC) et de modulation codée
par bits entrelacés (bit-interleaved coded modulation : BICM) ont été proposées afin de réaliser
des transmissions & forte efficacité spectrale. Il a été ensuite prouvé qu’avec ces méthodes de
modulations codées il était possible d’approcher la capacité du canal avec un code binaire 83, 12].
Fort de ce constat, Hou et al. ont réalisé des modulations codées (MLC et BICM) basées sur les
codes LDPC s’approchant de la capacité de Shannon [44].

[’analyse et I'optimisation de la structure des codes LDPC pour ce genre de modulation
ne sont pas triviales puisque les canaux équivalents & entrée binaire ne sont pas nécessairement
symétriques. Pour palier & ce probléme, les auteurs ont proposé deux approches relativement
similaires, la premiére consiste & forcer la symétrie en utilisant un adaptateur de canal i.i.d. et
la seconde s’appuie sur l'utilisation d’un code coset (somme modulo 2 du mot de code du code
LDPC avec un code coset). Les auteurs ont ensuite montré que cette seconde approche peut
quasiment s’apparenter a 'utilisation de ’adaptateur de canal i.i.d. et que, par conséquent, elle
présente les mémes performances. Les codes LDPC optimisés avec ce genre de structure exhibent
des seuils a4 0.07 dB de la capacité.

e Ten Brink et al. dans [11]| ont proposé de construire de bons codes LDPC pour les transmis-
sions sur canaux évanouissants multi-entrées multi-sorties (MIMO) dans le cas ot le canal n’est
connu que de I’émetteur. La structure du récepteur combine un détecteur MIMO ainsi qu’un
décodeur LDPC et les auteurs ont montré que ce schéma permettait d’atteindre la capacité a
condition de construire un code optimisé pour ce type de transmission. L’optimisation des codes
LDPC a été effectuée en adaptant la fonction de transfert de l'information mutuelle entre le
détecteur MIMO et le décodeur LDPC. Les codes résultant & cette optimisation présentent des
performances & moins de 1 dB de la capacité du canal.

e Les codes LDPC ont, également, été utilisés dans le cadre de communications & acces
multiples. Dans [23, 2| les auteurs ont montré qu’il était possible d’effectuer conjointement la
séparation des utilisateurs et le décodage des codes au moyen de codes LDPC. 1l suffit pour
ce faire, d’assigner & chaque utilisateur un code LDPC différent, et d’effectuer en réception le
décodage simultané de tous les codes LDPC. Cette méthode est appelée RCDMA pour Random
Code Division Multiple Access. L’optimisation des codes LDPC pour le RCDMA étant assez
difficile, Roumy et al. se sont pour 'instant limités a deux utilisateurs synchrones et de méme
puissance [73]. Dans ces conditions, I'optimisation n’est possible que sous différentes hypothéses.
La premiére contraint les deux utilisateurs a avoir la méme famille de codes (N, A\(x), p(x)) et la
seconde suppose que les noeuds de données d’un utilisateur sont reliés aux noeuds de données
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de méme degré de 'autre utilisateur via un noeud dorsal reliant les deux utilisateurs. Les codes
LDPC ainsi obtenus exhibent un seuil & 0.12 dB de la capacité du canal BABG multi-utilisateurs.

Un canal fréquemment rencontré lors de transmissions radio ou dans les systémes d’enregis-
trement magnétique est le canal & mémoire. [’optimisation des codes LDPC a été réalisée sur
deux types de canaux & mémoire : le canal a sortie binaire de Gilbert-Elliott [30] et les canaux
A sortie continue & mémoire trés courte. Etant donné que cette thése traite de 'optimisation des
codes LDPC lors de transmissions sur un canal & mémoire, nous présenterons en détail, dans la
prochaine section, ’analyse et les méthodes d’optimisation des codes LDPC pour les canaux a
mémoire a sortie continue.

1.4 Canaux & mémoire

Les méthodes d’optimisation des codes LDPC précédemment développées se sont montrées
trés efficaces pour les canaux sans mémoire et stationnaires. Suite au développement des sys-
témes d’enregistrement magnétique [75], Pétude [52] et la réalisation de bons codes LDPC ont
également été effectuées pour des canaux présentant des interférences entre symboles c¢’est-a-dire
pour des canaux sélectifs en fréquence [82, 62]. L’effet mémoire de ce type de canal a différentes
origines physiques suivant le domaine d’application. Dans le cadre de transmissions radios, le
canal de propagation est principalement caractérisé par I'effet multi-trajet du signal, exhibant
généralement une dispersion importante de la réponse impulsionelle. A contrario, dans les sys-
témes d’enregistrement magnétique ou optique I’effet mémoire est plus court et le canal résultant
4 une dispersion de tout au plus deux ou quatre temps symbole. La modélisation de ces canaux
est référencée dans la littérature par canal dicode et canal EPR4. Dans cette section, nous pré-
senterons ’étude asymptotique des codes LDPC ainsi que le processus d’optimisation pour ces
types de canaux.

Une approche alternative de ’optimisation des codes LDPC pour les canaux & mémoire sélectif
en fréquence est présentée dans cette thése (Cf. Chapitre 3 et 4). Notre approche, originale,
consiste & se placer dans le contexte prometteur des transmissions multi-porteuses et ainsi, de
considérer le canal sélectif en fréquence comme un ensemble de sous-canaux instantanés dont la
variance du bruit additif est proportionnelle au gain du canal dans la sous-bande considérée.

1.4.1 Modélisation d’un canal & mémoire partielle

Considérons un systéme de communication dans lequel les symboles xj, provenant d’un enco-
deur LDPC alimentent un canal & mémoire de longueur fini I défini par h(D) = Zié h;D%, ou
h; € R. Les symboles étant issus d’une constellation BPSK ils pourront également étre considérés
comme étant des bits. Le signal de sortie y; de ce canal s’écrit :

i=1

ye =Y hie—; + g, (1.41)
i=0

oil ny, est un bruit additif blanc Gaussien de moyenne nulle et de variance o2. Il a été montré qu'un
canal & mémoire tel qu’il est modélisé par (1.41) peut étre également représenté par un graphe
factoriel [37] dans lequel un noeud de treillis T}, est associé & chaque symbole x;. Notons I'état
du systéme a I'instant £ comme étant le vecteur de longueur I contenant ’ensemble des variables
d’entrée zy_ri1 & xy, soit ¢, = [Tx_14+1,...,2%]T. Le graphe factoriel décrivant la propagation
de croyance d’un systéme composé d'un code LDPC concaténé avec un canal & mémoire est
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représenté sur la figure 1.9. Ce graphe factoriel est composé de deux sous-graphes ou le sous-
graphe de la partie supérieure représente une chaine de Markov décrivant la mémoire du canal
et celui de la partie inférieure représente le graphe factoriel d’'un code LDPC.

F1G. 1.9 — Graphe factoriel d’un code LDPC concaténé a un canal & mémoire.

n ion suivante, nous présenteron rdonnancemen r ion royan
Dans la section suivante, nous présenterons I’ordonnancement de la propagation de croyance
d’un tel systéme.

1.4.2 Egalisation et décodage conjoints

L’algorithme utilisé pour égaliser et décoder est 1’algorithme de propagation de croyance,
et dans ce contexte de communication sur un canal présentant des interférences entre symboles
(IES), il peut étre vu comme un algorithme de turbo-égalisation [29]|. Afin d’estimer les probabi-
lités a posterior: par la propagation de croyance d’un tel systéme, il sera nécessaire d’insérer en
plus des étapes de mise & jour des messages par les noeuds de données et les noeuds de controles,
deux étapes supplémentaires. La premiére aura pour objet la mise a jour des messages sur un
noeud de treillis et la seconde explicitera la mise & jour des messages se propageant des noeuds
de données aux noeuds de treillis. Nous présenterons, également, I’ordonnancement de ces diffé-
rentes étapes.

Mise a jour des messages par le treillis vers le code LDPC

Considérons yy comme étant le signal regu. Nous appellerons dfk, le message de sortie du treillis
a l'itération [, étant disponible & cette itération les messages provenant du code LDPC calculé
a l'itération précédente eg_l) (Cf. Fig. 1.10). Ces messages ™Y seront alors considérés comme
de l'information extrinséque. Les messages de sortie du treillis sont calculés par ’algorithme du
BCJR [5]. Pour ce calcul du message di, les étapes du BCJR ont été limitées aux W noeuds de
treillis précédent et suivant le noeud de treillis considéré soit le k€. La, figure 1.10 schématise
le calcul du message dﬁg.

Mise a jour des messages par les noeuds de données et les noeuds de contrdles

L’étape de mise & jour des messages vgl) lors du passage par les noeuds de données est identique
a celle décrite par (1.5), il suffit juste de remplacer g par le message dﬁg provenant du treillis. Le
passage des messages ué, par les noeuds de controles est rigoureusement identique & 1’équation

(1.6).
Mise a jour des messages par les noeuds de données vers le treillis
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Fic. 1.10 — Passage des messages a travers le treillis : Algorithme du BCJR fenétré.

()

La derniére étape nécessaire pour compléter une itération est de calculer les messages e, issus
des noeuds de données et se dirigeant vers les noeuds de treillis. Cette mise & jour, sur un noeud
de donnée de degré i, est donnée par la relation suivante :

ell Z n (1.42)

L’ordonnancement de I’algorithme de propagation de croyance sur le graphe factoriel repré-
senté sur la figure 1.9 est le suivant :

1. Initialisation : Mise & zero des messages eé )(V 1 < k < N) provenant du code LDPC et des

(0)

messages up =~ provenant des noeuds de contrdle.

2. Calcul des messages d,(cl) (V1 <k < N) provenant du treillis vers le code LDPC.
(0

3. Data pass : Calcul des messages vg’ sur les noeuds de données vers les noeuds de controles.

(@)

4. Check pass : Calcul des messages u,’ sur les noeuds de controles vers les noeuds de données.

5. Calcul, sur tous les noeuds de données du mot de code, des messages el(CZ) (V1<k<N)
allant vers le treillis.

6. Incrémenter [. Si ! < L (L étant le nombre maximum d’itérations), retourner a I’étape 2.

7. Pour chacun des noeuds de données, calculer les probabilités a posteriori et, ensuite décoder.

1.4.2.1 Evolution de densité sur un canal & mémoire

Aprés avoir décrit les différentes étapes de décodage par la propagation de croyance, nous
allons présenter la méthode de I’évolution de densité sur le canal & mémoire afin de déterminer
les performances des codes LDPC en fonction de leurs paramétres sur ce type de canal. Cette
extension de I'évolution de densité a été réalisée par Kavcic et al. dans [48]. Etant donné que
I’évolution de densité a déja été présentée dans le cadre d’un canal instantané dans la section
1.3.1, dans cette section, nous insisterons uniquement sur 1’évolution de densité des messages
transitants du trellis au code LDPC et inversement.

Notons, respectivement, par fél) et fe(l) les densités de probabilité des messages d et des
messages e a I'itération [. Ainsi, d’aprés I’équation (1.12) la loi de mise & jour de la densité fé”
des messages se dirigeant vers les noeuds de controles sera :

temaz

=g Z Ai(F Y261 (1.43)
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Le calcul de la densité des messages sortant d’un noeud de controle s’écrit toujours de la

maniére suivante : .
_ Trmax _ _1
fél) -T 1( Z ij( 51 1))@(] )) (1.44)
j=2

D’aprés I’équation (1.42), la densité des messages provenant des noeuds de données et se

dirigeant vers les noeuds de treillis fe(l) est :
tcmaz ~ i
O =3 (= (1.45)
i=2

ol XI représente la proportion des noeuds de données de degré i (dont Iexpression est donnée
dans la section 1.1).

La derniére étape nécessaire afin de terminer I’évolution de densité pour un canal & mémoire
est le calcul de la densité des messages sortant des noeuds de treillis et se dirigeant vers les noeuds
de données fél) en fonction de la densité fe(l) des messages provenant des noeuds de données et
de la densité du bruit f,,. Notons cette évolution de densité a travers le treillis par,

=& (0, 1) (1.46)

ot Popérateur & représente ’évolution de densité par le treillis. Etant donné qu’il n’existe pas

)

de forme analytique de (1.46), les auteurs ont construit numériquement la densité fu(ll par des
simulations de Monte Carlo [48].

En combinant ces quatres équations, il devient possible d’évaluer le comportement asympto-
tique d’un code LDPC en fonction de ces paramétres sur un canal & mémoire et, ainsi d’optimiser

les parameétres A et p.

1.4.3 Optimisation des codes LDPC sur le canal & mémoire partielle

L’optimisation de la structure des codes LDPC a ensuite été réalisée pour les canaux & mé-
moire partielle ¢’est-a-dire pour des canaux présentant une mémoire trés courte que ’on peut,
par exemple, rencontrer dans les systémes magnétiques [82]. Les auteurs se sont intéressés a deux
canaux & réponse partielle : Le canal Dicode défini par hi(D) =1 — D, et le canal EPR4 défini
par ha(D) = (1 — D)(1 + D)2. Le processus d’optimisation basé sur 1’évolution de densité est
exactement celui de Richardson et al. [71] que nous avons exposé dans la section 1.3.1. Le code,
de rendement R = 0.7, résultant de 'optimisation sur le canal Dicode présente un seuil & 0.15
dB de la capacité i.u.d. (3.49 dB pour le canal Dicode) et celui, de méme rendement, résultant
a loptimisation sur le canal EPR4 présente, quant a lui, un seuil & 0.14 dB de la capacité i.u.d.
(3.91 dB pour le canal EPR4).

Optimisation par adaptation de la fonction de transfert de ’information mutuelle

Etant donné que la procédure d’optimisation ci-dessus présente une complexité relativement
importante, Narayanan et al. ont introduit une approche alternative basée sur 'adaptation des
fonctions de transfert de I'information mutuelle (EXIT charts) entre le décodeur canal et Iégali-
seur [62]. En effet, il a été montré qu’'un moyen efficace d’analyser les propriétés de convergence
d’un turbo égaliseur était d’étudier les EXIT charts [9]. Notons F,(I, Es/No) la fonction transfert
définissant 'information mutuelle moyenne entre I'information extrinséque générée par 1’égaliseur
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et les bits codés lorsque l'information a priori a ’entrée de 1’égaliseur est Gaussienne et corres-
pond a Iinformation mutuelle moyenne de I. De la méme maniére, on défini F.(/) comme étant
la fonction de transfert de I'information mutuelle provenant du code LDPC lorsqu’il est alimenté
par I'information mutuelle . Un EXIT chart contient deux courbes Fo (1) et F, }(I). Comme
la sortie de ’égaliseur correspond a I’entrée du décodeur canal et inversement, suivre 1’évolution
de l'information mutuelle au cours des itérations revient a effectuer une suite de projections sur
ces deux courbes. Pour optimiser la structure des codes LDPC, les auteurs se sont appuyés sur
les deux propriétés suivantes [9, 3] :

Propriété d’aire
Si le canal est a effacement alors quelque soit le code correcteur d’erreur C, la surface sous la
courbe EXIT suit la propriété suivante : fol = F-YI)dI = R, ot R est le rendement du code C.

Comme cette propriété s’est montrée quasi vérifiée pour d’autres canaux que celui a efface-
ment, les auteurs ont alors supposé qu’elle était valable pour la turbo égalisation.

Propriété de convergence
Un algorithme de turbo égalisation converge si et seulement si : F, 1(I) < Foo(I), V0 < T < 1.

Combinant ces deux propriétés, Narayanan et al. ont établis les deux fondements suivant
pour I'optimisation des codes LDPC :

1. Pour un canal a réponse partielle, un E5/Nj et un égaliseur fixé, un code LDPC sera optimal
si la fonction de transfert EXIT du code LDPC fonction de (), p) satisfait F, 1 (I) = Feq(I).

2. Le rendement R réalisable est alors défini par la surface représentée sous la courbe F.q(I).

Afin d’obtenir le comportement asymptotique des codes LDPC en fonction de leurs para-
meétres (), p), les auteurs ont choisis d’utiliser I’Approximation Gaussienne de (1.43) et (1.44).
Ce choix étant principalement du a la linéarité du probléme d’optimisation et au gain de com-
plexité. Définissons par J(x) I'information mutuelle moyenne entre les bits codés et I'information
extrinséque quand ce dernier est de densité Gaussienne de moyenne x et de variance 2z. Alors,
J~Y(I) dénote la moyenne des messages pour lesquels I'information mutuelle équivalente est I.
De méme, posons g(\, z) = S kemaz XiJ (iz) Vinformation mutuelle provenant du décodeur LDPC

lorsque les messages allant des noeuds de controles aux noeuds de données sont Gaussiens de
moyenne x et de variance 2x.

Afin de réaliser des codes LDPC avec la fonction de transfert EXIT désirée soit F. (1) =
Feq(I), les auteurs ont tout d’abord échantillonné la fonction F.q(I), ils ont alors représenté,
respectivement, les valeurs d’entrée et de sortie par les vecteurs a = [aqas...ag] et b = [b1b...bg].
Par conséquent, si les messages provenant d’un canal BABG et alimentant le décodeur LDPC ont
une moyenne J~!(ay) en sortie de ce décodeur I'information mutuelle extrinséque sera by. Ceci
revient a dire que la moyenne des messages provenant des noeuds de controles vers les noeuds
de données doit étre égale & g~'()\, by). Le probléme d’optimisation est toujours un probléme de
maximisation du rendement R sous contraintes et s’écrit de la maniére suivante (p étant fixé) :

temaz

Aopt = arg max Z Aifi (1.47)
=2
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sous la contrainte,

temax
o(mo) > D AiFmi(may, ¢(mo))  Vo(mo) € [6(g7 (A, b)), & (T (ar))] (1.48)
=2
,et VE=1,2,....G,
ainsi que les contraintes de normalisation et de proportion telles qu’elles ont été définies dans
la section 1.3.1. La contrainte (1.48) requiert ’absence de point fixe dans la récurrence qﬁ(mf,()l)),
cette récurrence est initialisée a gb(J _1(ak)) et évolue jusqu’a ce qu’elle atteigne gb(g_l(z, bk))
(au lieu de zéro comme c’est le cas pour le canal BABG). Lorsque ¢(m,) atteint la quantité
gb(g_l(z, bk)), une étape de turbo égalisation est alors effectuée et la moyenne mg 4, des messages
provenant du treillis est mis a jour et devient mg,_,

Etant donné que ) intervient dans le calcul des intervalles de la contrainte (1.48), il n’est pas
possible d’optimiser la structure des codes LDPC en ’état. Narayanan et al. ont alors proposé
de réaliser une approximation pour le calcul de gf)(g_l(z, bk)) Cette approximation, constituée
de deux étapes, est tout d’abord basée sur I'introduction de la condition de stabilité permettant
de déterminer \5. Comme )3 est la borne supérieur de Ao, les auteurs se sont placés dans le
cas le plus défavorable défini par la distribution de l'irrégularité A(x) = Ajz + (1 — \3)a? soit

5N 3X5 2(1-A% . L .
ANz) = w5z + ( 5 2) 2. Dans un deuxiéme temps, les auteurs ont considéré que la densité
12 N2 Ps; q
2 2
des messages en sortie du décodeur canal était Gaussienne de moyenne Z;C:"é‘“” iAip(my), d’on
g(A, d(my)) = J(¢p(my) Stemas iA;). En combinant ces deux étapes, 'approximation peut s’écrire
comme :

o3 om,)) ~ 7 (S5 (1.49

En intégrant la fonction réciproque de cette approximation dans (1.48), le processus d’optimi-
sation résultant prend la forme d’un probléme de programmation linéaire tel qu’il a été présenté
dans la section 1.3.3.2.

Ce processus d’optimisation des codes LDPC a également été utilisée pour les canaux Dicode
et EPR4. Le code de rendement R = (.45 optimisé pour le canal Dicode présente un seuil & 0.2
dB de la capacité i.i.d. et celui optimisé pour le canal EPR4 se trouve a 0.5 dB de sa capacité
iid..

Ces méthodes de turbo-égalisation se sont montrées performante sur les canaux Dicode et
EPRA c’est-a-dire pour des canaux & mémoire trés limitée. Dés que le nombre de trajet devient
important ce type de processus présente une complexité bien trop importante, d’autant plus
qu’il est nécessaire de déterminer numériquement par des simulations de Monte Carlo la densité
des messages en sortie du BCJR. Par conséquent, ceci restreint considérablement les domaines
d’applications d’une telle approche.

Concatenation de codes treillis adaptés au spectre du canal

Une derniére approche, plus récente, introduite par Doan et al. [28] consiste & concaténer le
code LDPC avec un code bloc de mise en forme spectrale de maniére a ce que le signal transmis ait
une allure spectrale qui tende le plus possible vers le contenu spectral résultant du water-filling,.
Cette méthode permet d’inverser la réponse impulsionnelle du canal & l'aide de codes treillis.
Les auteurs ont alors montré, dans le cas simple du canal Dicode, que la courbe représentant la
fonction de transfert de I'information mutuelle entre le code de mise en forme spectral et le canal
décrivait celle d’'un canal BABG. Par conséquent, 'optimisation des codes LDPC pour ce type
de structure revient au probléme classique de 'optimisation sur le canal BABG.
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Notons tout de méme, que ’adaptation spectrale réalisée n’est valable que pour des codes
de faible rendement et n’a été, pour l'instant, effectuée que pour des canaux trés simples tels
que le canal Dicode. Cette approche a permis d’obtenir des codes LDPC de rendement R = 0.25
présentant un seuil & 0.3 dB de la capacité pour le canal h(D) = 0.8 + 0.6D.

1.5 Conclusion

Ce premier chapitre correspondant principalement & un état de ’art avait pour objectif
d’introduire les codes LDPC & travers ces notations et les outils algorithmiques associés indis-
pensables & une bonne compréhension des chapitres suivants.

Apreés avoir défini les codes LDPC, nous avons présenté une paramétrisation originale de
ceux-ci nommée profil d’irrégularité permettant de les utiliser efficacement sur un canal non-
stationnaire. Nous verrons dans la suite I'importance d’une telle paramétrisation.

Le second point clef développé dans ce chapitre est la possibilité d’analyser le comporte-
ment asymptotique des codes LDPC en fonction de ces paramétres au cours des itérations de
décodage. Cette analyse basée sur I’étude de 1’évolution des densités des différents messages se
propageant a travers le graphe factoriel fait 'objet d’'une approximation par des densités Gaus-
siennes permettant ainsi une réduction de la complexité. Fort de ces outils d’analyse, les méthodes
d’optimisation de la structure des codes LDPC ont ensuite été présentées.

La derniére partie de ce chapitre avait pour objet d’étudier 'optimisation des codes LDPC
pour le canal & mémoire. Les méthodes d’optimisation étudiées se sont montrées efficaces a
condition que la mémoire du canal soit trés limitée. Dans cette thése, nous développerons une
approche alternative en opérant dans le domaine spectral, ce qui est le cas des transmissions
multi-porteuses.
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Chapitre 2

Transmissions multi-porteuses

Ce chapitre a pour objectif d’introduire les notations, ainsi que les différentes notions concer-
nant les transmissions multi-porteuses utiles a la problématique de cette thése et ce, de fagon syn-
thétique. Pour une présentation détaillée des systémes multi-porteuses nous pouvons conseiller,
par exemple, la lecture de [4, 81].

2.1 Motivations et historique de l'utilisation des transmissions
multi-porteuses

Un canal de propagation est caractérisé par plusieurs phénoménes physiques tels que la ré-
flexion du signal sur un obstacle, la réfraction lorsque celui-ci traverse un milieu d’indice dif-
férent de celui d’ou il provient, ou bien encore la diffraction due & un obstacle. Ainsi, tous ces
phénoménes physiques entrainent des échos (propagation par trajets multiples due a la présence
d’obstacles) pouvant engendrer des interférences. Par conséquent, la probabilité de recevoir uni-
quement une onde directe provenant d’un émetteur est trés faible. Le signal regu sera alors
composé du signal émis ainsi que d’une multitude de signaux atténués et retardés constituant
de ces différents échos. Si on suppose que le milieu de propagation est linéaire, ce signal regu y,
peut étre modélisé par la relation suivante :

L1
Yn =Y hjTn_ (2.1)
=0

ot h = [hg, hi,...,hp—1] représentent les coefficients de la réponse impulsionelle du canal et z),
le n*®me échantillon du signal émis. En fréquence, le canal peut également étre caractérisé par
sa fonction transfert H, TFD de sa réponse impulsionelle h. La fonction de transfert d’un canal
résultant d’une propagation a trajets multiples présente une réponse fréquentielle qui n’est pas
"plate", et qui peut méme comporter des zones ou ’amplitude du spectre est fortement atté-
nuée. Le canal est dit alors sélectif en fréquence. Pour remédier aux méfaits de cette sélectivité,
il est alors nécessaire d’égaliser le signal regu. Un moyen permettant de simplifier le processus
d’égalisation est d’utiliser plusieurs fréquences porteuses afin d’émettre le flot d’informations &
travers un canal de transmission large bande sur plusieurs sous-canaux a bande étroite (égale-
ment appelés sous-bandes) pour lesquels la réponse fréquentielle du canal peut étre considérée
comme constante. Ainsi, ’étape d’égalisation dans chacun des sous-canaux revient & une simple
multiplication par un coefficient. Ce principe de transmission est généralement nommé trans-
mission multi-porteuses. Un cas particulier des modulations multi-porteuses est la modulation
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multi-porteuses & multiplexage orthogonal connue sous le nom de modulation OFDM (Orthogo-
nal Frequency Division Multiplexing). Dans cette section, nous nous intéresserons uniquement a
ce mode de transmission.

Si les premiéres études sur les transmissions multi-porteuses datent de la fin des années 1950
(liaisons militaires hautes fréquences), la modulation OFDM a fait son apparition une dizaine
d’années plus tard grace notamment aux travaux de Chang [15]. La contribution majeure au
développement des transmissions OFDM est celle de Weinstein et Ebert qui, en 1971, ont proposé
d’utiliser la transformée de Fourier rapide (Fast Fourier Transform : FFT) dans les processus de
modulation et de démodulation [84|. L’intérét principal de cette approche est I’élimination des
bancs d’oscillateurs par un algorithme simple et performant permettant de réduire la complexité
des systéemes OFDM. Pour éliminer les interférences entre les blocs de symboles OFDM, présentes
lors de transmissions sur un canal dispersif, Weinstein et al. ont eu I'idée d’insérer entre deux
blocs de symboles OFDM un intervalle de garde de durée supérieure a la réponse impulsionelle du
canal. Néanmoins ce processus n’a pas permis de résoudre le probléme de la perte d’orthogonalité
entre les sous-porteuses engendrée par la convolution linéaire du bloc de symboles OFDM avec
la réponse impulsionelle du canal et faisant apparaitre des interférences entre les symboles d’un
méme bloc fréquentiel. Ce probléme fut résolu un peu plus tard par Peled et Ruiz en 1980 [66],
en remplissant I'intervalle de garde par un préfixe cyclique (également appelé extension cyclique)
dont nous discuterons des bonnes propriétés dans ce chapitre.

En 1987, il a été proposé d’associer & la modulation OFDM un processus de codage combinant
un code convolutif et un entrelaceur [1]. Ainsi, les symboles erronés véhiculés principalement a
travers les sous-bandes les plus atténuées pourront étre corrigés grace aux symboles émis dans les
sous-bandes présentant un meilleur RSB. Le systéme résultant est alors appelé COFDM, le "C"
faisant référence au codage [87]. Ce principe a tout d’abord été implanté pour la radiodiffusion
numérique DAB (Digital Audio Broadcasting) [68].

Parallélement, une méthode trés proche de 'OFDM a été développée pour des applications
présentant un canal variant trés peu dans le temps (comme, par exemple, la paire torsadée
du réseau téléphonique), ainsi qu'un canal de retour. Ce type de modulation, nommée DMT
(Discrete Multi-Tone), difféere de POFDM par une distribution irréguliére du nombre de bits
émis dans chaque sous-porteuse. Du fait de la prise en compte de la sélectivité du canal lors de
I’allocation du nombre de bits & émettre dans chaque sous-porteuse, la modulation DMT permet
d’obtenir des performances plus proches de la capacité du canal sélectif que celles obtenues avec
la modulation OFDM. Ce type de modulation a été choisi dans les standards xDSL.

Nous aborderons ce chapitre par la présentation compléte de la chaine de communication
OFDM et COFDM. Ensuite, nous nous intéresserons plus particuliérement au cas ou la canal
de propagation est considéré comme étant statique dans le temps et parfaitement connu de
I’émetteur. En pratique, cette invariance du canal est exploitée en adaptant le débit binaire dans
chacune des sous-porteuses. Nous finirons alors ce chapitre par la présentation d’algorithmes
d’allocation de bits.

2.2 Chaine de communication multi-porteuses

2.2.1 Modélisation des systémes multi-porteuses

Rappelons que 'objectif principal des transmissions OFDM est d’émettre I'information en
paralléle sur les différentes sous-porteuses de maniére a transformer l’effet convolutif du canal en
un effet multiplicatif et ainsi, de faciliter ’égalisation. Dans cette section nous présenterons la
structure de I’émetteur et du récepteur OFDM de maniére & comprendre comment cet objectif est
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atteint. La chaine de communication OFDM est représentée sur la figure 2.1 (dans ce mémoire
nous nous intéresserons uniquement & la modélisation numérique du systéme de transmission

OFDM en bande de base).

Xk
X BABG
By MISE I n
|
b Sous F préfixe L . canal - N.o- T
F cyclique ‘\\ h, He @,’ )
CONSTEL el - '
T :
LATION I

éfix
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~
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(e}

F1G. 2.1 — Chaine de transmission OFDM.

Le flot de bits by, est converti en NNy, flots paralleles By, dans le domaine fréquentiel (et ce, par
paquet de N, ot N, représente le nombre de bits émis par un symbole). Les bits By sont alors
émis en paralléle sur les N, sous-porteuses. Ces bits sont ensuite transformés en N, symboles
X = [X1,..., Xy, ...Xn,,)7 dont on effectue la transformée de Fourier inverse afin d’émettre ce
bloc dans le domaine temporel x = |21, ...2y, ..., xNSp]T :

r=Fy X (2.2)

ou la matrice F;,ip représente la matrice inverse de Fourier, soit F]_Vip (n,l) = exp (j 2#%).
Remarque 5 Notons que dans le cadre de transmissions filaires (xDSL), le canal étant en bande
de base, il ne peut transmettre que des données & valeurs réelles. Pour ce faire, il est nécessaire
de construire un bloc de symboles X a symétrie hermitienne de maniére & obtenir aprés la IFFT
un bloc de symboles OFDM x a valeurs réelles, soit :

X = [Oa X17X27 "'7XNSp71a OaX]));fsp—lv 7X55Xf]7

ot * représente la conjugaison. Il ne s’agit pas ici de "perdre” la moitié de la bande utile car si le
stgnal a émettre était a valeurs complexes, il serait nécessaire d’émettre dans un premier temps
sa partie réelle et ensuite sa partie imaginaire.

Avant d’émettre le bloc de symboles OFDM z, un préfixe cyclique de longueur supérieure
ou égale a la longueur de la réponse impulsionelle du canal est ajouté afin de conserver I’ortho-
gonalité entre les N, sous-porteuses. Le signal OFDM et le canal étant linéairement convolués,
I'intérét d’insérer ce préfixe cyclique est de transformer cette convolution linéaire en une convo-
lution circulaire afin d’obtenir un effet purement multiplicatif dans le domaine fréquentiel [6].
Cependant, le préfixe cyclique aura pour inconvenient de réduire I'efficacité spectrale du systéme.
L’illustration du préfixe cyclique est présentée sur la figure 2.2.
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2(j-1) | z(j) [z +1)

¢ convolution circulaire i .
interférences avec le précédent bloc de symboles chevauchement sur le bloc suivant

z(—1) | \ z(j) ‘ \ | z(i+1)

FiG. 2.2 — Tllustration de Ueffet du préfixe cyclique.

Par conséquent, au récepteur, aprés avoir supprimé le préfixe cyclique, le signal requ y =
[Y1y ooy Yny oo yNSp]T peut s’exprimer par :

y=h®z+n (2.3)

ol n = [ny,..,ny, ...,nNSp]T est le vecteur contenant les échantillons du bruit complexe additif
blanc Gaussien de moyenne nulle et de variance af et h = [h1,....,h L]T le vecteur contenant les
coeflicients de la réponse impulsionelle du canal. L’opérateur ® définit le produit de convolution
circulaire.

Au récepteur, aprés avoir supprimé le préfixe cyclique, la transformée de Fourier rapide
transforme le signal temporel recu y dans le domaine fréquentiel Y, soit :

Y = Fn,y

= H-X+N (24)

ou H et N représentent, respectivement, la transformée de Fourier de h et de n et I'opérateur
- définit la multiplication terme & terme de deux vecteurs. Au regard de I’équation (2.4), nous
pouvons constater que les symboles X sont émis en paralléle & travers N, sous-canaux indépen-
dants, Gaussiens, sans IES (Interférences Entre Symboles) et de gain complexe défini par H. Ce
modéle facilite grandement 1’étape d’égalisation qui peut étre réalisée dans le domaine fréquen-
tiel. Ceci représente une des clefs du succeés des transmissions OFDM. En effet, dans le domaine
fréquentiel le canal peut étre compensé en multipliant le signal ¥ par un simple coefficient K
dont ’expression est obtenue en optimisant un critére qui généralement est celui du forcage a
zéro (zero-forcing : ZF) ou celui de l'erreur quadratique moyenne minimale (Minimization Mean
Square Error : MMSE). Le signal égalisé R est alors donné par :

£ = (2.5)

|
il
I =<

X+ K-N

Dans le cadre d’une égalisation par le critére ZF, ’égaliseur inverse simplement le spectre du
canal, soit sur la k%™ sous-porteuse le coefficient K}, est défini par :
1

Kp=-— Vk=1,.

., Ngp. 2.
Hk ’ P ( 6)
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2.2. Chaine de communication multi-porteuses

Notons pour que I’égaliseur soit stable, le canal ne doit pas posséder de sous-bande avec un gain
nul. Nous pouvons également remarquer que 1’égaliseur ZF aura tendance & fortement amplifier
le bruit dans les sous-bandes qui présenteront un faible gain. Un bon compromis entre la re-
construction du signal et ’amplification du bruit peut étre obtenu par I'utilisation de 1’égaliseur
MMSE dont les coefficients sont définis par :
Hy

o2

Kp=— 1k
2
Hel* + Frinp

Vk =1,..., N, (2.7)

oll P, représente la puissance du symbole émis dans la k™€ sous-bande. Aprés I’étape d’éga-
lisation, le signal Ry subit une conversion paralléle/série afin d’obtenir un flot d’information en
série.

Le bruit additif N étant considéré comme blanc, un systéme OFDM idéal peut alors étre
représenté par son modéle fréquentiel équivalent lequel est illustré sur la figure 2.3 ci-dessous :

H, N K,
S N

Y
Hy, N Ky
S S -
HNsp NNsp KNSP
XNSP;@%é%@ YNSP

Fia. 2.3 — Modéle fréquentiel d’'un systéme OFDM.

Le module des gains dans les différentes sous-bandes |Hj| k = 1, ..., Ny, est représenté sur
la figure 2.4 ci-dessous pour un canal ADSL typique :

2.2.2 Systémes COFDM

Dans la plupart des applications ol les modulations multi-porteuses sont utilisées, des perfor-
mances convenables ne pourront étre atteintes qu’a condition d’utiliser un processus de codage.
Le systéeme COFDM résultant consiste en ’ajout d’un code correcteur d’erreurs en amont du
modulateur OFDM comme présenté sur la figure 2.5.

Si on considére un canal présentant une sélectivité fréquentielle stationnaire dans le temps,
en fonction de son emplacement chaque symbole sera donc plus ou moins atténué & 'entrée du
récepteur. Le code correcteur d’erreurs liant entre eux les symboles transmis en différents points a
pour objectif de "récupérer"” la plupart de I'information affectée par de fortes atténuations grace
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F1G. 2.4 — Module du spectre d’un canal sélectif en fréquence.

a celle émise dans les meilleures sous-bandes. Notons également que les processus de codage
peuvent étre combinés avec I'étape de mise sous constellation. Habituellement en COFDM, les
méthodes de codages utilisées sont :

— soit un code convolutif avec un entrelaceur fréquentiel, autrement dit, dans le cadre de
I’utilisation d’une constellation non binaire il s’agit de la structure d’une modulation codée
par bits entrelacés (Bit Interleaved Coded Modulation : BICM) [51],

— soit la concaténation d’'un code bloc de Reed-Solomon avec un code convolutif,

— soit une modulation codée en treillis (Trellis Coded Modulation : TCM) [51],

soit un turbo-code [47].

Ces différentes approches sont détaillées dans la suite de cette section.

BICM

Ce processus de codage est constitué d’un code convolutif dont la séquence de sortie est entre-
lacée afin d’émettre les bits successifs & travers des sous-bandes non corrélées. Dans le cadre
d’une modulation codée du type BICM, cette étape de codage est alors suivie par une mise sous
constellation. Un des avantages de 'utilisation d’une telle structure est sa capacité & adapter le
débit d’information par un simple poingonnage en sortie du code convolutif.

Code convolutif concaténé avec un code Reed-Solomon

La concaténation d’un code convolutif avec un code bloc de Reed-Solomon est une méthode par-
ticuliérement intéressante puisqu’elle combine les avantages de chacun des deux codes [45]. Le
code "intérieur", soit le code convolutif, réduit efficacement la probabilité d’erreur. Cependant,
ce type de code laisse transparaitre des paquets d’erreurs motivant ainsi I'utilisation en code
"extérieur" d’un code de Reed-Solomon qui, intrinséquement, est performant pour corriger ces
paquets d’erreurs.
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F1G. 2.5 — Chalne de transmission COFDM.

Modulation codée en treillis

Plutot que d’insérer des bits de redondances et ainsi, d’avoir plus de symboles & émettre, le
principe de la modulation TCM est d’introduire la redondance en utilisant des constellations de
taille plus importante que celles requises dans le cas non codé. Ainsi, la largeur de bande du
signal reste inchangée. L’implantation de la modulation codée en treillis est quasi équivalente a
celle de la modulation BICM sauf que I’entrelaceur est un entrelaceur symbole et qu’il se situe
juste aprés la mise sous constellation.

Il a été montré que la modulation codée en treillis était performante lors de transmissions sur
le canal BABG [80]. Cependant, sur le canal évanouissant de Rayleigh les performances d’une
modulation codée dépendent de la distance minimale du code c’est-a-dire de sa diversité. Si
I’entrelaceur est un entrelaceur symbole, ce qui est le cas de la modulation codée TCM, 'ordre
de diversité correspond au plus petit nombre de symboles distincts parmi chaque événement
d’erreur. Dans le cas de la modulation codée BICM, étant donné qu’elle est constituée d’un en-
trelaceur bit, 'ordre de diversité peut alors étre égal a la distance libre du code convolutif. Par
conséquent, pour réaliser le méme ordre de diversité qu'une modulation BICM, la modulation
TCM doit disposer d’un treillis avec une complexité de décodage plus importante. Ceci explique
le choix des BICM pour 'HIPERLAN-2.

Turbo-code

La structure d’un turbo-code est composée d’au moins deux codeurs pouvant étre de type convo-
lutifs systématiques récursifs ou codes en bloc. Cette concaténation des différents codeurs est une
concaténation soit paralléle soit série. Les codeurs sont liés entre eux par des entrelaceurs rendant
ainsi les données se propageant d’un code a ’autre statistiquement indépendantes. L’utilisation
de tels codes pour les transmissions OFDM est principalement motivée par leurs performances
approchant la capacité de Shannon sur le canal BABG [7] ainsi, que par leur souplesse & ajuster
le rendement désiré par poingonnage en sortie des codeurs.
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Dans cette these, nous proposons d’utiliser pour ’OFDM un processus de codage basé sur les
codes LDPC. Comme les turbo-codes, les codes LDPC exhibent des performances trés proches
de la limite de Shannon sur le canal BABG. L’utilisation des codes LDPC pour les transmissions
OFDM a été introduite quasi simultanément en 2001 par Futaki et al. [40] pour les codes réguliers
et par nous mémes avec des codes irréguliers non optimisés mais choisis en fonction de H [24].
Nous proposons d’optimiser la structure irréguliére du code LDPC en fonction d’une connaissance
totale ou partielle du canal de propagation ce qui constitue une originalité de notre travail par
rapport a [40, 24].

2.3 Systémes multi-porteuses avec allocation de bits

Dans le cadre de communications filaires, les canaux de propagation présentent généralement
des propriétés de transmissions ainsi que des statistiques sur le bruit variant trés lentement dans
le temps. Ce type de canal peut alors étre traité sur une période relativement longue comme
étant invariant. Dans ces conditions, il est possible d’optimiser les performances du systéme
OFDM 4 travers le choix des symboles & émettre dans chaque sous-porteuses et ainsi d’atteindre
la capacité d’'un canal OFDM. Ce processus revient a adapter le débit (soit le nombre de bits par
symbole & émettre) dans chacune des sous-porteuses en fonction de leur RSB. Cette opération
est couramment nommeée allocation de bits (bit loading).

Dans cette section, nous évaluerons tout d’abord les limites théoriques d’un tel systéme don-
nées par la capacité de Shannon du canal sélectif en fréquence. Aprés avoir montré que ce calcul
de capacité était équivalent au probléme d’allocation de bits dans le cas idéal ot le nombre de bits
alloué peut étre fractionnaire, nous insérerons la restriction "pratique" d’avoir uniquement un
nombre de bits entier dans chaque sous-porteuses et nous présenterons 1’algorithme d’allocation
de bits résultant.

2.3.1 Limite théorique : calcul de la capacité

Dans la section 2.2, nous avons montré que le canal OFDM pouvait étre modélisé par un en-
semble de N, canaux instantanés, parallele, pour lesquels le bruit additif est de moyenne nulle
et de variance o} = o7 /|Hy|* V k = 1,..., Ng. Nous considérerons, tout d’abord, les symboles
X} comme étant issus de sources Gaussiennes pour ensuite établir le calcul de la capacité pour
des symboles issus d’une constellation MAQ.

Entrée Gaussienne
On souhaite utiliser chaque canal de telle sorte que la capacité globale de la transmission sous la
contrainte d’une puissance d’émission fixée soit maximisée. Cette contrainte de puissance s’écrit

de la maniére suivante :
Nsp

> Py =Py (2.8)
k=1

ol Py, représente la puissance du symbole dans la k™€ sous-bande et P, la puissance totale

d’émission. Les sous-canaux étant supposés indépendants, I'information mutuelle entre les sym-
boles d’entrée X et la sortie du canal Y est alors donnée par :

Nup Nep
1 P,

I(X;Y) =) I(XYy) = 3 > logs <1 + J—’;) (2.9)
k=1 k=1 k
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2.3. Systemes multi-porteuses avec allocation de bits

Pour déterminer la capacité, il suffit d’optimiser la puissance délivrée dans chaque canal de
maniére & maximiser 'information mutuelle sous la contrainte de puissance totale, soit :

N
1 <X P
C =ar max — lo 1+ —= 2.10
OFDM gauss g PrreBi Py, 2 ; 92 < + U]3> (2.10)
Nep
sous la contrainte Z P = Py
k=1

La solution & ce probléme d’optimisation peut étre facilement obtenue par dérivation du Lagran-
gien, et la distribution de la puissance résultante est alors définie par :

Pk—i-a,% = B, siBza,%,

P = 0, sinon, (2.11)

ou la constante B est ajustée de maniére & respecter la contrainte de puissance. La somme de
la puissance allouée avec la variance du bruit a,% doit alors étre constante dans chacune des
sous-bandes utilisées. La mise en oeuvre de ce résultat est habituellement appelée water filling
en raison de 'analogie qui peut étre faite avec le remplissage d’un réservoir présentant un fond
non régulier. Ce principe est illustré sur la figure 2.6.

Pn,,—2
Py
P
P 5
UNsp
2
B o Nep—1
2
2 INsp—
o2 03
2 2
01

n° de sous—bande

Fi1a. 2.6 — Hlustration du water filling.

L’évolution de la capacité du canal ADSL (représenté sur la figure 2.4) exprimée en bits par
sous-porteuses pour une entrée Gaussienne en fonction du RSB Eg/Nj est illustrée sur la figure
2.7 (h =[0.06,0.72,0.54,0.36, 0.18, 0.114, 0.078, 0.054, 0.033, 0.018, 0.012]).

Entrée MAQ-M

En pratique et plus particuliérement dans le cadre de transmissions OFDM, les symboles sont
en général issus d’une modulation du type MAQ-M (M représentant 'ordre de la constellation).
Le calcul de la capacité d’un canal sélectif en fréquence alimenté par des symboles MAQ n’étant
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F1G. 2.7 — Evolution de la capacité (en nombre moyen de bits par sous-porteuse) d’un canal
sélectif en fréquence pour une entrée Gaussienne, MAQ-64, MAQ-16 et MAQ-4.

pas trivial, nous avons proposé une approche originale afin d’évaluer cette limite.

Ungerboeck a montré que la capacité d’un canal BABG alimenté par des symboles MAQ-M
(M = 2% oi1 k est entier positif) pouvait s’exprimer par [80] :

5 VM , VM ( . )
Crrag-m = loga(M?) — Z /et loga Z el ~2tdmi=d) ) gy (2.12)
VMm = i=1

Re(Xm)U;Re(Xi), Re
respectivement a la m**™¢ et & la i*®™¢ colonne de la constellation. Nous avons représenté sur la
figure 2.8 I’évolution de la capacité d’un canal BABG alimenté par des constellations MAQ (4,

16 et 64) et pour une source Gaussienne.

ol dp; = (Xm) et Re(X;) étant les parties réelles des symboles appartenant

La capacité d’un canal sélectif en fréquence alimenté par des symboles MAQ s’obtient de la
méme maniére que celle obtenue avec une entrée de densité Gaussienne c’est-a-dire en optimisant
la répartition de la puissance disponible dans les différentes sous-bandes. La puissance P d’'une
constellation MAQ-M est fonction de la distance 24 entre deux symboles voisins, soit : P =

2(M2-1 . ; . P
%Az. La capacité dans la k**™¢ sous-bande de variance O‘l% = ag /|Hy|? peut alors s’écrire :

VM

VM
2 otd e
Crmag—n (Ap, |Hic|) = loga(M?) — = g /e_t2logg g (=2t dmi A Hy = (dmi Akl HiD)?) | g
VMm = =1

(2.13)
avec Ay = 4 /2(]\?;1—1;’11). Ainsi, le calcul de la capacité d’un canal sélectif en fréquence revient au
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FiG. 2.8 — Evolution de la capacité d’un canal BABG pour une entrée Gaussienne, MAQ-64,
MAQ-16 et MAQ-4.

probléme d’optimisation suivant :

Nep
CoFDM,MAQ—M = arg 4, ax § Cr,mag—m (Ag, [ Hgk|) (2.14)
Loy Ak ANep =7
Nep
) 3P0t
sous la contrainte A2 = 10
2 _
kz_l 20 — 1)

Contrairement au cas ol les symboles étaient de densité Gaussienne le probléme d’optimi-
sation ci-dessus est non trivial. Nous avons choisi d’utiliser une méthode numérique basée sur
Pannulation du gradient tangentiel qui a pour intérét de rechercher le vecteur A = [Ay, ..., 4 NSP]T

maximisant la fonctionnelle f(A4) = Z]kvipl Cr.mag—m (Ag, |[Hk|) directement dans ’espace des
solutions défini par la sphére S de rayon R = ||A|| = 4/ 2(?\/1;45‘21) dans R™s» (||-|| désigne la norme

euclidienne) [14]. Dans ’annexe A, nous avons montré que ce probléme d’optimisation de f(A)
sur la sphére S revenait a la recherche des zeros du gradient tangentiel de f(A) soit : (8% )T,
ol T est le vecteur tangent a la sphére S. Ainsi, nous proposons I’algorithme de type gradient
suivant :

1. Initialisation : On choisit un vecteur A, sur la sphére S.
2. Tant que la condition d’arrét n’est pas vérifiee : A, =,/ 2(%35?1) Hfliz%’”,
A;rade;
_ 9 T _ 0 o T
avec de; = _(a_élf )T = _B_Alf + (8_Alf n)n,

ou « représente le pas du gradient et n le vecteur normal & la sphére S défini par : 7 An = 0.

Le probléme habituel de ce genre d’algorithme est qu’il est sensible au choix du pas. Afin
de trouver le "bon" pas il est alors nécessaire d’effectuer plusieurs essais. Pour le calcul de la
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capacité nous avons utilisé un pas constant o = 0.1 et notre algorithme converge en une centaine
d’itérations.

Nous avons représenté 1’évolution de la capacité d’un canal sélectif en fréquence pour des
symboles d’entrée issus d’une constellation MAQ-4, MAQ-16 et MAQ-64 sur la figure 2.7. Notons
que 'on retrouve un résultat classique qui est pour un RSB donné, que la capacité augmente
avec le nombre d’états de la constellation utilisée.

Sur la figure 2.9 est illustrée la répartition optimale de la puissance, ainsi que la capacité
résultante dans les différentes sous-porteuses pour une capacité globale C' = 2 bits/sous-porteuse
avec une entrée Gaussienne et une MAQ-16. Cette capacité est obtenue pour un RSB=6.95 dB
lorsque 'entrée est Gaussienne, alors que pour une entrée MAQ-16 le RSB doit étre de 8.16 dB.
Le premier constat que nous pouvons faire est que la capacité de chaque sous-canal est plus
importante pour les sous-canaux présentant un meilleur RSB et ce, quelque soit les propriétés
du signal d’entrée du canal. Cependant, lorsqu’on observe la répartition optimale de la puissance
pour l'entrée Gaussienne et MAQ-16 on peut s’apercevoir qu’elles n'ont pas la méme allure.
En effet, dans le cas ou ’entrée est Gaussienne la puissance allouée est plus importante dans les
sous-bandes présentant un meilleur RSB alors qu’avec une entrée MAQ-16 la puissance allouée ne
croit pas avec le RSB. Dans le cadre de 'entrée MAQ-16, la puissance allouée dans les meilleures
sous-bandes est plus faible que celle allouée dans les sous-bandes avec un RSB intermédiaire.
Ceci peut s’expliquer en observant 1’évolution en fonction du RSB de la capacité du canal BABG
alimenté par des symboles MAQ-16 (Cf. figure 2.8). A fort RSB, un effet de saturation apparait
et par conséquent pour gagner en capacité il faudrait fortement augmenter le RSB. Ainsi, dans
le cadre d’'un ensemble de Ny, canaux en paralléle, la puissance allouée est gérée de maniére a
ne pas trop opérer dans la zone de saturation c’est-a-dire que lorsque une sous-bande présente
un fort RSB, il n’est pas intéressant de lui allouer une puissance importante peu prolifique en
termes de capacité mais plutdt "d’économiser"” cette puissance pour I'allouer dans les sous-bandes
présentant un plus faible RSB ce qui sera nettement plus bénéfique en gain de capacité.

2.3.2 Systémes COFDM avec allocation de bits

Dans cette section, nous considérerons le probléme d’allocation de bits pour un systéme
OFDM. Pour réaliser une telle allocation, deux stratégies sont possibles. La premiére, nommée
mazximisation du débit binaire, consiste & maximiser la quantité d’information & émettre sous
contrainte de puissance totale disponible & I’émetteur. Cependant, en pratique, il est généra-
lement plus intéressant d’émettre & un débit prédéterminé et de minimiser la puissance totale
requise. Ce principe d’allocation est habituellement appelé mazimisation de la marge du systéme.
La solution a ce type de probléeme d’optimisation méne généralement & une allocation non entiére
des bits. Or, en pratique, le nombre de bits alloués est contraint & étre entier. Nous présenterons
alors dans cette section 'allocation de bits par la maximisation de la marge du systéme que nous
restreindrons par la suite & étre entiére [13].

L’allocation de bits & émettre dans les sous-canaux par la maximisation de la marge du
systéme doit répondre au probléeme d’optimisation suivant :

minimiser g;’i Py(by)
sous les contraintes ), "% by = Biot (2.15)

b, >0, k=1,..., Ngp,
ot1 by, représente le nombre de bits alloué dans le k™ sous-canal et Py (by) la puissance nécessaire
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F1G. 2.9 — Amplitude du spectre du canal (courbe du haut). Distribution optimale de la puissance
pour I’émission en moyenne de 2 bits d’information par sous-porteuse pour une entrée Gaussienne
et une MAQ-16 (figure du milieu). Capacité résultante de chaque sous-porteuse (figure du bas).

pour émettre by bits avec une probabilité d’erreur P, cible, étant connus le canal de transmission
et le code correcteur d’erreurs.

Afin d’effectuer ’allocation optimale de bits, il est nécessaire de déterminer au préalable les
performances du code correcteur d’erreurs utilisé. Lors d’analyses de performances de systémes
codés opérant sur le canal BABG, il a été observé qu’'un grand nombre de codes pouvaient étre
caractérisés par un simple paramétre représentant 1’écart par rapport a la capacité du canal [36].
Ce paramétre est appelé RSB normalisé I'( P, Co) d’un code correcteur d’erreurs C'o opérant sur
un canal BABG avec une probabilité d’erreur cible P, et est défini par :

o _ RSB(P.,Co,b)
T

(2.16)

ou RSB(P,, Co,g) est le rapport signal & bruit nécessaire pour transmettre b bits par symbole et
par dimension de la constellation utilisée avec une probabilité d’erreur P, utilisant un code Co.
Ce RSB normalisé représente la quantité d’énergie supplémentaire qu'’il faudrait ajouter pour
transmettre b bits par dimension avec un code sous-optimal (n’atteignant pas la capacité), soit :

~ 1 RSB
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b représente le nombre de bits par dimension soit en d’autres termes, pour des modulations
unidimensionnelles comme par exemple la modulation a déplacement d’amplitude b = b et pour
des modulations & deux dimensions telles que la modulation MAQ, b = b/2. D’une maniére
générale, nous noterons :
~ b
b= —,
p

avec 3 le nombre de dimensions de la modulation utilisée.

Remarque 6 Le probleme d’optimisation lié a l’allocation continue de bits par le critére de la
mazximisation du débit binaire est équivalent a celui du calcul de la capacité d’un canal sélectif
en fréquence avec entrée Gaussienne et peut étre résolu par water filling. Il suffit juste d’insérer

dans Uéquation (2.9) le RSB normalisé, soit dans la k"™ sous-bande : by, = glogg (1 + %)
k

Le probléme d’allocation continue de bits par la maximisation de la marge du systéme peut
alors & nouveau s’écrire :

N, 20y
minimiser SoonTol (277 —1
. 2.17
sous les contraintes ,ivi’i b, = Biot ( )

by >0, k=1,..., Ny,

Ce probléme d’optimisation peut étre également résolu par la méthode du Lagrangien. La dis-
tribution du nombre de bits par sous-porteuse est alors donnée par la relation suivante :

_ 1 B : 1 8
bk = B (K + 5[092 <r‘_i>> s si K + ilogg (W) 2 O, (218)
b = 0, sinon,

ol la constante K est ajustée de maniére a respecter le nombre total de bits By, & émettre. La
mise en oeuvre de cette solution du probléme d’optimisation ci-dessus peut étre réalisée par la
méthode du water filling.

Campello de Souza [13] a montré que la solution optimale de l'allocation entiére de bits
s’obtenait tout d’abord par un arrondi de la solution continue présentée ci-dessus et par un
ajustement que nous développerons. Notons R(b) le vecteur contenant le nombre de bits & allouer
b arrondi & l'entier le plus proche. Campello de Souza a montré que cet arrondi de la solution
continue produisait une solution efficace soit :

Py (R(b)) — P (R(bg) — 1) < Py (R(bn) + 1) — Py (R(bn))  Vk,n =1,2, ..., Nsp.

Cette condition implique que si une composante de R(b) est décrémentée et qu’une autre est in-
crémentée, la puissance totale requise pour la transmission de cette nouvelle allocation sera plus
importante. Ceci est une condition nécessaire 4 une allocation optimale. Aprés cette étape, il est
nécessaire, le cas échéant, d’ajuster la somme des bits alloués de maniére & obtenir le nombre de
bits ciblé By.:. Pour ce faire, il suffit d’évaluer la quantité AB = Byor — Zgi”l R(bg), si AB >0
alors les sous-bandes présentant la quantité 6b = R(b) — b les plus importantes doivent étre incré-
mentées et si Ab < 0 il suffit de décrémenter le nombre de bits dans les sous-bandes exhibant le
plus faible é B. Cette procédure peut étre efficacement implantée en utilisant une routine appelée
OS-Select (Order Statistics Select).

I’algorithme d’allocation discréte de bits est alors ordonnancé comme suit :
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2.4. Conclusion

1. Allocation continue de bits par le critére de la maximisation de la marge du systéme.
2. Arrondi a l’entier le plus proche de la solution de I’allocation continue.

3. Ajustement du nombre total de bits & émettre par OS-Select.

Sur la figure 2.10, nous avons représenté la répartition des bits alloués pour le canal ADSL
représenté au-dessus. Le nombre total de bits a répartir dans les 1000 sous-porteuses est de 4000
et nous avons contraint le nombre de bits alloué dans chaque sous-bande a étre pair et limité a
6. Nous pouvons constater que le nombre de bits alloué est plus important dans les sous-bandes
présentant le meilleur RSB. Ainsi, cette répartition des bits aura tendance & atténuer la sélectivité
du canal.
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F1G. 2.10 — Répartition des bits alloués (figure du bas) pour le canal ADSL (figure du haut).

2.4 Conclusion

Ce second chapitre avait pour but de présenter la chaine de communication COFDM, ainsi
que les principales caractéristiques des canaux OFDM sélectifs en fréquence. Afin de pouvoir
mesurer les performances des codes LDPC sur de tels canaux soit 1’écart entre le seuil des codes
LDPC et la limite de Shannon, nous avons établi le calcul de la capacité des canaux OFDM
sélectifs en fréquence, alimentés par des symboles MAQ.

Le seconde partie de ce chapitre situe le cadre de transmissions OFDM sur un canal statique
dans le temps. Etant donné qu’il est possible dans ces conditions d’améliorer les performances
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en adaptant le débit binaire & l'intérieur de chaque sous-porteuse en fonction de son RSB, nous
avons présenté les algorithmes d’allocation réalisant cette opération.
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Deuxiéme partie

Optimisation des codes LDPC pour les
transmissions OFDM
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Chapitre 3

Analyse asymptotique des codes LDPC
pour les transmissions multi-porteuses

Ce chapitre a pour objectif de développer un outil permettant de déterminer les performances
des codes LDPC lorsqu’ils sont utilisés pour des transmissions multi-porteuses. Nous avons rap-
pelé lors du premier chapitre qu’il était possible d’évaluer uniquement le comportement asympto-
tique des codes LDPC en fonction de leurs parameétres. Pour ce faire, nous avons vu qu’il suffisait
de suivre I’évolution des densités des messages se propageant sur le graphe factoriel au cours des
itérations de propagation de croyance. Cependant, 'utilisation d’une telle méthode requiert le
respect de certaines conditions telle que la condition de symétrie des messages alimentant le
décodeur ainsi que leur indépendance.

En début de ce chapitre nous étudierons les propriétés statistiques des log-rapports de vrai-
semblance des messages alimentant le décodeur LDPC pour des symboles MAQ provenant d’un
canal OFDM sélectif en fréquence (Cf. section 3.1). Aprés avoir montré que ces log-rapports de
vraisemblance ne remplissaient pas toutes les conditions requises afin de pouvoir réaliser direc-
tement I'analyse de convergence des codes LDPC par évolution de densité nous présenterons les
différents procédés mis en place afin de la rendre possible. Pour finir, nous simplifierons cette
analyse par évolution de densité sur le canal OFDM en effectuant une approximation des densités
de probabilité par des densités Gaussiennes (Cf. section 3.2).

3.1 Modélisation des messages alimentant le décodeur

Avant de considérer I’analyse par évolution de densité du comportement des codes LDPC
pour les transmissions OFDM , il est nécessaire d’effectuer au préalable une étude des messages
alimentant le décodeur. Cette étude aura pour objet de vérifier les conditions nécessaires et
suffisantes requises pour l'analyse par évolution de densité dans le cadre de transmission sur
un canal OFDM sélectif en fréquence alimenté par des symboles MAQ-4 et MAQ-M (M>4).
Nous distinguerons 1’étude de la constellation MAQ-4 de celles de tailles plus importantes car la
constellation MAQ-4 est un cas particulier dont les propriétés different d’'une MAQ-M (M>4).
Dans ce chapitre nous considérerons le cas idéal ou le canal est parfaitement connu au récepteur.
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Chapitre 8. Analyse asymptotique des codes LDPC pour les transmissions multi-porteuses

3.1.1 Modéle des messages pour une MAQ-4
3.1.1.1 Condition de Symeétrie

Comme il a été établi dans le chapitre 2 (Cf. équation 2.5), le signal alimentant le décodeur
Rj. s’exprime :
R, = Ki-Yg

= Kj-Hp - Xp+K, N, Vk=1,..,N (3.1)

Nous considérons tout d’abord le cas ol tous les symboles sont issus d’une constellation MAQ-4
ol nous notons Cyy, et Cox11 les bits participant & la construction du symbole X} étiqueté par
un code de Gray. D’aprés 'équation (3.1), il est aisé de constater que le signal égalisé vérifie
la condition de symétrie définie par (1.10). Soit pour le premier bit Cy; dont l'information est
contenue sur la partie réelle du symbole regu :

p (Re{Ry}|Cor = 0) p (Re{Ry}|Re{ Xy} = —1)
p(—Re{R}|Re{X}} = 1) (3.2)

= p(—Re{Rp}|Coy =1).

En terme de log-rapport de vraisemblance, cette symétrie se traduit par 'obtention d’une fonction
impaire :
(Re{Ry}Cok = 0) _ p(—Re{Ry}|Co =1)

p
PR = Re(R Ca = 1) ~ p(Re(Ri)|Og=0) R 69

De la méme fagon pour le second bit Co;y1 nous avons :

p (Im{Ry}|Copi1 = 0) = p (—Im{Ry}|Copt1 = 1), (3.4)

ainsi que,

L(Im{Ry}) = —L(~Im{Ry}). (3.5)

Le respect de la condition de symétrie implique d’une part que la probabilité d’erreur est
indépendante du mot de code utilisé permettant ainsi, d’employer sans perte de généralité uni-
quement le mot de code 0. D’autre part, cette condition de symétrie entraine la consistance
(définie par 'équation (1.18)) des d.d.p. des log-rapports de vraisemblance alimentant le déco-
deur [70] permettant ainsi d’obtenir une probabilité d’erreur décroissante (au sens large) au cours
des itérations.

3.1.1.2 Distribution des vraisemblances

Les messages utilisés lors du décodage par 'algorithme de propagation de croyance sont les
log-rapports de vraisemblance de chacun des bits Co et Carq1 notés respectivement wugox et
Uo2k+1, Vk =1, ..., Ng. Ces messages ont pour expression :

U2k = lng(Rk’CQk — 0) _ logzxk/ozk#)p(Rk‘Xk)
02k = -
p(Ry|Cor = 1) ZXk/CQk:1P(Rk|Xk)
_ ARe{RyK;H;} 50
| Ky |20}
4 *
= J_gRe{Yka} Vk=1,.., Ny
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3.1. Modélisation des messages alimentant le décodeur

P(Bi|Coy1 =0) logZXk/Cng:o p(Ri| Xy)
p(Ry|Cog+1 = 1) 2 X/ Copsa—1 P(Bk| X)
_ AIm{ Ry K H}}

B

ug2k+1 = log

(3.7)

4
= S Im{Y,H;} Vk=1,..,N,,

- 2
T%

Remarque 7 Il est intéressant de noter que les vraisemblances décrites par les équations (3.6) et
(8.7) sont indépendantes des coefficients de I’égaliseur et donc du choiz de celui-ci (ZF, MMSE,
MAP).

La symétrie, du bloc constitué du canal OFDM sélectif en fréquence et de la mise sur constella-
tion MAQ-4, implique que la d.d.p. des log-rapports de vraisemblance conditionnés par 1’émission
d’un 0 est symétrique de celle des log-rapports de vraisemblance conditionnés par ’émission d’un
1, soit :

P(uo2k|Cor = 0) = p(—ugok|Cor = 1) Vk=1,..,Ngp, et (3.8)

P(uo2k+1|Cokt1 = 0) = p(—uo2k+1|Cokr1 = 1)  Vk=1,..., Ng. (3.9)

Gréace a cette symétrie des d.d.p. des messages initialisant le décodeur LDPC, pour effectuer
I’analyse par évolution de densité, on peut utiliser le mot de code 0 afin de déterminer la distri-
bution des messages ugaoxr €t ug2i+1. Ceci correspond pour une constellation MAQ-4 a I'utilisation
du symbole X = 1+ j. Dans ces conditions, les log-rapports de vraisemblance s’écrivent :

AlH > | 4 ]
Ug2k = Ug + U—gRe{Hka} Vk=1,..., Nsp. (3.10)
4|Hp? 4 .
UQk4+1 = % + ?[m{Hka} Vk =1, -~-7Nsp- (311)
b b

Ainsi, les messages wugor €t ugorr1 & 'entrée du décodeur sont distribués suivant une densité
Gaussienne consistante, soit :

A|Hy|* 8|Hy|?
quQk — fu02k+1 - quk — N < 5 , 5 Vk — 17 "'7N5p' (3.12)
Ty Ty

3.1.2 Modéle des messages pour une MAQ-16

Il est usuel dans les transmissions OFDM d’utiliser des constellations d’efficacité spectrale
supérieure a celle de la MAQ-4 et ce, spécialement dans les systémes avec allocation de bits.
Dans cette section, nous analyserons le comportement asymptotique des codes LDPC pour les
transmissions OFDM utilisant des symboles MAQ-2"™ (m > 2). Cependant, Papplication de I’évo-
lution de densité pour ce schéma de transmission n’est pas triviale puisqu’en général les canaux
a entrée binaire équivalents (soit I’ensemble constitué du canal de propagation, du modulateur
OFDM ainsi que de la mise sur constellation tel que représenté sur la figure 3.1) ne sont pas
nécessairement symétriques. Ainsi, aprés avoir mis en évidence ce probléme de symétrie nous
présenterons une méthode permettant d’y remédier.

57



Chapitre 8. Analyse asymptotique des codes LDPC pour |

es transmissions multi-porteuses

X k
X
Cx MISE I n
b ¢ F )
n encodeur n SOus préfixe -
LDPC \ F cyclique
CONSTEL
= T N
LATION !
S ro_ .
canal de propagatlon o
R K Yk
E
log— G >;1
A
g Y0n rapport L F fix
n __ | décodeur 1 -
cyclique
LDPC \ de $ /

vraisem— T
1
blance o

N

4

canal équivalent a entrée binaire

Fi1c. 3.1 — Tllustration du canal équivalent a entrée binaire.

3.1.2.1 Etude de la symétrie de message provenant d’une MAQ-16

Pour illustrer nos propos, nous avons choisi d’utiliser I'exemple d’une constellation MAQ-16
représentée sur la figure 3.2 dont les symboles sont étiquetés par un code de Gray. Dans le cadre
d’une égalisation parfaite par ZF ou MMSE, c’est-a-dire lorsque la quantité Hy K}, est réelle, les

log-rapports de vraisemblance des bits Cy, Cypr1, Cagro
sont donnés par les relations suivantes :

et Cyry3 constituant le symbole Xj

Uote = gp(Rk|C4k =0) ~ log 2, /Cap—0 P(FE| X)
p(Rk‘Csz =1) ZXk/C4k 1 P(Ri| X)
€ e [ e 1
o eg:p (R {RkTKi%'Q{ngk}) )Jremp (_(R {Rk‘};j;gkxk} (3.13)
€ € 2 € €
exp _(R {Rk}‘Kz’;Il%Q {HiK1}) +exp< (R {Rk}&iflg U{:IkKk} )
Uosk+1 = log 69617 |Kk‘20b ) i €$p< |Kk‘20 ) (3.14)
m € 2 m € 2
exp U {kaggz{HkKk} ) +exp( (I {Rk}lzﬁ {Hi K}) )
Uoar+2 = log 69617 il ) i 69629( |Kk|2 (3.15)
m € 2 m € 2
e:z:p _u {Rkl};(-f ij[kKk} ) + exp( ¢ {RkﬁszinKk} >
Re{Rk}+Re{HkKk} Re{Rk}+3R€{HkKk}
U lo o LR ) o (- 1Ko, ) (3.16)
04k+3 = 109 _ (RefRy}—Re{HyKy}) 2  (Re{Ri}—3Re{H K })>
mp |[Ki[20? +exp [Ki[207
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Im(X)

° ° 3+ ° °

1000 0000 0001 1001

%G GG

° . i T ° .

1010 0010 0011 1011
1 1 1 1
-3 -1 1 3 Re(X)
° ° -1 ° °

1110 0110 0111 1111
° ° =3j+ ° °

1100 0100 0101 1101

F1c. 3.2 — Constellation MAQ-16 étiquetée par un code de Gray.

Remarque 8 Les expressions des log-rapports de vraisemblances ci-dessus sont uniquement va-
lable pour un étiquetage de Gray. |

Nous avons montré (Cf. équations 3.3 et 3.5) que la symétrie d'un canal & entrée binaire se
traduisait par une fonction représentant le log-rapport de vraisemblance impaire. Au regard des
équations ci-dessus, il est facile de constater que pour une MAQ-16 étiquetée par un code de
Gray seulement deux des quatres vraisemblances le sont :

= Upar(—Re{Ry}),

= —Uoarr1(—Im{Ry}),
Uogir2(—Im{Ry}), et

= —Uoakr3(—Re{Ry}).

U04k (Re{Rk}
Uoak+1(Im{ Ry}
Uoar2(Im{ Ry}

)
)
)
Uoak+3(Re{Ri})
Par conséquent, il ne sera pas possible d’utiliser directement les d.d.p. de ces messages pour
effectuer ’analyse par évolution de densité. En effet, I'utilisation du mot de code 0 ne peut étre
utilisé en toute généralité car pour les bits transmis sur les "canaux" non symétriques soient Cyy,
et Cyrao la d.d.p. de leur log-rapport de vraisemblance conditionnée par I’émission d’un 0 n’est
pas symétrique & celle conditionnée par ’envoie d’un 1.

Observons les d.d.p. des log-rapports de vraisemblance de chacun des quatres bits. Lorsque
la symétrie est vérifiée, ce qui est le cas des canaux équivalents empruntés par les bits Cyr41
et Cyras, la d.d.p. du log-rapport de vraisemblance lorsque 0 est émis est symétrique a celle
obtenue lorsque 1 est émis. Les bits Cygy1 et Cyr13 présentant exactement les mémes densités
de log-rapport de vraisemblance, nous avons illustré sur la figure 3.3 ce phénoméne de symétrie
pour le bit Cyx11. Nous avons alors représenté la d.d.p. p(ugsg+1|Car+1 = 0) de upgr41 lorsqu’un
0 est transmit soit au niveau du symbole Im{ Xy} = 1 (partie droite de la figure) et Im{X;} = 3
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(partie gauche), et lorsque un 1 est émis soit Im{X;} = —1 (partie droite) et Im{X;} = —3
(partie gauche). Nous pouvons observer que nous avons bien la relation de symétrie suivante :

P(uoak+1|Cart+1 = 0) = p(—uoak+1|Car+1 = 1) Vk=1,...,Ngp. (3.17)

Cette relation est également valable pour le bit Cyjy3.

P(Uoap411C04ks1=0) 0.07 —— P(Ugy1/C0ak1=1) i
0.035 — PWUo411C0ak1=1) : PUoaks11Coars1=
|
0.03 - i 0.06 | | .
|
I
0.025 E 0.05 :; 7
‘.
0.02 - 0.04 a
|
0.015| - 0.03 | 8
|
g
0.01} 4 0.02} " B
a
-
0.005 B 0.01 | —
|
|
‘ o ‘ I ‘
—60 —-40 40 60 —-60 —-40 (0] 40 60

— (o) 20 — 20
Ugapes (IM{X3=+3) Uggpas (IM{X 3= 1)

F1a. 3.3 — Sur la figure de gauche nous avons représenté la d.d.p. du message g1 pour
Im{X} = 1 soit Cogrr1 = 0 ainsi que pour Im{X;} = —1 soit Cygpr1 = 1. Sur la figure de
droite est représentée la d.d.p. du message upgr+1 pour Im{Xy} = 3 soit Cogp+1 = 0 ainsi que
pour Im{ Xy} = —3 soit Cogp+1 = 1.

Les d.d.p. des log-rapports de vraisemblance associées aux bits Cy; et Cygio émis sur les
"canaux" non symétriques sont représentées sur la figure 3.4. Comme attendu, nous observons
que les densités p(ugsx|Cax) et p(upsrr2|Cars2) ne sont pas symétriques impliquant ainsi, I'im-
possibilité d’utiliser le mot de code tout 0 lors de I’analyse par évolution de densité :

p(u04k]C4k = 0) 75 p(—u04k’C4k = 1) \V/k = 1, veey Nsp. (3.18)

Ceci est également valable pour le bit Cyjyo.

La résolution du probléme de symétrie rencontré lors de I'utilisation de constellations non
binaires a trés récemment été traitée en insérant un outil analytique nommeé adaptateur de canal
ii.d. [44]. L’intérét d’utiliser un tel outil est de forcer la symétrie et ainsi de pouvoir utiliser sans
perte de généralité le mot de code 0 lors de I'analyse par évolution de densité. L’adaptateur de
canal i.i.d. se compose de trois modules. Le premier est une source générant une séquence binaire
pseudo aléatoire i.i.d. z,, p =1, ..., Ng - N (N étant le nombre de bits constituant un symbole).
Le second est un additionneur modulo 2 réalisant 1'opération : d, = ¢, ® 2, oul c représente le
mot de code. Le dernier module consiste a ajuster le signe des log-rapports de vraisemblance
alimentant le décodeur LDPC tel que ugs, = uo,p(1 — 22,) soit en d’autres termes ugsp, = uoyp
si z, = 0 et upsp = —ugy si z, = 1. L'insertion de ces trois modules dans la chaine OFDM est
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F1G. 3.4 — Sur la figure de gauche nous avons représenté les d.d.p. du message upgx, pour Cogr = 0
ainsi que pour Cyy,, = 1. Sur la figure de droite est représenté les d.d.p. du message ug4x2 pour
Co4k+2 = 0 ainsi que pour C()4k+2 =1.

représentée sur la figure 3.5. Avec cet adaptateur de canal i.i.d., Hou et al. ont prouvé que la
condition de symétrie est respectée, soit :

P(uos,p|Cp = 0) = p(—ups p|Cp =1) Vp=1,...,Ng - Np. (3.19)

Discutons des phénoménes engendrés par cet adaptateur pour le mot de code ¢ = 0. Le mot de
code étant nul, la séquence de bits permettant de construire les symboles & émettre n’est alors
rien d’autre que celle provenant de la source binaire i.i.d. 2, p = 1,..., Ny, - V. Ainsi, malgré
I'utilisation du mot de code tout zero, chaque symbole de la constellation sera sollicité. Au niveau
du récepteur, le calcul des log-rapports de vraisemblance g, p = 1, ..., Nyp - N est classiquement
effectué. Afin de se ramener a des log-rapports de vraisemblance v, correspondant au mot de
code 0 le signe de ces vraisemblances u, est alors inversé si le bit d,, permettant la construction
du symbole est égale a 1 (ou plutét si z, = 1).

Par conséquent, si on utilise un code LDPC sur le canal symétrique résultant de 1'utilisation
de cet adaptateur de canal i.i.d., la probabilité d’erreur devient indépendante du mot de code
utilisé simplifiant alors grandement ’analyse du comportement asymptotique des codes LDPC
par évolution de densité (car permettant I'utilisation du mot de code 0). L’expression de la
densité du log-rapport de vraisemblance ug4x4, du bit Cps, devient alors :

1
Fuoawn = g > p(uoskip Xarsp) + > p(—uoskipl Xarsp) | VP =0,...,3.

Xaktp/Dak4p=0 Xak+tp/Daktp=1
(3.20)
Ainsi, la densité de mélange des messages alimentant le décodeur LDPC s’exprime par :

3
1
Juor = 4 Z Juoanip- (3:21)
p=0
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Fic. 3.5 — Chaine de transmission COFDM complétée de 'adaptateur de canal i.i.d..

Etant donné que chacune de ses 64 densités doit étre estimée par simulations de Monte-
Carlo, cette étape de I’évolution de densité peut alors s’avérer étre d’une complexité importante.
Cependant, en exploitant les propriétés géométriques de la MAQ-16 étiquetée par un code de
Gray et en se basant sur I’étude des densités initiales de la MAQ-16 réalisée ci-dessus, on peut
facilement se rendre compte que ce nombre de densités caractéristiques des messages initiaux de
cette constellation peut étre réduit a quatre. En effet, si on note par fﬁﬁgzs) (uop) = p(uep|Cyp =
by(s)) la d.d.p. du log-rapport de vraisemblance ug, lorsque le symbole émis défini par s est
associé a ’émission d’un bit de valeur b, (= 0 ou 1) et d’apres les équations (3.13-3.16) ces
densités représentatives sont alors pour le mot de code 0 :

FEII= (g 1) =
f éﬁﬁfx’“ }=3) (Uo4k+1 ) =

f&ﬂ;fe”’“}:” (uoar) =

(0:Im{X}=3)

fuonrs (Uoak+2) =

(0:Re{ X }=-1)

Uoak+3 (U04k+3)>

0:Re{ Xk }=-3
flomes =

0:Re{ Xk }=—-1
f1504k {Xi}=-1)

(u04k+3) )

(uoar),

(0:Im{Xy}=-3)

fu04k+2 (u04k}+2)7

Notons que toutes ces densités initiales sont bien symétriques par rapport & I’émission d’un 1 (Cf.

figure 3.6). Ainsi, les messages initiaux provenant d’'une MAQ-16 auront pour d.d.p. le mélange
de densités défini par :

1 1 1 1
0) __ 0:Re{X}==*1 0:Im{X, =1 0:Re{X)}=—3 0:Im{Xy}=%3
féoi - Zf?gmk X} ) + 1f1504k+1{ k}=1) + Z f1504k+§ ) ) + Zf1504k+2{ K} )> (3-22)
et sera noté,
! Ny (MAQ—16)
0 MAQ—-16
Fiaw = Ny(MAQ — 16) Yo fanly O luon), (3.23)
p=1

ou Ny(MAQ — 16) représente le nombre de densités requises pour la construction de la densité
représentative d'une MAQ-16 (soit 4). La figure 3.6 illustre les d.d.p. des log-rapports de vrai-
semblances représentatives lors de 1'utilisation du symbole MAQ-16 dans le cas d’un bit émis 0
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3.1. Modélisation des messages alimentant le décodeur

(figure de gauche) et dans le cas d’un bit émis 1 (figure de droite). Ces d.d.p. ont été obtenues
par simulation de Monte-Carlo.

0.08 T T 0.08 T
fu04lr<+1 ou fu04k+3 fu04k+1 ou fu04k+3
- fu04k+1 ou u04k+3 - fu04k+1 ou u04k+3
0.07 - fu04k+2 B 0.07 - fu04k a
- fuoak fuoaks2
0.06 - 1 0.06 - 1
0.05 1 0.05 1
0.04 - 1 0.04 1
0.03 1 0.03 1
0.02 - B 0.02 B
/
0.01 / R 0.01 R
/
7/
0 =t fl . L O L I N ~
—60 —40 —20 (0] 20 40 —40 —20 o 20 40 60
Re{Y,} ou Im{Y,} (mot de code 0) Re{Y,} ou Im{Y,} (mot de code 1)

Fi1a. 3.6 — D.d.p. des log-rapports de vraisemblance associés aux quatres bits considérés pour
I’émission de 0 (partie gauche) et pour I’émission de 1 (partie droite).

3.1.3 Généralisation & une MAQ-M

Ce type d’étude peut facilement étre reprise pour établir les densités des log-rapports de
vraisemblance de constellations de tailles supérieures étiquetées avec n’importe quel code. Ainsi,
la densité de mélange des messages alimentant le décodeur LDPC provenant d’une constellation
MAQ-2¢ ’exprimera par :

1 G-1
quk = 5 Z quGk+g7 (324)
g=0

N , ISR Zéme . . .
OU fuggy, Teprésente la densité initiale du g —1 bit avec pour expression :

1
fuarss = 56 > p(uoGk+glXcr+g) + > P(—uoGk+g| XGktg) | Vg=0,..,G-1.

XGk+g/Dcr+g=0 XGhtg/Dcrtg=1

(3.25)

Cette écriture de la densité initiale nécessite alors ’estimation de G2¢ densités par simulations

de Monte-Carlo. Cependant, dans le cadre d’'un étiquetage par un code de Gray, nous avons
montré dans la section précédente que ce nombre de densités pouvait étre largement réduit.
Ainsi, dans la suite, nous noterons la d.d.p. des messages initiaux en sortie du canal & entrée

binaire équivalant par :
1 Ng4(Const)
(0) — Const
fion = NyGomsty 2= v (wor): (3.26)
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ot Const représente la constellation utilisée et Ny(Const) le nombre de d.d.p. requit pour
construire la d.d.p. représentative des messages initiaux, soit : Ng(MAQ — 2¢) = G2(G—4)/2,

3.2 Analyse asymptotique des codes LDPC pour des transmis-
sions OFDM

Apres avoir montré dans la section précédente que sous certaines conditions le canal OFDM
sélectif en fréquence associé & la mise sur constellation de type MAQ pouvait s’apparenter a un
ensemble de canaux & entrée binaire symétriques, nous allons dans cette section étendre ’analyse
du comportement asymptotique des codes LDPC décrit dans le chapitre 1 aux systémes OFDM.

3.2.1 Approximation par fonction étagée d’un canal OFDM

Dans le premier chapitre, nous avons vu que I'analyse du comportement des codes LDPC
par évolution de densité n’était réalisable qu’a condition de supposer que tous les messages
se propageant dans le graphe lors de la propagation de croyance soient indépendants. Cette
supposition est valable uniquement dans le cas ou le graphe factoriel représentant le code LDPC
est un arbre c’est-a-dire a la condition que la taille du mot de code soit infinie. Cette condition
nécessite donc d’utiliser un nombre infini de sous-porteuses et ainsi, par opposition au canal plat
BABG (pour lequel tous les messages alimentant le décodeur présentent les mémes propriétés
statistiques), de définir un nombre infini de messages provenant du canal. Ceci n’étant bien siir
pas réalisable, nous avons dii utiliser une approximation de la réponse fréquentielle du canal
dispersif par une fonction étagée.

Définition 3 Fonction étagée

On appelle fonction étagée toute fonction définie par une combinaison linéaire de fonctions in-
dicatrices. Ainsi, f est étagée si il existe des ensembles mesurables Ay et des scalaires Hy, tel
que

Np
Sn, (v) = Y Hilla, (v).
k=1

Ce type de fonction est bien adapté & notre probléme d’approximation de la fonction de
transfert d’un canal sélectif en fréquence car elle permet de réduire considérablement le nombre
de paramétres définissant la fonction de transfert avec précision. De plus, contrairement & une
fonction en escalier, une fonction étagée définit chaque palier par le couple (ﬁ k, Ak) de maniére
a effectuer une sous-division réguliére de ’espace image de la fonction approximée ; permettant
ainsi une approximation de trés bonne qualité.

Dans le cadre de 'approximation par une fonction étagée Sy, (v) du module de la fonction de
transfert |H (v)| d’un canal sélectif en fréquence dont le minimum est noté my et le maximum
My, nous définissons le couple canonique ((I:Tl, H, ..., ﬁNP), (A1, Az, ..., An,)) par :

ﬁk:mH—l—ék(MH—mH), O € [0,1[, Vk:L...,Np,

A = {V/SNP(V) € [mu + ou(My — mp), my + 0p 2 (Mg — mp) [} Yk =1,..,N,,

ot la quantité (g1 — 0 ) (Mg —mp) représente la hauteur d’un des paliers de la fonction étagée.
En ce qui concerne le choix de d, trois options sont possibles :
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- 0 = kT;l et dans ce cas il est aisé de montrer en utilisant le théoréme des "gendarmes"
que la suite converge simplement vers |H (v)| par valeurs inférieures.

- 0 = Nip et dans ce cas on dit que la suite converge simplement vers |H (v)| par valeurs
supérieures.

-0 =& k}\,;pl +(1-¢ )Nip, pour laquelle nous avons également une convergence simple vers
|H(v)| par valeurs "intermédiaires".
Etant donné qu’avec le paramétre de "réglage" ¢ la troisiéme option généralise les deux pre-
miéres, nous avons utilisé cette option en choisissant £ de maniére & conserver ’énergie entre la
fonction étagée Sy, (v) et la fonction de transfert dont on effectue I’approximation. Nous avons
représenté sur la figure 3.7 la fonction de transfert d’un canal sélectif en fréquence ainsi, que son
approximation par une fonction étagée comportant 20 paliers. Le choix du nombre de paliers que
nous discuterons par la suite fait bien évidemment I’objet d’un compromis entre la précision de
I’approximation et la complexité de calcul.

[HW)I
— S,

FiG. 3.7 — Approximation par une fonction étagée de la fonction de transfert d’un canal sélectif
en fréquence.

Cette approximation par une fonction étagée réduit & un nombre fini le nombre de densité
des messages venant du canal sélectif. Dans le cadre d’une transmission OFDM utilisant des
symboles MAQ-4, la densité des messages alimentant les noeuds de données situés dans la bande
du k™€ palier d’amplitude Hj, s’écrit d’aprés 1’équation (3.12) :

Al Hy|? 8|Hy|?
A2kl Sk

Fuae' @~ (Hel?) —N( ) k=1, Ny, (3:27)
b b

La largeur de cette k*™¢ "sous-bande" est définie par Ay, et a pour expression (oil I’on suppose
que la fonction dont on effectue I'approximation est monotone et que par conséquent Aj est
convexe) :

ar = sup |v|— inf |v]. (3.28)
VEA VvEAL
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De la méme fagon, on peut facilement étendre l'expression des d.d.p. des messages lorsque la
constellation utilisée est une MAQ-16 ou une MAQ-64.

Remarque 9 [ est bien évident que cette approximation par fonction étagée du spectre du ca-
nal conserve les propriétés de symétrie et donc de consistance que nous avons établies dans la
précédente section pour chacune des densités des différents messages.

Discutons de la précision de 'approximation par fonction étagée. Rappelons que I'objectif de
cette approximation est d’obtenir un nombre fini de densités de messages alimentant le décodeur
a partir d’un systéme OFDM présentant une infinité de sous-porteuses. Il est clair que pour
obtenir une approximation des densités initiales de bonne qualité, il est nécessaire de choisir un
nombre N, de paliers important, cependant, un tel choix engendre une forte complexité de calcul.

Afin de déterminer le nombre de paliers nécessaire et suffisant nous avons été amenés a
développer une routine basée sur ’évaluation de la distance de Kullback-Leibler [46]. L utilisation
de la distance de Kullback-Leibler est due au fait que ’on ne s’intéresse ici qu’a ’obtention d’une
approximation des densités des log-rapports de vraisemblance et non pas a I'approximation de
la fonction de transfert du canal. Notons par Njq, le nombre de paliers maximum au-dessus
duquel nous considérons que le gain en terme de précision de I’approximation devient négligeable.
Ainsi pour déterminer le nombre de paliers suffisant n, nous évaluerons la distance de Kullback
Di (fNymaz» fn) [46] entre la densité fy,,.., des messages initiaux (tels que ceux définis par
I’équation (3.27)) lorsque 'approximation est effectuée avec le nombre maximum N4, de paliers
comparée avec celle obtenue avec n paliers f,,, ol :

D (P F) = 5 (D (P ) + D (Fos P
avec : oo
D (s ) = [ I log DD g o

+00 ”
Dy (fna prmM) = / fn(a:)logMdg;

o I Npmaz (Z)

L’algorithme permettant de déterminer le nombre de paliers peut alors étre implanté de la ma-
niére suivante :
— 1. Le nombre de paliers est initialisé & n = 1,

— 2. tant que la distance de Kullback Dy ( INpmaz> fn) > € : incrémenter n,

— 3. le nombre de paliers nécessaire et suffisant pour obtenir une approximation des densités
initiales est alors Np = n,

ou € représente la valeur d’un seuil au-dessus duquel nous jugerons ’approximation non suffisante.
Sur la figure 3.8, nous avons représenté I’évolution de la distance de Kullback Dg ( INpmaz fn)
en fonction du nombre de paliers n utilisés pour construire la densité f,. Ces densités ont été
construites & partir d’une constellation MAQ-4 et le nombre maximum de paliers est fixé &
Npmaz = 1000. Les figures 3.8 et 3.9 représentent les densités fn,,.., et f, pour différentes va-
leurs de n a savoir : 2 (Cf. 3.8), 10 et 100 (Cf. 3.9). Ainsi, nous pouvons observer que pour
Np =100 soit Dy ( I Npmaz> fn) de Tordre de 10~3 I’approximation est largement satisfaisante.
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L L L L L L L L L
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
n

F1c. 3.8 — Evolution de la distance de Kullback Dg (fn,a.:.fn) €n fonction du nombre n de
paliers utilisé pour effectuer 'approximation (figure de gauche). Représentation des densités
INpmas €6 fn pour n = 2 (figure de droite).

F1G. 3.9 — Représentation des densités fn,,... et fn pour n = 10 (figure de gauche) et pour
n = 100 (figure de droite).

Remarque 10 L’approzimation du spectre du canal par une fonction étagée indique le fait que
la connaissance complete du canal n’est pas nécessaire pour évaluer les d.d.p. des messages ali-
mentant le décodeur LDPC et ainsi pour effectuer ’optimisation de la structure des codes LDPC.
Ce point est intéressant puisqu’en pratique la connaissance du canal est obtenue par l’émission
d’une séquence d’apprentissage qui doit étre la plus courte possible impliquant a fortiori une
connaissance partielle de la réponse en fréquence du canal.

Fort de cette représentation de la fonction de transfert du canal, nous allons dans la prochaine
section étudier le comportement asymptotique par évolution de densité des codes LDPC lorsqu’ils
sont utilisés pour des transmissions OFDM sur canal sélectif en fréquence.

3.2.2 Evolution de densité sur des canaux OFDM

L’objet de cette section est essentiellement de présenter une méthodologie permettant d’étu-
dier le comportement asymptotique par évolution de densité des codes LDPC & travers un canal
OFDM sélectif en fréquence. Afin de pouvoir effectuer une telle analyse, nous avons montré dans
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les sections précédentes que les messages provenant d’un canal OFDM alimenté par des symboles
issus de constellations MAQ-M (M = 22* avec k = 1,2,3.) étaient symétriques et qu’ainsi les
densités résultantes étaient consistantes. L’évolution de densité étant valable uniquement pour
un mot de code de taille infini, impliquant la nécessité d’utiliser une infinité de messages initiaux,
nous avons alors ensuite établi un processus permettant de réduire par approximation le nombre
de densité de ces messages avec précision. Le canal OFDM sélectif en fréquence étant, vu du dé-
codeur, non stationnaire, nous utiliserons alors la paramétrisation des codes LDPC par le profil
d’irrégularité présenté dans la section 1.1.2 du chapitre 1, soit (A, p, p), oit nous rappelons que :

- X = [Xg, Xg, .y Xi, e Xtcmaz] avec Xl la proportion des noeuds de données de degré i et topmaa
le taux de connexion maximum des noeuds de données,

— P = (P2, P35 s Pjs s Ptrman) @VeC pj la proportion des noeuds de contrdles de degré j et
t_mwm le taux de connexion maximum des noeuds de controles,

— D =[P2, D3y -y Diy vy Ptoman) aVEC p; la position a intérieur du graphe factoriel de I’ensemble
des noeuds de données de degré 1.

Lors de T'utilisation de constellations non binaires, notre schéma de codage présente alors
une structure intrinséque de BICM-LDPC. Cependant, en raison principalement du fait que
cette étude avec ce type de constellation correspond a un travail d’aboutissement de la theése,
I’étape correspondant au calcul des log-rapports de vraisemblance initiaux n’a été traitée que de
fagon bloc c’est-a-dire sans retour d’information a priori venant du code LDPC. Notons tout
de méme que dans les normes de communication actuelles basées sur une structure BICM, le
passage symbole-bit n’est pas non plus réalisé de fagon itérative. Conscients de ce manquement,
I’étude de 'optimisation des codes LDPC pour une structure purement BICM fera 1’objet de
perspectives (& savoir que ce type d’étude n’a pas encore été réalisée pour le canal BABG).

3.2.2.1 Utilisation d’une unique constellation

Dans un premier temps, nous divisons le spectre du canal en t.,,,; — 1 tranches en fonction
du profil d’irrégularité comme il est décrit sur la figure 3.10. Chaque tranche correspond alors
4 la bande spectrale pour laquelle les bits de méme taux de connexion sont émis. La bande B;
support des bits de degré i se trouvant & la position p; du graphe factoriel et de largeur Xz(p ) est
alors définie par :

ki—l ki
Bi = [bpi—l ; bpz] = Z )‘g'pj) ) Z )\g‘pj) Vi = 2 . cmam
Jj=k1 J=k1
oul k; est fixé de maniére a avoir pi, =7, Vi = 1,...,temae — 1. Ensuite, a I'intérieur de chaque

bande B; le spectre du canal subit une approximation par une fonction étagée telle que nous
I’avons présentée dans la section précédente :
Ny ()

SN, (i) Z H;j,-1a,,(v) Vve B, (3.29)

avec Np(7) le nombre de paliers de la fonctlon étagée nécessaire pour obtenir une bonne approxi-
mation du spectre du canal dans la bande B;.
Notons «; i, la largeur normalisée de la sous-bande £ située & I'intérieur de la bande B;, soit :
sup |v| — inf |y
vEA; VEA; i

X(pi)

(3

ai,k = (330)
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IHMWI

Hp

! ! Loy
b0 b, b, b =1

T M ~ (2) ~ ()

A4 A3 A2

F1G. 3.10 — Approximation par une fonction étagée de la réponse en fréquence du canal.

Par conséquent, la densité du message observé correspondant & un bit de degré i est un
mélange de densités pondérées par oy, :

%oznst Z ik Const Z ), (331)

ol CO”St(HZ-,k) représente la densité des vraisemblances pour une constellation quelconque que
I’on a nommée Const. A ce point, il est bon de souligner que les densités composant le mélange
sont fonctions des positions p; des degrés dans le profil d’irrégularité. C’est cette dépendance qui
transcrit la non-stationnarité du canal OFDM sélectif en fréquence (autrement, le canal OFDM
vu du décodeur LDPC serait juste un canal stationnaire représenté par un mélange de I’ensemble
des densités des messages observés).

Ainsi d’apreés I’équation (1.11), la mise a jour de la densité féf’ des messages se propageant
par un noeud de donnée de degré ¢ a l'itération [ s’écrit :

®(i—1)
fngf) — fq%o:lst ® (f(l)>
~ ®(i—1)
— ivpg) ik Const(Hi’k) Q ( 19)) )

uo

(3.32)

Remarque 11 L’mplantation numérique d’une telle étape nécessite une quantification des mes-

sages se propageant dans le graphe. Notons respectivement u = Qa(u), g = Qa(ug) et v =

QA (v) les messages u, ug et v quantifiés par Uopérateur Qa(-) ot A représente le pas de quan-

tification (fonction du nombre de bits de quantification utilisé et de l'intervalle de définition des

messages choisi). Ainsi, par exemple, fg,[k] = Pr(ag = kA). L’étape de mise a jour de la densité
(0

f=/ sera alors notée par :
Vi

£ = pmt g (10) 7 (3.33)

Etant donné qu’une branche choisie aléatoirement dans le graphe est connectée & un noeud
de donnée de degré i avec une probabilité \;, la d.d.p. globale des messages v mis & jour lors du
data pass peut alors s’écrire :

fqgl) — Ztc_maz

AP f
— Ztcmaz z (334)
- =2 7

i ®(i—1)
Pi) Z}ljpl) i k C’onst(H’L ) ® <qul)) )
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La mise & jour de la densité fél) lors du passage des messages par les noeuds de controles
a l'itération [ ne change pas par rapport au cas du canal BABG présenté dans le chapitre 1 et

s’écrit toujours :
trmaz .
( Z p F (l 1 ®(]_1)> (335)

Remarque 12 L’%mplantation numérique de celte étape n’étant pas triviale, nous allons en ex-
pliquer les points principauz et nous renvoyons pour de plus amples détails a la lecture des travaux
de Chung et al. [19]. Dans un premier temps, nous devons introduire un opérateur R définissant
la mise a jour des messages quantifiés par un noeud de contréle de degré 2, soit d’apres l’équation

(1.6) : ~ ~
R(v1,72) = Qa (Qtanh_l (tanh%tanh%)) : (3.36)

Ainsi, en utilisant cet opérateur la mise & jour des messages a travers un noeud de controle de
degré j peut étre effectuée par vérifications successives de la parité entre deux messages, soit :

Up = R(@l, R(WQ, ceey R(ﬁp_l, R(Ep-f—h vy R(’Uj_l, U]))))) (337)

Posons ¢ = R(a,b), alors la d.d.p. f. de c est relatée par :

felk] = > falil folj]- (3.38)

(i,7):kA=R (A ,jA)

Par abus de notation, nous noterons cette relation par f. = R(fq, fp). Les messages alimentant

les noeuds de controles étant i.i.d., la densité fﬂ(l]) des messages de sortie des noeuds de controles
de degré j peut alors s’écrire :

R =R RUED, - RUD A0 = RITHED): (3:39)

j—1 termes

L’intérét principal de cette méthode d’implantation de ’évolution de densité réside dans le fait
que l'opération définissant R (Cf. équation (3.36)) peut étre effectuée en utilisant une table pré-
calculée réduisant ainsi la complexité de calcul.

Pour une distribution donnée de I'irrégularité (A,p,p), ainsi que pour un canal OFDM sélec-
tif en fréquence défini par sa fonction de transfert |H(v)| et sous la condition d’indépendance
des messages, 1’évolution de densité des messages allant des noeuds de données aux noeuds de
controles au cours des itérations [ est décrite par la relation récurrente suivante :

temaz NP l) trmaz . ®(Z_1)
Z )\pz Z i C(mst z, ( (Z p] (l 1 ®(]-1)>> (340)

Ainsi, avec cette équation nous pouvons suivre & chaque itération de propagation de croyance
le comportement exact des codes LDPC pour une taille de mot de code infinie sur un canal
OFDM sélectif en fréquence. Le seuil de convergence est toujours défini par le plus faible RSB
pour lequel la densité f, des messages v allant des noeuds de données aux noeuds de controles
tend vers Ao, quand [ — oo (Cf. section 1.3.1 du chapitre 1).
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Notre étude s’est ensuite portée sur deux cas distincts. Le premier correspond a I’analyse
du comportement asymptotique des codes LDPC sur un canal OFDM en utilisant une unique
constellation complexe de base soit la MAQ-4 et le second a I'utilisation d’un ensemble de constel-
lations MAQ-M (M < 64) provenant d’une allocation de bits telle qu’elle a été définie dans le
chapitre 2.

Constellation unique MAQ-4
Si 'unique constellation utilisée est une MAQ-4, la densité des log-rapports de vraisemblance

dans la bande B; ol sont émis les bits de degré ¢ est un mélange de densités Gaussiennes défini
par :

el 4H?, 8H?
MAQ—-4 __ k i,k
FhAQ- Z i gN ( e > Vi=2,..,temaz- (3.41)

Ainsi, le comportement asymptothue des codes LDPC sera caractérisé par I’équation suivante :

temaz NP(Z _ trmazx - ®(Z_1)
Z AP Z Qi fan @ (Hip) ® (F‘1< S L (fID)E0T )>> (3.42)
=2

Sur le tableau 3.1 nous avons indiqué les seuils de convergence de deux codes LDPC réguliers
de rendement R = 1/2 modulés par une MAQ-4 et ce, pour deux canaux sélectifs en fréquence
a savoir un canal ADSL typique et le canal Proakis B [67] dont les spectres d’amplitude sont
représentés sur la figure 3.11. Notons que dans ces conditions la limite de Shannon du canal ADSL
est Capsr,mag—4(0.5) = 3.01 dB et que celle du canal Proakis B est Cp prag-4(0.5) = 1.18 dB.
Nous pouvons tout d’abord constater que, comme dans le cas du canal BABG, les performances
des codes se dégradent lorsque leur densité (définie par ¢,) augmente. Cependant, I’évolution
de cette dégradation dépend du canal considéré. En effet, nous pouvons observer que pour le
code (00, 3,6) le seuil obtenu pour le canal Proakis B est comme attendu (au vue des limites de
Shannon) inférieur a celui obtenu sur le canal ADSL alors que pour le code (00,4, 8) les valeurs
des seuils sont inversées.

MAQ-4, R=1/2 | canal ADSL (3.01 dB) | canal Proakis B (1.18 dB)
code (00,3,6) | (00,4,8) (00,3,6) (00,4,38)
5* (dB) 1.03 5.77 148 5.04

TAB. 3.1 — Seuils de convergence obtenus par évolution de densité de deux codes LDPC régu-
liers de rendement R = 0.5 utilisés sur le canal ADSL puis sur le canal Proakis B lorsque la
constellation MAQ-4 est utilisée.

3.2.2.2 Constellation variable avec allocation de bits

Dans le chapitre 2, nous avons vu que pour certaines applications, le canal pouvait étre
considéré comme quasi statique dans le temps et connu de ’émetteur par voie de retour. Il devient
alors possible d’améliorer les performances d’un tel systéme en exploitant la connaissance du RSB
dans chaque sous-bande lors de la détermination du nombre de bits a émettre dans celles-ci. Une
telle méthode nécessite donc d’utiliser différentes tailles de constellation. Ainsi, les symboles émis
seront irréguliérement connectés au graphe factoriel et cette irrégularité sera fonction du nombre
de bits émis par ces différents symboles.
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25 T

T T
—— Canal ADSL
— - Canal Proakis B

Fia. 3.11 — Spectre d’amplitude du canal ADSL et Proakis B.

Pour établir ’étude du comportement asymptotique des codes LDPC dans ce cas, nous di-
visons toujours le spectre du canal en tepq: — 1 tranches mais ici non plus en fonction du profil
d’irrégularité mais en fonction de la connection des noeuds de données connectés aux symboles.
Chaque tranche correspond & la bande B; & I'intérieur de laquelle sont émis les symboles supports
des bits connectés a i branches (Cf. figure 3.12). Dans ce mémoire nous nous limiterons & 1'utili-
sation au maximum de 3 constellations C,,, support de N}, bits avec les conventions suivantes :
C1=MAQ-4 (N, = 2), Co=MAQ-16 (N;, = 4), C3=MAQ-64 (N;, = 6). Etant donné que la
proportion des noeuds de données connectés & un seul symbole dépend de la taille de celui-ci, la
largeur Lg, de la bande B; sera alors fonction des proportions a¢,, ; des noeuds de données de
degré ¢ initialisés par un message issus d’'une constellation C), support de N, bits, soit :

3
pe_ Thoiacu/,
' Zj:Q Zn:l acnyj/an]-

(3.43)

T (p2)

avec Zm 100, =2A; . Dans le cas ou tous les symboles sont issus d’'une méme constellation

alors la proportion du canal Lg, sur laquelle les symboles supports des bits de degré i sont émis

est égale a la proportion des bits de degré 7, soit : Lg, = A; (pl)

La bande B;, sur laquelle sont émis les symboles supports des bits de degré i se trouvant a
la position p; du graphe factoriel est alors définie par :

B; = [bpi—l ) 1 Z LS’ ; Z LS’ Vi=2,...,tcmaz>
j=k1 Jj=k1

ol k; est fixé de maniére a avoir py, = [, VI = 1,... ,temee — 1. Ensuite, & I'intérieur de chaque
bande B; le spectre du canal subit une approximation par une fonction étagée :
Ny (i)
SN, (i) Z H;j-1a,,(v) Vve B, (3.44)
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avec Np(7) le nombre de paliers de la fonction étagée nécessaire pour obtenir une bonne approxi-
mation des messages initiaux dans B;. Nous supposerons ces sous-bandes définies par le couple
(H; i, Ai i) suffisamment étroites de maniére a considérer que les symboles émis & travers celles-ci
soient tous issus d’'une méme constellation.

|H(v)|
Ls,

k3

by i |
bo =0 MAQ-64 MAQ-16 MAQ-16 MAQ-4 by =1

bo

Fia. 3.12 — Approximation par une fonction étagée de la réponse en fréquence du canal et
représentation de la connection entre les symboles et les noeuds de données.

a; 1, est toujours la largeur normalisée de la sous-bande k située a I'intérieur de la bande B; :
sup |v| — inf |v]

VEA; ) vEA; &
Lg.

7

Q= (3.45)
Ainsi, si cette sous-bande est le support de la constellation C,, alors la proportion normalisée
o ;. des noeuds de données de degré i connectés & ce symbole sera défini par 3.12 :

, a; 1 Nb,,

Zz:pl(z) a; 1N,
Par conséquent, la densité des messages des bits de degré ¢ fé\o/[ ’;‘Q émis & travers les symboles
de la sous-bande B; dépend non seulement des différents RSB mais également des constellations
utilisées dans ces sous-bandes, soit :

Np(i) / i Ng(Ci 1) .
MAQ L R (Hi k) Yi=2, e temas- 3.47
w0l = 2 NG Z:; fuosh (Hir) (3.47)

ou Cj; i, représente la constellation utilisée dans la ki*me sous-bande de B; et N4(C; ;) le nombre de
densités représentatives de cette constellation. Notons que, contrairement au cas oli une unique
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constellation MAQ-4 est utilisée, les densités initiales fuc;lk ont été obtenues en normalisant la
puissance des constellations utilisées. Dans ces conditions, ’évolution de densité sur un canal
OFDM sélectif en fréquence utilisant différentes constellations est spécifiée par 1’équation récur-
rente suivante :

temax Np(l) O/k, Nd(cz,k) c " trmazx - ®(Z—1)
=S ST s S e (oS )
1=2 k=1 b p=1 j=2

(3.48)

Nous avons représenté sur le tableau 3.2 les seuils de convergence des codes LDPC réguliers
(00,3,6) et (00,4,8) pour les canaux ADSL et Proakis B dans le cadre de l'utilisation d’une
constellation MAQ-16. La limite de Shannon de tels canaux sont Capsr, mag—16(0.5) = 5.14 dB
pour le canal ADSL et Cp pag-16(0.5) = 3.95 dB pour le canal Proakis B. De la méme fagon
que pour le cas avec la constellation MAQ-4, les seuils obtenus avec le code régulier le moins
dense soit le (00, 3,6) sont inférieurs a ceux obtenus avec le (0o, 4,8). Notons également que
malgré une limite de Shannon supérieure, les codes LDPC réguliers utilisés sur le canal ADSL
exhibent des seuils inférieurs & ceux obtenus sur le canal Proakis B. Ceci peut s’expliquer par la
sélectivité plus importante du canal Proakis B (le temps d’étalement du canal Proakis B étant
supérieur a celui du canal ADSL).

Ensuite, nous avons calculé les seuils de convergence des deux mémes codes LDPC régu-
liers utilisés sur les mémes canaux mais pour un systéme de transmission avec allocation de
bits (Cf. tableau 3.3). Cette allocation a été réalisée de maniére & émettre autant de bits que
pour une MAQ-16 soit en moyenne 4 bits par sous-porteuse et en fixant le nombre maximum
de bits par sous-porteuse & 6. Dans ces conditions, la limite de Shannon du canal ADSL est
Capsrapits(0.5) = 4.5 dB et celle du canal Proakis B est Cp 4it5(0.5) = 3.37 dB. Notons que
les seuils obtenus sont, sans surprise, inférieurs & ceux obtenus lorsque seule une MAQ-16 est
utilisée. Cependant, il est intéressant de noter que les gains obtenus avec cette allocation sont
trés variables suivant le canal et le code utilisé.

MAQ-16, R—1/2 | canal ADSL (5.14 dB) || canal Proakis B (3.95 dB)
code (00,3,6) | (00,4,8) (0,3,6) (00,4,38)
5* (dB) 7.1 7.95 7.14 8.55

TAB. 3.2 — Seuils de convergence obtenus par évolution de densité de deux codes LDPC régu-
liers de rendement R = 0.5 utilisés sur le canal ADSL puis sur le canal Proakis B lorsque la
constellation MAQ-16 est utilisée.

4 bits/sous-porteuse, R—1/2 | canal ADSL (4.5 dB) || canal Proakis B (3.37 dB)
COde (m73? 6) (007 4? 8) (007 3’ 6) (m747 8)
5* (dB) 6.59 7.18 6.97 7.68

TAB. 3.3 — Seuils de convergence obtenus par évolution de densité de deux codes LDPC réguliers
de rendement R = 0.5 utilisés sur le canal ADSL puis sur le canal Proakis B. Les constellations
utilisées résultent d’'une allocation de bits de maniére & obtenir en moyenne 4 bits par sous-
porteuse (& savoir que le nombre de bits maximum pouvant étre alloué a été fixé a 6).

Notons encore que les seuils des codes LDPC réguliers sont assez éloignés de la limite de
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Shannon. Dans le prochain chapitre, nous optimiserons 'irrégularité des codes LDPC afin de
minimiser cet écart.

3.2.3 Approximation Gaussienne sur des canaux OFDM

L’évolution de densité est un trés bon outil d’analyse du comportement asymptotique des
codes LDPC dont nous venons d’expliciter I'extension & un canal OFDM sélectif en fréquence.
Cependant, cet outil présente une complexité de calcul importante et comme nous souhaitons
optimiser le profil d’irrégularité des codes LDPC pour ce type de canal, nous avons alors déve-
loppé une analyse par approximation Gaussienne des densités des messages nécessitant un cofit
de calcul nettement plus faible. En effet, ce type d’approximation permet de réduire 1’étude par
évolution de densité au suivi d’un seul parameétre représentatif de la densité des messages. Par
conséquent, cette outil d’analyse se préte mieux aux processus d’optimisation souvent complexes
(d’autant plus que le canal que nous traitons n’est pas stationnaire). L’analyse du comporte-
ment asymptotique des codes LDPC par approximation Gaussienne des densités pour un canal
OFDM est dérivée de celle effectuée par évolution de densité exacte que nous avons développée
dans la précédente section. De la méme fagon, pour cette analyse nous avons distingué deux
situations & savoir 'utilisation d’une unique modulation MAQ-4 laquelle présente des densités
initiales Gaussiennes et I'utilisation d’un ensemble de constellations MAQ-M pour lesquelles les
densités initiales ne sont pas nécessairement Gaussiennes. Les équations de mise & jour des den-
sités des messages u et v seront développées avec la moyenne comme paramétre d’évolution et
son équivalent avec 'information mutuelle.

3.2.3.1 Transmission OFDM avec une MAQ-4

Rappelons qu’en utilisant I’approximation par fonction étagée de la fonction de transfert du
canal telle qu’elle est présentée dans la section précédente, la densité de vraisemblance & 1’entrée
du décodeur pour une constellation MAQ-4 dans la bande B; s’écrit :

el 4H?, 8H?
ke Sk
%?Q 1= Z Q; K < b O_é > Vi=2, .. temaz- (349)

Notons que du fait de la symétrie de I’ensemble constitué du canal OFDM associé & la mise sur
constellation MAQ-4, nous avons bien une densité de log-rapport de vraisemblance consistante
puisque la variance des messages provenant du canal est égale a deux fois la moyenne, soit si on

~ 72
pose My, (H; ) = 4Zé’k
Ny()
firaQ-t _ Z i N (1 (i) 2o (Hig) ) Vi =2, tomaa: (3.50)

(@)

Ainsi, la moyenne my, , des messages de sortie des noeuds de données de degrés i situés dans la
ki*me sous-bande de B; a I'itération [ est donnée par (Cf. equation (1.26)) :

m® =y, (Hig) + (i — 1)m{=Y, (3.51)

vzk

(I-1)

ol My, représente la moyenne des messages u provenant des noeuds de controles. Par consé-
quent, & l'itération ! de propagation de croyance, un message v se dirigeant vers un noeud de
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contréle aura pour densité le mélange de Gaussiennes suivant :

tcmax Np (1

Z AP Z aiN (m0, 2m(), ), (3.52)

ce qui meéne, lors du passage par les noeuds de controles & la mise a jour suivante (Cf. equation
(1.32)) :

trmax temax Np(i) 7—1
mg)zzpj¢1{1_[1_ Z (Zaquﬁ M)] }

j=2 =2
Np (i)

trmax temax j
= et {1 [1- S (3 sttt + - )
j=2 =2

(@)

Dans ce cas, le seuil de convergence est défini par le E}/Ny minimum au-dessus duquel my,
tend vers 'infini quand le nombre d’itérations [ tend vers I'infini. De la méme maniére, nous
pouvons introduire une expression alternative a (3.53) explicitant la mise a jour de la moyenne
des messages v, soit :

temax
( ) Z AP Z i Frni (Mg (Hi i), 6 (m 1))
temax Np( trmax -
— Z )\Z(Pz') Z Qi k® $ Mg (Hig) + (i — 1) Z pip" [1 _ (1 B d)(mg,l)))J 1]
=2 k=1 e

(3.54)
(1)

Ainsi, le seuil est défini par le Ep/Ny minimum au-dessus duquel ¢ (mv ) tend vers zéro
quand le nombre d’itérations [ tend vers I'infini.

Si on considére ’approche par évolution de I'information mutuelle telle qu’elle est présentée
dans le premier chapitre, I’équation récurrente permettant de déterminer ’évolution de I’infor-
mation mutuelle I,, des messages u peut alors s’écrire :

trmax temax Np(i)
D=1- 3 I |G-1T! 1—ZA“ Zasz< (i—l)Jl(Ifo))
=2
(3.55)
D’ot1 son expression duale en fonction de Lgl) :
temaz Np(i) _
= 3" AP ST kP (g (Hig), 187Y)
i=2 k=1
tecmax trmax
Z AP Z ipd | mug(Hige) + G =1 [ 1= pjd ((j —1)Jt (1 - I},”))
j=2
(3.56)

Le seuil est alors défini par le plus petit E,/Ny au-dessus duquel L(,l)

d’itérations tend vers ’'infini.

— 1 quand le nombre
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Les seuils de convergence des codes réguliers (traités dans la précédente section) obtenus par
approximation Gaussienne des densités apparaissent dans le tableau 3.4 pour les deux paramétres
d’évolution, a savoir la moyenne d;,,, et I'information mutuelle 4;,,. Notons que I'on retrouve
des résultats de méme nature que dans le cas du canal BABG c’est-a-dire que le seuil obtenu
par évolution de densité exacte est encadré par les seuils obtenus par approximation Gaussienne
définie par la moyenne et par 'information mutuelle.

MAQ-4, R=1/2 canal ADSL canal Proakis B
code (00,3,6) | (00,4,8) || (00,3,6) | (c0,4,8)

oy (AB) 5.08 5.86 4.81 6.15

5 (dB) A7 5.43 4.05 5.16

TAB. 3.4 — Seuils de convergence obtenus par approximation Gaussienne de deux codes LDPC
réguliers de rendement R = 0.5 utilisés sur le canal ADSL puis sur le canal Proakis B lorsque la
constellation MAQ-4 est utilisée.

3.2.3.2 Transmission OFDM avec allocation de bits

Les systémes de transmission avec allocation de bits faisant a fortiori intervenir des constel-
lations MAQ de taille supérieure a 4, les messages initialisant le décodeur LDPC ne seront donc
plus Gaussiens. Il est alors nécessaire d’établir une approximation des densités par un mélange de
densités Gaussiennes. Etant donné que les canaux & entrée binaire équivalents sont symétriques
et que, par conséquent, les densités initialisant le décodeur sont consistantes, I’approximation
de ces messages initiaux sera effectuée par des densités Gaussiennes consistantes. En effet, il est
facile de montrer qu'un mélange de densités consitantes est une densité consistante. Nous avons
& plusieurs reprises vu qu’'une densité Gaussienne consistante était défini par un seul paramétre
que nous avons choisi étre la moyenne. Ainsi, ’approximation des densités initiales revient juste
a I’évaluation de la moyenne de densités Gaussiennes consistantes. Ces moyennes seront obtenues
par estimation de Monte-Carlo. Nous noterons alors les densités initialisant le décodeur pour les
bits connectés & ¢ branches par :

/ Na(Ci k)
C; 7 C; -
é\o/[?,an = Z Nd Z N<m1(m7i7k)(Hi,k)a 2m7(to7i9k)<Hi,k)) Vi=2, ... temax (3.57)
p=1

(G

ol Mg s )(.FNIZk) correspond a la moyenne de la densité Gaussienne consistante coincidant avec
I’approximation de la p?®™¢ densité du log-rapport de vraisemblance de la constellation utilisée
dans la k%™ sous-bande de B, soit Cir (Uindice ag indiquant seulement que l'on se trouve
dans la cadre de Papproximation Gaussienne). Sur la figure 3.13 est représenté la densité de
mélange fu, MAQ-16 représentative des différentes densités initiales d'une MAQ-16 ainsi, que son
approximation par le mélange de densités Gaussiennes consistantes défini ci-dessus. Nous pouvons
noter que ce type d’approximation semble bien adapté.

Ainsi, pour une transmission OFDM avec allocation de bits, I’évolution de la moyenne des
messages u sortant d’un noeud de controle peut étre généralisée par :

trmaz tcmax —1
mg) = Z Pj¢_l{1 [ Z )‘(pl (Z Nb Z ¢ uo zk)*‘(@'—l)mg_l)))r },
=2 P=
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0.012 T
densité exacte :
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F1a. 3.13 — D.d.p. des messages provenant du canal lorsqu’une constellation MAQ-16 est utilisée
ainsi que son approximation par un mélange de quatre densités Gausiennes.

et son expression alternative fonction de la moyenne des messages v s’écrit :

tcmax N, (Z

o(m?) = X A”ZNd Z PG o), 350

p=1

la fonction F, ; ; étant donnée par 1'équation (3.54).

Si le paramétre d’évolution choisi lors de cette analyse par approximation Gaussienne est
Iinformation mutuelle, le comportement asymptotique des codes LDPC utilisés pour une trans-
mission OFDM avec allocation est alors défini par :

trmax tcmazx Np(i)
@ =1 — . s —1 _ (ps) z k
I ;2 p]J<(j 1)J (1 >N Z Nyt

i=2 —1 a(C
Na(Cix) o N (3.60)
S g (miS ) + = 007 (179)) )
p=1
ol par son expression duale, soit :
o T oy a . o
) — i - -
Iv = ; Az ] Nd Z Fzmlk (mu(),p (H”Lk)7‘[v ) (361)

Les seuils de convergence des codes réguliers utilisés sur les deux canaux sélectifs en fréquence
ADSL et Proakis B sont présentés sur les tableaux 3.5 et 3.6 dans le cadre d’une transmission
OFDM utilisant la constellation MAQ-16 ainsi que pour un systéme avec allocation de bits.
Ces seuils ont été obtenus par approximation Gaussienne des densités. Nous pouvons a nouveau
constater que les seuils obtenus par approximation Gaussienne encadrent le seuil calculé par
évolution de densité exacte pour les deux canaux sélectifs en fréquence.
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MAQ-16, R=1/2 canal ADSL canal Proakis B
code (00,3,6) | (00,4,8) || (00,3,6) | (c0,4,8)

oy (AB) 7.36 8.21 7.51 8.83

o (dB) 6.95 7.76 6.78 7.87

TAB. 3.5 — Seuils de convergence obtenus par approximation Gaussienne de deux codes LDPC
réguliers de rendement R = 0.5 utilisés sur le canal ADSL puis sur le canal Proakis B lorsque la
constellation MAQ-16 est utilisée.

4 bits/sous-porteuse, R=1/2 canal ADSL canal Proakis B
code (00,3,6) | (00,4,8) || (00,3,6) | (00,4,8)

5%y (dB) 6.74 7.29 751 7.88

5% (dB) 6.56 712 6.96 7.62

TAB. 3.6 — Seuils de convergence obtenus par approximation Gaussienne de deux codes LDPC
réguliers de rendement R = 0.5 utilisés sur le canal ADSL puis sur le canal Proakis B. Les
constellations utilisées résultent d’une allocation de bits de maniére & obtenir en moyenne 4 bits
par sous-porteuse (le nombre de bits maximum pouvant étre alloué a été fixé a 6).

3.3 Conclusion

Dans le présent chapitre, nous avons développé une méthodologie pour analyser le compor-
tement asymptotique par évolution de densité des codes LDPC pour les transmissions OFDM.
Ce type d’analyse par évolution de densité n’étant valable que sous certaines conditions telles
que la symétrie et I'indépendance des messages, nous avons été amenés dans un premier temps
& étudier la gestion de ces conditions dans le cadre de transmission OFDM avec en entrée des
symboles issus de constellations MAQ.

Ainsi, nous avons montré que la condition de symétrie n’était respectée que dans le cadre de
I'utilisation de la constellation MAQ-4. Cependant, il a été prouvé qu’en insérant un adaptateur
de canal i.i.d. et donc en forgant la symétrie, il est tout de méme possible d’effectuer ’analyse
par évolution de densité pour les constellations d’efficacité spectrale plus importante. La seconde
condition nécessaire & la validité de I’étude par évolution de densité, est la condition d’indépen-
dance. Cette condition implique 'utilisation d’un mot de code de taille infini, nécessitant alors
un nombre infini de sous-porteuses et la définition d’un nombre infini de densité initialisant le
décodeur LDPC. Pour réduire le nombre de messages initiaux & un nombre fini, nous avons alors
proposés d’effectuer une approximation du canal par une fonction étagée ol les paramétres de
cette fonction ont été déterminés de maniére & obtenir la meilleur approximation des densités
initiales.

Apreés avoir levé les deux principales difficultés & une étude de la convergence des codes
LDPC par évolution de densité, nous avons proposés une méthode permettant d’implanter ce
type d’analyse dans le contexte des transmissions OFDM et ce, en utilisant le profil d’irrégularité
comme paramétrisation des codes LDPC. Cette analyse a aussi bien été réalisée dans le contexte
de T'utilisation d’une seule constellation, que dans celui d’un systéme avec allocation de bits
nécessitant I'utilisation de constellations de différentes tailles. Les seuils des codes LDPC réguliers
ont ensuite été calculé et au vu de leur écart relativement important avec la limite de Shannon,
il semble intéressant d’optimiser le profil d’irrégularité afin de s’approcher de cette limite. Ainsi,
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afin de rendre possible 'optimisation de la structure des codes LDPC, nous avons établi ’analyse
du comportement asymptotique par évolution de densité des codes LDPC pour les transmissions
OFDM sous approximation Gaussienne laquelle présente une complexité de calcul nettement plus

faible.
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Chapitre 4

Optimisation des codes LDPC pour les
transmissions multi-porteuses

Au cours du chapitre précédent, nous avons présenté I’étude du comportement asymptotique
des codes LDPC sur un canal OFDM sélectif en fréquence en fonction du profil d’irrégularité et
ce, par évolution de densité exacte et par approximation Gaussienne. Nous avons alors montré
que les seuils de convergence des codes LDPC réguliers étaient assez éloignés de la capacité.
Ainsi, nous proposons dans ce chapitre d’optimiser le profil d’irrégularité pour ce type de canal
afin d’amoindrir cet écart avec la capacité. Habituellement, 'optimisation de la structure des
codes LDPC est effectuée par la minimisation du seuil de convergence. Dans ce chapitre nous
présenterons, en plus du critére d’optimisation habituel, un critére d’optimisation fondé sur la
minimisation de la probabilité d’erreur, & un rapport signal sur bruit Ej,/Ny convenablement
choisi (Cf. section 4.1). Nous montrerons en particulier que la minimisation de la probabilité
d’erreur conduit & des codes LDPC ayant un meilleur comportement pour de petites tailles de
mots de code. Ensuite, nous présenterons les problémes d’implantation de ces critéres liés a leur
non-linéarité en section 4.2.1 et nous développerons une alternative au critére de minimisation
du seuil de convergence permettant une optimisation par programmation linéaire dans la section
4.2.2. Ce dernier algorithme sera également étendu aux transmissions avec allocation de bits.
Nous illustrerons alors l'intérét de notre approche & travers la présentation des résultats de
simulations dans les sections 4.3 et 4.4. Une étude de robustesse des codes optimisés par rapport
a une mauvaise estimation du canal conclura ce chapitre (Cf. section 4.5).

4.1 Critéres d’optimisation des codes LDPC

4.1.1 Minimisation du seuil de convergence

La fonction de cotlit couramment utilisée dans la littérature consiste & maximiser le rendement
d’un code LDPC exhibant un seuil de convergence égal au rapport signal a bruit (Ej/Np)*.
Lorsque I'on désire obtenir un code optimisé pour un rendement de codage fixé R*, la stratégie
d’optimisation consiste a effectuer une dichotomie sur la valeur de (Ej/Np)* afin d’obtenir un
code ayant le rendement voulu. L’algorithme d’optimisation est décrit comme suit :

1. pour une valeur courante de (E,/Ny)*, effectuer 'optimisation suivante

(Aopta Bopt) =arg H)\llpﬂ R(2), (4.1)
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sous les contraintes de proportion, de stabilité et de convergence introduites dans la section
1.3.1.

2. soit Rypt, le rendement obtenu par I'étape 1.
Si Ropt > R*, diminuer la valeur de (Ep/Np)* d'une quantité Kgyep, et revenir en 1. Si
Ropt < R, fixer le rapport signal sur bruit a (E,/No)* + Kgyen/2, diviser la valeur de
K gycn, par 2 et revenir en 1.

3. l'algorithme d’optimisation s’arrete lorsque Kgycp est inférieur a une précision voulue.

Le résultat de cette stratégie dichotomique d’optimisation est donc le code de rendement
donné R* ayant le seuil de convergence (Ejp/Np)* le plus faible possible. Pour des raisons de clarté
de la présentation, nous appellerons dans toute la suite du chapitre cet algorithme ‘optimisation
par minimisation du seuil’ et le noterons :

(ape ) = 079 min (Ey/No)" (4.2)
Le choix de p est effectué de la méme maniere que dans le cas du canal BABG présenté dans
le chapitre 1.

L’implantation des processus d’optimisation pouvant s’avérer étre d’'une complexité impor-
tante, il est donc nécessaire d’utiliser la méthode d’évolution de densité par approximation Gaus-
sienne. Dans le chapitre 3, nous avons montré dans le cadre de transmissions OFDM que le com-
portement asymptotique sous approximation Gaussienne des codes LDPC en fonction du profil
d’irrégularité était défini par ’équation récurrente suivante :

tcmax

Z AP Z Nd Z Fzmzk<mq(tofpk)(sz),Il(,l_l)> (4.3)
b=

Ainsi, le probléme d’optimisation du profil d’irrégularité par la minimisation du seuil de conver-
gence revient au probléme d’optimisation suivant :

(Aopt,]_aopt) =arg H)\lipll (Ey/No)*  tel que IV ((Ey/Ny)*) — 1 quand | — oo. (4.4)

L’ensemble des paramétres (), p) définissant le profil d’irrégularité a optimiser intervient a plu-
(l) (Cz k)

sieurs niveaux dans ’expression I, a savoir dans oz; ey Maug.p (HZ k) et ce, de fagon non linéaire.
Notons que cette non linéarité découle uniquement de I’exploitation de la non-stationnarité du
canal OFDM sélectif en fréquence.

Discutons & présent des avantages et inconvénients de 'optimisation par minimisation du
seuil :

avantage
— L’utilisation de lalgorithme (4.4) a pour principal intérét de construire des codes LDPC
qui exhiberont une probabilité d’erreur nulle au-dessus d’un certain E, /Ny & condition

qu’ils aient une taille suffisamment importante. Ainsi, ce critére permet d’obtenir les per-
formances limites des codes LDPC.
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inconvénients

— Une probabilité d’erreur du mot de code strictement nulle ne pouvant étre atteinte que dans
le cas limite ou la taille du mot de code tend vers l'infini, ce critére d’optimisation n’est
donc adapté qu’a I'utilisation de mots de code suffisamment longs. Cependant, ’emploi de
codes LDPC de cette nature engendre des difficultés d’implantation pratique telles que le
stockage de la matrice de parité, la nécessité d’utiliser un grand nombre d’itérations lors
du décodage, etc ...

— La fonction de coiit étant non linéaire en les paramétres & optimiser, le processus d’optimi-
sation sera plus difficile que celui présenté dans le cas du canal BABG ot la fonction cofit
était linéaire.

4.1.2 Minimisation de la probabilité d’erreur sur les bits d’information

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle fonction de coiit, concurrente de celle
présentée dans la section précédente. La stratégie d’optimisation est la suivante :

1. On se fixe le rendement de codage R, un rapport signal sur bruit convenablement choisi
(Ep/No)*, ainsi qu'un nombre maximum d’itérations de décodage L.

2. Le critére d’optimisation permettant d’obtenir le profil d’irrégularité sera la minimisation
de la probabilité d’erreur binaire sur les bits d’information P, , ., du mot de code, apres
L itérations de décodage.

Cette fonction de colt a été utilisée efficacement dans [60] pour obtenir des codes LDPC
irréguliers optimisés pour des canaux OFDM sélectifs en fréquence. Minimiser uniquement la
probabilité d’erreur des bits d’information avec un nombre fini d’itérations de décodage en utili-
sant des propriétés asymptotiques est bien entendu discutable. Nous avons proposé cette stratégie
d’optimisation en nous basant sur des heuristiques provenant d’autres travaux sur les codes LDPC
[24], ainsi que sur nos propres observations. Le but de 'utilisation du critére 'minimisation de la
probabilité d’erreur’ est d’obtenir des codes LDPC ayant une probabilité d’erreur plus faible (né-
cessairement non-nulle) que ceux obtenus par la 'minimisation du seuil’; pour des petites tailles
de mot de code (typiquement N < 5000). L’argumentaire est développé en détails ci-apreés :

4.1.2.0.1 justification
Les codes LDPC irréguliers présentent intrinséquement un phénoméne de protection inégale
des bits a 'intérieur du mot de code. En effet, les bits avec un taux de connexion important
recoivent beaucoup d’information provenant des autres bits et convergent ainsi plus rapidement
vers leurs vraies valeurs que les bits moins bien connectés. Il est bien évident qu’en présence
d’un seuil ce phénoméne de protection inégale ne peut exister puisque la probabilité d’erreur
de chaque bit du mot de code devient nulle ce qui implique alors une protection égale des
bits. Cependant, un code LDPC n’exhibe un seuil qu’a condition que sa taille de mot de code
soit suffisamment importante nécessitant que l'on dispose d’un grand nombre d’itérations de
propagation de croyance de maniére a ce que les messages puissent se propager sur I’ensemble du
graphe factoriel. Etant donné qu'un décodeur pratique est souvent limité en nombre d’itérations,
nous nous en fixerons un nombre maximum L. Dans ces conditions, les bits fortement connectés
auront recus un plus grand nombre de messages et seront donc mieux protégés.

Le phénoméne de protection inégale peut également étre rencontré lors de l'utilisation de
codes LDPC de petites tailles. En effet, du fait de la présence de nombreux cycles & I'intérieur
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du graphe factoriel la probabilité d’erreur ne peut plus devenir nulle et méme pour un grand
nombre d’itérations. Dans cette configuration, les erreurs auront alors une plus forte probabilité
d’apparaitre sur les bits faiblement connectés. Par conséquent, dans notre schéma de construction
de bons codes LDPC de petite taille, nous avons souhaité protéger au mieux les bits d’information
en appliquant les deux principes suivants :
— Les bits d’information seront émis & travers les sous-bandes présentant les meilleurs RSB
dont I’ensemble de largeur normalisée, égale a R, sera noté B;, r,.
— Le critére d’optimisation permettant d’obtenir le profil d’irrégularité sera la minimisation
de la probabilité d’erreur binaire sur les bits d’information uniquement, pour un nombre
maximum d’itérations ainsi quun Ej /Ny fixés.

4.1.2.0.2 écriture de la fonction de cotit

La probablhte d’erreur s’exprime a partir du log-rapport a posteriori w défini par I’équation
(1.8). Etant donné que nous utilisons 1’évolution de densité sous approximation Gaussienne, il
est nécessaire pour calculer cette probabilité d’erreur d’appliquer ’espérance mathématique de

chaque coté de I’équation (1.8). Ainsi, la moyenne du log-rapport a posteriori dans la fieme
sous-bande de B; aprés L itérations est définie par :
Moy, ), = Mo (Hi ) + 1 - m&L). (4.5)

La densité de ce log-rapport a posteriori dans la k**¢ sous-bande de B; est alors une densité
Gaussienne de moyenne m,, , et de variance 2m,,, ., soit :
i,k i,k

Juwi i (@) = (4.6)

1 o . (x - mwi,k)2
VAT, , P Ay, , ’
ainsi, la probabilité d’erreur dans cette sous-bande s’exprime par (rappelons que le mot de code
0 est utilisé) :

P, = / ’ Fu o (@) de (4.7)

Une expression analytique de cette probabilité d’erreur peut facilement étre obtenue & ’aide
d’une fonction en queue de Gaussienne Q(-), soit :

7 (L)
PBL,iyk = Q( %) = Q <\/muo (H 2) i Zm ) (48)

Par conséquent, la probabilité d’erreur binaire sur les bits d’information aprés L itérations s’écrit :

temax Ns(4) = . (L)
Mo (Hi k) + imy
Pe, jinfo — Z Z amfo i, e <\/ : 2 ) ) (49)

=2 k=1

ol . 1, ;. correspond a la proportion « , de I'équation (3.46) réduite aux seuls bits d’informa-
tion. Cette expression de la probabilité d’erreur dépend des paramétres du profil d’irrégularité

(A, p) que l'on cherche & optimiser au travers du coefficient oy, fo,i,k, de la moyenne des messages

(L)

initiaux My, (Hz 1) ainsi que de la moyenne m,, ’ des messages provenant des noeuds de controles
et ce, de fagon non linéaire. Le probléme d’optimisation du profil d’irrégularité des codes LDPC
par la minimisation de la probabilité d’erreur binaire s’écrit :

(Aoptaﬁopt) =arg I&llpn PeL,info((Eb/NO)*)? (4.10)

2
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ol L est le nombre d’itérations de propagation de croyance effectué, choisi en fonction de la lon-
gueur du mot de code du code LDPC dont on souhaite optimiser la structure. Cette minimisation
de la probabilité d’erreur est réalisée & un rapport signal a bruit (Ej/Ny)* donné, et qui doit
étre inférieur & la valeur du seuil qui serait obtenu avec une optimisation par la minimisation du
seuil (avec les mémes paramétres). Ceci est nécessaire afin de ne pas optimiser le profil d’irrégu-
larité dans une zone ol l'on pourrait obtenir une probabilité d’erreur nulle (ce qui reviendrait a
minimiser le seuil). Ainsi, le RSB (E,/Ny)* pour lequel nous minimisons la probabilité d’erreur
est choisi de maniére & avoir une probabilité d’erreur de ’ordre de 1073.

Discutons des avantages et des inconvénients de cette optimisation par la minimisation de la
probabilité d’erreur :

avantages

— Le critére de la minimisation de la probabilité d’erreur binaire distingue les bits d’infor-
mation des bits de redondance. Cette distinction traduit I'importance sur les performances
de la position des bits d’information & l'intérieur du mot de code lors de transmissions
sur un canal non-stationnaire avec un code LDPC de longueur fini. Ce phénoméne sera
particuliérement bien illustré par les résultats de 'optimisation.

— Etant donné que nous minimisons la probabilité d’erreur sur les bits d’information aprés
un nombre L d’itérations de propagation de croyance, nous obtenons la structure du code
LDPC pour laquelle les bits d’information convergent le plus rapidement. Ainsi, aprés L
itérations, les bits d’information seront les mieux protégés. Cette fonction cotlit présente
alors I’aptitude & construire des codes LDPC de petite taille avec de bonnes performances.

inconvénients

— La probabilité d’erreur étant une fonction non linéaire par rapport aux paramétres du
profil d’irrégularité que ’on souhaite optimiser, comme pour la minimisation du seuil, le
processus d’optimisation sera plus compliqué que celui réalisé pour le canal BABG.

— Le choix des paramétres d’optimisation L et (Ep/Ny)*, sera déterminé de fagon heuristique
et peut parfois s’avérer délicat.

Aprés avoir présenté les différents critéres d’optimisation des codes LDPC, nous allons dans

la prochaine section montrer comment implanter les algorithmes d’optimisation permettant d’ob-
tenir les profils des codes LDPC optimisés pour le canal OFDM.

4.2 Algorithmes d’optimisation

Dans la précédente section, nous avons vu qu’indépendamment du choix de la fonction coiit,
le probléme d’optimisation des codes LDPC pour un canal OFDM sélectif en fréquence était non-
linéaire. Ainsi, il n’est plus possible d’utiliser directement les méthodes habituelles d’optimisation
basées sur la programmation linéaire, comme dans le cas des canaux BABG (cf. chapitre 1). De
plus, 'espace des paramétres a optimiser est fortement contraint (contraintes de proportions, de
stabilité, etc), ce qui rend difficile une exploration efficace de celui-ci. Pour ces différentes raisons,
nous avons choisi d’optimiser les codes LDPC par I'algorithme d’évolution différentielle introduit
par Storn et Price en 1997 dans [78|.

L’idée d’utiliser cet algorithme d’évolution différentielle pour optimiser les codes LDPC a été
introduite par Shokrollahi et Storn pour 'optimisation de codes LDPC sur le canal & effacement
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[74], ce qui fut ensuite repris pour construire de bons codes sur différents types de canaux tels
que le binaire symétrique, Laplace, BABG [71], le canal de Rayleigh [43] et les canaux sélectifs en
fréquence [59]. Dans cette section, nous utiliserons cet algorithme pour minimiser la probabilité
d’erreur sur les bits d’information puis le seuil de convergence.

Ensuite, nous proposerons une méthode de paramétrisation des codes LDPC permettant de
linéariser les contraintes de I’optimisation par minimisation du seuil, permettant ainsi d’optimiser
la structure des codes LDPC par programmation linéaire.

4.2.1 Optimisation par évolution différentielle
4.2.1.1 Minimisation de la probabilité d’erreur

I’optimisation des codes LDPC par la minimisation de la probabilité d’erreur des bits d’in-
formation se décompose en deux étapes. La premiére consiste a déterminer la distribution p,
le nombre maximum L d’itérations de propagation de croyance ainsi que le RSB Ej; /Ny auqugl
nous minimiserons cette probabilité d’erreur telle que nous ’avons présenté dans la section pré-
cédente. La seconde étape est I'optimisation proprement dite soit la résolution par I’algorithme
d’évolution différentielle du probléme suivant :

(A‘)pt’gopt) =arg HAl,ipn PeLymfo(Eb/No), (4.11)
Nous allons alors présenter notre méthode d’implantation de cet algorithme de maniére & mini-
miser la probabilité d’erreur bit mais auparavant nous nous attarderons sur les contraintes et les
dépendances entre les différents paramétres & optimiser (A, p, p).

Par définition, les deux vecteurs A et p spécifiant I'irrégularité sont liés entre eux par le

rendement : . .
I=R) Y Nfi= Y pili (112)
i=2 =2

Le vecteur spécifiant I'irrégularité sur les noeuds de données étant normalisé :

tcmaac

Ao=1-— Z i, (4.13)
1=3

en combinant les équations (4.12) et (4.13) nous déduisons ’expression de )¢, en fonction de
)\3, ceny )\tcmaz,1 :

R—1 trmaz y tcmaz_l 1 1

e /i — (1= R) 350 Ni(5 — 3)

Meomas = i 1 . (4.14)
(1= R) (s —3)

De la méme fagon les éléments p; du vecteur p, contenant les positions des différents taux de
connexion & l'intérieur du graphe factoriel, sont contraints a tous étre différents, entiers, positifs
et inférieurs ou égaux & temar — 1. Par conséquent, nous avons la relation :

temaz

tcmax -1 tcmaa:
E Pi = ( ) ; (4.15)
=2

2

d’ou,

t -1
t _ 1 t cmax
P = ( cmax 5 ) cmaxr Z i (416)
=2
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Toutes ces dépendances entre les paramétres définissant le profil d’irrégularité permettent de
réduire le nombre de coefficients & optimiser et si on pose D comme étant le nombre de degrés de
liberté, alors d’aprés ces dépendances D = temazr — 3+ temazr — 2 = 2temaz — 9. Alnsi le vecteur de
dimension D contenant les paramétres & optimiser sera : p = A3, s Momaw—1s D25 <oy Ploman—1) 3
les valeurs de Ao, A\, et py,,... sont déduites des équations (4.13)-(4.16). 11 suffit maintenant de
trouver les éléments de ce vecteur p minimisant la probabilité d’erreur & un Ej/Ny préalablement
déterminé. B

L’évolution différentielle est un algorithme d’optimisation basé sur une recherche en paralléle
c’est-a-dire qu’a partir d’'un ensemble initial de vecteurs, 1’algorithme met & jour itérativement
et simultanément cet ensemble jusqu’a ce qu’il converge vers une solution présentant la meilleure
valeur de la fonction cofit, soit dans notre cas la probabilité d’erreur bit la plus faible. Ce pro-
cessus d’optimisation mettant a jour I’ensemble des vecteurs en paralléle, il permet d’échapper
aux minima locaux et prévient d’éventuelles non convergences. Cet algorithme peut étre résumé
de la fagon suivante :

— 1. Initialisation : pour créer ’ensemble des vecteurs candidats initial lors de la premiére
génération G = 0, il suffit de tirer aléatoirement et uniformément NP vecteurs P .G
t=0,1,.., NP — 1, de dimension D ou NP = 10D. Ensuite pour chacun de ces vecteurs
nous calculons la probabilité d’erreur binaire notée Pe; . Cette probabilité d’erreur est
obtenue par ’analyse du comportement asymptotique du code LDPC sous approximation
Gaussienne aprés L itérations, définie par I'équation (4.3), en fonction des paramétres
contenus dans les vecteurs. Le vecteur présentant la probabilité d’erreur la plus faible est
labélisé comme étant le meilleur vecteur, Py’

— 2. Mutation : pour la génération suivante G + 1, un nouvel ensemble de NP vecteurs
est créé suivant le principe de la mutation que nous allons détailler. Tout d’abord, pour
chaque t =0,1,..., NP — 1 quatre entiers différents r1, 72,73 et r4 sont tirés aléatoirement
dans 'ensemble [0, NP — 1]. Ensuite, nous construisons I’ensemble des vecteurs issus de la
mutation en appliquant la relation suivante :

-p  +p ), (4.17)

-Pp
arqy,G —Qry,G —Qrg,G —Qr,,G

p =p + F(p

—Vt,G+1 —Qpest,G

ol F' est une constante réelle controlant ’amplification de la variation différentielle généra-
lement comprise dans 'intervalle [0, 1]. L’utilisation de deux vecteurs différences augmente
la variation et permet alors & l'algorithme d’échapper aux minima locaux.

— 3. Crossover : afin d’augmenter la diversité des vecteurs résultants, nous allons leur appli-
quer le principe du crossover, soit :

{ Lo pour m= (n)np+1,(n+1)yp+1,..,(n+T —1)np+1

D .
—Wmt,G+1 S1mnon

Bamt,G

(4.18)
ot (.)nyp représente la fonction modulo-N P, n un entier généré aléatoirement distribué
suivant une loi uniforme dans l’ensemble [0, NP — 1] et T est également un entier tiré
aléatoirement dans [0, NP — 1] mais suivant une loi exponentielle telle que Pr(T = v) =
—In(CR) - (CR)"*!, ot CR € [0, 1] représente la probabilité de crossover. La probabilité
d’erreur est ensuite calculée pour chaque vecteur résultant Py i et est notée Pey, .-
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— 4. Sélection : Cette étape consiste simplement & comparer ’ensemble des vecteurs PG

avec ceux issus des étapes de reproduction que sont la mutation et le crossover P,
—W¢,G+1

ce, afin de conserver les vecteurs présentant la probabilité d’erreur la plus faible, soit :

=at,G

sinon.
th,GJrl

P = (4.19)

=0t G+1

{ P si Pey g < Pewt’GH,

— 5. Critére d’arrét : L’algorithme est stoppé dés lors que la probabilité d’erreur n’évolue
plus durant un certain nombre de générations. Ainsi, le vecteur contenant les parameétres

minimisant la probabilité d’erreur a Ej /Ny sera p_ .
—0Qpest,G

4.2.1.2 Minimisation du seuil

Dans cette section, nous présenterons le processus d’optimisation des codes LDPC par le
critére de la minimisation du seuil. Etant donné que I’optimisation avec 1’algorithme de I’évolution
différentielle des codes LDPC par la minimisation du seuil n’est que 1égérement différente de celle
établie ci-dessus pour la minimisation de la probabilité d’erreur, nous nous attarderons dans cette
section uniquement sur les différences entre les deux processus d’optimisation. Pour optimiser les
codes LDPC par le critére de la minimisation du seuil, il est au préalable nécessaire de se fixer
une distribution de l'irrégularité des noeuds de controles p, ainsi que le rendement cible R* du
code que I’on cherche a optimiser. Ensuite, il suffit de trouver les paramétres (), p) définissant le
profil d’irrégularité répondant au probléme d’optimisation suivant : B

(A

Aopt: Popy) = arg - min - (Ey/No)*  tel que  I{¥ ((Ep/No)*) — 1 quand I — oo, (4.20)

AP

ot IV ((Ep/No)*) est défini par ’équation récurrente (4.3).

De la méme facon que dans la section précédente, le vecteur contenant les paramétres a op-
timiser sera réduit & : p = (A3, vy Amaw—1s P2y oy Ptuman—1]- Présentons maintenant les étapes
de I’algorithme d’évolution différentielle permettant d’obtenir la structure du code minimisant
le seuil.

— 1. Initialisation : nous fixons tout d’abord un Ej, /Ny & partir duquel nous débutons 1’algo-
rithme. Ensuite cette étape d’initialisation, équivalente a celle présentée dans la précédente
section, permet de construire I’ensemble des IV P vecteurs initiaux PGt = 0,1,.., NP—1.
Ainsi, la probabilité d’erreur du mot de code Pe; ¢ associé & chaque vecteur PG est cal-
culée et le vecteur présentant la probabilité d’erreur la plus faible est noté Py’

— 2. et 3. : les étapes de mutation et de crossover sont équivalentes a celles présentées dans
la section 4.2.1.1.

— 4. Sélection : cette étape consiste & sélectionner les vecteurs présentant les probabilités

d’erreur (sur le mot de code) les plus faibles entre 'ensemble des vecteurs PG et P in

issus des étapes de mutation et de crossover. Le vecteur de paramétres produisant la plus

faible des probabilités d’erreur sera noté p .
—Qpest,G+1

88



4.2. Algorithmes d’optimisation

— 5. Critére d’arrét : si 'erreur résiduelle Pepest. 11 du vecteur p, n’est pas nulle
’ —Upest,G+1

(numériquement, si elle n’est pas inférieure & 107%), il faut retourner a I'étape n°2. Si
Perreur est nulle, une diminution du Ej/Nj est effectuée et on revient a 1’étape initiale
n°l. Si le nouveau E}/Njy ne permet pas d’obtenir un vecteur convergeant vers une pro-
babilité d’erreur nulle et ce, durant un grand nombre de générations alors le processus
d’optimisation est stoppé. Ainsi, le vecteur présentant la probabilité d’erreur nulle pour le
plus faible Ej, /Ny est considéré comme étant le meilleur et définit le seuil du code (Ep/Ny)*.

Durant le processus d’optimisation, les probabilités d’erreur sont calculées sur ’ensemble du
mot de code en utilisant I’évolution de densité par approximation Gaussienne et ce, aprés 1500
itérations.

L’inconvenient majeur de cette méthode d’optimisation réside dans 1’étape d’initialisation.
Dés lors que tema, est légérement important, la construction aléatoire des vecteurs initiaux
p,ta, t=0,1,., NP — 1 présente un cotit calculatoire trés important induit par les trés fortes
contraintes des paramétres définissant le profil d’irrégularité. Afin de ne pas se contenter de codes
LDPC avec un temqe trop faible, on effectue la stratégie suivante :

En général, une bonne optimisation de l'irrégularité consiste en ’obtention d’un vecteur A\
& lintérieur duquel seulement quelques degrés de connections sont utilisés. Ainsi, nous avons
choisi de restreindre considérablement I’espace de recherche en n’activant que certains degrés de
connections. Les performances étant trés sensibles au choix de ceux ci, ce choix ne devra pas étre
complétement aléatoire. Par conséquent, les degrés 2, 3 et f.mq, seront toujours activés, quant
aux autres, il devra étre effectué un choix parmi certaines paires de degrés successifs.

Ce probléme d’initialisation des degrés actifs pour 1'algorithme d’évolution différentielle a été
également soulevé dans [43|. Cependant, le choix de bons degrés actifs reste trés délicat d’autant
plus que les performances y sont sensibles. De plus, les bons degrés sont différents pour des ca-
naux de propagation différents.

Afin d’éviter ce probléme, nous avons mis au point une méthode alternative d’optimisation
des codes LDPC pour les transmissions OFDM utilisant le critére de la minimisation du seuil,
optimisable par programmation linéaire. Nous présentons cette méthode dans la section suivante.

4.2.2 Optimisation par programmation linéaire

Lors du chapitre 3, nous avons établi que le canal OFDM sélectif en fréquence pouvait s’ap-
parenter & un ensemble de NNV, sous-bandes mises en paralléle et défini par une fonction étagée

Sn, (V) :

Np
SNp(V) = ZHk]lAk(V)7
k=1

ot la largeur de la k™ sous-bande est notée oy (Cf. équation 3.28). Nous visons donc dans
cette section a optimiser conjointement N, "parties de code" LDPC correspondant aux N, sous-
bandes, lesquelles composent alors le code LDPC global. Chacune de ces N, parties du code
LDPC sera initialisée par une bande de fréquence du canal sélectif différente. La non-stationarité
du canal de propagation sera donc gérée par une initialisation non-constante de I'algorithme de
décodage.

Pour ce faire, il est tout d’abord nécessaire de redéfinir la paramétrisation du profil d’irrégularité
(Cf. figure 4.1). Notons A\, = [A2. ks A3k, s Aternan k) l€ vecteur définissant I'irrégularité en terme
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de proportion de branches des noeuds de données du code LDPC situé dans la k*me sous-bande.
Son équivalent en terme de proportion de noeuds de données sera donc spécifié par )\;.

Nous allons & présent décrire la paramétrisation du profil d’irrégularité en fonction des propor-
tions suivantes :

{ar}r=1..n, : proportions de sous-porteuses dans la ki¢me sous-bande,

{a),}k=1..n, : proportions de bits (tous degrés confondus) dans la k"¢ sous-bande,

{Xk}kzll_, N, : proportions de bits par degré de connection dans la ki€me gous-bande.
Nous allons indiquer les relations qui lient ces différentes proportions et comment elles inter-
viennent dans 'optimisation de l'irrégularité des codes LDPC.

|H (V)]

€93

QACs.k QACy .k <
14

0 MAQ-64 MAQ-16 MAQ-16 !
@)
/ /
Qg k Aoy k
Y

Ak

!
Qg

F1G. 4.1 — Modélisation du probleme d’optimisation de NNV, "sous-codes" LDPC pour N,, canaux
en paralléle.

Plagons nous dans le cas général ou plusieurs tailles de constellation peuvent étre utilisées.
Notons par ac,, , la proportion de «y, (définissant la largeur de la sous-bande k) sur laquelle
sont émis les symboles issus de la constellation C),, support de IV}, bits tels que représentés sur
la figure 4.1 (avec les conventions suivantes : C1=MAQ-4, Co=MAQ-16, C3=MAQ-64) :

3
Z A, .k = O,
m=1

Notons que dans la représentation graphique de la figure 4.1, les symboles de MAQ-64 sont
connectés & Ny, = 6 bits, et que les symboles de MAQ-16 sont connectés Np, = 4 bits.

La proportion «j, de bits émis par les symboles de la ki¢me sous-bande sera fonction de la taille
des constellations utilisées & I'intérieur de cette sous-bande (via N, le nombre de bits émis pour
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chaque constellation) ainsi que de leur proportion a(,, » dans la sous-bande considérée, soit :

3
> N
042 _ m=1 ¥Crm,kVbm Vk=1,.., Np' (4.21)

Ny 3
121 D=1 OCp 1 N,

Remarque 13 Si une unique constellation est utilisée, la proportion de bits émis dans la
sous-bande correspond alors & la largeur de celle-ci, soit : o), = oy,. O

kiéme

Etant donné que chaque Xk est normalisé, le profil d’irrégularité sera donc défini par la
concaténation des A, pondérés par o, soit :

UV 'y 1N
[O[lél OZQAQ akAk‘ aNpANp]‘

Ainsi, I'irrégularité des connexions au niveau des noeuds de données du code LDPC global sera
spécifiée par :

NP
A=Y o) (4.22)
k=1

Notons que l'irrégularité des taux connexions sur les noeuds de controdles est toujours représentée
par le vecteur p (ou p).

A partir de cette nouvelle paramétrisation des codes LDPC, nous allons reformuler ’analyse
du comportement asymptotique des codes LDPC sur un canal OFDM par évolution de densité
et ce, sous approximation Gaussienne des messages. Nous présenterons le cas général c’est-a-
dire celui qui considére "utilisation d’une combinaison quelconque de constellations MAQ (le cas
correspondant & 'utilisation d’une unique constellation MAQ-4 n’étant qu’un cas particulier).
Dans le chapitre 3 nous avons vu que la densité des messages initiaux dans la sous-bande k
pouvait se mettre sous la forme :

/ Nd Cm

Fuoprag = Z Nd Z N( Hy), 2mCm )(Hk)> Yk =1,..,N,, (4.23)
=

ol o/cm’ ;. représente la proportion des noeuds de données de Xk connectés aux symboles C, et
est défini par (Cf. figure 4.1) :
Qo N,
Ay = g =1L N, (4.24)
anl acnykon
(©

et muof;)(f[ 1) représente la moyenne de la p®™¢ densité Gaussienne représentative de la constel-
lation C,,.

Ainsi, d’aprés 1’équation (3.61), I’évolution de I'information mutuelle L(,l)
tions de décodage s’écrit :

au cours des itéra-

tcmaw N Nd(cm)

1 = e 2k S (miS ) + G- 1 (100
; ; kztcmaz Zn 1 Oén])\] n mzl Nd ;; ( o ’ Z ( ))
tcmal

z')\i ~ _
z z o Fy (H o2, 10V
—2 k= Z'— znzlanj)‘j,n

= <H [(l 1))

(4.25)
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En utilisant I’équation ci-dessus, il suffit d’avoir I,, > Fj,, <E , UZ, Iv) pour que l'information
mutuelle converge vers 1 et donc pour que la probabilité d’erreur tende vers zéro. Ainsi, le
probléme d’optimisation du profil d’irrégularité par le critére de la minimisation du seuil s’écrit :

[Al,opt ANp,opt] =arg _ mlg (Eb/NO)* (426)
A Ap,]
sous la contrainte,
I, > Fiyn (H.03,1,) VI, €[0,1]. (4.27)
ainsi que les contraintes de normalisation, et de proportion définies respectivement par :
tcmaz . ~
> Xip=1Vk=1,..,N,, et X\y€l[0,1]. (4.28)

Sous cette forme, la contrainte (4.27) reste non-linéaire en les paramétres Xi’k, et ce en raison
de la forme du dénominateur de I’équation (4.25). On peut cependant changer ’expression de ce
dénominateur & ’aide de la relation

temaz Vi trmax
ZZ%JAM— 1-R ijg
=2 k=1

On peut alors adapter I’algorithme d’optimisation par minimisation du seuil pour qu’il soit
soluble par programmation linéaire, de la fagon suivante :

1. initialisation : On se fixe un (E,/Np) initial suffisamment important, un rendement cible
R* et une valeur Kgyc, du pas de dichotomie,

2. pour une valeur courante de (Ep/Ny)* et un rendement cible R*, effectuer 'optimisation

suivante

tcmar

[Zl,opt XNp,opt] =arg _ InlI~1 Z ZakZ)\zk (429)
RSP VT B

sous les contraintes,

tcmaz
> Xik=1 Vk=1,.N
=2

)\i,k €[0,1] et
t
cmax ZAZ k - 2
I, > ' R (Hk,ab,lv> VI, € [0, 1].
; ; R* Z 'r'maz jp]

La fonction objectif ainsi que les contraintes étant linéaires en les paramétres & optimiser
on peut utiliser I’algorithme de programmation linéaire.

Sojerman ZN akixi k,opt
Zﬁ”"‘“” P;

Si Ropt > R*, diminuer la valeur de (Ep/Np)* d’une quantité Kgicp, et revenir en 2. Si

Ryt < R*, fixer le rapport signal sur bruit a (Ep/No)* + Kgicn/2, diviser la valeur de Kgjcn,

par 2 et revenir en 2.

3. 80it Repr =1 — , le rendement obtenu par ’étape 2.
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4.2. Algorithmes d’optimisation

4. lalgorithme d’optimisation s’arréte dés qu’on obtient 0 < R* — Rp; < 107,

La méthode présentée juste ci-dessus a pour avantage d’étre mise sous la forme d’un pro-
bléme de programmation linéaire, lequel est nettement plus efficace que I’évolution différentielle.
De plus l'utilisation d’un tel algorithme permet d’activer tous les degrés de connexions, suppri-
mant ainsi le choix délicat des degrés actifs. Cependant, lorsqu’on utilise une optimisation par
programmation linéaire, la condition de convergence donnée par (4.27) doit s’accompagner d’une
condition de stabilité, afin de s’assurer de la convergence vers une probabilité d’erreur nulle. Or
dans le cas d’un canal non-stationnaire, cette condition de stabilité est trés difficile & exprimer
et nous avons préféré tenter de donner un encadrement de la condition de stabilité :

— condition stricte

La premiére condition de stabilité exploite le fait que notre probléme consiste en I’optimi-
sation conjointe de N, "sous-codes". Ainsi, si les IV, "sous-codes" LDPC sont stables alors
le code LDPC global sera stable. Il suffit alors d’imposer la condition de stabilité donnée
par I’équation (1.21) sur les IV, sous-codes, soit par exemple pour une constellation MAQ-4

R . . . 4| Hy|? 8|Hy|?
distribuée suivant une loi Gaussienne f,,, =N (‘U—S‘, 8‘U—§|) Vk=1,..,Np:
b b

| Hp |2

e % VYk=1,.., N, (4.30)

2ok B 1
Slemer ik s (G = 1)p

Cette condition de stabilité peut étre qualifiée de restrictive puisqu’elle assure la stabilité
du code LDPC global en contraignant localement chaque Mg ;. Or si toutes ces contraintes
locales ne sont pas respectées, il se peut tout de méme, sous certaines conditions, que le
code LDPC global soit stable. En effet, un "sous-code" étant connecté via les noeuds de
controles aux autres "sous-codes", un "sous-code" défini instable (s’il ne respecte pas la
contrainte (4.30)) pourra avec 1’aide des autres sous-codes tout de méme converger vers une
probabilité d’erreur nulle & condition que ces autres sous-codes ne soient pas a leur limite
de stabilité. Ceci nous améne donc naturellement & envisager une deuxiéme condition de
stabilité.
— condition ldche

Cette deuxiéme condition de stabilité est définie au niveau global en se positionnant dans
le cas le plus défavorable correspondant & :

2k =

N, ~
)\2 t2 Zk 1 Olk;)\Q k < — 1 emin(muo)ﬂl’ (431)
28 >kt 130‘k)‘3 ko 2t (= 1)p

ot min (my,) représente le minimum des messages m&?jg)(ﬁ[ k) Vk,m, g, alimentant le dé-
codeur de ’équation (4.23).
Cette condition de stabilité étant défini au niveau du code LDPC global, elle permet alors
d’autoriser certains "sous-codes" et spécialement ceux émis & travers les sous-bandes de
moins bon RSB & étre instables tant que globalement la stabilité est assurée. Cette souplesse
se paye cependant par une contrainte globale la plus stricte.
Nous avons ainsi établi une condition de stabilité trop stricte et une condition de stabilité
trop ldche, la vraie condition de stabilité étant située quelque part entre les deux.
Nous avons optimisé les profils d’irrégularité en insérant une de ces deux contraintes dans le
processus d’optimisation et les seuils des codes obtenus avec la condition de stabilité ldche se
sont avérés étre inférieurs a ceux obtenus avec la condition de stabilité stricte. On peut donc
penser que la premiére condition est vraiment trop stricte alors que la deuxiéme semble étre
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plus proche de la vraie condition de stabilité. Ainsi, dans la suite, toutes nos optimisations par
programmation linéaire seront effectuées en insérant la condition de stabilité ldche définie par
I'équation (4.31).

4.3 Résultats pour une constellation MAQ-4

Cette section a pour objectif d’illustrer les performances de nos différents processus d’optimi-
sation du profil d’irrégularité pour divers canaux OFDM. On ne s’intéressera dans cette section
qu’a l'utilisation d’une unique constellation complexe de base, soit la MAQ-4. Nous présenterons
tout d’abord les profils d’irrégularité obtenus par la minimisation de la probabilité d’erreur sur
les bits d’information (que ’on nommera méthode minP,) pour ensuite présenter ceux obtenus
par la minimisation du seuil (minS) et ce, pour les deux méthodes d’optimisation développées
dans les précédentes sections. En paralléle, nous discuterons la pertinence de nos approches a
travers des simulations utilisant des codes LDPC de tailles variables.

4.3.1 Minimisation de la probabilité d’erreur pour une MAQ-4

Dans cette partie nous présentons les résultats obtenus par la minimisation de la probabilité
d’erreur pour deux canaux sélectifs en fréquence, & savoir :
— Un canal ADSL typique défini par sa réponse impulsionnelle h4pg7, :

hapsy = [0.06,0.72,0.54,0.36,0.18,0.114, 0.078, 0.054, 0.033,0.018, 0.012].

— Un canal dont le spectre d’amplitude est non-monotone (afin de montrer que notre mé-
thode d’optimisation peut également s’appliquer a ce type de canal) spécifié par sa réponse
impulsionnelle A, :

h —-0.21,-0.17,0.31,0.68, —0.27, —0.15,0.19, 0.13].

nm — [

Rappelons que 'objectif de notre développement du critére d’optimisation par la minimisation
de la probabilité d’erreur est de construire des codes LDPC avec de bonnes performances lorsque
la taille IV de ceux-ci est faible. Dans I’étude des performances des codes LDPC sur le canal BABG
réalisée dans le premier chapitre, nous avons observé pour une taille N finie que la présence de
cycles & l'intérieur du graphe factoriel dégradaient les performances. Cette dégradation étant de
plus accentuée par un choix de p important, nous optimiserons alors nos codes LDPC avec les
paramétres suivants : p(x) = x7, temaz = 10. Le rendement de codage étant fixé & R = 0.5.

L’optimisation du profil d’irrégularité des codes LDPC pour le canal h gy, ou le canal h,,,,
a été effectuée par la minimisation de la probabilité d’erreur définie par I’équation (4.9) pour une
valeur de (Ep/Np)* et de L choisies suivant la méthode présentée dans la section 4.2.1.1. La taille
du mot de code visée étant de 1024, nous avons fixé le nombre maximum d’itérations & L = 30.
La minimisation de la probabilité d’erreur a été effectuée a (Ep/No)* = 3.48 dB pour le canal
ADSL et & (Ep/No)* = 2.3 dB pour le canal h,,,, (notons que ces valeurs de Ejp/Ny sont bien
inférieures aux seuils obtenus avec les mémes parameétres lors de 'optimisation par le critére de
la minimisation du seuil, & savoir que le seuil pour le canal ADSL est (FEy/Ny)* = 5.48 dB et que
celui pour le canal h,,,, est (Ey/Ny)* = 3.51 dB).

Nous avons tracé sur les figures 4.2 et 4.3 les profils d’irrégularité obtenus aprés optimisation
par minP, respectivement sur le canal ADSL h,pg7 et le canal non-monotone h,,,, ainsi que
leur spectre d’amplitude. Rappelons que les bits d’information sont placés dans les sous-bandes
présentant le meilleur RSB. Il est alors intéressant de noter qu’avec ce critére d’optimisation
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11

T
— - spectre d’'amplitude *5
— profil d'irrégularité

information redondance

1 1 1 1 1 1
0 200 400 600 800 1000 1200

numéro sous—porteuse

Fi1G. 4.2 — Profil d’irrégularité obtenu par minimisation de la probabilité d’erreur pour le canal
ADSL dont le spectre d’amplitude multiplié par 5 est également représenté.

nous obtenons des profils d’irrégularité de codes LDPC allouant (par 'intermédiaire des postions
p;) aux bits de redondance les noeuds de données les plus faiblement connectés soit 2, alors
que les bits d’information sont associés aux noeuds de données de plus forte connectivité; ainsi,
A2 = 1 — R. Ceci signifie que notre critére d’optimisation a tendance & mieux protéger les
bits d’information. Si on se concentre uniquement sur la largeur de bande support des bits
d’information, nous constatons que plus le RSB dans les sous-canaux est faible plus la connectivité
allouée aux bits d’information transmis dans ces sous-canaux est importante. Dans cette bande,
le profil d’irrégularité semble donc "compenser les méfaits" du canal, effectuant ainsi une sorte
d’égalisation. Les polynémes définissant les profils d’irrégularité représentés sur les figures 4.2 et
4.3 sont :

MpsLopt(z) = 0.5z +0.12212% 4 0.01652° + 0.1035z* + 0.00292°
+0.10162% + 0.067527 + 0.07722% + 0.00872°.

Anmopt(z) = 0.5z +0.0069z% + 0.1112° + 0.12022* + 0.14552°
+0.0263z% + 0.010227 + 0.00582% + 0.07452°.

Nous avons ensuite simulé les codes LDPC obtenus avec notre processus d’optimisation par
min P, et effectué un ensemble de comparaison avec un code régulier, un code optimisé pour le
canal BABG et ce, pour différentes tailles de mot de code. Dans nos simulations, le nombre de
sous-porteuses est fixé a Ny, = 512, la longueur du préfixe cyclique & 12 et la longueur du mot
de code & un multiple du nombre de sous-porteuses N = kN,.

Etant donné que les positions p; des taux connexions font partie & part entiére de notre
algorithme d’optimisation du profil d’irrégularité et afin d’établir une comparaison qui soit la plus
honnéte, nous avons entrelacé les noeuds de données du code BABG rendant ainsi les positions
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Fia. 4.3 — Profil d’irrégularité obtenu par minimisation de la probabilité d’erreur pour le canal
h,,.,, dont le spectre d’amplitude multiplié par 7 est également représenté.

du code BABG indifférentes. Sur la figure 4.4, nous pouvons alors constater que 'optimisation
du profil d’irrégularité telle que nous I’avons présentée permet de trouver un meilleur code avec,
pour un taux d’erreur binaire de I'ordre de 1075, un gain de 1.2 dB par rapport au code BABG
et de 1.4 dB par rapport au code régulier. Sur la figure 4.5, nous avons représenté le méme type
de performances pour le canal h,,,, dont le spectre est non monotone. Notons que 1’on retrouve
des résultats de méme nature que pour le canal ADSL, & savoir que le code optimisé par minP,
présente de meilleures performances que le code BABG et que le code régulier.

4.3.2 Minimisation du seuil pour une MAQ-4

Dans les sections précédentes, nous avons montré que l'optimisation des codes LDPC par le
critére de la minimisation du seuil pouvait étre effectuée en utilisant deux approches différentes,
A savoir 'approche par évolution différentielle et ’approche par programmation linéaire. Etant
donné que I'approche par programmation linéaire ne nécessite pas d’effectuer au préalable un
choix délicat des degrés actifs, nous avons tout d’abord choisi d’optimiser les codes LDPC avec
cette méthode. Puis en utilisant les degrés actifs résultants, nous validerons a posteriori 'ap-
proche développée avec I’algorithme d’évolution différentielle.

Nous avons optimisé le profil d’irrégularité des codes LDPC par la minimisation du seuil pour
deux canaux OFDM sélectifs en fréquence : le canal ADSL présenté ci-dessus et le canal Proakis
B plus sélectif que PADSL défini par sa réponse impulsionnelle hy [67] :

hy = [0.407,0.815,0.407].

L’utilisation dans la section précédente d’un canal dont le spectre est non monotone n’avait que
pour objectif d’illustrer la validité de notre approche pour des canaux dont 1’allure spectrale était
différente. Ceci étant validé, il nous a alors semblé plus intéressant dans le cadre de ’analyse
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T T
—6— code régulier, )
_g code optimisé par m|nPe

—+— code optimisé BABG

TEB
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F1c. 4.4 — Comparaison des performances sur le canal ADSL des codes LDPC optimisé par
minP,, optimisé pour le canal BABG et régulier. La taille du mot de code est N = 1024.

asymptotique des codes LDPC d’utiliser un canal plus sélectif.

L’optimisation du profil d’irrégularité est alors effectuée par la méthode décrite dans la sec-
tion 4.2.2 c’est-a-dire que nous optimisons ’ensemble des paramétres définis par [A; ... A Np] de
maniére & minimiser le seuil et ce, pour p, R et tema, fixés. Les seuils de convergence (Ej/Np)*
sont calculés a posteriori & aide d’un algorithme d’évolution de densité exacte. Le choix de p
est fait également a posteriori : nous présentons les codes optimisés dont la valeur de p a fourni
le seuil de convergence le plus faible. B

Profils d’irrégularité optimisés

Pour cette optimisation, nous fixons le rendement de codage & R = 0.5 et le taux maximum
de connexion & temar = 200. Les profils d’'irrégularité des codes LDPC correspondant sont illus-
trés sur les figures 4.6 et 4.7. On peut faire deux remarques sur la forme de ces profils :

— tout d’abord, on peut constater que la répartition des degrés de connection tend a inverser
la forme du canal, c’est-a-dire a placer des taux de connection importants aux endroits ol
le canal est de mauvaise qualité afin de compenser les évanouissements. Nous avions déja
observé ce phénoméne avec le critére minPe, mais seulement sur la partie 'information’
du mot de code. Dans le cas du critére minS, comme la probabilité d’erreur bloc doit
étre nulle, c’est sur ’ensemble du mot de code que la répartition des degrés compense les
évanouissements du canal,

— cependant, sur la premiére partie du mot de code, ’algorithme d’optimisation place des
connections & 3 au lieu de 2. Ceci peut s’expliquer par le fait que dans cette partie du
mot de code, le canal a un fort gain et fournit donc des messages de bonne qualité (niveau
de bruit faible) au décodeur. Ces bons messages se propageront d’autant mieux dans le
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F1a. 4.5 — Comparaison des performances sur le canal h,,,,, des codes LDPC optimisé par minFP.,

optimisé pour le canal BABG et régulier. La taille du mot de code est N = 1024.

graphe, au cours des itérations, que les degrés des noeuds seront élevés.

La forme globale du profil d’irrégularité est donc caractéristique d’un compromis entre ces

deux comportements.

60 T T T T T
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F1a. 4.6 — Profil d’irrégularité obtenu par minimisation du seuil pour le canal ADSL dont le

spectre d’amplitude multiplié par 23 est également représenté.

Les polynémes Aupsr opt () €t App opt(x) correspondant aux codes globaux sont donnés par :
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F1G. 4.7 — Profil d’irrégularité obtenu par minimisation du seuil pour le canal Proakis B dont le
spectre d’amplitude multiplié par 12 est également représenté.

— pour le canal ADSL :

AADSLMAQ—4,0pt(T) =
+0.127625%3 + 0.00032>*

PADSL,MAQ—4,0pt(T) = 0.13z% 4+ 0.87z"

— pour le canal Proakis B :

APB,MAQ—4,0pt(Z) =

PPB,MAQ_4,opt(:1:) = 0.252° + 0.752°

Nous pouvons tout d’abord remarquer que la valeur de p optimisé pour nos canaux sélectifs
en fréquence est largement inférieure a celle obtenue avec les mémes paramétres (R et temax)
pour le canal BABG dans le chapitre 1 (& savoir p = 12) rejoignant ainsi, un résultat qui
commence & étre connu et stipulant que plus le canal de propagation est "difficile" plus p est
faible [26]. D’ailleurs, nous pouvons noter que p diminue lorsque la sélectivité fréquentielle du
canal augmente. La seconde remarque que nous pouvons établir au vu de ces codes est que
malgré le fait d’avoir autorisé un taux de connexion maximum & tepmq: = 200, le code optimisé
pour le canal ADSL ne requiert qu'un taux de connexion maximum & temez,apsr = 55 et celui
optimisé pour le canal Proakis B requiert un taux maximum & tcpqez,pp = 20. Ce phénomene est
toujours a I’étude, une possibilité d’explication étant : I'utilisation de forts degrés de connexion
diminue considérablement la proportion de bits présentant ces taux de connexion. Dans le cadre
de transmissions sur un canal OFDM sélectif en fréquence lequel présente des sous-porteuses
avec de trés faibles RSB, il est peut étre plus intéressant de diminuer le taux maximum de
connexion pour avoir une proportion plus importante de bits avec ce taux maximum, pouvant
ainsi combattre le fort bruit additif dans les sous-porteuses dégradadées.
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Chapitre 4. Optimisation des codes LDPC pour les transmissions multi-porteuses

Performances des codes LDPC optimisés

Les seuils exacts des codes LDPC optimisés pour le canal ADSL et pour le canal Proakis B
ainsi que la capacité de ces canaux sont donnés dans le tableau 4.1. Nous pouvons alors consta-
ter que pour le canal ADSL, I’écart entre le seuil obtenu et la capacité est de 0.65 dB et pour
le canal Proakis B I’écart est de 1.85 dB. D’une maniére générale, I’écart entre le seuil du code
LDPC optimisé par minS avec la limite de Shannon augmente avec la sélectivité du canal de
propagation.

MAQ-4, R=1/2 | canal ADSL (3.01 dB) canal Proakis B (1.18 dB)
code optimisé | code ADSL | code BABG || code Proakis B | code BABG
(Ep/No)* (dB) 3.66 3.81 3.03 3.30

TAB. 4.1 — Seuils de convergence obtenues par évolution de densité des codes LDPC de rendement
R = 0.5 optimisés pour le canal ADSL, le canal Proakis B et le canal BABG. La capacité des
canaux alimentés par une MAQ-4 est indiquée entre parenthéses.

Nous avons également effectué une comparaison avec un code optimisé pour le canal BABG
avec les mémes paramétres a savoir R = 0.5 et tenae = 200. De la méme maniére que pour la
section précédente, pour effectuer une comparaison honnéte avec le code BABG il est nécessaire
d’entrelacer les noeuds de données. Par conséquent, les messages initialisant le décodeur LDPC
seront distribués suivant une unique densité qui sera le mélange de chaque densité des log-rapports
de vraisemblance, soit d’aprés (3.12) :

Nsp ~ ~
4H, SH,

fuo = 30N (558 258, (4.32)
k=1 9% 9

Dans ces conditions, le canal ODFM sélectif en fréquence vu du décodeur LDPC est station-
naire. Le probléme de I'optimisation des codes LDPC sur le canal OFDM sélectif en fréquence
dans le cas stationnaire décrit ci-dessus (c’est-a-dire sans exploiter la non-stationarité du canal),
est un probléme d’optimisation qui devient linéaire et se traite de la méme maniére que 'opti-
misation sur le canal BABG. Comme l'optimisation se fait sous approximation Gaussienne, la
forme de la densité initiale importe peu puisqu’elle est projetée sur un noyau Gaussien avant de
se propager dans le graphe. Sans surprise, nous obtenons donc quasiment les mémes codes que
ceux obtenus par optimisation sur un canal non sélectif. Ceci vient renforcer la validité de notre
approche et nous conforte dans I'idée d’exploiter la non-stationnarité du canal dans ’algorithme
d’optimisation du code LDPC.

Ainsi, nous pouvons alors observer que plus le canal est sélectif dans le domaine fréquentiel
plus I'écart entre le seuil de nos codes optimisés avec ceux des codes optimisés pour le canal
BABG est important. Notons, que le fait de ne pas prendre en compte la non-stationarité du
canal lors du processus d’optimisation se traduit par une perte de 0.15 dB pour le canal ADSL
et de 0.3 dB pour le canal Proakis B.

Afin de controéler la validité des seuils obtenus, valable uniquement pour N — o0, nous avons
simulé les codes optimisés pour une trés grande taille de mot de code N = 65536 décodés avec
500 itérations. La figure 4.8 représente les performances du code optimisé et du code BABG pour
le canal ADSL alors que la figure 4.9 représente celles pour le canal Proakis B. Nous observons
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4.8. Résultats pour une constellation MAQ-/

bien l'effet de seuil des codes LDPC optimisés lesquels se déclenchent & environ 0.4 dB de plus
que les seuils théoriques obtenus ci-dessus. Ainsi, ces courbes de performances corroborent les
résultats du tableau 4.1.

T E|
—6— code optimisé canal ADSL |3
—— code BABG ]

TEB

45

Fi1G. 4.8 — Performances du code LDPC optimisé pour le canal ADSL et du code optimisé pour le
canal BABG utilisés lors d’une transmission OFDM sur le canal ADSL. Le rendement de codage
est R =1/2, la taille du mot de code est N = 65536 et le nombre d’itérations est L = 500.

T T
—6— code optimisé canal Proakis B
—— code BABG

TEB

10*5 1 1 1 !
1.5 2 25 3 3.5 4

E/N, (@B)

F1G. 4.9 — Performances du code LDPC optimisé pour le canal Proakis B et du code optimisé
pour la canal BABG utilisés lors d’une transmission OFDM sur le canal Proakis B. Le rendement
de codage est R = 1/2, la taille du mot de code est N = 65536 et le nombre d’itérations est
L = 500.
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Chapitre 4. Optimisation des codes LDPC pour les transmissions multi-porteuses

Confrontation des deux critéres d’optimisation

En tragant sur les figures 4.10 et 4.11 les performances des codes LDPC obtenus par la mé-
thode minP, et par la méthode minS et ce, pour une taille de mot de code N = 1024 puis
pour N = 16384 (décodé avec 200 itérations de propagation de croyance), nous souhaitons
montrer les limites de ’approche par la minimisation de la probabilité d’erreur. En effet, nous
pouvons observer que lorsque la longueur du mot de code est N = 1024, le code présentant les
meilleurs performances est celui obtenu par la minimisation de la probabilité d’erreur alors que
pour N = 16384 le code obtenu par la minimisation du seuil prend le dessus. Cette observation
illustre alors bien I'importance du choix du critére d’optimisation lequel doit étre fonction de la
longueur N du mot de code ainsi que du nombre d’itérations disponible.

T T
—=— code optimisé par minP

—*— code optimisé par minS

TEB

Eb/NO

FiG. 4.10 — Comparaison des performances entre le code optimisé par minP, et celui optimisé
par minS pour le canal ADSL. La taille du mot de code est N = 1024.

4.4 Reésultats pour un systéme avec allocation de bits

Nous avons vu dans les chapitres précédents que dans le cadre de transmissions OFDM sur
un canal quasi-statique dans le temps, de meilleures performances étaient réalisables en utilisant
un systéme de transmission avec allocation de bits. Nous présentons les résultats d’optimisation
couplés avec un tel systéme dans cette section.

4.4.1 Hypothéses

Afin de se rapprocher des performances limites du systéme de transmission OFDM combiné
avec un code LDPC sur les canaux sélectifs en fréquence supposés statiques dans le temps, nous
ajoutons la possibilité d’effectuer une allocation de bits. Afin d’offrir un maximum de degrés de
liberté au systéme d’allocation de bits, nous comparerons les performances d’une transmission
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F1G. 4.11 — Comparaison des performances entre le code optimisé par minP, et celui optimisé
par minS pour le canal ADSL. La taille du mot de code est N = 16384.

OFDM modulée par une MAQ-16 avec son équivalente modulé par un ensemble de constellations
issues d’une allocation de bits réalisée de maniére & obtenir une efficacité spectrale équivalente a la
MAQ-16 (Cf. chapitre 2). L’optimisation de l'irrégularité des codes s’effectuera par minimisation
du seuil de convergence.

4.4.2 Minimisation du seuil pour une MAQ-16

De méme qu’a la section 4.3.2, nous avons optimisé le profil d’irrégularité des codes LDPC
pour une unique constellation MAQ-16 sur les canaux ADSL et Proakis B. Nous avons fixé le
rendement de codage & R = 0.5 et temer = 200. Les profils d’irrégularité résultants a cette
optimisation sont représentés sur les figures 4.12 et 4.13. Les polyndémes spécifiant I'irrégularité
de ces codes sont donnés ci-dessous :

— pour le canal ADSL :

AADSLMAQ—16.0pt(2) = 0.1507x + 0.430922 + 0.00412° + 0.190527 + 0.07652%% 4 0.04252*
+0.04032% + 0.064325¢

PADSLMAQ-16.0pt(T) = 27

— pour le canal Proakis B :
APBMAQ-16.0pt(T) = 0.1739z 4+ 0.54362% + 0.16472° + 0.11772"
PPB,MAQ—16,0pt(T) = 0.252° + 0.752°

Les seuils de ces codes LDPC ainsi que ceux obtenus avec le code optimisé pour le canal
BABG sont indiqués sur le tableau 4.2. Notons que les écarts entre les seuils des codes optimisés
avec la capacité des canaux sont du méme ordre que pour le cas de la constellation MAQ-4. Cette
remarque tient toujours lorsqu’on compare les seuils des codes optimisés avec ceux obtenus avec
le code optimisé pour le canal BABG.
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Chapitre 4. Optimisation des codes LDPC pour les transmissions multi-porteuses

MAQ-16, R=1/2 | canal ADSL (5.14 dB) canal Proakis B (3.95 dB)
code optimisé | code ADSL | code BABG || code Proakis B | code BABG
(Ep/No)* (dB) 5.77 5.92 5.65 5.92

TAB. 4.2 — Seuils de convergence obtenus par évolution de densité des codes LDPC de rende-
ment R = 0.5 optimisés pour le canal ADSL, le canal Proakis B et le canal BABG lorsque la
constellation utilisée est une MAQ-16. La capacité des canaux a entrée MAQ-16 est indiquée
entre parenthéses.
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F1a. 4.12 — Profil d’irrégularité obtenu par minimisation du seuil pour le canal ADSL dont le

spectre d’amplitude multiplié par 30 est également représenté. La constellation utilisée est une
MAQ-16.

Afin de corroborer ces résultats d’optimisation, nous avons simulé ces codes optimisés avec
une trés grande taille NV = 65534 et tracé leurs courbes de performances sur les figures 4.14
et 4.15. Notons que ces codes simulés exhibent un effet de seuil & 0.6 dB des seuils théoriques
présentés dans la table 4.2.

4.4.3 Optimisation des codes LDPC avec allocation de bits

Nous avons ensuite optimisé les profils d’irrégularité des codes LDPC pour un systéme de
transmission OFDM sur lequel a été effectué une allocation de bits. Le nombre de bits alloués
dans chaque sous-porteuses a été contraint a étre pair et limité a 6. Les profils d’irrégularité
résultants ont été tracés sur les figures 4.16 et 4.17.

Remarque 14 Les profils d’irrégularité représentés sur les figures 4.16 et 4.17 ont été tracés
en fonction des proportions des noeuds de données et la nature des constellations indiquées sont
celles qui alimentent ces noeuds de données. Etant donné que le nombre de noeuds de données
connectés a un symbole dépend de la taille de celui-ci, il est important de ne pas faire d’amalgame
entre les proportions des noeuds de données alimentés par ces symboles avec la proportion des
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F1G. 4.13 — Profil d’irrégularité obtenu par minimisation du seuil pour le canal Proakis B dont le

spectre d’amplitude multiplié par 12 est également représenté. La constellation utilisée est une
MAQ-16.

symboles réellement émis a travers le canal. De plus, lors d’une allocation de bits il se peut que la
bande utile du canal ne soit pas completement exploitée ce qui nécessite alors d’utiliser un nombre
plus important de constellations de grandes tailles. Ceci est d’ailleurs le cas lorsqu’on effectue
lallocation de bits sur le canal Proakis B et c’est donc pour cela que la proportion des noeuds de
données connectés & une MAQ-64 est nettement plus importante que celle que 'on peut observer
pour le canal ADSL.

Nous pouvons alors constater que la répartition des degrés de connection ne tend plus a
inverser la forme du canal. Ceci s’explique en considérant que pour un systéme avec allocation,
le nombre de bits émis dans chaque sous-bande n’est pas constant, ainsi la répartition des degrés
n’est plus simplement fonction de I'allure spectrale du canal mais également de la répartition du
nombre de bits émis (notée Nb(v)). L’interprétation de Pallure des profils d’irrégularité obtenus
ne pourra alors se faire qu’en les comparant avec la distribution de I’énergie par bit émis en
sortie du canal Eys(v) = |H(v)|?/Nb(v) et en tenant également compte du fait qu’a l'intérieur
des grandes constellations telles que la MAQ-64, certains bits en fonction de leur position dans
la constellation peuvent étre trés mal protégés. Ainsi, les taux de connection les plus importants
sont alloués aux bits présentant les plus faibles énergies en sortie du canal Fjs(v) de maniére a
mieux protéger ces bits rejoignant alors les résultats obtenus dans le cadre de 1'utilisation d’une
seule constellation.

Les polynémes définissant ’irrégularité des codes LDPC représentés sur les figures 4.16 et
4.17 sont :

— pour le canal ADSL :

AADSL abits,opt(T) = 0.11762 + 0.369927 + 0.14212” + 0.0.1083z"° + 0.05532 + 0.0.02112%"
+0.07132% 4 0.00312'1% + 0.11112 '
PADSL abits,opt(T) = 0.52°% 4 0.52°
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canal ADSL
10 T T T
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F1G. 4.14 — Performances des codes optimisés par la minimisation du seuil pour le canal ADSL
dans le cas ol une unique constellation MAQ-16 est utilisée et dans celui oil un ensemble de
constellations de différentes tailles issues d’une allocation de bits sont utilisées. Le rendement
de codage est R = 1/2, la taille du mot de code est N = 65536 et le nombre d’itérations est
L = 500.

— pour le canal Proakis B :

ApBavits,opt(x) = 0.1212z +0.37512% + 0.25362” + 0.00672"° + 0.05082°* + 0.07112*
+0.01382%% + 0.04852% + 0.05912%4
PP B,4bits,opt (x) = 0.75$8 + 0.253:9

Pour les deux canaux, nous pouvons constater une augmentation de p par rapport a ceux
obtenus dans le cas de la MAQ-16. Ceci est di au fait que le processus d’allocation de bits
atténue la sélectivité fréquentielle du canal, le rendant ainsi plus "facile". La conséquence de
cette augmentation de p est I'utilisation de taux de connexion plus élevés a 'intérieur du profil
d’irrégularité.

Les seuils de convergence des codes LDPC optimisés présentés ci-dessus obtenus par évolu-
tion de densité exacte sont indiqués dans le tableau 4.3. Le gain du code LDPC optimisé pour
un systéme de transmission OFDM avec allocation par rapport a celui optimisé pour une trans-
mission sans allocation (c’est-a-dire avec MAQ-16) est de 0.54 dB pour le canal ADSL et de
1.25 dB pour le canal Proakis B. Le canal Proakis B étant plus sélectif, il est donc logique que
I’allocation de bits lui soit plus bénéfique. Dans ce tableau, est également reportée la capacité
des deux canaux sélectifs en fréquence calculée pour obtenir une efficacité spectrale moyenne de
2 bits d’information par sous-porteuse. L’écart avec la capacité du code optimisé pour le canal
ADSL est de 0.73 dB alors que pour le canal Proakis B cet écart est de 0.83 dB. Notons que pour
ce dernier, cet écart par rapport & la capacité a fortement baissé comparé & celui rencontré dans
le cas de l'utilisation d’'une MAQ-16. Ceci pouvant s’expliquer par le fait que le canal Proakis B
étant plus sélectif, I'allocation de bits lui est plus profitable.
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canal Proakis B
10 T T T T
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F1G. 4.15 — Performances des codes optimisés par la minimisation du seuil pour le canal Proakis
B dans le cas ou une unique constellation MAQ-16 est utilisée et dans celui oul un ensemble de
constellations de différentes tailles issues d’une allocation de bits sont utilisées. Le rendement
de codage est R = 1/2, la taille du mot de code est N = 65536 et le nombre d’itérations est
L = 500.

Nous avons également calculé les seuils du code optimisé pour le canal BABG pour une
transmission avec allocation de bits sur les canaux ADSL et Proakis B. Le gain de notre code
optimisé pour le canal ADSL par rapport au code BABG est symbolique et vaut 0.01 dB alors
que pour le canal Proakis B (plus sélectif) ce gain de 0.11 dB. Cette diminution des écarts
entre les seuils de nos codes optimisés avec ceux du code BABG lors du passage d’un systéme
de transmission utilisant une MAQ-16 & un systéme de transmission avec allocation de bits est
principalement due au fait que le processus d’allocation atténue la sélectivité fréquentielle du
canal.

Sur les figures 4.14 et 4.15, nous présentons les résultats de simulations pour N = 65534 des
codes optimisés dans le cadre d’une allocation de bits. Nous pouvons alors & nouveau constater
que ces codes ont tendance & exhiber un effet de seuil se déclenchant a environ 0.6 dB de plus
que les seuils théoriques du tableau 4.3 validant ainsi notre approche asymptotique.

4 bits/sous-porteuse, R=1/2 canal ADSL (4.5 dB) canal Proakis B (3.37 dB)
code optimisé code ADSL | code BABG | code Proakis B | code BABG
(Ey/No)* (dB) 5.23 5.24 4.20 431

TAB. 4.3 — Seuils de convergence obtenues par évolution de densité des codes LDPC de rendement
R = 0.5 optimisés pour le canal ADSL, le canal Proakis B et le canal BABG. Les constellations
utilisées résultent d’'une allocation de bits de maniére & obtenir en moyenne 4 bits par sous-
porteuse (& savoir que le nombre de bits maximum pouvant étre alloué a été fixé & 6). La
capacité des canaux est indiquée entre parenthéses.
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F1G. 4.16 — Profil d’irrégularité obtenu par minimisation du seuil dans le cadre d’une transmission
OFDM avec allocation sur le canal ADSL (ou 'axe des abscisses représente les proportions des
noeuds de données).

4.5 FEtude de robustesse vis a4 vis d’'une mauvaise estimation du
canal

Nos méthodes d’optimisations des codes LDPC pour le canal OFDM ont toutes été dévelop-
pées dans le cas idéal ou le canal était statique et parfaitement connu & I’émetteur. Cependant,
dans le cadre par exemple de transmissions ADSL, la seule information disponible & 1’émetteur
n’est qu’'une estimation partielle du canal transmis du récepteur par voie de retour. Cette esti-
mation étant obtenue au moyen d’une séquence d’apprentissage la plus courte possible, il devient
alors intéressant d’étudier 'impact de la taille de cette séquence lors de ’estimation sur les per-
formances des codes optimisés pour le canal parfaitement connu. Dans cette section, toutes nos
simulations seront réalisées dans le cadre de 'utilisation d’une seule constellation MAQ-4.

Dans 'annexe B, nous présentons une méthode d’estimation au sens du maximum de vraisem-
blance du canal de propagation OFDM dans le cas ot le canal est sélectif en fréquence et invariant
dans le temps [61]. Pour effectuer cette estimation, il suffit d’insérer dans le bloc de symboles a
émettre N,; symboles connus appelés symboles pilotes soit X p = [Xigs Xiys-ees Xinrl]T ol &y,
(m =0, ..., Ny; — 1) représente la localisation du m + 1% pilote dans le bloc de symboles. Le
nombre de pilotes utilisés lors de I’estimation du canal est habituellement évalué par le rapport
entre celui-ci avec le nombre Ny, de sous-porteuse, soit :

Nyi
N,

Ty = (4.33)
Nous souhaitons alors évaluer I'impact d’une telle estimation en fonction du ratio r, sur les
performances présentées dans la section 4.3 pour les cas suivants :
— Utilisation d’un code LDPC de petite taille optimisé par le critére de la minimisation de
la probabilité d’erreur, nous présenterons alors les courbes de performances en fonction de
Tp-
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F1G. 4.17 — Profil d’irrégularité obtenu par minimisation du seuil dans le cadre d’une transmission
OFDM avec allocation sur le canal Proakis B (ou 'axe des abscisses représente les proportions
des noeuds de données).

— FEtude du comportement asymptotique du code LDPC optimisé par la minimisation du
seuil de convergence, nous suivrons alors 1’évolution des seuils en fonction de 7.

Pour ce faire, nous avons tout d’abord réalisé plusieurs estimations (100) des canaux ADSL et
Proakis B pour différents ratios rp, & savoir r, = 1/4, r, = 1/8, r, = 1/16 et r, = 1/32. A
partir de ces estimations, nous avons ensuite entrepris les simulations de maniére & obtenir les
performances moyennes en fonction de chaque ry,.

Etude de robustesse pour N petit

Sur la figure 4.18 sont représentées les performances moyennes en fonction du ratio 7, du code
LDPC obtenu par la minimisation de la probabilité d’erreur binaire sur le canal ADSL et défini
par le profil d’irrégularité de la figure 4.2. Les conditions de simulations sont les suivantes :

— Le nombre de sous-porteuses est fixé a Ny, = 512,

— la longueur du préfixe cyclique a 12,

— la longueur du mot de code & N = 1024 (décodé avec 30 itérations de propagation de
croyance),

et les estimations du canal ADSL ont toutes été effectuées & un RSB de 6 dB.

Les résultats obtenues sont tout & fait conformes & ce que I’on pouvait s’attendre a savoir que
les performances se dégradent avec la diminution du nombre de symboles pilotes. Notons tout
de méme que la perte n’est que de 1 dB dans le cas ot le ratio r, = 1/32.

Etude de la robustesse pour N —

Dans ce paragraphe, nous souhaitons étudier le comportement asymptotique des codes LDPC
pour une transmission OFDM utilisant une constellation MAQ-4 dans le cas ol la connaissance
du canal au récepteur provient d’une estimation de celui-ci. Pour ce faire, il est au préalable
nécessaire d’établir ’expression des densités initiales d’un tel systéme de transmission. Comme
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;
—=— canal connu
r =1/4

TEB

F1a. 4.18 — Evolution des performances du code optimisé par la minimisation de la probabilité
d’erreur binaire pour le canal ADSL pour plusieurs valeurs du ratio 7.
il a été établi dans le chapitre 2, le signal alimentant le décodeur Ry, s’écrit :

Ry = Ky - H, - X + Ki, - N VkZl,..,NSp (4.34)

Si ﬁ dénote la transformée de Fourier de I’estimation du canal de propagation H, les log-rapports
de vraisemblance s’expriment alors par :

p(Ry|Co = 0) > X, /O P(Fk| X )

ug2k = log = log
P(Ry|Cor, = 1) 2 X, /=1 P(BkIXE) (4.35)
4 ~
= SRV} VE=1,., Ny
b
UQ2k+1 = logp(Rk‘C%H =0) = logzxk/02k+1:0 P Xk)
P(Ri|Copq1 = 1) Zxk/02k+1:1 PRy | Xk) (4.36)

4 Ty *
== U—EIm{Yka} Vk:].,...,NSp

Apreés avoir vérifié la condition de symétrie, on peut & nouveau se contenter d’utiliser le mot
de code 0 pour déterminer la distribution des messages ugox et ugag+1. Ceci correspond pour une
constellation MAQ-4 & I’émission du symbole X3, = 147, Vk = 1, ..., Ny,. Ainsi, les log-rapports
de vraisemblance deviennent :

4 -~ ~ 4 .
w02k = — (Re{HkH,;“} - Im{HkH,j}) + —Re{H{Ne} Wk =1, Ny, (4.37)
b b
4 Ty Ty % 4 Ty %
wogk1 = — (Re{Hka} + Im{Hka}) + 5 Im{H{N}  Vk=1,.. Ny (439)
b b
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4.5. FEtude de robustesse vis @ vis d’une mauvaise estimation du canal

Les messages ugor €t ugorp+1 & entrée du décodeur sont alors distribués suivant une densité
Gaussienne, soit :

4 L ~. N\ 8|Hy|?
Ty Ty
4 o S\ 8| Hyl?
Jugorsr =N (; (Re{Hka} + Im{Hka,}> , ‘UQH ) Vk =1,..., Ngp. (4.40)
b b

Les log-rapports de vraisemblance associés aux bits Cyi, et Coiy1 n’étant pas distribués sous
la méme loi, nous supposerons alors la densité des messages alimentant le décodeur LDPC comme
étant un mélange des deux densités fy,, et fugy,,,, soit :

1 4 Iy Frx Syjyk‘Q
fuoe =5 (a_z (RelHLH} + Im{HL T3} ), =3

T (4.41)
1 4 = ~.\ S|H
N <—2 (Re{HkHZ}—Im{HkHZ}), | 2’“' ) Vk =1,..., Ngp.
2 o o

A partir de cette densité initiale, nous effectuons 1’évolution de densité telle qu’elle a été présentée
dans la section 3.2.2 du chapitre 3 et ainsi, nous pouvons déterminer le seuil de convergence des
codes LDPC pour les transmissions OFDM avec estimation du canal au récepteur.

5.2

—+— 5
opti

© BABG ||

48 .

46f ~ ‘ .

44r .

8 (dB)

421 —

d canat connu

BABG

3.8

8 canal connu
opti

36 ; ; S S S S
10° 10°

F1G. 4.19 — Evolution des seuils de convergence pour le canal ADSL du code optimisé ainsi que
du code BABG en fonction du ratio r,.

Les figures 4.19 et 4.20 représentent ’évolution de la valeur moyenne du seuil de convergence
des codes optimisés pour les canaux ADSL et Proakis B en fonction du ratio r,. Les estimations
des canaux ADSL et Proakis B ont toutes été réalisées pour un RSB correspondant a la valeur
du seuil exhibé par le code optimisé du canal considéré. Ainsi, nous observons que la valeur du
seuil des codes LDPC optimisés croit lorsque le nombre de symboles pilotes diminue & savoir que
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F1a. 4.20 — Evolution des seuils de convergence pour le canal Proakis B du code optimisé ainsi
que du code BABG en fonction du ratio r),.

cette augmentation, pour un ratio r, = 1/32, est d’environ 1 dB pour le canal ADSL et de 0.9 dB
pour le Proakis B. Mais ce qu’il y a de plus frappant, ¢’est lorsque nous comparons I’évolution de
I’écart entre le seuil de nos codes optimisés pour les canaux sélectifs en fréquence avec celui du
code optimisé pour le canal BABG. En effet, cet écart s’accroit lorsque le ratio r, diminue soit,
pour le canal ADSL cet écart passe de 0.15 dB ou le canal est parfaitement connu du récepteur a
0.3 dB lorsque ), = 1/32 et pour le canal Proakis B, cet écart passe de 0.27 dB & 0.9 dB. Ainsi,
dans le contexte pratique des transmissions OFDM avec estimation du canal au récepteur, les
codes LDPC optimisés pour les canaux sélectifs en fréquence exhibent des performances encore
plus intéressantes que dans le cas idéal ou le canal est parfaitement connu du récepteur dans
le sens ou les gains obtenus par rapport au code BABG s’amplifient dés lors que I'on s’écarte
de plus en plus d’une estimation parfaite du canal. Ces observations nous confortent donc dans
I’idée d’optimiser la structure des codes LDPC en exploitant la réponse fréquentielle du canal.

4.6 Conclusion

Ce dernier chapitre est principalement consacré & ’optimisation des codes LDPC ainsi qu’a la
présentation des résultats. En plus d’avoir utilisé comme critére d’optimisation la minimisation
du seuil de convergence minS, nous avons introduit un critére original basé sur la minimisation
de la probabilité d’erreur sur les bits d’information & un rapport signal sur bruit E,/Ny et aprés
L itérations. Nous avons alors observé & travers les simulations que ce critére était & la base de
la construction de bons codes LDPC de petites tailles (de mots de code).

Aprés avoir mis en avant les difficultés d’optimisation des codes LDPC par ces critéres, les-
quelles sont essentiellement liées & la non-linéarité des fonctions cotits, nous avons redéfini la
paramétrisation du profil d’irrégularité permettant ainsi une mise en oeuvre originale de 1'opti-
misation par programmation linéaire pour le critére minS. Forts de cette approche, nous avons
ensuite illustré 'intérét d’exploiter la sélectivité fréquentielle lors de I'optimisation des codes
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4.6. Conclusion

LDPC a travers la présentation des profils d’irrégularité optimisés ainsi que les valeurs des seuils
de convergence résultants et ce, que ce soit dans le cadre de 'utilisation d’une seule constellation
ou dans celui d’une allocation de bits.

Ce chapitre s’achéve par une étude de la robustesse vis & vis d’une mauvaise estimation du
canal au niveau du récepteur. Les résultats de cette étude, nous ont & nouveau conforté dans
notre stratégie d’optimisation des codes LDPC.
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Conclusion générale

Cette thése est consacrée & l'optimisation du codage canal pour les transmissions multi-
porteuses OFDM. De part leurs bonnes performances et la facilité d’optimisation de leurs pa-
rameétres, nous nous sommes tournés naturellement vers ’emploi de codes LDPC irréguliers. Ce
travail constitue donc une premiére approche originale d’optimisation de codes LDPC pour les
transmissions OFDM 4 travers un canal sélectif en fréquence.

Hormis 'introduction de la notion de profil d’irrégularité dans le chapitre 1 et le calcul des
capacités des différents canaux présentés dans le chapitre 2 qui sont réellement des contributions
originales de notre travail, la premiére partie de cette thése est plus généralement consacrée a
la présentation des codes LDPC et de I’état de I'art concernant leur optimisation, ainsi que des
notions de bases sur les transmissions OFDM nécessaires 4 une bonne compréhension de ce travail.

Le chapitre 3 constitue une étape importante de cette thése, puisqu’il introduit I’étude du
comportement asymptotiques des codes LDPC lorsqu’ils sont utilisés pour des transmissions
OFDM a travers un canal sélectif en fréquence. Réalisée par évolution de densité en utilisant
la notion de profil d’irrégularité, cette étude originale permet maintenant de disposer d’un outil
permettant de prédire les performances des codes LDPC sur un canal OFDM & entrée MAQ),
phase préalable a toute tentative d’optimisation. Notons que cette étude a été réalisée aussi bien
pour l'utilisation d’une unique constellation MAQ que pour un systéme avec allocation de bits.
Ce chapitre introduit également I’évolution de densité sous approximation Gaussienne pour les
transmissions OFDM réduisant ainsi nettement la complexité calculatoire.

Les apports majeurs de notre travail sont présentés dans le chapitre 4 et dérivent bien évi-
demment des résultats du chapitre 3. Une contribution importante concerne I'introduction d’un
nouveau critére d’optimisation des codes LDPC pour un canal OFDM sélectif en fréquence, soit
la minimisation de la probabilité d’erreur sur les bits d’information (minPe), pour lequel nous
avons observé qu’il est bien adapté aux mots de codes de petites tailles. Aprés avoir également
discuté des difficultés d’implantation des critéres d’optimisation minPe et minS (minimisation
du seuil) dues principalement & leur non linéarité, 'introduction d’une nouvelle paramétrisation
des codes LDPC a débouché sur le développement d’une méthode d’optimisation originale du
critére minS par programmation linéaire, impliquant ainsi de disposer facilement de codes LDPC
optimisés pour les canaux OFDM. Cette étape a également permis I'optimisation de codes LDPC
pour les canaux OFDM avec allocation de bits. Les résultats présentés dans ce chapitre illustrent
nettement l'intérét d’exploiter la sélectivité fréquentielle du canal lors de 'optimisation de la
structure des codes LDPC par rapport a l'utilisation d’'une approche équivalente utilisant un
code optimisé sur canal BABG. Enfin une telle approche ne pouvant étre mise en oeuvre qu’a
partir d’une connaissance du canal de propagation, nous avons montré que la connaissance par-
tielle et approximative de celui-ci n’affectait pas notre processus d’optimisation pour les canaux
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non-stationnaires.
Perspectives

Le travail accompli durant cette thése constitue un point de départ & toute une série de tra-
vaux possibles. Plusieurs perspectives semblent alors se dessiner.

L’optimisation des codes LDPC par programmation linéaire telle qu’elle est présentée dans
le chapitre 4 nécessite d’établir la condition de stabilité des codes LDPC. Cependant, dans le
cadre d’une transmission sur un canal OFDM sélectif en fréquence, 1’écriture de son expression
n’est vraiment pas triviale, nous obligeant alors & utiliser une condition de stabilité ldche. Ainsi,
il semble important de pouvoir exprimer cette condition de stabilité afin de pouvoir obtenir des
codes LDPC moins contraints et donc plus performants.

L’association des codes LDPC avec 'utilisation de constellations non-binaires est intrinséque-
ment une structure de BICM-LDPC. Cependant, ’étape de calcul des log-rapports de vraisem-
blance initialisant le décodeur LDPC n’a été considérée que de fagon bloc c¢’est-a-dire sans retour
d’information a priori provenant du décodeur. Il parait donc essentiel dans une premiére étape,
d’utiliser un démapping itératif lors de 1’étude de performances de nos codes LDPC optimisés
et ensuite, dans une seconde étape, de pouvoir construire un processus d’optimisation tenant
compte de ce démapping itératif.

Lors de ’étude de robustesse des codes LDPC par rapport & l’estimation du canal au récep-
teur, nous avons utilisé une méthode d’estimation du canal des plus classiques. Or, I’algorithme
de décodage étant itératif, on peut envisager d’améliorer ’estimation du canal lorsque trés peu
de symboles pilotes sont employés, et ce, grace & un récepteur itératif incluant une estimation de
canal (turbo-estimation du canal).
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Annexe A

Gradient tangentiel de la capacité d’un
canal sélectif en fréquence avec entrée

MAQ-M

On se propo%e dans cette annexe de calculer le gradient de la fonctionnelle
f(4) = Zk 1 Crvag—m (Ag, |Hi|) définie dans le chapitre 2.

Soit « suffisamment petit et A € S, posons B = Ri5—— un vecteur se situant au voisinage
de A et appartenant & S ol d est un déplacement & ' LOISII“ sur la spheére. Si la fonctionnelle f
est dérivable en A, alors d’aprés la formule de Taylor & ’ordre 1, nous pouvons écrire :

f(B) = f(A) = VafT (B~ A)+o(|B - Al), (A.1)

ounVaf = ( TAr 8££ ” )T représente le gradient de la fonction f. Ce développement de Taylor

peut & nouveau s’écrire :

1B - 1) = f(Rge) - fa)

A+ad
= VAfT TArad] — A) + o(a) (A.2)
R(A+ad)—-A|A+aod

Nous allons, tout d’abord, considérer la norme || A + ad]|],

|[A+ad] = (A+ad)T(A+ ad)
= VIAI? + 2047 d + o?||d]? (A3)

Développons cette norme a ’ordre 1 en «, soit :

|IA+ad| = R (1 n ”fpd) + o(a). (A.4)

En injectant ce résultat dans I’équation (A.2) nous obtenons :

Ly
f(B) - f(4) = aRVAfTW + o(a). (A.5)
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Annezxe A. Gradient tangentiel de la capacité d’un canal sélectif en fréquence avec entrée MAQ-M

Pour obtenir un développement limité a 'ordre 1 de I’équation (A.5), il suffit de considérer un
développement limité a l’ordre 0 du dénominateur (le terme d’ordre 1 engendrant des termes
d’ordre 2 de (A.5)). Par conséquent, nous avons :

T
F(B) = 1) = aVaf (- T a) + ofa). (A6

Soit n le vecteur normal & la sphére S et 7 le vecteur tangent & celle ci défini par : 7 An = 0,
ou A représente le produit vectoriel. Le vecteur déplacement d peut alors se décomposer dans
cette base de la maniére suivante : d = d;7 + d,n.

Remarque 15 Par définition, le vecteur A est normal & la sphére, soit A = Rn.
Ainsi, nous pouvons réécrire ’équation (A.6) sous la forme suivante :
f(B) = f(4) = adiV A [T + o(e), (A.7)

ou Vu fT1 représente le gradient tangentiel de f en A. Le probléme de I’optimisation de f sur
la sphére S revient & la recherche des zeros du gradient tangentiel.
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Annexe B

Estimation du canal de propagation
pour les systémes OFDM

Dans cet annexe, nous présentons une méthode classique d’estimation au sens du maximum de
vraisemblance du canal de propagation OFDM dans le cas ol le canal est sélectif en fréquence et
invariant dans le temps [61]. Pour effectuer cette estimation, il suffit d’insérer dans le bloc de sym-
boles & émettre X NVj; symboles connus appelés symboles pilotes soit X, = [Xigs Xiysoers XinrJT
ol iy, (m =0, ..., Np; — 1) représente la localisation du m+ 1%¢m¢ pilote dans le bloc de symboles.
La localisation optimale de ses symboles pilotes & 'intérieur du bloc a émettre est donné par la
relation suivante [63] :

ims1 —im = Nap/Npi, 0<m < Ny — 1. (B.1)

Soit, en d’autres termes, les symboles pilotes doivent étre uniformément espacés de Ngp/Np;.
Posons Y, le signal contenant les symboles pilotes regu aprés DFT,

Zp - Xp ' th + Bp? (B2)

ot F, est la matrice Np; x L de Fourier définie uniquement aux fréquences déterminées par la
localisation des symboles pilotes soit,

F _jleim/Nsp7 0<m<Np—1, 0<k<L-1,

Pm,l =€

et B, est la transformée de Fourier du bruit additif. Multiplions terme a terme par X7 sur chacun
des deux cotés de ’équation (B.2) (o -* représente le conjugué) :

Z= X;; : Xp = Esth + v ESE;) ) (B3)

oll F; est I’énergie des symboles pilotes et Q;, = J%K " B, est statistiquement équivalent & B,,.
L’objectif étant maintenant d’estimer la réponse fréquentielle du canal & partir de I'observation
Z. Pour ce faire, nous avons choisi d’utiliser un estimateur au sens du maximum de vraisemblance
nécessitant seulement que h soit déterministe. Comparé & ’estimateur basé sur le critére de la
minimisation de 'erreur quadratique moyenne, cette estimateur s’est montré aussi efficace pour
des RSB importants et intermédiaires. Cependant, lorsque que le RSB est faible, une légére
dégradation des performances apparait. Ceci étant di au fait que Pestimateur MMSE exploite
des informations a priori du canal telles que les statistiques du canal, ainsi que le RSB.
L’estimation de h est alors donnée par :

h=D'F,HZ, (B.4)
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ol D est la matrice carré définie par : D = FpH Fp, et H représente la transposition Hermitienne.
Pour obtenir I'estimation du canal dans le domaine fréquentiel, il suffit d’appliquer la transformée

de Fourier & h, soit :
=F

[s=8
=)

(B.5)
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Optimisation des codes LDPC pour les communications multi-porteuses

Résumé :

Un des inconvénients des transmissions OFDM est lié & ’émission de symboles & travers des
sous-bandes fortement atténuées. En effet, ces symboles sont intrinséquement affectés par un taux
d’erreur binaire important nécessitant I'utilisation d’un codage canal performant (COFDM). Les
codes correcteurs d’erreur que nous avons utilisés sont les codes LDPC. Nous en effectuons une
large présentation incluant les notations et les outils algorithmiques indispensables. Afin de tenir
compte de la non-stationnarité du canal OFDM sélectif en fréquence, nous avons alors géné-
ralisé la paramétrisation de ceux-ci en introduisant la notion de profil d’irrégularité. La chaine
de transmission COFDM (avec et sans allocation de bits) a été ensuite présentée, ainsi que les
principales caractéristiques des canaux OFDM sélectifs en fréquence. La capacité de Shannon
d’un tel systéme pour des entrées MAQ a été dérivée. Nous avons ensuite étudié le comportement
asymptotique par évolution de densité des codes LDPC lors de transmissions OFDM & travers
un canal sélectif en fréquence. Pour ce faire, nous montrons qu'’il est possible de vérifier les hypo-
théses nécessaires a ce type d’analyse (symétrie du canal, indépendance des messages). Afin de
pouvoir optimiser la structure des codes LDPC pour ’OFDM, une approximation Gaussienne de
I’évolution de densité a alors été dérivée. Deux critéres d’optimisation ont ensuite été introduis,
I'un permettant d’obtenir le code présentant les meilleures performances asymptotiques (mini-
misation du seuil), et un critére original, mieux adapté aux hypothéses pratiques, basé sur la
minimisation de la probabilité d’erreur sur les bits d’information.

Mots-clés : Codes LDPC, Modulation OFDM, Propagation de Croyance, Evolution de densité,
Approximation Gaussienne, Optimisation, Allocation de bits.

Optimization of LDPC codes for the multi-carrier communications

Abstract :

The major drawback of OFDM transmissions is that some symbols might be subject to strong
attenuations. Hence, these symbols are potentially affected by an important bit error rate which
involves the use of channel coding. The channel codes used are LDPC codes for which we have
presented the main notations and a decoding algorithm. Considering the nostationarity of the
OFDM frequency selective channel, we introduced a more general description of LDPC codes that
we call irregularity profile. The COFDM communication system is then presented (without and
with bit allocation) as well as the main characteristics of OFDM frequency selective channels.
The channel capacity of this OFDM system with discrete QAM input has been derived. We
have then studied the asymptotic behaviour of LDPC codes with density evolution for OFDM
transmissions through a frequency selective channel. In order to make possible this analysis, we
have shown that the necessary conditions (messages independence and channel symmetry) are
checked for the OFDM channel. A Gaussian approximation of the density evolution has then
been presented and used for the optimization of LDPC codes. Two optimization criteria have
been introduced, one based on the minimization of the LDPC decoding threshold and another
one based on the minimization of the bit error probability at a given SNR. The later criterion
has shown better performances for practical applications.

Keywords : LDPC codes, OFDM modulation, Belief propagation, Density evolution, Gaussian
Approximation, Optimization, Bit allocation.



