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10 Introduction générale

1 Chapitre 1

1.1. Contexte et objectifs

La these s’inscrit dans le cadre d’une cotutelle de these entre I’Université de Reims
Champagne-Ardenne (URCA) et I’Université des Sciences et de la Technologie d’Oran
(USTO). Le développement de celle-ci a été effectué parallelement a mes activités
d’enseignement. Les travaux ont démarré au debut mars 2001 et avaient pour objectifs
d’étudier la faisabilité d’un outil métier d’aide a la conception des corps plastiques creux en
simulant leurs processus de mise en forme. Les critéres requis sont la simplicité d’utilisation
de I’outil, son aspect métier (thermoformage et/soufflage), une bonne précision des résultats
associée a un temps de calcul optimal. D’autre part, son implémentation numérique devraient
se faire sur un ordinateur standard de type PC. L’enjeux est de taille puisqu’il s’agit de
trouver un compromis entre « simplicité d’utilisation» et « efficacité des résultats», loin des
lourdeurs des codes commerciaux complexes, nécessitant souvent des compétences
d’ingénieur tres avisés.

Les étapes de développement suivantes permettent d’atteindre I’objectif annoncé

précédemment :

- Etablir une stratégie globale permettant une optimisation de premier niveau du
temps CPU. L’optimisation de 2" niveau (développement pour le calcul
parallele) fera I’objet d’un développement futur.

- Formulation de nouveaux éléments finis performants a trois dimensions
(axisymétriques et Tridimensionnels volumiques)

- Implémentation de lois hyper élastiques en premier lieu ;

- Développer et implémenter un bloc de contact généraliste efficace pour la
gestion et la recherche des nceuds candidats au contact. Celui-ci doit étre
valable pour les cas 2D et 3D. De plus, il doit s’adapter a des problemes
complexes de type « self contact » qui feront I’objet de développements futurs.

La Figure 1-1 représente un organigramme décrivant la stratégie globale adoptée. Il
conviendrait de souligner I’intérét de disposer au sein de I’outil d’éléments finis spéciaux
adaptés aux problemes avec contact, en particulier pour une application de mise en forme des
corps plastique creux. Un élément fini 3D axisymétrique basé sur la rotation cinématique

d’une fibre spatiale a été proposé pour cela. Il a la particularité d’avoir deux nceuds par coté
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lui permettant d’étre mieux gére par un algorithme de recherche de contact. Une formulation

détaillée est présentée dans le chapitre 4.

Optimisation d'un calcul de mise en forme : Stratégie globale

Choix de l'algorithm .. . ” SChéma d? _résolution
IEEEherche global Optimisation du temps —Mgthode |mpI|C|t_e (standqrds)
CPU global Methode dynamique explicit
Moins de nceuds
candidats au contact
a gérer

U
a résolution W,

i

Elément finis spéciaux :
= enrichis et précis avec moins
de nceuds et de PG

- Systeme a résoudre réduit
- Convergence rapide

£ <C
EEEC

H20

Figure 1-1 Optimisation d’un calcul de mise en forme.

1.2. Mise en forme des corps plastiques creux.
Procédés et simulation numérique.

La premiere bouteille soufflée en PEBD (Polyéthylene basse densité) a été fabriquée
par la société PLAX en 1947, dont I’emploi était destine & contenir des liquides ménages. Les
premieres bouteilles a usage alimentaire ont été fabriquées en PVC (Polyvinyl Chloride)
durant les années 60, mais le premier engouement a employer ce genre de produit s’est
manifesté avec la découverte du PET (Polyéthyléne Terephthalate) en 1976. Celui-ci
présentait de bonnes caractéristiqgues mécaniques et physiques, les premieres bouteilles a y
étre fabriquées se comptaient par quelques milliers. 10 années plus tard, leur nombre a
dépassé les cing milliards grace aux progres technologiques liés a une meilleure maitrise des

procédés de transformation.

Le nombre de matériaux polyméres dépasse actuellement les cinquante milles

références. Chaque polymeére est caractérisé par son propre comportement, du fait de son



12 Introduction générale

monomere d’origine, du procéde de mise en ceuvre et de I’application vers laquelle il est
dessiné. Le potentiel de développement dans ce domaine est en conséquence loin d’étre
épuisé. Le tableau 1 regroupe les caractéristiques de « thermoformabilité » des principales
classes de polymeres utilisés en thermoformage, leur plage de mise en forme (plage de

formage) et leurs températures caractéristiques (tempeérature de transition vitreuse, Tg, ou de

fusion, Ty).

Polymere Abréviation | Type | T4 (°C) | T+ (°C) | Plage de formage (°C)
Polystyréne PS A 90 - 130-182

Polychlorure de vinyle PVC A 90 - 100-155

Polyacryl butadiene styrene| ABS A 90-120 | - 130-180
Polyméthylméthacrylate PMMA A 100 - 150-190
Polycarbonate PC A 150 - 170-200
Polypropyléne PP SC 5 165 150-165

Polyéethylene téréphatalate | PET SC 70 255 120-180

Polyéthylene haute densité | PEHD SC -110 134 130-185

Tableau 1-1 Plages de formabilité des principaux polyméres utilisés en thermoformages ( A : Amorphe, SC :
Semi Cristallin) d’aprés [Jam98].

Le thermoformage s’avere la technique la plus simple et la plus économique pour
produire des corps plastique creux. Une seule piéce plastique soufflée ou thermoformée peut
remplacer a elle seule un ensemble de pieces assemblées, ce qui réduit considérablement les
colts de fabrication. Le colt de fabrication des moules en aluminium est aussi reduit, rendant

ce type de procédés tres attractifs.

Les plastiques se sont imposés a notre société de consommation car les domaines
d’applications ont trés vastes. On y trouve des applications dans les industries automobiles,
aéronautiques, pharmaceutiques, et en particulier dans le secteur de I'emballage des produits
alimentaires et cosmétiques. Cet enthousiasme se justifie par la facilité de la mise en forme et
par un choix diversifié de propriétés physico-chimiques permettant a certains polyméres

d’étres préférés par rapport a d’autres....
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1.2.1. Quelques procédés connus de formage des corps plastiques creux
(CPC)

Le principe de base de la mise en forme des corps creux consiste & mettre une paraison
pré-chauffée (feuille plate, cylindrique ou en forme de tubes a essai) dans un moule creux qui
représente la géométrie finale du produit. Une dépression (vide) vient plaquer cette paraison
contre les parois du moule. Le contact de la paraison chauffée avec le moule froid la rigidifie

lui permettant de prendre une forme imprégnée par le moule.
Les principaux procédés de mise en forme de CPC sont :

- L’extrusion soufflage,
- L’injection soufflage,
- Le thermoformage,

- Le bi-étirage.
1.2.1.1. Extrusion-soufflage

L’extrusion soufflage est le procedé le plus répandu. Les matériaux utilisés en extrusion
soufflage sont surtout le PEHD, PEBD, PVC et le PP. L’opération d’extrusion consiste a
chauffer les granulats de plastique jusqu’a la température de fusion, les faire passer dans une
vis a extrusion (vis d’Archimeéde) pour mélanger et homogénéiser le plastique. La téte de
I’extrudeuse permet de donner une paraison de forme cylindrique. Cette derniére est ensuite
introduite dans le moule de soufflage et une pression d’air vient plaguer les parois de celle-ci

contre le moule froid. Le produit ainsi obtenu est ensuite €jecté du moule.

Les avantages de I’extrusion soufflage sont : une cadence élevée de la production, un
colt assez bas des outillages et un grand choix de machines. Les principaux inconvénients
sont le pourcentage élevé du rebut, le contrble limité de I’épaisseur de la paroi et les

opérations de garnissage qui sont ultérieures au soufflage.



14

Introduction générale

Téte de

1
Mould %soufﬂage Extrudeuse

e

—
—

Paraison extrudée
3 soufflage

T

Figure 1-2 Procédé de I'extrusion soufflage

1.2.1.2. Injection soufflage

Les matériaux polymeres utilisés en injection sont surtout le polystyréne, le PET et le
PC. Le procédé d’injection soufflage comporte trois étapes. La premiére consiste a produire
une préforme a partir d’une machine a injection (Figure 1-3). La préforme obtenue, souvent
en forme d’un tube a essai avec une téte filetée, subit un traitement thermique préalable a
I’opération de soufflage. La deuxieme étape consiste a souffler cette derniere jusqu’a prendre

la forme de I’empreinte du moule. L’ouverture du moule et I’éjection du produit final

constitueraient la troisieme et derniere étape.

Les principaux avantages de I’injection soufflage sont I’inexistence de déchets, une

meilleure finition du produit et un meilleur contrdle de I’épaisseur. Cependant, son co(t est

plus élevé que celui de I’extrusion soufflage.
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Figure 1-3 Procédé de I'injection soufflage

1.2.1.3.  Thermoformage

Les principaux matériaux utilisés en thermoformage sont le PET, le PVC et le
Polystyréne. Dans le procedé de thermoformage une feuille thermoplastique appelée aussi
paraison, préalablement extrudée, est conditionnée thermiquement, puis placée et fixée au
dessus d’une cavité qui représente le moule. Une pression en général négative (faire le vide
dans la cavité du moule) vient plaquer la feuille contre le moule froid (voir Figure 1-4). Le
thermoplastique change de phase et devient rigide ; le produit obtenu est éjecté par la suite.

Le thermoformage de certaines pieces complexes, tel que les tableaux de bords de
voitures ou le chassis intérieur de réfrigérateurs peuvent nécessiter plusieurs phases. Le
procédé commence par un traitement de la feuille plastique thermiquement (voir Figure 1-5a),
s’en suit un gonflage (pression positive) de la paraison (voir Figure 1-5 b) suivi d’un
déplacement du moule (Figure 1-5 c). L’opération se termine par I’application d’une pression

négative dans la cavité du moule.

Les avantages du thermoformage sont :
- Equipement moins codteux que celui employé dans les techniques d'injection
soufflage et autres procédés équivalents

- Possibilité de réalisation de pieces a parois plus fines et de piéces de grande
taille

- Ajustement moins codteux des outillages.
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Figure 1-4 Procédé de thermoformage d'un corps plastique creux

N
N

()

(C) T Il (d)

Figure 1-5 Procédé de thermoformage d'une piece complexe
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Figure 1-6 Descriptif des étapes de thermoformage d'une piece complexe

Figure 1-7 thermoformage d'un tableau de bord de

voiture.

1.2.1.4. Bi-étirage

Figure 1-8 thermoformage d'une piéece longue -
Toboggan.

Cette technique devenue célébre avec I’apparition des bouteilles de 2L en PET, consiste

a étirer dans le sens longitudinal la paraison, a I’aide d’une action mécanique (poingon, vérin)

avant son soufflage. Le bi-étirage est utilisé en thermoformage, mais surtout en injection

soufflage. Les produits obtenus sont dits bi-étirés, car ils sont étirés dans le sens longitudinal

par I’action mécanique et dans le sens radial par la pression de soufflage (Figure 1-9). Ce

procédé permet une meilleure transition de phases et une meilleure texturation cristalline.
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L’organisation microstructurale résultante permet souvent d’améliorer les propriéetés
mécaniques en termes de ductilité et de résistance au déchirement, ainsi que les propriétés de

permeabilité aux gaz dont la maitrise est cruciale pour les applications « emballage ».

L’ alignement des molécules suivant les deux plans (axial et radial) améliore aussi la
transparence du produit final, réduit le flambement et augmente surtout la rigidité.
L’accroissement de cette derniere confere au produit un meilleur comportement face aux
chocs. La technigue de bi-étirage peut fournir des produits avec des épaisseurs de parois tres

faibles, ce qui réduit le poids du produit final de 20 a 30%.

y P

I H I Tige
H H o &lomgatien

Chaufiage

(@) chauffage ou & priforme

conditionnement dans = moake
fhermique de e sawfflage
preforane

Figure 1-9 Procédé du bi-étirage

1.2.2. Modélisation de la mise en forme de CPC. Synthese bibliographique

Dés le début des années 70, Williams [Wil70] fat I’un des premiers a s’intéresser a la
simulation du thermoformage. Il a utilisé un modele, Néo Hookeen, pour simuler le
thermoformage d’un godet conique simple en PMMA. Il a considéré un contact collant et a
fini par obtenir une pression de gonflement et une répartition d’épaisseurs comparable aux
valeurs expérimentales. Les premiers résultats obtenus ont ainsi ouvert de réelles
perspectives. En 1980, Petrie et Ito [Pet80] ont utilisé une approche semblable pour souffler
un cylindre de forme générale. Ils ont prouvé que ce calcul avec I’hypothese du contact
collant était efficace dans la majorité des cas. En 1982, Ryan et Dutta [Rya82] se sont
intéressés de pres au procédé d’extrusion soufflage. Ils ont montré que la membrane (aprés
gonflement) adoptait une forme plutdt ellipsoide que cylindrique lors du soufflage. De plus,

les polymeéres peuvent étre modélisés comme des liquides viscoélastiques.
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La plus part des travaux antérieurs a 1987 traitaient des probléemes axisymétriques
simples. Des 1987, DeLorenzi et Nied (General Electric Company) arrivaient a simuler a la
fois les problemes de soufflage a deux dimensions et a trois dimensions, ainsi que le
thermoformage [Del87] [Nie90][DelHT]. Leurs travaux constituent une référence dans le
domaine du thermo-soufflage. Apres plusieurs travaux d’expérimentation, I’hypothese de
membrane est validée globalement sur tout le domaine de la piece, a I’exception des points de
fixation et des zones de faible courbure ou I’effet de flexion est dominant. Les modéles hyper-
élastiques sont assez satisfaisants pour mieux simuler la répartition des épaisseurs. De plus, ils
prennent en compte la température de thermo-soufflage avec I’hypothése du contact collant
entre la paraison chaude et le moule froid. Durant la méme peériode, Charrier et al. [Cha87]
ont développé un code de calcul pour le soufflage de membranes. Leurs premiers travaux ont
porté sur les probléemes hyper-élastiques axisymétriques [Cha87] et tridimensionnelles
[Cha89]. IIs se sont intéressés part la suite a la viscoélasticité de ses matériaux. Le modele
Christensen fat ainsi implémenté dans leur code [Shi93]. Leurs travaux se sont étendus
également aux conditions de contact (contact avec ou sans glissement) avec une comparaison
de leurs résultats numériques a ceux donnés analytiquement et expérimentalement. Au début
des années 90, Song et al [SOMV] ont utilisé les éléments finis en prenant en compte la

flexion dans le but d’étudier et de localiser les zones de rupture.

En France, un des organismes de recherche les plus en avance dans la mise en forme de
CPC est sans doutes le Centre de Mise en Forme des Matériaux de I’Ecole des Mines de Paris
(CEMEF). Celui-ci a pendant longtemps développé des travaux sur les procédés d’étirement
soufflage [Sch96], d’extrusion soufflage et de thermoformage de multicouches. Les
modélisations effectuées utilisent des lois de comportement viscoélastiques ou
viscoplastiques. Soucieux de développer une solution compléte de conception de CPC, le
CEMEF s’est également intéressé aux opérations annexes telles que les remaillages
automatiques et/ou adaptatifs [Rod97], le calcul parallele, et I’optimisation des méthodes de

résolution.

Nous ne manquons pas de souligner I’intérét de la formulation dite « dynamique
explicite » par rapport la formulation classique implicite qui fat longtemps utilisée. Celle-ci
permet de palier aux difficultés de convergences rencontrées par la derniere et qui sont dues
aux fortes non-linéarités au cours du processus de calcul de mise en forme. Rachik [Rac93]
s’est inspiré de la modélisation des procédés d’emboutissage des métaux pour I’appliquer a la
mise en forme des corps plastiques creux. Durant la méme période, BenChaabane [Ben93] a
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une méthode dite « approche inverse » permettant, a partir de la piece finale, de remonter a la
forme initiale de la paraison, avec une répartition homogene des épaisseurs. Cette approche

s’adapte bien aux problémes de mise en forme des métaux et des thermoplastiques.

Plus tard, Verron [Ver97] s’est intéressé a la I’évolution de la variation de pression
durant le soufflage et a I’intégration de lois de comportement adéquates. Il préconise de faire
varier au cours d’un calcul explicite le debit d’air plutdt que d’imposer une pression
constante, difficilement contrélable. Durant la méme période, Rodriquez-Villa [Rod97] du
CEMEF a développé un remailleur qui permet d’affiner les zones de faible courbure ou des
cavités selon certains critéres. L’avancement de la paraison devient ainsi plus rapide jusqu’au

contact avec le moule.

Afin d’examiner I’influence de la flexion sur les résultats de la simulation, Ziane
[Zia99] a développé avec des formalismes différents quelques versions d’éléments finis de
coque tronconique et un élément volumique axisymétrique a 8 nceuds (Q8). Les éléments
volumiques axisymétriques développés ont mis en évidence le probleme de la pression
hydrostatique qui reste inconnue dans la formulation. L’auteur a dd recourir aux techniques
proposées et améliorées par Crisfield [CrivV2] afin de pénaliser la densité d’énergie de
déformation associée aux lois de comportement hyper-élastiques. En s’intéressant a I’effet de
Mullins, Marchmann [Mar02],[Mar04] a développé une nouvelle technique d’évaluation des
propriétés mecaniques de polymeres sur des modeles hyper-élastiques. Yang et al [Yan00] et ,
quatre années plus tard, Pham et al[Pha04] ont développé une nouvelle loi tenant compte d’un
comportement combiné d’hyper-élasticité et de viscoélasticité, dans le but de simuler le bi-
étirage du PET. Ce modele visco-hyperélastique donne une meilleure approximation des
contraintes et des déformations que le modéle hyper-élastique d’Ogden. La prise en compte,
au niveau de la paraison ou de la préforme, de la répartition de la température permet
d’améliorer la répartition de I’épaisseur. Enfin, nous ne manquons pas de noter les travaux
intéressants d’Erner [Ern05] basés sur une analyse expérimentale du poingonnage du
polystyrene (bi-étirage). L auteur a étudié en particulier I’influence de la température, de la
vitesse du poingon et du frottement poingon-moule sur la répartition de I’épaisseur du produit
final.

1.3. Plan de lathese
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Le mémoire de these est organisé en cing chapitres. Dans le chapitre 1, nous
commencons par une description du contexte dans lequel la présente étude doctorale s’est
effectuée et les objectifs de celle-ci. Une présentation sommaire des procédés de thermo-
soufflage est effectuée dans un premier temps. Elle est suivie d’une synthése bibliographique
sur les modeles d’élements finis, de comportement et de contact utilisés pour la modelisation

de la mise en forme de produits thermoplastiques (section 1.2).

Le chapitre 2 est consacré aux formalismes théoriques associés a la cinématique des
grandes transformations, aux modeéles de comportement hyper-élastiques existants, a la
formulation variationnelle du probleme d’équilibre et aux schémas de résolution numérique
couramment utilisés. Les principaux principes permettant le calcul de la déformation d’un
milieu continu solide sous I’action des efforts extérieurs y sont rappelés dans un premier
temps (82.1). Une attention particuliere est portée au calcul des différentes mesures des
contraintes et des déformations. Les équations de mouvements et les propriétés générales que
doivent satisfaire les relations contraintes-deformations d’un matériau sont briévement
commentées. Nous présentons par la suite les aspects théoriques liés aux solides
axisymetriques. Nous déecrivons les ingrédients nécessaires permettant de construire les
gradients de déformation dans un Formalisme Lagrangien Total. Dans ce méme chapitre, une
section compléte (82.2) est dédiée a I’étude du comportement des polymeéres en grandes
déformations. Nous exposons les hypothéses de I’hyper-élasticité stipulant qu’a des temps trés
court et avec des vitesses de déformation trés élevées, les polymeéres se comportent comme
des solides caoutchoutiques (hyper élastiques incompressibles ou quasi-incompressibles). Une

revue bibliographique sur les principaux modeles existants dans la littérature est présentée.

Le chapitre 3 est consacré au probleme du contact entre solides. Nous commengons par
rappeler les définitions associées aux lois de contact, de frottement et & leurs approches
numériques. Nous rappelons les techniques existantes de gestion de contact. Ainsi, une étude
détaillée est faite sur les algorithmes existants de recherche locale et globale des nceuds
candidats au contact, leurs domaines d’application et leurs avantages et inconvénients (3.1 a
3.3). Dans la section suivante (83.4), nous exposons en détail dans un premier lieu
I’algorithme developpé pour la recherche globale 2D/3D avec les différentes stratégies
appliquées (notion de territoires hiérarchiques, position-code, etc..). La présentation d’un
algorithme simple de recherche locale est faite par la suite. Celui-ci permet de vérifier les
nceuds « slave » (ou « esclave » en frangais) qui auront traversé les segments (cas 2D) ou

surfaces (cas 3D) « master » (ou « maitre » en francais). Quelques difficultés et ambiguités
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rencontrées dans des zones « master » présentant des angles morts dans le cas 2D/3D sont

présentées dans cette méme section.

Afin de disposer comme il a été mentionné en section 1.1 d’éléments finis spéciaux
simples adaptés aux problémes avec contact, nous avons proposé de développer un élément
fini solide 3D-axisymétrique avec une cinématique spéciale (élément, et dans lequel nous y
avons implémenté un modeéle hyperélastique de Mooney-Rivlin avec un traitement numérique
de I’incompressibilité. Le chapitre 4 lui est completement consacré (84.1). La section suivante

(84.2) traite de quelques tests de validation (avec et sans contact) de I’élément fini développé.

Le chapitre 5 est consacré complétement aux applications de I’élément axisymétrique
SFRQ-AXi (développé dans le chapitre 4) a des problémes a contact (mise en forme de corps
plastiques creux, écrasement de solides déformables par des solides rigides, ...). Les
performances du modéle sont évaluées sur des critéres liés a la précision et au co(t du calcul
(temps CPU). Certains cas-tests proposent de confronter les résultats numériques a des

résultats expérimentaux. Nous les qualifions de cas-tests semi-industriels.

Le chapitre 6 est développé pour répondre a une volonté de tester I’aptitude de notre
algorithme de recherche de contact 3D, combiné a un élément fini purement 3D volumique, a
détecter les nceuds candidats au contact. Nous avons considéré pour cela I’élément
hexaédrique a 8 nceuds (H8) classique dans lequel nous avions implémenté le modéle
hyperélastique de Mooney-Rivlin. Combiné a I’algorithme de contact 3D, I’élément fini
développé peut-étre utilisé dans des applications de mise en forme ou toute autre application
faisant intervenir le contact. L’extension au cas volumique tridimensionnel du modele 3D-
axisymmeétrique SFRQ-AXi a fait I’objet d’une formulation detaillée dans la section 5.1. Le
modele ainsi obtenu « labellisé SFRH8 (Space Fiber Rotation Hexaedral 8-nodes) est validé
sur des exemples sans contact. La prise en compte du contact 3D concerne uniguement le
modele classique H8. Il fera I’objet d’un développement ultérieur pour le cas du modele
SFRHS.

Enfin un dernier chapitre (chapitre 7) est consacré a la conclusion générale relative a

cette étude doctorale et aux perspectives qui s’en suivront.
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2 Chapitre 2

2.1. Théorie des grandes Transformations

2.1.1. Introduction

Ce chapitre présente les concepts théoriques nécessaires a la formulation des grandes
transformations d'un milieu continu solide sous l'action de charges extérieures. Pour analyser
les déformations subies par le solide, nous adapterons une loi de comportement caractérisant

le matériau, afin de suivre I'état de contrainte supporté par le solide.

2.1.2. Cinématique des grandes deformations

La théorie des grandes déformations traitant des grands déplacements et des grandes
rotations nécessite un repérage des configurations déformées et non déformées. D’un point de
vue Lagrangien, la description cinématique impose le mouvement d’une particule matérielle
repérée a partir d’une position de référence fixée dans la configuration initiale (correspondant
en général a I’état non déformé). Autrement dit, toutes les variables cinématiques seront
rapportées a cette configuration. Une bibliographie exhaustive traitant de ces aspects est
donnée par [Ger86][BatV1].

Sous I’action de différentes sollicitations mécaniques (statiqgues ou dynamiques), un
corps solide occupe différentes positions dans le temps et dans I’espace. La configuration C(t)
représente I’état du solide a I’instant t (Figure 2-1). Cette configuration peut étre caractérisée

par un ensemble de variables mécaniques telles que :

- Les vitesses et accélérations des points matériels x(t) et X(t)
- La masse volumique p(X,t)
- Les contraintes internes o (X,t) des points matériels.
La description lagrangienne définit ces variables en fonction des positions X°des
particules dans une configuration choisie dite «configuration de référence C° » (Figure 2-1).
Cette configuration est supposée aussi avec des contraintes et déformations nulles. Mais il

peut arriver que le solide soit soumis a des contraintes initiales non nulles (résultant d’une

mise en forme amont par exemple).
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Considérant le déplacement d’un solide dans le repére cartésien ; le point p° de ce solide

dans la configuration C° (de coordonnées x®:y°;:z° ) devient le point p dans la
configuration C(t) (de coordonnées (x,y,z) (Figure 2-1). L’expression du vecteur position du
point g est definie par :

(2.1)
CO

— Y
\

X, U

Figure 2-1 Définition des points matériels dans les configurations CletC!

2.1.3. Gradient de déformations

Un élément différentiel dx° dans la configuration C° se transforme en d% dans la
configuration C(t) . lls sont reliés entre eux par la relation suivante :

dx=F dx°

(2.2)
Ou F est le tenseur gradient de déplacement (ou de déformations).

Les composantes cartésiennes des vecteursdX,dx’ et du tenseur gradient de
déformations s'écrivent :

(d%) = (ax, dy,dz) (dx°) = (dx’,dy’, dz°)

(2.3)
[ ou ou  ou |
1+ 0 0 0
ox oy 0z
ou oV ov 0V
A0 ] - | 26 vl 24
oA oW oA
0 0 1+ 0
| OX oy 0z |
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L'élément de volume dv® défini sur la configuration C° se transforme au cours de la

déformation et devient dv dans la configuration C(t) avec :
dv=det F dv’=J dv’ (2.5)

Si fi®est le vecteur normal & la surface ds® définie dans la configuration C° nous

obtenons dans la configuration C(t) par la relation suivante :
fids=J [FlT A'ds’ 2.6)
Le vecteur riest le vecteur unitaire a la surface dsdans la configuration C(t).
Le tenseur gradient de déformation, s'il est défini entre deux configurations C'et C!

est noté F/. Entre plusieurs configurations C° C', C? celui-ci vérifie la propriété de

composition suivante :

FI=F)F! 27)

2.1.4. Description des déformations

Pour décrire la déformation d'un solide, c'est-a-dire caractériser ses changements de
forme, il faut caractériser les variations de longueurs et d'angles. Ce qui reviendrait a

caractériser les variations des produits scalaires. Nous écrivons ainsi le produit scalaire
dx- & X (configuration C' ) :
dX-5X=dX’ FTF6X°=dx"Cs%X° (C=F'F) (2.8)
Ou C est le tenseur de dilatation ou tenseur de Cauchy-Green Droit.

Inversement, il est possible d'écrire la déeformation dans le repere actuel comme suit :
0 .0 [ _1.. . 1. T
dx -oX :dx[F } F oX=dxB "0X (B:FF ) (2.9)

Ou B est le tenseur de Cauchy-Green Gauche.

Les tenseurs B et C sont symétriques et définis positifs. 1ls deviennent unitaires pour les

mouvements de corps rigides.

Nous définissons par la suite I’expression de deux tenseurs importants de déformation.
Il s’agit du tenseur de Green-Lagrange (noté E) et de son cas particulier associé au tenseur

d'Euler-Almansi (noté A) par :
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dX-6%-dX*-6X°=2dXES X =2d X AS X (2.10)
1 1 T T
E:E(C—I):E(F F-1)=F" AF (2.11)
1 -1 T -1
A:E(I—B )=FTEF (2.12)

| désigne le tenseur identité d'ordre 2. Les deux tenseurs s‘annulent pour les

mouvements de corps rigides.

Les composantes cartésiennes du tenseur de déformation de Green-Lagrange

s'expriment ainsi en fonction des composantes du vecteur déplacement comme suit :

g _1/ou 0y ou oy, (2.13)
Po2(ox 0x  0x OX]

D'aprés le théoréeme de la décomposition polaire, le tenseur F s'écrit sous la forme du

produit d'une matrice de rotation R et d'une matrice d'élongation U (Figure 2-2).
F=RU=VR (2.14)
Avec la propriété suivante :
R'R=RR =1 (2.15)
R : Tenseur de rotation pure correspondant au mouvement de corps rigide.
U : Tenseur de déformation pur droit.
V : Tenseur de déformation pur gauche.

Les tenseurs C et U, respectivement B et V, décrivent les changements de forme entre

la configuration de référence C° et la configuration C(t). Ils sont liés par les relations

suivantes :
C=F'F=UR'RU=U" (2.16)

B=FF =VRR'V =V’ (2.17)
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i\g
N
—

Figure 2-2 Décomposition polaire

\Y
R

On déduit également les relations utiles suivantes :

V=RUR" ; B=RCR'

(2.18)

Les directions principales de C et B coincident avec les directions principales de U et

V. Les vecteurs propres de C notés N° et les valeurs propres correspondantes A Vvérifient la

relation :
CN’=2N°
Le tenseur C peut aussi se mettre sous la forme :
C=Q° Q"
Ou Q° contient les vecteurs propres de C dans la configuration C°.

Les directions principales (notées N ) de V et de B sont données par :

N=RN°
Ou encore
Q=RQ’
Q contient les vecteurs propres de B. On peut déduire de (2.16) et (2.17) que :
U=Q°21Q"
V=Qa1Q'

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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2.1.5. Taux de contrainte

Que I’on soit en petites ou grandes déformations, le vecteur des contraintes
7=df /dsest défini dans la configuration actuelle. Il caractérise les efforts internes de
cohésion exercés sur la frontiere du solide a travers un élément de surface, de normale
externen. Nous definissons ainsi un tenseur eulérien des contraintes qui est symétrique,
communément connu sous le nom de tenseur des contraintes de Cauchy o (contraintes
vraies) :

df=cnfds (2.25)

Il est possible de transporter ce tenseur pour définir d'autre tenseur de contraintes. C'est

ainsi que si I'on choisit de définirdf en fonction de 1i° et ds® (configuration C°) transformés en

n et ds (configuration C(t)), nous obtiendrons :

df =7 R’ ds’ (2.26)

Ou 7 designe le premier tenseur non symétrique de Piola-Kirchoff (PK1) qui est ni
lagrangien ni eulérien.

Une autre possibilité consiste a définir un tenseur lagrangien symétrique, en

transportant df dans C°:
df ° = F df =SA°ds’ (2.27)
S désigne le second tenseur de Piola-Kirchoff (PK2).
La relation entre ces trois tenseurs est donnée par :
Jo=rF"=FSF' (2.28)

Notons enfin que le tenseur S n'a pas de signification physique directe (dans le cas de
grandes déformations). Son intérét réside dans le fait qu'il est la variable duale et conjuguée

(au sens de I'énergie) du tenseur de déformation de Green-Lagrange E.

Quant aux tenseurs o et 7z, ils caractérisent directement les efforts appliques. lls
interviennent donc directement dans I'écriture des conditions aux limites. Par ailleurs, ces
tenseurs sont tous confondus dans le cas de la théorie linéaire. Il est important de signaler que

dans le cas de petites déformations, J~1 et A=1, mais dans le cas des grands

déplacements, les composantes de S s'identifient aux composantes du tenseur de Cauchy o

dans le repére défini par la rotation R.
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S0, =R'oR (2.29)

2.1.6. Application aux structures axisymétriques

Lorsgu’une structure présente une symétrie de révolution et que la loi de comportement
est indépendante du choix du plan contenant I’axe de symeétrie de la structure, il y a donc
axisymétrie. La structure peut étre traitée simplement dans n'importe quel demi-plan

contenant I'axe de révolution dit : plan méridien.

Ce type de modélisation présente deux avantages majeurs. Le premier est la
simplification d'un probléme tridimensionnel en le ramenant a un probléeme plan; ce qui

entraine une diminution appréciable des données a traiter et du temps de calcul.

2.1.7. Solide axisymétrique

Dans le plan méridien I’élement de volume est un triangle ou un quadrangle (Figure

2-3). Nous adoptons le systeme de coordonnées cylindriques (r,8,z) d’axes unitaires

(i,.1,,k).
Les vecteurs positions initiaux et aprés déformation s’écrivent dans un plan méridien

(voir Figure 2-4) :
X0 =r’i +2°k (2.30)
% =(r° +u)i + (2 +w)k (2.31)

Le tenseur gradient de déformation au point p dans le repére (r, 6, z) est défini par :

FH{ S @ o3

Avec dx = dr’i; +r°, +dz’k (2.33)

1+U,, 0 uU,,

U
Ainsi [Fl=| 0o 1+5 o0 (2.34)
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Figure 2-3 Domaine 2D analysé avec I'hypothése d'axisymétrie
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Figure 2-4 Mouvement d’un solide axisymétrique entre Cet C'

2.2. Lois de comportement hyper-élastique

2.2.1. Introduction
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L’étude du comportement des polymeres en grandes déformations reste un sujet
d’actualité. Ces matériaux ont des comportements complexes. La caractérisation de leurs
propriétés mécaniques et rhéologiques, aussi bien a I’état solide que fondu, reste cependant
trés délicate. Les polyméres ont un comportement mécanique variable, et peuvent étre tres
sensibles & la température et & leur mode d’obtention. L’investigation dans la compréhension
de ce comportement complexe (hyperélastique, viscoélastique) a donne lieu a de nombreux

travaux expérimentaux et théoriques.

Dans la littérature, deux approches rhéologiques illustrent cette dualité solide/liquide.
Dans la premiére approche, on suppose que les polyméres ont un comportement parfaitement
élastique incompressible ou encore hyper-élastique [Ben93] [Cos97] [Del88] [Rac93]
[Sze04]. Ce choix trouve sa justification a partir d’expérience de recouvrance de la
déformation. Dans la deuxiéme approche, on suppose que le polymere se comporte comme un
liquide visqueux et peut-étre donc étre traité par une approche fluide.

Une autre difficulté s’ajoute aux précédentes approches : trouver le compromis entre la

précision de la loi et le nombre de parameétres a identifier expérimentalement.

2.2.2. Définition de I’hyperélasticité

Un matériau est élastique lorsque son état de contrainte ne dépend que des deformations
dans cette configuration, et non de déformations antérieures. Lorsque ce méme matériau se
déforme a température constante ou a entropie spécifique constante, il peut étre considéré
comme un matériau hyperélastique. Le comportement non linéaire d’un tel matériau est donc

régi par des lois spécifiques reliant les contraintes aux déformations.

Ces contraintes peuvent s'obtenir par dérivation d'une densité d'énergie de déformation
par unité de volume W, fonction des déformations mesurées par rapport a un état de référence

sans contraintes.

La fonction W correspond donc respectivement a une densité d'énergie libre et a la
densité d'énergie interne. Dans le cas des matériaux isotropes, la symétrie du tenseur permet

d'écrire W en fonction des trois invariants 11, 12 et I3 du tenseur de déformation :
W =wW(l,1,,1,) (2.35)

Les trois invariants |, s’écrivent en termes des composantes du tenseur de Cauchy-

Green droit C :



32 Théorie de Grande Transformation et Loi de Comportement

11=tr(C)
12= %[tr(C)z —tr(C?)] (2.36)
| 3=det(C)

En adoptant le point de vue lagrangien, la densité d'énergie W par unité de volume
initial, dont dérivent les contraintes de Piola-Kirchoff (PK2), dépend alors des déformations
de Green-Lagrange par rapport a la configuration de référence C° [CriV2].

Nous écrivons donc :

s =27 (2.37)

En utilisant la relation (2.36) et E = %[C - I], S, peut s'écrire sous la forme suivante :

SH:ZGWZZ8W6I1+8W6I2+8W8I3
0C, ol,oC, al,oC, al,aC,

i

(2.38)

Les termes dérivés des invariants peuvent étre écrits :

al, _

oc,

ol

aCTj :Ilé‘ij _Cij (2.39)
ol,
0C,

ij

=1,C,*  (C*tenseur inverse de C)

En remplagant (2.39) dans (2.38), on obtient la forme générale de I'équation constitutive
d'un matériau hyper-élastique :

S =2 (llé‘ij _Cij)+ ZW

1j

@5_ Nl

_ |,C* 2.40
6 I1 ij a I , 3 ij ( )

3

Dans le cas d'un matériau incompressible, la relation contraintes-déformations n'est pas

biunivoque et la contrainte de Cauchy est déterminée a une pression pres
Soit pour les contraintes de Cauchy :
oc=0"- pl (2.41)

Ou o représente la partie des contraintes de Cauchy déterminées par les déformations.
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A partir de la relation (2.28) nous pouvons exprimer les contraintes de Piola-Kirchoff

sur la configuration initiale :
S=S'-pC* (2.42)
Avec S =JF'6'F T (2.43)
Comme les déformations ne dépendent plus de I’invariant I3, I'énergie interne de

déformation W(I,, 1,,1,) devient W(1,,1,) et on obtient :

g W) o 5y (2.44)
OE

Qui s’écrit en utilisant (2.40).

5 =g W, +‘M(|ll -C) (2.45)
a,  al,
On en déduit enfin
s=g W, +%(|l| ~-C)|-pC* (2.46)
a,  al,

L'équation (2.46) représente I'équation constitutive d'un matériau isotrope
hyperélastique incompressible. p est une inconnue supplémentaire déterminée par les

équations de conservation et les conditions aux limites.

Il est souvent commode de travailler dans la base propre du tenseur de déformation. Les
relations établies précédemment peuvent étre réécrites en faisant intervenir les élongations

principales A, 4,, 4,.

l, = 2’12 "Vﬁ +232
L, =+ X+ 4 4 (2.47)
=424 4
W (2.35) devient fonction de 4,,4,,4, :
W =W(L, 2, 4) (2.48)
L'hypothese d'incompressibilité implique :

l,=1 = A4 4=1 (2.49)
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En utilisant le potentiel d'énergie défini dans (2.37) dans (2.48), les contraintes

principales de Piola-Kirchoff s'expriment par :

o1
g - MW _ e 13 (2.50)
o4 OE

Par contre, les contraintes de Cauchy principales sont données par la relation suivante :

oW .
=] —— =13 2.1
o=hiy P @251)

Dans le cas des structures minces, on retient I'hypothese des contraintes planeos,, =0.
De plus, la relation (2.28) avec I'hypothese d'incompressibilité J=1 montre que S, =C_o,. Il
en résulte que S,; =0 soit d'aprés (2.46) :

p:2C33[8a—IWI +ZTW(|1| —033)} (2.52)

1 2

Cette relation permet d'éliminer I'inconnue hypostatique dans I'équation (3.12).

A partir de I'équation (2.46) nous pouvons exprimer les composantes du tenseur de

contraintes de Piola-Kirchoff :

oW oW
Sl =2 |:(1_ C22C323 )8_| + [(sz + Css)_ C22C323 (Cll + C22 )] ol j|
1 2
oW oW
Szz =2 |:(1_ C11C323 )a_| + [(Cll + C33 ) - C11C323 (Cn + sz )] ol } (2'53)
1 2
oW oW

az =2 [C21C323 ]8_I + 2[_ ClZ + C323021 (Cll + sz )]a_

1 I2
Pour le cas d’une membrane étirée dans les deux directions (traction biaxiale), les
équations (2.53) se réduisent aux expressions simples suivantes en fonction des élongations

principales 4,4, :

6.-21- 412 OW W

VYA ERSEIN

1 Tow oW (2.54)
822:21_/1;‘/12 PYRETY

L 2__ 1 2_

Les contraintes co-rotationnelles o, (contraintes de Cauchy observées réellement sur la

structure déformée) sont :
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0,=R"ocR (R: tenseur Rotation — équation 2.15) (2.55)

En injectant dans (2.55) la relation (2.28), reliant les contraintes de Cauchy o au

tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff, on obtient :

o, =%U SUT (2.56)
Ou U est la matrice d’élongation pure. Le matériau étant incompressible J=1. Comme U

est diagonale (repére propre) et C=U? la relation (2.55) devient :
o,=1S (2.57)

Ainsi, on peut déterminer a partir de I’équation (2.54) le tenseur des contraintes de

Cauchy dans le repére déforme :

a2
Oy, _;l‘; Sl (258)
Oy =ﬂ’2 Szz

2.2.3. Principaux modéles mathématiques pour les matériaux
incompressibles

Nous allons présenter dans ce qui suit quelques principaux modeles de densité d'énergie
suivant les types d'expériences et le domaine d'utilisation. En posant les principales
hypotheses simplificatrices qui considérent que ces matériaux ont un comportement
caoutchouteux parfaitement élastique méme pour des cas de grandes déformations quasi-
statiques [Ben93][Cos97][Mar04][Rac93]. D'un point de vue théorique, il est commode de
considérer ces matériaux comme parfaitement élastique. Cette notion de matériau
hyperélastique idéal implique des effets d'hystérésis négligeables, et par conséquent la

conservation de I'énergie pendant un cycle de déformation dans des conditions isothermes.

Quand on étire des polymeres a des vitesses de déformation assez élevees et a une
température supérieure a leur température de transition vitreuse, la majorité d’entre eux
montre un certain degré de comportement élastique réversible de type caoutchouc (voir Figure
2-5 et Figure 2-6). Schmidt et Carley [Sch75] ont effectué des experiences sur une feuille
circulaire chauffée préalablement et soumise a une pression d’air uniforme. Celle-ci prenait la
forme d’une calotte hémisphérique. Dés que la pression est relachée, elle reprend a nouveau
sont état initial rapidement ; ce qui justifie I’hypothése de I’hyperélasticité.
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Durcissement

Contrainte

Déformation

Figure 2-5 Allure d'une courbe de traction du caoutchouc

Température

Contrainte

A 4

Déformation

Figure 2-6 Allure des courbes contraintes-déformations pour des matériaux hyperélastiques

Les modeles phénomeénologiques peuvent étre classés en deux catégories. Dans la
premiére, la densité de I'énergie de déformation est exprimée en fonction des invariants du

tenseur de dilatations. Quant a la seconde catégorie, elle fait intervenir les élongations

principales.

2.2.3.1. Modeles basés sur les invariants du tenseur de dilatations
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Mooney [M0040] a été I'un des premiers chercheurs a avoir donné les fondements de la
théorie de I’hyperélasticité. 11 a notamment émis les hypothéses suivantes sur la matériau qu’il

Suppose :

- homogene et sans effet d'hystérésis
- isotrope a I'état non déformé, et apres déformation

- incompressible, toute déformation s'‘opérant, par conséquent sans variation
significative de volume

Une premiere loi du potentiel de déformation a ainsi eté formulée :

G 1) H 1
W=Zz[ﬁ,i—7J +Tz[ﬁ"_7?} (2.59)

i=1 i i=1

Ou G est assimilé au module d'élasticité et H est une constante élastique introduite par
Mooney. En introduisant des constantes C; et C,, Mooney propose de réécrire (2.59) sous une

nouvelle forme. Le potentiel portant son nom est alors défini comme :
W=C,(I,-3)+C,(I,-3) (2.60)
Cette expression modifiée fait intervenir le premier et le second invariant du tenseur de
dilatation. Elle est bien adaptée a la gamme d'élongation inférieure a 250%. Au dela elle ne

reproduit pas la zone d'inflexion convexe et le raidissement du matériau (voir Figure 2-7).

40 —

Modele de Mooney-Rivlin
---0--- Données expérimentales

30

i W

Contraintes nominales

Déformations nominales

Figure 2-7 Représentation du modele de Mooney-Rivlin (Test uniaxial)
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Treloar [Tre76] propose une forme particuliére du potentiel W . Déduit de la théorie

statistique de I’élasticité caoutchoutique, ce modéle décrit le comportement d’un matériau
incompressible et néo-Hookéen. L’ expression du potentiel est alors :

\A\/:%Cm('l—:'g) (261)

Treloar [Tre44] a mené une des premieres campagnes expérimentales sur des feuillards
en élastomére réticulé et chargé. Des essais de traction simple, de cisaillement pur et de
traction équi-biaxiale ont défini le domaine de validité néo-Hookéen jusqu’a 75% de

déformation en traction simple (voir Figure 2-8).

Rivlin [Riv48] a établi vers 1948 les bases phénoménologiques de I’élasticité
caoutchoutique. Le cas idéal adopté est celui d’un élastomere parfaitement élastique avec les

restrictions suivantes :

- - La superposition d’une rotation rigide a la déformation n’altére pas la densité
d’énergie
- - Les élastomeres étant considérés isotropes a I’état non déformé, la fonction W

doit posséder des propriétés de symétrie par rapport a F et de plus le matériau
doit étre incompressible.

40 —

—— Modeéle de Néo-Hookéen

2 ---0O--Données expérimentales |

R |

Contraintes nominales

0 —
0 1 2 3 4 5 6

Déformations nominales

Figure 2-8 Représentation du modele de Néo-Hookéen (Test uniaxial)

Rivlin propose d’écrire le potentiel de déformation sous la forme polynomiale

suivante :
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W= 3¢, (1,-3)(1,-3) (I, -3) (2.62)

i ke
Pour I’état non déformé :

A=,=4=1=1=1,=3¢e C, =0 (2.63)
Dans le cas de I’incompressibilité (I3 = 1), les arguments de la fonction W se réduisent

alors a:

wW=W(,,1,) (2.64)
W=3C,(1,-3)(1,-3) (2.65)

Cette expression du potentiel permet de retrouver les cas particuliers de Treloar dit

« Néo-Hookéen » :
W=C,(I,-3) (2.66)
et celui du potentiel de Mooney-Rivlin :
W=C,(I,-3)+C, (1,-3) (2.67)

Plusieurs auteurs tels que Tshoeg [Tsh70] en 1971, James [Jam75] et Haines [Hai79]
ont essayé de donner des fonctions de densité d’eénergie qui corrigent la loi de Mooney-Rivlin
pour le cas des élastoméres en grandes élongations. Ces lois fournissent une bonne
approximation des courbes expérimentales. Par contre les coefficients Cjj sont difficiles a

identifier. Un exemple de la loi de Haines est donné par I’équation suivante

A

W:Cm (|1_3)+C01(|2 _3)+C11(|1_3)(|2 _3)+CZO(|1_3)Z +C02(|2 _3)2 +C30(|1_3)3 (268)

2.2.4. Modeles basés sur les élongations principales

Ogden [Ogd72] est I’un des premiers a proposer d’écrire la densité d’énergie en faisant
intervenir les élongations principales portées a des puissances réelles. Ceci a permis de
dissocier la contribution de chacune des dilatations. Il propose pour cela une combinaison

linéaire des invariants définis comme suit :

W=Zu, )

)=+ 224 25 -3)

r

(2.69)



40 Théorie de Grande Transformation et Loi de Comportement

a, , y, Sont des paramétres

Ogden obtient une excellente corrélation avec les résultats expérimentaux en utilisant
trois paires de «,, u, (voir Figure 2-9). Le calcul des dérivées de la fonction W par rapport
aux invariants reste cependant tres colteux en temps CPU lors de I’implémentation du modele

dans un code d’éléments finis.

"o

Modéle d'Ogden

---0---Données expérimentales

Contraintes nominales

0 1 2 3 4 5 6
Déformations nominales

Figure 2-9 Représentation du modéle d’Ogden (Test Uniaxial)

Notons que la formulation ainsi proposée convient a un matériau isotrope et
incompressible. Ogden la ultérieurement étendue pour un matériau quasi- compressible.
D’autres formes de fonctions d’énergie ont été proposées pour prendre en compte plus de
comportement physique et faciliter I’identification des parameétres d’essais expérimentaux
simples. Kawabata et al. [Kaw95] ont proposé un modele sous la forme d’un polyndme réduit

ne tenant compte que du premier invariant I,

W =

c,(,-3) (2.70)

N
=1
Yeoh [Ye093] propose une forme de polyndme réduit simple avec N=3.

W:Cm (|1_3)+C20 (|1_3)2+C30 (|1_3)3 (2.71)

Cio représente les modules de cisaillement pour de faible valeur de déformation. Ce
modele reproduit convenablement le comportement du matériau pour une large gamme de

déformation (voir Figure 2-10).
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35 * T * T * T * T * T

Modele Yeoh E
30 | ---0---Données expérimentales

Contrainte

| | |
0 1 2 3 4 5 6
Déformation

Figure 2-10 Représentation du modéle de Yeoh (Test uniaxial)

Arruda-Boyce [Arr93] proposent la forme de la fonction d’énergie suivante.

~

W =u S (11-3) (2.72)

5
2i-2
=

m

- u représente le module de cisaillement pour de faible valeur de déformation

- A_représente la valeur de I’élongation ou débute la zone d’inflexion de la
courbe contrainte déformation qui traduit le durcissement du matériau.

Clzl;CZZL;C%:—ll : 4:—19 ;C5:—519
2 20 1050 7000 673750

2.2.4.1. Ildentification des constantes hyperélastiques

Les constantes des modeles hyperélastiques incompressibles sont identifiées a partir de

tests expérimentaux simples (traction uniaxiale, traction equibiaxiale, cisaillement simple).

Ces tests s’expriment par :

-Traction Uniaxiale (TU) :

1

1 1
0,=0;et A=, L,=4% A, =172 (2.73)
L’équation (2.58) se réduit a une expression simple en fonction des rapports

d’extensions principales 4, et 4,.
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011:2[/12—1} oW 10w (2.74)
2l T aan,

-Traction équibiaxiale (TE):
A=d=A; A=A" (2.75)

L’équation (2.58) devient pour le cas equibiaxiale.

e L e @7

-Cisaillement pur (CP) :
A=A;,=14=1" (2.77)

L’équation correspondante est donnée par :

Gy = [1—% [ﬂ+@} (2.78)

L’identification des coefficients des matériaux a partir de plusieurs tests expérimentaux

revient a minimiser la fonction colt définie par I’équation suivante :

Nexp Nexp Nexp
min( f (Cl’CZ)) = Z R?u +Z RTZE +Z Rip
i-1 i-1 i-1
R, =(c-0.,f, (2.79)
RTZE = (O- - O-exp )'T'E
RiP = (O- - O-exp ip

L’identification des coefficients du modéle de Mooney-Rivlin revient a utiliser la
méthode des moindres carrés, dans le but de minimiser la fonction erreur au carré E* entre les

contraintes expérimentales mesurées et les valeurs prédites par les contraintes de Cauchy :

N

E*= Z(O-i - 5i (au )) (280)

i=1

- E > erreur relative ;

- o, : valeur de la contrainte expérimentale

- o (aj ): valeur de la contrainte de Cauchy (fonction des constantes de Mooney-
Rivlin)

- N : nombre de données expérimentales
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Pour trouver le minimum de la fonction (2.79), il suffit d’annuler sa variation §E® =0

Ce critére sert a établir et résoudre le systeme d’équations dont les inconnues sont les

constantes de Mooney-Rivlin.

2
oE" _ 0
aalg
°E =0 (2.81)
0ay,
etc

A I’inverse des caoutchoucs, il est beaucoup plus difficile de faire des essais
expérimentaux sur les polymeres fondus. Les constantes déterminées a partir de ces tests
doivent reproduire les modes de déformations observés pendant un procédé de mise enforme
de CPC. Ce type d’essais n’est pas toujours facile a réaliser, surtout pour le cas des
déformations biaxiales. On note aussi que ces matériaux présentent un état pateux lors du
procédé de mise en forme, pendant lequel il est difficile de controler la température au cours

de I’essai.

2.2.5. Définition mathématique de la densité d’énergie pour les matériaux
guasi-incompressibles

La plupart des modeles mécaniques pour le caoutchouc supposent le matériau
incompressible, cela permet de simplifier considérablement la détermination expérimentale de
ces lois. Dans la réalité ces matériaux ne sont jamais strictement incompressibles. Pour affiner

ces modeles, on introduit la notion de quasi-incompressibilite.

La non variation du volume dans un matériau hyper-élastique est traitée de deux

fagons :

- Dans le cas incompressible, on suppose que le milieu ne peut pas changer de volume,

cela se traduit par une liaison interne cinématique I, =1.

- Dans le cas quasi-incompressible, on définit généralement un module de compression
trées élevée par rapport au module de cisaillement, ce qui n’autorise qu’une variation de
volume infinitésimale. Alors que le potentiel de I’énergie est découplé en une énergie

sphérique liée a la dilatation et une énergie de distorsion liée a la déformation isochore.

La technique introduite par Penn [Pen70] [CriV2] permet de décomposer le tenseur

gradient de la transformation en une partie sphérique F° et une partie distortionnelle F .
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F=FSF =FF® (2.82)

1
Avec F°=J3% (2.83)
J =det(F)=1," (2.84)

F est un tenseur uni-modulaire (modifi¢), son déterminant est unitaire. En appliquant la
décomposition cinématique (2.82), il est possible de séparer les tenseurs des déformations C

et B en une partie sphérigue et une partie distortionnelle.

2 1
T
N e (2.85)
B=FF ' =J3:B=1,:B
Les invariants modifiés peuvent étre définis.
- E: 2
ll:|1|33;:|1‘]334 (2.86)
L=1,1,3=1,,3
La forme générale du potentiel s’exprime alors par :
W(I,T,,3)=wWd(i,,T,)+Ws(J) (2.87)
Dans le cas d’une pression uniforme pure :
(4 =% =24), W, =0etW =W,(J) (2.88)

Plusieurs méthodes de résolution peuvent étre envisagées pour prendre en compte la

quasi-compressibilité du matériau.

- La méthode des multiplicateurs de Lagrange, ou I’énergie totale est minimisée sur tout
I’espace des fonctions discrétisées des déplacements moyennant la relaxation de la contrainte
d’incompressibilité 1, =1, a I’aide d’un multiplicateur de Lagrange. Cette méthode simple a
mettre en ceuvre, conduit a un faible surcroit du codt de calcul car la largeur de la bande du

systeme obtenu aprés discrétisation et linéarisation augmente peu.

- La méthode de peénalisation ou la densité d’énergie de déformation du matériau
incompressible est complétée par des termes de compressibilité de la forme :

xG(1,) (2.89)

La littérature fait essentiellement référence a deux expressions possibles pour la

fonction de pénalité G. La premiére est due a [Ode83]:



Chapitre2 Théorie de Grande Transformation et Loi de Comportement 45

1
G(1.)=(1:-1) (2.90)
La seconde est proposée par [Hag83]:
1
G(1 =§In( 1,) (2.91)

Quant au facteur de pénalité « , il est assimilable au module de compressibilité du
matériau. La valeur de x est choisie égale a un nombre tres grand, la fonction G ne s’annule
que pour |, =1. Dans I’application de la méthode, il arrive que la matrice de rigidité soit mal

conditionnée. Pour y remédier, on sous intégre les termes de raideur correspondant a (2.87) ou
(2.91).

- La méthode lagrangienne perturbée est une combinaison entre la méthode de pénalité
et la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Son utilisation peut étre considérée comme
une amelioration de la méthode de pénalité qui évite I’utilisation de coefficients de pénalité
trop grands. Cette méthode a été utilisée par Simo et al [Sim85] pour I’étude de problémes de
contact sans frottement et généralisé par [Ju88] pour I’étude des problémes de contact avec
frottement. Les auteurs précédents distinguent le cas du frottement adhérent et le cas du

frottement glissant.

Plusieurs formes d’énergie de déformation ont été proposées dans la littérature.
Crisfield [CriV2] propose la forme de la fonction d’énergie suivante basée sur la méthode de

pénalité.

W(T,T,, ) =Wd (I,

11

,) +%;< (J-1) (2.92)
La fonction W(l,1,,J) a été adoptée dans notre code de calcul pour la formulation des

éléments finis.

Chen et al [Che97a] proposent une forme de la fonction d’énergie basée sur la méthode

lagrangienne perturbée. L’énergie interne s’exprime alors :
o o o 1,
(T, 1,3, p) = [W(T,,. T, 3, p)dv = [ Wd(T,,T,)+ p(J “D+o—p)dv (299
\ \

Dans le cas d’un modele de Mooney-Rivlin, I’énergie de distorsion W(I,);a =12

s’exprime en fonction des deux invariants modifiés (2.85) comme suit :

Wd(l_l’I_Z)zcl(l_l_3)+cz(l_2_3) (2.94)
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Dans le cas d’un modele d’Ogden [Ogd72], on exprime I’énergie de distorsion en
fonction des elongations modifiees par :

E— p— — N p— p— p—
WA(Z, 4, 2) =3 Ee (i + 2 +2-3) (2.95)
r=1 a,
— 1 1 _ 1
Avec A= =413 =413 (2.2.96)

2.3. Formulation variationnelle du probléme d’équilibre
et résolution numeérique par élements finis

2.3.1. Equations d’équilibre

Soit un solide deformable dans une configuration C. Ce solide occupe un volume V de
surface S. Il est soumis aux sollicitations suivantes :

- Une force surfacique fg sur la portion S, de la surface externe,

- Une force volumique f,;

- Les déplacements sont imposés sur une portion Su de la surface externe du
solide.

Dans un calcul statique ces sollicitations induisent un champ de contraintes internes. Le
solide en équilibre est régi par les équations classiques suivantes :

div(c)+f,=0  surV

(2.97)
on=f, sur S
Avec les conditions aux limites en déplacement :
G=u sur S, (2.98)

Avec ;

o : Tenseur des contraintes de Cauchy

<l

: Vecteur déplacements des particules

=Sl

: Vecteur de la normale extérieure en un point du contour

Si les forces de volume sont négligeables, les équations d’équilibre prennent la forme
suivante en composantes cartésiennes :
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oo,
R=——"=0 surV

oX,
o, n =f sur S, (2.99)
u=u sur S

Si on exprime les mémes équations sur la configuration de référence Co, on obtient une

description lagrangienne des équations d’équilibre sous la forme :

div(zr)+ f° =0 (2.100)

zoi=1, (2.101)

Avec fo=Jf, (2.102)
Et dsS’ f° =dSH, (2.103)

A’ étant la normale sortante en un point du contour S°, 7 le tenseur des contraintes de

Piola-Kirchoff de premier espece (PK1) :

7=JcF =FS (2.104)

2.3.2. Principe des travaux virtuels

La forme variationnelle associée a I’équation d’équilibre (2.97) est obtenue a partir
d’une formulation de type de Galerkin avec comme fonction de pondération un champ de
déplacements virtuels @". Elle s’exprime dans une configuration notée C (configuration de

référence) comme suit :

W=W, -W, =0 ; V{u} awec {u}={T} surs =0 (2.105)

Avec
W, = [ tr(DI[oThv (2.1062)
W, = [ (u){f, jav + J(u){fs jds (2.107h)

ou':

{f,},{f.} sont les vecteurs forces de volume et de surface,

S, Surface ou les déplacements sont imposés,
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[D] est le tenseur taux de déformations virtuelles correspondant a<u*>, de la méme

forme que le tenseur taux de déformations réelles ; a savoir :

[D*]:%([L*]+ LT) (2.108)

Soit en composantes cartésiennes :

ox 2\oy ox) 2\ 0z oXx
D] v l(ﬂ+%j (2.109)
oy 2 oz oy
Sym ﬂ
0z

2.3.3. Formulation Lagrangienne Totale

Dans la formulation totale, la configuration initiale C° sert de référence (C= C°). Le

principe des travaux virtuels s’écrit en (F.L.T) :

W= [ (ET)sive - (u)if,jds’ =0 (2.110)

[E*] est le tenseur de deformations virtuelles de Green-Lagrange (2.11) défini par :

[Eo*]=%([F*]T[F]+[FT[F*]) (2.112)

* * * *

<E*>:<E1*1 E, E, 2E, 2E, 2E£3> (2.112)

[S] est le tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff de seconde espéce (PK2) (2.27) :

(S)=(s: S. S. S S Sy (2.113)

2.3.4. Méthodes de résolution

Pour modéliser la mise en forme des corps plastiques creux, plusieurs schémas de
résolution peuvent étre utilisés. Le plus répandu est le schéma de Newton Raphson. Celui-ci

se base sur une technique incrémentale qui consiste a discrétiser le chargement total en
plusieurs incréments et a chercher les configurations C! C?,...,C" correspondant aux

différents pas de chargement. Une autre technique largement utilisée sur des problémes tels
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que I’impact et la mise en forme (emboutissage des toles) est celle qui consiste a résoudre les

équations a I’aide de schémas explicites (résolution en dynamique explicite).

2.3.4.1. Schéma de Newton Raphson

On peut résoudre les équations non linéaires de maniére incrémentale. Cette méthode
consiste a appliquer le niveau de sollicitation par incréments successifs, en recherchant a
chaque étape la réponse de la structure, avec ou sans correction de I’équilibre. L’idée de base
est en fait de linéariser les équations. Cela s’obtient par un développement en series de Taylor

des équations non linéaires, au voisinage d’une solution connue limitées aux termes linéaires.

La correction du champ de déplacements {AUL} peut étre évaluée selon plusieurs
approches : Newton-Raphson (versions standard et modifiée) et quasi-Newton. Grace a sa
grande robustesse au niveau de la convergence, malgré un colt numérique élevé, la méthode
de Newton-Raphson standard ou modifié demeure ainsi la plus utilisée dans les codes
d’éléments finis.

Considérant qu’a une itération (i-1) I’approximation {U “1} est connue et que le résidu
soit non nul :

{RUZ)I={F-[K(U™fur=o (2114)

On cherche une approximation{U' } telle que :

{RU)}={RU™+AU")}=0 (2.115)

En effectuant un développement en série de Taylor de I’expression (2.114) au voisinage

de {U"} et en ne conservant que les termes du premier ordre, on obtient :

RU"™+aU" )}~ {RU" )+ %ﬂi_l)}{w "1~0 (2.116)
RU™+aU)i= RU™ K, U fau' =0 (2117)

Ou
R R R S | T T

est la matrice de rigidité tangente. Comparativement a la méthode de Newton-Raphson
standard qui évalue (2.116) a chaque itération, la méthode de Newton-Raphson modifiee

n’évalue la matrice qu’une seule fois au début de chaque pas de chargement offrant ainsi une
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économie considérable en temps de calcul. Cependant, cette derniére méthode nécessite

généralement un nombre d’itérations supérieur pour un méme critére de convergence.

Figure 2-11 Méthode de Newton-Raphson standard

2.3.4.1.1. Stratégie de résolution utilisées
Dans cette partie, nous rappelons les différentes stratégies de résolution adoptées dans

notre présente étude.

La convergence ou divergence de la méthode de Newton-Raphson est trés liée a la
solution initiale. Dans le but de palier a ce probléme, I’application du paramétre de charge
nous permet de subdiviser le chargement total appliqué sur le systéme en plusieurs pas de

chargement de longueur égale ou variable [Tal96].
f(u,}4)=0 (2.119)

Les techniques permettant de passer d’un point solution a un autre et ainsi de
déterminer les courbes charge-déplacement avec la précision souhaitée sont appelées
techniques de pilotages. Les trois techniques importantes programmées dans le bloc non

linéaire intégré a notre code d’élément finis sont les suivantes.

- Lacharge imposée (ou contrdle en charge)
- Une composante de déplacement imposée (ou controle en déplacement)

- La Longueur d’arc imposée

2.3.4.2. Schema dynamique explicite
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Ce schéma traditionnellement utilisé pour résoudre les problemes d’impact a été adapté
a la modélisation de I’emboutissage des toles ([Sha95], [Rac93]). Il est représenté par

I’équation suivante :

[M]{Uj-{R({u})}=0 (2.120)

[M] est la matrice masse, {U } le vecteur des accélérations nodales.

Le cas des procédés de thermo-soufflage peut étre traité en quasi-statique comme un cas
de probléme d’impact. Pour amortir le contact du solide déformable avec le moule et obtenir
ainsi une bonne simulation des déplacements, un fort coefficient d’amortissement est

nécessaire. L’équation (2.120) devient donc :

MG+ [clu - {R{u =0 (2.121)
{Ulet{U} sont les déplacements et vitesses pour t=t, (conditions initiales), [C] la

matrice d’amortissement.

L’équation (2.121) peut se mettre sous la forme suivante :

MU, j+[C]U, }-{R(U, Di=0 (2.122)

1 ol

n—l n_E n n+2 n+1 t

| i U, s

| i AL, i |

I U‘n—1 : Un+1 :

' 2 . 2 '

! : At :
u,-1 U, U,+1

Figure 2-12 Schéma de différences finies

Dans les codes commerciaux de calcul explicite tels que DYNA3D, ABAQUS, PAM-
CRASH, PRONTO3D, le terme de vitesse {Un} de I’équation (2.122) est remplacé par

{U l}au milieu du pas de tempsAt,. Ce changement est préféré pour les problémes avec

amortissement. Cette procédure est plus efficace que le schéma de différences finies
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standards. La précision du schéma n’est pas affectée par ce changement puisque le pas de
temps est généralement petit et le choix d’amortissement n’est pas unique. Pour la

modélisation de notre probléme, nous avons utilisé une matrice [C] proportionnelle a la
matrice masse [M] ([C]=a[M]). L ajustement du coefficient & permet de reproduire la

solution quasi-statique du probleme a partir de I’équation (2.122) en atténuant les effets

dynamiques.

Pour une matrice [C] proportionnelle & [M], le vecteur accélération {U_| est obtenu a

partir de (2.122) :

{Jn}z[M I’ {R}—a{U 1} . ([M] étant prise diagonale) (2.123)
"2
La matrice masse adoptée étant diagonale, sa détermination et son implémentation dans
notre code sera par conséquent explicite.

Le schéma des différences finies centrées permet d’écrire le vecteur vitesse ( Figure

2-12) :
{Uml}z{unl}mg j, | (2.124)

Ainsi, les déplacements au temps t ne dépendent que des variables au temps
précédent :

bty | (2.125)

n+=
2

Le schéma dynamique explicite a I’avantage majeur de remedier aux probléemes de
divergence souvent constatés avec des résolutions implicites. Il présente cependant un certain

nombre d’inconvénients :

- La condition de stabilité impose une limite sur la taille du pas de temps, ce qui
conduit a des temps de calcul relativement lents

- La solution obtenue est souvent qualitative car elle ne vérifie pas a priori
I’équilibre.

2.3.5. Calcul de matrice tangente

La matrice tangente élémentaire peut étre calculée soit explicitement en exprimant la

deuxiéme variation du travail virtuel élémentaire, soit par perturbation. Cette derniére
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technique couramment utilisée est basée sur un schéma de différences finies. Dans notre

travail, nous avons considéré une perturbation centrée. Au niveau d’un élément, la j°™
colonne de la matrice [K, | est obtenue de la maniére suivante :

k|- U110 DR (U )= l5u, ) 0126

26U,

Le nombre de composantes dans {5Uj} est égal au nombre de degrés de liberté d’un
element. Seule la composante de perturbation 6U, est différente de zéro. La matrice tangente

calculée par la perturbation conduit souvent a des résultats numériques aussi bons que ceux

obtenus avec une matrice tangente definie explicitement si la perturbation 6U, est bien

choisie. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle demande plus de temps de calcul, mais
elle permet d’éviter de définir analytiguement la matrice tangente. Elle peut aussi, dans

certain cas, éviter le probléme de singularité numérique au démarrage.
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3 Chapitre 3

3.1. Modélisation du probleme de contact

3.1.1. Introduction

Les problémes de contact sont tres fréguemment rencontrés dans I’industrie. Vue leur
complexite, des travaux scientifiques intenses continuent a étre développés et ce depuis une
vingtaine d’année. Les codes industriels existants tels que ABAQUS, LS-DYNA, MARC,
PAM-CRACH etc., prennent en compte le probléme de contact avec ou sans frottement. Cela

a permis de solutionner un nombre assez vaste de problémes industriels réputés difficiles.

Les difficultés principales du probleme de contact proviennent du fait que les
conditions aux limites liées au contact ne sont pas connues a I’avance et qu’elles dépendent de
la solution (conditions aux limites évolutives). Ainsi, la surface réelle de contact et les
réactions de contact font partie des inconnues du probléeme. En présence des grandes
transformations, les nonlinéarités provenant du contact s’ajoutent aux nonlinéarités

géométriques et matérielles, rendant ainsi la modélisation du probleme trés complexe.

Bien que Signorini ait posé dés 1933 le probleme genéral de I’équilibre d’un solide
élastique linéaire en contact sans frottement avec une fondation rigide, il a fallu attendre les
années soixante pour que Duvaut et Lions [Duv76] proposent les inéquations variationnelles
permettant d’établir I’existence et I’unicité de la solution. Ceci a bien évidemment permis

durant les années 70 a de nombreuses méthodes numériques de voir le jour.

Le calcul variationnel et le développement des techniques numériques de résolution ont
permis de résoudre les problemes de contact les plus difficiles grace a la méthode des

éléments finis.

3.2. Rappel de la définition d’'un probleme de contact

La gestion du contact dans beaucoup de probléemes physiques est en géneral un défi sur
le plan de la simulation numérique. Deux facteurs importants sont a prendre en compte
simultanément : la mécanique des milieux continus des corps déformables et I'interaction

entre les surfaces. Considérons deux solides A et B de contours S, et S, (voir Figure 3-1). A

et B sont en contact si une zone de leur contour est commune.
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0S5,n0S,#<0 (< Représentel’ espace vide)

(3.1)

Un point P de A candidat au contact se projette sur B en P’, particule la plus proche de

P. Nous définissons alors le repere direct (t,,t,,fi)tel que fi soit normal a la surface B en P,

et f et £ soient tangents a cette surface.

Si X et X'sont des vecteurs positions de P et P’ dans le repére global (O, X, Y, Z), le

vecteur position X du point P, exprimé dans le repére local de contact est défini par :

(t)]

=[Qlix-x1 o [QJ=|(t.)
()|

X, X, X

{X}: X, {Xl}z X, {X}: X,
X, X, X,

(3.2)

(3.3)

La coordonnée x_est la distance algebrique entre P et P’. Les réactions de contact sont

ainsi définies a partir des réactions locales par :

R =[o] i =[aT |,

n

Contacteur

Obstacle

Figure 3-1 Cinématique au voisinage d'un point candidat au contact

3.2.1. Approche numérique du contact

(3.4)
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La cinématique du contact peut étre traduite par I’utilisation d’éléments finis simples a
manipuler tels que des éléments linéaires a deux nceuds pour le cas 2D, ou des éléments
triangulaires a 3 nceuds ou quadrilatéres a 4 nceuds pour les cas 3D. Afin d’établir une
formulation du probléme de contact et de frottement, en présence de grandes déformations du
solide et de grands déplacements relatifs, nous examinons les différentes grandeurs

géométriques et cinématiques nécessaires (vecteur normal/tangentiel, distances de pénétration
/glissement...).
Considerons le nceud s d’un contacteur déformable, en contact avec I’élément (1-2)

d’un contacteur rigide, et X°son vecteur position (voir Figure 3-2, Figure 3-3). Nous
commengons par définir un repére local tangent sur I’élément (1-2) de base(t,n). Les

composantes tangentielles et normales de cette derniere dans le repére 2D global sont données
par :

[ - b= { @9

{n}:{_cs} avec L =|X,-X|| (3.6)

Figure 3-2 Référentiel du repére local 2D

Figure 3-3 Référentiel du repeére local 3D
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Afin de permettre un retour a la frontiere des nceuds « esclaves » se trouvant dans le
zone élémentaire « mattre » (2°™ corps solide), deux grandeurs cinématiques sont nécessaires
et devront en conséquence étre calculées. 1l s’agit de :

- la distance de pénétration {xn}du nceud s (en anglais: normal gap) a travers

I’élément (1-2) pour les cas 2D ou a travers une surface dans le cas des problemes purement

3D. Celle-ci s’exprime dans le repére local comme suit :

1% )=(Xs = X,)in) (37)
- la distance de glissement relatif {x } des deux corps dont la démarche de calcul suit

les étapes suivantes :

(1) les positions X, , et X, du nceud s respectivement aux instants t et t (voir

Figure 3-4 et Figure 3-5) sont calculées dans un premier temps

(2) le point d’intersection P™ du vecteur X, X, avec le segment (1-2) ou la surface (1,

2,3,4) est ensuite déterminé

Pi—l

Figure 3-4 Etat Local 2D
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Figure 3-5 Etat Local 3D

La distance de glissement {x, } s*écrit ainsi :
{x J=(X°= X"t} ; (X":Coordonnée du point P") (3.8)

La projection de la différence X°— X"sur le segment ou la surface, représente le

glissement du nceud (s) sur le segment ou la surface.

Enfin, une coordonnée curviligne normalisée du point p, notée &, devra également étre

définie pour permettre de tester si le nceud s a pénétré ou pas a travers le segment (1-2) :

& =%<XS—X1>{t} avec 0<&<1 (3.9)

3.2.2. Lois de contact

Le contact entre deux solides implique qu’a tout instant, le solide A est a I’extérieur du
solide B et inversement. Cette condition d’impénétrabilité entre les solides implique
I’existence d’efforts de contact agissant sur ces deux solides au niveau des surfaces en
contact. D’apres le principe d’action et de réaction, ces efforts sont égaux et de sens contraire.
Les composantes normales de ses efforts ne doivent exercer que des efforts de compression
pour satisfaire le principe de non adhésion des surfaces, et les composantes tangentielles

doivent satisfaire la loi de frottement.

Le contact unilatéral s’exprime alors dans le repere local (ﬁ,ﬁ) par les conditions

suivantes :
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Glissement
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8 Adhérence
Non contact
X, X
Glissement
arriere

Figure 3-6 Graphes de contact et de frottement
* Impénétrabilité

Chaqgue particule du contacteur A reste a I’extérieur de I’obstacle B, ce qui donne dans
le repére local la relation suivante :

n (3.10)
* Etat de contact

Lorsqu’une particule est en contact avec la surface de I’obstacle, elle ne doit pas coller.

Autrement dit, la réaction normale r_exercée sur le contacteur par I’obstacle doit toujours étre

dirigée vers I’extérieur de I’obstacle :

X =0 =1 >0 (3.11)

* Etat de non contact

Lorsque la particule est a I’extérieur de I’obstacle, la réaction r_est nulle :

X,=0=r,=0 (3.12)

Les lois énoncées précédemment peuvent étre représentées par les conditions de
Signiorini [Sig59], exprimées sous la forme suivante :

X,20, r,=0 et x,r,=0 (3.13)

3.2.3. Lois de frottement (Modeéle de coulomb)

Dans la littérature, il existe plusieurs lois de frottement qui permettent la modélisation
des probléemes de contact avec frottement. Le modele le plus utilisé est celui de coulomb
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[Cou85], ou le cisaillement limite est proportionnel a la pression normale (Figure 3-6). Ce
modele est rencontré dans plusieurs problémes physiques, notamment dans la mise en forme

des métaux ou des corps de plastique creux. Il exprime un coefficient de frottement # comme

le rapport de I’effort tangentiel a I’effort normal exercé par un solide sur I’autre. Dans le

repére local, la loi de frottement s’exprime alors sous la forme suivante :

r|<ur,

14
- an s .

Avec X la composante tangentielle du déplacement relatif de P sur B et (rn,rl) les

composantes normale et tangentielles des réactions de contact.

D’autres lois basées sur un modéle non local, ou sur le modele de Tresca (Figure 3-7)
ou le cisaillement limite est indépendant de la pression normale, sont utilisées aussi en mise

en forme de metaux. Elles expriment une relation linéaire entre la réaction tangentielle r et la

réaction normale limite d’écoulement r, , soit :

h X
r=—m-e X (3.15)
J3 x|

m est le coefficient de frottement de Tresca. La réaction tangentielle r, est supposee
indépendante de la réaction normaler .

A

t Coulomb

i

Tresca

»
»

Figure 3-7 Modele de frottement : Tresca, Coulomb

La mise en ceuvre du modeéle de Tresca reste aisée du fait de la simplicité de son
écriture en comparaison a la loi de frottement de Coulomb qui est plus élaborée dans sa

définition. En revanche cette derniére présente I’avantage de mieux représenter de nombreux



Chapitre3 Contact et Algorithmes de Recherches 61

phénomenes de contact, notamment ceux rencontrés dans le contact entre métaux. La loi de

coulomb est retenue pour notre travail pour la modélisation du frottement.

3.3. Meéthodes numériques de gestion de contact

Les lois de contact et de frottement peuvent étre décrites sous plusieurs formes. Elles se
traduisent par des inéquations non linéaires. Les principales difficultés liées a la résolution du
probléme de contact proviennent des conditions aux limites évolutives qui dépendent de la
solution du probleme d’équilibre de la structure. Plusieurs méthodes numériques permettent
de résoudre le couplage entre les inégalités de contact et les équations d’équilibre. Elles
peuvent étre classées en trois catégories suivant la procédure utilisée pour évaluer les

réactions de contact.

3.3.1. Méthode de programmation mathématique

Dans cette méthode, les conditions de contact sont introduites comme des contraintes
dans la minimisation de I’énergie potentielle du systeme. La solution est obtenue par la
minimisation de la fonctionnelle a I’aide de techniques d’optimisation. L’efficacité de ces
méthodes est encore controversée. Elles restent cependant peu utilisées dans les codes de

calcul commerciaux.

3.3.2. Méthodes directes

Dans ces méthodes, les conditions de contact ne sont pas introduites explicitement dans
la formulation variationnelle du probléeme [Wro94]. Le probléme de contact et le probleme
global sont résolus séparément. Les réactions de contact sont calculées a priori, puis
introduites dans les équations d’équilibre discrétisées, en tant que forces externes
supplémentaires connues. Ces méthodes ont I’avantage d’étre faciles a implémenter dans un
code de calcul, de légéres modifications sont apportées a I’algorithme de résolution par
rapport au cas d’un probleme sans contact. Ces méthodes permettent également de satisfaire
exactement les conditions de contact. En revanche, elles sont plus colteuses en temps de
calcul. La méthode de flexibilité, initialement développée par [Fra75] pour le contact
élastique sans frottement, est également une méthode directe que plusieurs auteurs ont
adoptée et étendue aux problemes de frottement avec contact. Nous citons en particulier
[Sac81] et Jean [Jea88].
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3.3.3. Méthodes des rigidités

Dans ces méthodes, les conditions de contact sont introduites explicitement dans la
formulation variationnelle du probleme. Parmi ces méthodes, nous distinguons la méthode
basée sur les multiplicateurs de Lagrange [Bat88][Ber84] dont le principe consiste a
introduire des multiplicateurs de Lagrange pour satisfaire les conditions de non
interpénétration des nceuds décelés. Cette méthode peut conduire a une matrice tangente
globale singuliére. En revanche cette méthode a I’avantage de vérifier exactement les

conditions de contact et de frottement.

Nous distinguons également la méthode de pénalité [Per92] [Hun93]. Cette méthode
par sa simplicité et en absence d’inconnues supplémentaires reste la plus utilisée. Elle
présente I’avantage de s’implémenter facilement dans les codes de calcul. Cependant le choix
des coefficients de pénalisation peut étre un facteur d’imprécision lors de la résolution et peut
conduire aussi & un mauvais conditionnement de la matrice tangente globale. Cette méthode a
été retenue pour la modélisation de notre probleme. Son implémentation sur le plan

numeérique sera décrite dans la suite de ce chapitre.

Une autre méthode basée sur une combinaison des multiplicateurs de Lagrange et de la
méthode de pénalité est appelée « méthode du Lagrangien perturbé » [Sim85] [Ju88]. Celle-ci
peut étre considérée comme une amélioration de la méthode de pénalité, évitant ainsi

I’utilisation de coefficients de pénalité trop grands.

3.3.3.1. Meéthode des multiplicateurs de Lagrange

Cette méthode a été utilisée par Bathe et al.[Bat88] pour étudier les problémes de

contact avec frottement. L’introduction des multiplicateurs de Lagrange A,et A, dans I’écriture

des équations d’équilibre du solide conduit a un systeme linéarisé de la forme :

AX |:int I:ext I:cnt
([KT ]+ [Kc]) Adyt==1 0 (=9 0 7 G, (3.16)
AL 0 0| |G
X7t =x 4+ AX

A4 4 AL
A3 1AL
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G, etG, sont respectivement les vecteurs contenant I’ensemble des distances normales

x, et des distances de glissement tangentiel relatif x entre les solides en contact.

Dans la méthode des multiplicateurs de Lagrange, A, et A représentent des réactions

normales et tangentielles. Ces reactions sont calculées de facon a supprimer les

interpénétrations X, et les glissements relatifs x dans le cas du contact adhérent. Elles sont

considérées comme inconnues a part entiere comme les déplacementsAx. La forme de la

matrice tangente de contact peut s’écrire [EIM89]:

2K, +K,) e e
K= D¢ 0 0 (3.17)
>t 0 0
Remarquons |’apparition des zéros sur la diagonale de la sous matrice tangente
correspondant aux variables A, et A, . Ces zéros posent des problémes de conditionnement de
la matrice de rigidité tangente et peuvent faire apparaitre des pivots nuls au cours de la

résolution (étape de I’élimination de Gauss).

La méthode des multiplicateurs de Lagrange a I’avantage de vérifier exactement les
conditions de contact et de frottement. Par contre elle présente I’inconvénient d’augmenter le

nombre d’inconnues et exige I’utilisation des méthodes de résolution appropriées.

3.3.3.2. Meéthode de pénalite

La méthode de pénalité consiste a introduire les réactions de contact dans la résolution
du probléme global comme des fonctions explicites des déplacements nodaux inconnus :

{R({u)) = {Fe (fu))i— {Fin () + {Fen (fu)} = 0 (3.18)

{Fcni} : réactions de contact déependant des modeles de contact et de frottement.
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A A
r, ‘
Glissement avant
Hr,
o
£ Non contact
5 K, onco k | Adhérence
O
i _Xn xn "
X, X,
Glissement arriére
—ur,
Figure 3-8 Réactions normales de contact Figure 3-9 Réactions tangentielle de contact

La résolution de I’équation par un schéma itératif nécessite la différentiabilité des
réactions de contact par rapport aux déplacements. Afin d’assurer cette différentiabilité (par
morceaux).

Les coefficients ket k, sont les coefficients de pénalisation. Ils représentent la rigidité

de ressorts fictifs orientés dans la direction normale et tangentielle du repere local de contact.
Les valeurs de ces coefficients résultent d’un compromis: elles doivent étre a la fois
suffisamment grandes pour assurer la non interpénétration, mais modérées pour éviter un

mauvais conditionnement de la matrice tangente.

Une estimation optimale de k, est donnée par Wrigger et Taylor en 1984 [WNO84].

Elle est calculée a partir de la précision de I’ordinateur ¢ (¢ est le plus petit chiffre qui vérifie

(1+e>1), du nombre total d’inconnues n et de la plus petite rigidité k1 des éléments voisins des

particules en contact :

(3.19)

La prise en compte de la loi de contact dans les équations d’équilibre globales
s’effectue selon le schéma de résolution de ces équations. En général I’état de contact est
verifié pour tous les nceuds candidats au contact. Les réactions de contact et les termes de

pénalité sont estimés uniquement pour les nceuds qui ont violé I’état de contact.

L’un des inconvenients de la méthode de pénalité est qu’elle ne satisfait les conditions

de contact qu’approximativement, car elle tolere des interpénétrations de I’ordre de
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x =—r /k et des distances de glissement (cas du contact adhérent) de I’ordre de

X, =—Tr,/k . De plus son utilisation est délicate sur le plan numerique.

En raison de sa simplicité de mise en ceuvre, la méthode de pénalité a été adoptée dans

la présente étude.

3.3.3.2.1. Schéma de type quasi-statique implicite

Lors de la résolution du probleme d’équilibre par un schéma de Newton-Raphson, nous

effectuons une analyse des positions des nceuds candidats au contact a chaque itération afin de

déterminer le statut de chacun, et on évalue les quantités suivantes :
Reéaction normale :
S x,20 noncontact = r,=0
S x,<0 contact = r,=K, X,
Réaction tangentielle :
W ST Réaction Critique
r, = k, X, Réaction Tangentielle

L représente le coefficient de frottement

S |r|<r, ~ contactadhérant =r, =k X

S |r|>r_  contactglissant =, =t al

Leri )(t |

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

La contribution des reéactions d’un nceud de contact dans le résidu d’équilibre global

s’écrit :

AECIM

Les matrices tangentes de contact sont évaluées de la maniere suivante :

k 0 0

[K,.]'=[Q]|0 k 0|[Q] =contact adhérent

0 0 Kk,

(3.26)

(3.27)
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[KeI'=[QT

o O O
o O O

0
0 |[Q] =contact glissant (3.28)
kn

Avec [Q] la matrice de passage du repére local au repere global. Dans le cas 2D, elle

s’écrit comme suit :

2?;} _ {Z B } (3.29)

c et s sont les cosinus directeurs du vecteur normale définis dans I’équation. Les

[o]{

quantités {F,.J" et [K_]" sont relatives & un nceud. Elles doivent étre assemblées dans le

cnt

vecteur residu global et la matrice tangente globale. La matrice [Q] pour le cas 3D prend la

forme suivante :

n lp Iy (3.30)

3.3.3.2.2. Schéma du type dynamique explicite

Dans la résolution des probléemes par un schéma de type dynamique explicite, nous
effectuons une analyse des positions des nceuds candidats au contact a chaque pas de temps
afin de déterminer le statut de chaque nceud candidat au contact. Nous exposerons dans la
suite les différentes étapes nécessaires au calcul de la correction des déplacements et des

réactions a imposer en un nceud pour prendre en compte le contact.

Le calcul des réactions normales et tangentielles s’effectue de la méme facon que le
schéma implicite. Au niveau des déplacements normal et tangentiel, les corrections

s’effectuent de la fagon suivante :

u,=-x, déplacement normal (3.31)

n

s le contact est adhérent U =—X

. : X, (3.32)
s lecontact est glissant utzrt_—H
cri X
t

Dans le repére global, nous obtenons :

.. =[Qf {E} (3.33)

t
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3.3.3.3. Meéthode du Lagrangien perturbé

La méthode du lagrangien perturbé est une combinaison de la méthode de pénalité et de
la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Son utilisation peut étre considérée comme une
amélioration de la méthode de pénalité car elle évite I’utilisation de coefficients de pénalité
trop grands. Cette méthode a été utilisée par Simo et al (1985) [Sim85] pour étudier des
problémes de contact sans frottement et généralisée par Ju et Taylor [Ju88] pour étudier des
problémes de contact avec frottement. Ces deux auteurs distinguent le cas du frottement

adhérent et le cas du contact glissant.
Le systeme d’équations d’équilibre linéarisé s’écrit :

Cas du frottement adhérent :

A X Fint F I:cnt
1
([KT]+[KC]) Ay ==9 0 (=30 o+ —k—ﬂnGn (3.34)
A4 0 0 i
_Eﬂth
X" =X+ AX
Ar=2 +AA
A=A +AA
Cas du frottement glissant :
FCFI'[
AX F F 1
K, |+[K =—¢ ML Z 1 G
([T][c]){Mn} {0}{0} G (335
X" =X + AX
At=2 +AL

Une analyse géométrique des positions de tous les nceuds ‘s’ candidats au contact

permet de calculer les distances de pénétration x_et les distances X, de ces nceuds.

Les réactions normales et tangentielles sont évaluées alors par :

rr=k x, et r=Kkx (3.36)
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La matrice tangente de contact proposée par Ju et Taylor pour le du frottement adhérent
s’écrit :

2K +K) D X

o 1
[Kc]: ch _k_ Id O (337)

n

>t 0 —%Id

|4 est la matrice Identité et pour le cas du frottement glissant

(K +Ky) (e —usign(x)c)
K. ]= e 1 (3.38)

n kn d
3.4. Algorithme de recherche :

3.4.1. Introduction

Les problémes de contact ont suscité une attention croissante vu leur importance et leur
complexité. L’analyse de ces problémes en dynamique explicite ou en implicite est une
question clé nécessitant un calcul de forces de réactions des nceuds entrant en contact entre le
solide et le moule. Pour les problemes simples, la localisation de ces nceuds est une tache
insignifiante. Cependant, pour certains problemes de grande complexité de type Crash
d’automobile, d’emboutissage des tdles, de forgeage ou de thermoformage des composites, ce
calcul est d’une importance capitale. L algorithme de recherche des nceuds potentiels rentrant
en contact doit avoir le compromis entre efficacité et rapidite, afin d’éviter une recherche
inutile des nceuds non candidats au contact. Une grande variété d’algorithmes de recherche
existants se basent sur une recherche globale en premier lieu et ensuite sur une recherche

locale plus fine (voir Figure 3-10).
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Recherche Globale ]

{ Pré-contact
N

Recherche Locale

Recherche de
Contact - N
Recherche Globale

\(Toujours négligée) )
{Post-contact ]—
P

Recherche Locale
| (Contact avec glissement)

Figure 3-10 Subdivision de la recherche de contact

Le premier algorithme permettant de faire sortir les nceuds « maitre » et « esclave » ,
dans le cas des probléemes 2D et 3D, a été établi par Hallquist [Hal93]. 1l est basé sur la notion
de Bucket-sorting (triage de boites). En 1994, Oldenbourg et Nilsson [Old94] ont simplifié
I’algorithme précédent en ramenant la recherche de trois dimensions a une seule dimension,
grace a une approche appelée « position code » permettant de codifier tous les nceuds en
fonction des positions des nceuds et des numéros de boites circonscrites. Cette technique a
permis de simplifier la recherche des zones de contact en examinant la « position code »
(position codifiée des nceuds) de chaque nceud, aprés un tri binaire au préalable. En utilisant

cet algorithme, le codt de la recherche globale se trouve ainsi réduit a (N Log, N) opeérations

de permutations. Il n’en demeure pas moins que le processus de recherche globale est peu
efficace. Pour I’améliorer, Zhong [Zho96] a proposé I’algorithme unifié en combinant la
technique de « position code » avec une approche labellisée « HITA » (Hierarchy Territories
and Contact Territories). En 1998, Munjiza et al. [Mun98] ont proposé I’algorithme de
recherche NBS (No Binary Search) pour traiter les problemes a grande échelle, avec un temps
de recherche proportionnel a N opérations mais valable uniquement pour les objets de taille
similaire. D’autres méthodes de recherche de contact, basées sur la théorie des graphes
informatiques ont également vu le jour. Nous citons en particulier la méthode K-d [Fja98] ou

la méthode des cellules [Wie03] qui ft implémentée avec succes.

Bien que ces méthodes et/ou algorithmes, proposés et développés pour la recherche
globale, restent dans leur globalité assez efficaces, il n’en demeure pas moins que des
algorithmes efficaces pour la recherche locale de contact restent assez peu développés

[Wan97]. La recherche locale est employée pour déterminer avec précision si oui ou non un
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nceud esclave est en contact. Les algorithmes de contact local disponibles dans la littérature
sont basés sur I’algorithme dit « de nceud a segment » ou de « nceud a surface » [Hal85], a

I’exception de I’algorithme de PinBall [Bel91].

La méthode de Newton Raphson est souvent employée pour déterminer les distances de
pénétration du nceud « slave » a travers le segment « master ». Dans la plupart des problémes

avec contact, le nombre d’itérations peut augmenter fortement pour des valeurs de tolérance

petites (inférieurs a 10° - test d’arrét-), ou dans le cas ou la géométrie du segment « master »
présente des angles vifs. D’ailleurs elle est instable dans certain cas quand les nceuds
candidats sont en face de plusieurs segments [Wan97]. Pour améliorer I’algorithme de « nceud
esclave / segment master », Wang [Wan97] a proposé I’algorithme « Intérieur-Extérieur »
(Inside-Outside). Celui-ci est base sur I’orientation des vecteurs normaux portés par I’élément
« master » et par la trajectoire du nceud « slave » entre I’itération i et i+1. Cette méthode est
jugée rapide car aucune itération n’est ajoutée. Cependant, des problemes peuvent surgir au
bord entre deux segments ou entre deux ou plusieurs surfaces bilinéaires appelées « zones

d’angle mort », car il n’y a plus de continuité de la normale entre deux segments.

Les zones d’angles morts sont les points faibles des algorithmes de recherche locaux.
Pour surmonter ces difficultés Ju [Ju98], a proposé un algorithme de recherche locale qui
élimine les angles vifs en faisant un lissage des points des segments a I’aide de splines
cubiques. Ulaga [Ula99] a proposé, pour les mémes raisons, une autre technique de lissage
mais avec des splines d’Overhauser. Ces deux derniers algorithmes utilisent des splines
spéciales et offrent une bonne continuité de la normale et de la tangente ; ils peuvent laisser
glisser un nceud dans de bonnes conditions, mais ne peuvent étre employés que pour le cas

bidimensionnel.

Pour augmenter par exemple la représentation de la modélisation des tbles embouties en
trois dimensions, Shimizu [Shi95] a utilisé les B-splines. Hallquist [Hal95] a utilisé une base
de données CAQ pour représenter et decrire la surface de I’outil (rigide), de sorte a obtenir la
plus grande exactitude du dessin cad une amélioration meilleure de la recherche de contact.
Mais ces deux méthodes donnent seulement une bonne représentation des surfaces de I’outil.
Afin de surmonter les inconvénients des algorithmes recherche locaux de type « nceud-a-
segment », Belytschko et Neal ont proposé un autre concept qui est I'algorithme de PinBall
[Bel91]. Ce dernier présente quelques avantages intéressants car aucun calcul supplémentaire
itératif n’est ajouté pour détecter la pénétration entre deux surfaces de corps distincts. Elle est
obtenue par interpénétration de deux boules sphériques. L’algorithme de pinball pouvait étre
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tres attrayant théoriquement, mais certaines incertitudes géométriques le handicapent lorsque
on le test sur des géometries réelles présentant certaines formes complexes. En combinant les
avantages des algorithmes « nceud-a-segment » et « Pinball », Papadoulos et Taylor [Pap93]
ont proposé un algorithme modifié sur le méme concept qu’ils ont nommeé le triage sphérique
«spherical sorting algorithm». Whirley a utilisé I’algorithme du pinball et I’approche par tubes
pour simuler les contacts de « nceud-a-nceud » et de « nceud-a-segments » [Whi94]. Mais la
possibilité de solutions multiples du contact d’un noeud par plusieurs segments affecte
I’efficacité de la recherche de contact. Heinstein et al. [Hei99] ont pu développer un
algorithme de recherche de contact global capable de traiter le contact impact (Crash de
voiture). 1l a été implementé sur le Logiciel PRONTO 3D. Celui-ci fait partie des algorithmes
de recherche de contact basés sur la technique « bucket sorting ». Une formule permet ainsi de
calculer le code des boites sans limite, ce qui distingue I’algorithme de celui Zhong (position
code). Un autre avantage, le triage particulier des boites permet de localiser la rangée de
boites la plus petite sur les trois axes X,y,z et de traiter le contact local que sur cette liste,
offrant ainsi un gain de temps non négligeable. L’algorithme de recherche de contact
développé dans notre these repose sur cette technique avec un algorithme de recherche local
nouveau qui se base sur le produit des positions géométriques du nceud « slave » avant et

apres avoir traverse un plan « master ».

Un des récents travaux sur la recherche de surfaces de contact est celui de Fujun-Wang
et al.[WaFO01]. Ils ont proposé un algorithme de recherche local se basant sur les surfaces a
forme libre (FFS) «free-formed-surface». Celui-ci est destiné a traiter le contact
tridimensionnel ou les surfaces de contact sont approximées par des surfaces de formes libres
faisant partie des surfaces Bi-Spline sans conditions de frontiére. Les géométries surfaciques
obtenues sont plus douces et plus précises ; ce qui permet d’améliorer localement la recherche
de contact. L'équilibre entre l'efficacité et I'exactitude de la recherche de contact peut étre

obtenu facilement en augmentant les niveaux de subdivisions.

3.4.2. Recherche globale

Dans les sous-sections précédentes, nous avons décrit I’essentiel des ingrédients
permettant le calcul des forces de contact. Cependant les algorithmes de recherche de contact
sont ceux qui permettent de trouver des zones potentielles de contact (interférence de
maillage) et s’il y a lieu d’introduire ou non les forces de contact s’exercant entre les deux

corps. Le probléme du contact est surtout de nature géométrique et s’il nous parait
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extrémement facile de déterminer si deux maillages interferent, la modélisation de cette
interférence et surtout sa rapidité de traitement s’avere particulierement complexe. Les
algorithmes de recherche de contact sont d’une importance capitale dans le succés de la
modélisation d’un probléme de contact. La littérature est trés pauvre a ce propos.
L’expérience a montré que sur certaines simulations, ils peuvent représenter plus de la moitié
du temps CPU total. Nous pouvons citer les travaux de Belytschko et Nied [Bel91] qui ont
développé un algorithme de recherche globale sous le nom de ‘PinBall algorithm’ qui consiste
a insérer des sphéres dans des éléments qui sont connectés aux nceuds comme le montre la
(Figure 3-11). Ces spheres sont centrées aux barycentres des mailles et ont le volume de ces
dernieres. La detection des pénétrations devient alors tres simple : il suffit de comparer la
somme des rayons a la distance entre les centres des deux sphéres pour savoir si les deux
éléments interférent. Les forces de contact sont alors calculées de fagon approchée gréce a une
technique de pénalisation. 1l existe d’autres techniques de recherche des zones de contact, qui
permettent d’éviter un balayage systématique de I’ensemble des nceuds a chaque pas de
temps. Le principe repose sur un découpage de I’espace a I’aide d’un maillage virtuel. Des
listes d’objets contenant des nceuds dans chaque zone sont mises a jour a chaque nouvelle
introduction d’objet. La structure la plus simple est la grille réguliere recouvrant le domaine.

Chaque case de grille est indexée par un entier. Cette structure est décrite sur la Figure 3-12.
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Figure 3-11 Technique de Pinball
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Figure 3-12 Maillage virtuel d'un domaine plan.
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Figure 3-13 Maillage virtuel d'un domaine 3D

3.4.2.1. Algorithme de recherche de contact base sur la hiérarchie de
contact
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Cet algorithme a été développé a I’université de Linkdping en suede par Zhong en 1989
[Zho89]et unifié en 1996 [Zho96]. Il est basé sur la hiérarchie de contact et permet une

recherche automatique des zones potentielles de contact.

3.4.2.1.1. Territoire hiérarchique de contact

Pour avoir une efficacité des zones de contact a rechercher, on introduit la notion du
territoire hiérarchique du corps de contact [Zho89][Zho96]. Ce territoire est défini comme une
boite englobant un maillon de la hiérarchie du solide. Ainsi, nous associons un territoire pour
chaque hiérarchie Figure 3-14. Dans le cas d’une surface de contact, le territoire hiérarchique
de contact est déterminé par 4 points. Soit T le territoire hiérarchique pris comme exemple

d’une surface de contact et x =(i =1, N) le vecteur position d’un nceud de contact i dans une

hiérarchie de contact. Le territoire hiérarchique est défini comme suit :

T={x, X)X < % < X -12] (3.39)

Ou x,, X, sont les composantes cartésiennes du vecteur position X..

X =min(x, ..., x")
Ximax - max(xi1, Xizw - X,N) (340)

PN

Surface de contact Elément de contact
O
Aréte de contact Noeud de contact

Figure 3-14 Territoire hiérarchique de contact

Pour une recherche efficace des nceuds de contact, nous introduisons la notion du

territoire hiérarchique élargi dans I’équation (3.39) qui s’exprime par :
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e o

E,, est un paramétre définissant le territoire élargi.

3.4.2.1.2. Territoire de contact
Nous associons a chaque segment maitre un territoire de contact fonction de deux

tolérances C et C,(leurs valeurs sont fixés par I’utilisateur) et qui s’exprime dans le cas

bidimensionnel sous la forme suivante (voir Figure 3-15) et tridimensionnel (voir Figure
3-16).

(3.42)

expanded territory

Figure 3-16 Territoire de contact 3D

3.4.2.1.3. Procédure de recherche de contact
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La procédure de recherche de contact consiste a trouver une zone commune entre deux
territoires hiérarchiques élargis T,et T,(voir Figure 3-17 ) qui se traduit par la relation

mathématique suivante :
T={0x,%)| xX™ <x <x™i=12 (3.43)

Xi*min — max()jl:ai: , Xi2min ) (344)

Xi*max Zmin(Xi ’XiZmax)

Une variable logique L est définie par :

Avec

L=L, UL, (3.45)
Avec Lo=x™ < x™ 5 L=x""< ™ (3.46)

Si I’opérateur logique L est vrai, ceci implique I’existence d’une zone potentielle de
contact. Ainsi nous retenons uniquement les nceuds esclaves et les nceuds maitres appartenant

a cette zone commune, dite zone potentielle de contact

Zone commune

de contact _\

) \
\—Territoire de contact

\_ Territoire hiérarchique

\\ Elargi de contact

Corps de contact

Figure 3-17 Zone commune de contact

Nous considérons maintenant des éléments du niveau inférieur de la hiérarchie. Pour
chaque nceud esclave appartenant a la zone potentielle de contact, nous cherchons son plus
proche voisin parmi les nceuds maitres potentiels (Figure 3-18). Nous associons au nceud
esclave consideré I’élément maitre le plus proche en déterminant sa projection sur le segment

& pour le cas 2D par le biais de la relation (3.9) ou la projection sur la surface pour le cas 3D.

Ainsi deux cas se présentent :

-soit I’équation (3.9) est vérifiée, et dans ce cas I3, trois configurations se posent :
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- le nceud se trouve a I’intérieur du territoire de contact et il est déclaré en
contact ;

- le nceud se trouve au dela de la tolérance Cet il est considere libre ;

- le nceud se situe en dessous de C et il est dit pénétré. Un algorithme de
résolution de type pénalité est mis en ceuvre.

Nceuds esclaves

[\ Territoire hiérarchique élargie
o Du segment de contact
y
o
o
o] 7 lE,

/ t

Elément maitre

Figure 3-18 Définition du territoire élargi hiérarchique d'un élément maitre

- soit la projection n’est pas concluante, nous élargissons la recherche aux éléments

Voisins.

1 Segment de contact

Figure 3-19 Extension de la vérification aux éléments voisins

Les conditions seront testées uniquement pour les nceuds esclaves qui, a I’étape
considérée, se trouve a I’intérieur des territoires hiérarchiques élargis des éléments maitres
consideérées, se trouvent a I’intérieur des territoires hiérarchiques élargis des éléments maitres
potentiels. Ces nceuds seront déclarés comme actifs. Cette procédure permet d’éliminer les

nceuds potentiels de contact inactifs qui seront temporairement ignorés dans les calculs.

L algorithme de recherche de contact doit étre capable de gerer des situations ambigués

qui peuvent se produire lors de la procédure de recherche de contact :

- le nceud est libre ou en contact se trouve en face d’un angle mort, et ne possede
aucune projection sur les éléments maitres proches, dans ce cas-la deux
situations se présentent :
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- le nceud est libre ou en contact (Figure 3-20 a). Ainsi, nous lui associons le
nceud maitre le plus proche, et un des éléments maitres connectés au nceud
maitre le plus proche;

- le nceud est en pénétration (Figure 3-20 c¢) et dans ce cas nous lui associons
I’élément maitre le plus proche dont la distance du point candidat et de sa
projection sur celle la plus grande :

X, =max(x, , X,) (3.47)

- Le nceud esclave actif libre, en contact ou pénétrant, est en face d’une vallée et
possede donc plusieurs projetés sur des éléments maitres (Figure 3-20 b,d) dans ce cas, nous
lui associons un des éléments maitres le plus proche dont la distance du point candidat et sa

projection sur cet élément est la plus petite :

x, =min(x,,,%,,) (3.48)

(a) Noeud de contact en (b) Nceud de contact en
face d’'un angle mort face d’'une vallée

/0
/S (s)
1 (d) Nceud de contact pénétrant une

(c) Nceud de contact penétrant une surface a travers une vallée
surface a travers un angle mort

Figure 3-20 cas ambigus de trajectoires rencontrés en 2D

3.4.2.1.4. Fréquence de recherche des nceuds de contact

Sur la Figure 3-21, Zhong [Zho94] montre que sans I’élargissement du territoire
hiérarchique de contact, la partie hachurée du territoire de contact déborde vers I’extérieur et
par conséquent, le nceud esclave de contact dans la zone hachurée est temporairement inactif.
Pour y remédier, nous élargissons suffisamment le territoire hiérarchique pour contenir la

zone compléete du territoire de contact comme indiqué sur la figure. Cette procédure
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d’élargissement permet également d’associer un nceud de contact a un segment méme si ce

dernier se trouve a une certaine distance du territoire de contact.

Territoire hiérarchique élargi du

segment de contact \

'\ Territoire hiérarchique Eep
de contact v

Territoire de contact

Figure 3-21 Territoire élargi de contact et fréquence de recherche

Lors de la mise en forme par soufflage ou thermoformage, les zones potentielles de
contact changent considérablement de taille en cours de la simulation. Les grandes
transformations entrainent de nouveaux nceuds candidats au contact et une augmentation des
nceuds actifs. Cependant, ce changement n’a pas forcement lieu a chaque pas de temps, d’ou
la nécessite d’établir une fréquence de recherche des zones de contact. Cette derniere dépend

du coefficient de I’élargissement du territoire hiérarchique Eg et d’un incrément de

déplacement maximum d’un nceud esclave de contact.

3.4.3. Algorithme de recherche de contact proposé

Dans cette section, nous allons présenter I’algorithme de recherche de contact a deux et
trois dimensions implémentées dans notre code de calcul. L algorithme de recherche globale
est basé d’une part sur les travaux d’Heinstein et al [Hei00] et, d’autre part, sur un algorithme
de recherche locale que nous avions developpé dans cette étude doctorale ; il sera présenté en

détail dans les sections suivantes.

Afin de remédier a la nécessité de localiser les nceuds candidats au contact d’une
maniére arbitraire, une stratégie globale est adoptée. Elle est définie a travers les étapes

suivantes :



80

Contact et Algorithmes de Recherches

- Initialiser le vecteur (nbox) qui contient les numéros des nceuds dans chaque

boite.

- Trouver le code Bi pour chaque nceud

- Stocker les codes de tout les nceuds i dans un vecteur (Ibox) : Ibox (i) = Bi.

- Incrémenter le conteur pour les codes de telle sorte : nbox (Bi) = nbox (Bi) +1

- Calculer le pointeur de chaque code j dans une liste de nceuds
- npoint (1) = 1, npoint(j)= npoint(j-1)+nbox(j-1)

- Initialiser nbox a zéro

- Trouver les nceuds esclaves en accord avec les numéros de code dans une liste

(ndsort).

- Ndsort (nbox(Ibox(i)) + npoint(lbox(i)))=Inbox (lbox(i))=nbox(lbox(i))+1

Le code de chaque boite est déterminé par I’expression (3.49)

Le code est :

B =(S, -1)s, S, +(8, -1)s, +$;
Avec .

SX =int [( Xnax ~ Xmin )/bS]+1

SY = int [( Yimax ~ Ymin )/bs]+1
SZ = int [( Zax ~ Znin )/bS]+1

Le découpage qui contient n’importe quel nceud est calculé comme suit :

S;( =int [(XI _Xmin )/bS]+l
S\i( = int [( yi _ymin )/b8]+1
S, = int[(Z — 2, ) /s ]+1

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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(éin ’n}/ax ’mzy)
position
//code Bi
P
y
s x .,y .z)
y max min min
z X SZ
x .,y ,z1)

min ‘min  max i

X

Figure 3-22 « Position code » de la boite en fonction des Si xyz contenant le nceud

La collecte des nceuds esclaves avec leur surface maitresse potentielle est déterminée
comme sulit :

- Construction d’un territoire élargi pour chaque surface maitresse (Figure 3-22).

- Détermination des codes des nceuds des surfaces maitresses dans le territoire
élargi.

ibox,, =min(S, ,int((xc, ., — X, )/ bs)+1) (3.52)
)

XC,i, etxc., sont les extrémiteés de la boite élargi dans la direction des x, de méme

qQue YCpin » YCrmax » ZCmin €t ZC,.., dans leur directions respectives.

- Identification des code de chaque boite éelargie en déterminant les rangées dans
les 3 directions x, y et z.
Loop fromibox=ibox,,, to ibox,,,
Loop from jbox = jbox,, to jbox..,
Loop from kbox = kbox_,,, to kbox_ ..

B, = (kbox-1)S,S, +( jbox—1) S, +ibox (3.53)
End Loop
End Loop

End Loop



82 Contact et Algorithmes de Recherches

Tous les codes des nceuds calculés dans I’étape 3 sont potentiellement en mesure

d’interagir avec la surface maitresse.

3.4.4. Le tri binaire

Le tri binaire consiste a faire trier les coordonnées des nceuds suivant les trois directions

(x,y,z) par des algorithmes de tri tres performants de I’ordre (N Log, N) opérations de

permutations. Ceci permet d’établir d’une part une base de données de trois vecteurs qui
contiennent les numéros des neceuds, et d’autre part trois autres vecteurs qui contiennent les
pointeurs des nceuds en fonctions des tris effectués précédemment. Pour chaque surface
maitresse, on établit la liste des nceuds identifiés par I’algorithme de recherche a I’intérieur
des boites du territoire élargi suivant (x,y,z). Une fois cette tache effectuée, on détermine le
vecteur qui stocke le moins de nceuds des trois vecteurs triés. Cette étape minimise la
recherche exhaustive sur toutes les directions en méme temps sur tous les nceuds de la
structures, ce qui restreindrait la recherche globale aux boites contenants des nceuds candidats

aux contacts.

Cette stratégie est adoptée dans notre étude afin de pouvoir localiser les cas de contact
relativement difficiles (voir Figure 3-23). La difficulté du probleme réside dans le fait que les
nceuds 2 et 14 peuvent avoir le méme code de boite et deviennent ainsi candidats au contact.

Ces deux nceuds peuvent traverser la surface maitre 8-9 sans que I’algorithme ne les détecte.

noeud

esclave
\ 2 surface

maitre de
contact
8-9

noeud
maitre
trouvé

Figure 3-23 Cas de probleme de contact difficile

3.4.5. Recherche du contact local

Au niveau de la recherche de contact local, nous avons élaboré, dans cette présente

étude, un algorithme afin de détecter les nceuds esclaves pouvant traverser le serment maitres :
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- nous verifions dans une premiere étape si la coordonnée curviligne normalisée
& (Equation (3.9)) du point p est comprise entre zéro et un

- une seconde Vérification est effectué sur le produit des positions avant et apres
(a I’itération i et i+1) en fonction de I’équation de la droite :

- si le produit est négatif, le nceud a effectivement traversé
- si le produit est positif, deux cas de figure peuvent se présenter :

- le nceud n’a pas traverseé le segment

- le nceud a traversé avant et aprés. Ce cas peut engendrer quelques soucis. Pour
y remédier, une verification supplémentaire est nécessaire ; elle consiste a faire
le produit de la position du nceud dans sa position initiale par sa position finale.

f(x,y)=0
f(xy) >% P(xt,yj/
5 Segment
f(xy) <0 Master
— Q
Nceud Px Vin)
Slave Avec f(xy)=Ax+By+C

Figure 3-24 Détection du passage du nceud par rapport a la droite

Noeud

Slave f(x,y,2) >0
f(xy,2)=0

PO Yoz) ©

1
%(
I
!

Surface
; Master

/ / Avec f(x,y,2) = Ax+By+Cz+D
P(X1 Yew Za)g
f(xy,2) <0

Figure 3-25 Détection du passage du nceud par rapport au plan
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Rigide (moule)

Figure 3-26 Zone d'angle Mort 2D

Zones d’angles morts 3D nt
A
Nceud Master \

Position X(t-1) \ ny

Surface
Slave D

Position X(t)

Figure 3-27 Zone d'angle Mort 3D

3.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons évoque le couplage entre les équations d’équilibres et les
inéquations de contact et de frottement. Les difficultés principales au niveau de la recherche
de I’équilibre du solide proviennent du caractére non différentiable des lois de contact et de
frottement. Nous avons retenu la méthode de pénalité pour la résolution numérique du
probléme de contact dont les avantages principaux sont la facilité de son implémentation et sa
rapidité puisque aucune equation supplémentaire n’est a résoudre. Cependant, elle pose le
probléme délicat du choix des parametres de pénalisation. Nous avons proposé et adopté deux
algorithmes de recherche automatique des zones de contact pour traiter le probléme de contact

et de frottement dans les procédés de soufflage et de thermoformage.
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4 Chapitre 4

4.1. Elément SFRQ-AXi solide axisymétrique (F.L.T).

Dans la section (2.2), nous avions abordé les aspects liés a I’implémentation d’une loi
hyperélastique dans le cas des structures minces. L application de I’hypothese des contraintes

planeo,, =0 permet de traiter directement le probleme d’incompressibilité (1, =1) et de

déterminer la pression hydrostatique p [CriV2][Ben93]. En formulation tridimensionnelle, la
pression ne peut pas étre déterminée par les conditions aux limites. Pour surmonter cette
difficulté, nous adoptons une formulation quasi-incompressible proposee par Chrisfield
[CriV2]. Celle-ci consiste a découpler I’énergie de déformation en énergie volumétrique liée a

la dilatation et une énergie de distorsion liée a la déformation isochore.

Nous présentons dans ce chapitre les principales équations utilisées pour
I’implémentation de la loi de comportement dans un nouvel élément fini solide axisymétrique.
La formulation est du type Lagrangienne totale. L’élément fini formulé est un modeéle
déplacement enrichi basé sur un concept cinématique de rotation d’une fibre spatiale [Aya93],
[Aya02]. L élément présente est labellisé « SFRQ-AXi » (Space Fiber Rotation Quadrilateral

asymmetric). Il est de forme quadrilatéral et posséde seulement 4 nceuds.

4.1.1. Approximation de la géometrie

Le vecteur position d’un point quelconque dans le plan méridien exprimé dans une base

cylindrique est donné par :

Il
M
=

N

Il
M
Z
~N

Avec (4.2)

i=1 i=1

4.1.2. Formulation du modéle déplacement

Le champ de déplacement d’un point quelconque p(r, z) du plan est défini par

I’approximation suivante :
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{ } iNj‘:’]} IZ?NiéyA(?—ﬁ) s

j est le vecteur unitaire suivant I’axe y perpendiculaire au plan (r, o, z), alors que

(F —T) est le vecteur position de la fibre reliant le point p au nceud i (voir Figure 4-1.).

z, W

Figure 4-1 Cinématique de la fibre rotative

Le terme 6, A(F—T) (4.3) s’écrit sous forme matricielle :

g~ (T-T)=1 6, (r-r) (4.4)

{Vuv} - m q{u } (45)

N N, 0 -N(z-z)] .
Avec [<<NW>>}=[O N. Ni(r—ri)} i=1..4 (4.6)

Et les fonctions de forme sont celle d’un élément Q4 :
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N, = 0= @ E)-n)
4 4
N, = Lelten) NF% (4.7)

Les dérivés des termes (N, (z—z,)) par rapportar etz sont :

(Ni(z-2z)), =N, (z=2) ; (Ni(z=2)), =N, Z-2)+N,

(4.8)
etc...

Il est a noter que les rotations €, ne sont definies qu’aux nceuds aux sommets.

Figure 4-2 Elément SFRQ Axisymétrique

A z, W
|
| 4
4 Axe de
n svolution
4 3 revolution,
| 3
J O |
i
& i
- i
| 2
k r,U
O O
1 2 i
r
Elément de référence Elément réel

Figure 4.1 Elément quadrilatéral axisymétrique a quatre nceuds (SFRQ-AXi)
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4.1.3. Déformations de Green Lagrange droit

Les tenseurs [F] (2.4) des gradients de déformations et [C] (2.8) de Cauchy Green Droit

s’écrivent dans le systéme de coordonnées cylindriques :

1+ U’ro 0 u, ,

z

Fl=| 0 1+% o0 (4.9)

0

;
W, 0 1+W,,

c=[F"[F] (4.10)
Cll 0 ClS
[c]=| 0 ¢Cc, 0 (4.11)
Co 0 Gy
@+, ) +wW,2 0 (1+U,)U,+W, 1+W,,)
2
[C]= 0 (1+%j 0 (4.12)
A+U, U, +W, 1+W,) 0 U2+1+W,,)

Les trois invariants de [C] sont :

=Cy +Cy + Css
1C22 + szcas + C33C11 - C123 (4-13)
1C22C33 _C22C123

Il
|2
I3

=C,
=C,

Le tenseur de Green Lagrange est défini par :

1
[E]=(c]-11] (4.14)
Avec comme composants :
1
E, U, E(U’$+W’f)
E u 1(u
Pi=y o0 b+ 20 (4.15)
Ezz w,, 1
2 2
2Erz u,,+w,, E(U1Z+W’Z)
u, u, +w, w,,

4.1.4. Principe du minimum de I’énergie potentielle totale

L’énergie potentielle totale est définie par :
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=y (mg, -1, ) (4.16)
k
I«

int

est I’énergie potentielle élémentaire interne. Elle est définie par :

I, = [, W(I,, T,,3)av° (4.17)

W représente I’énergie de déformation par unité de volume non déformé, accumulée
dans la structure pendant la deformation :

W, 1,,3) = W, (1,,1,) + W,(J) (4.18)
Pour une loi de Mooney-Rivlin [Riv48], W est donnée par Crisfield [CriV2] :

w(i,,1,,9)=ca(l, -3)+c2(l, -3)+ %K(J -1y (4.19)

Ou 1, et I, représentent les invariants modifiés et sont données par les expressions
suivantes :

1 1
Io=11.3=1J,
_l 1 3E 1 37ﬂ (420)
,=1,1,3=1,],3
Avec :
1
J=1,2 (4.21)
__E (4.22)
3(1-2v)

Plus le coefficient de poisson v s’approche de la valeur limite 0.5 (cas des matériaux
caoutchouteux, exemple v =0.499), plus le coefficient x a tendance a tendre vers I’infini ;

ce qui rend les matrices tangentes numériquement mal conditionnées.

La variation de I’énergie potentielle externe I1¥, :

ext -

5115, = [[, (5 u)ip}as®

(4.23)
(5u) : Déplacement dans la base Iocale<*

€M), {p}: représente les forces de
pression réparties le long du méridien

4.1.4.1. Vecteur résidu
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La premiére variation de I’énergie potentielle totale s’écrit (stationnarité de IT)

STI=Y (ST, —5T1%, )=0 (4.24)

k

Oou STIX

int

représente la premiére variation de I’énergie élémentaire interne :
STif = [ ,oW(i,,1,,9) dV° (4.25)
Nous obtenons ainsi le vecteur de force interne :

ST, =27(6U, W, &6, ... sU, OW, 504>Lj {F}rodetd d&dn (4.26)
n

int —

STIE, = (S UM & | (4.27)

int — int

Pour une loi de Mooney-Rivlin :

ST = [, (A ST, +A, 8T, + A 5T, JdV° (4.28)
Avec :
L _2 _4 5 _
A, =C,1.5 A,=C,L3; A3=-1 C, 11,2 2 C,1,l,° +1M (4.29)
3 3 2 )
Et 1=4I, (4.30)

51, 51,et5 1, Représentent les variations des invariants du tenseur droit (4.12)

51, =tr(8[C)=6C,,+5C,, +5Cy
5T2 :(CZZ + C33)5C11 + (Cll + C33)5C22 + (Cll + C22)5C33 - 2 C135 Cl3 (431)
013 =C,C50 Cyy + (Cllc33 - C123 )5022 +CyCp0 Cyy —2C,,C156 Cyg

En injectant I’équation (4.31) dans I’équation (4.28), I’expression du potentiel

élémentaire interne de déformation devient :

STIX

int —

Iv" (Bl 5C11 + B2 §C22 + 83 5C33 + B4 5C13)dV0 (4.32)
Avec :

Bl = Al + (sz + C33 )Az + C22C33 A3

Bz = A1 + (Cll + C33 )Az + (C11C33 - Cfs )As

Bs = Al + (Cn + sz )Az + Cnczz As
B4 =-2 (ClsAz + C22C13A3)

(4.33)

Et la variation du tenseur de Cauchy-Green droit 5 Cdonne :



Chapitre4 Elément finis SFRQ-AXi 91

5C11=2((1+U )5U +W, 5\N,r)

U\sU
A Y (4.34)
sC,=2(1+w )sw, +u sU )

5C,=U 6U +(+W )oW+ [1+U U _+W oW,

En injectant I’équation (4.34) dans I’équation, (4.32) I’expression du potentiel

élémentaire interne de déformation devient :

st = | (D,6U,,+D,8U,,+D, 5W,,+D, SW, +D, 5U JdV° (4.35)
Avec :
U :NiUi_Ni(Z_Zi)ezi
SU =N,5U,-N,(z~z) 56,
U’r :N' U'_Ni’r(z_zi) 02|
sU,,=N,, sU,-N,, (z-z,) 56,
U, =N,,U-N,,(z-2)6, -Nsg,
§U,=N,,,6U;-N,,,(z-2)0, -N, 56, (4.36)
W, =N, W, +N;, (r-r)o, + N6,
SW, =N, W, +N,, (r-r,)s6, + N30,
W’z _N|’2W+N|’z( |)92i
SW,, =N;,0W,+N,;,,(r-r)s0,
Et:
D, =2B,(1+ U, )+B4U,,
D, =2B,U,,+B,(1+U,,)
D, =2B,W, +B,(1+W,,) (4.37)
D, =2B,(1+W,,)+B,W,,
D, = 2B, [1 B
r° r’
Ce qui donne :
g Neeuss| (B,E, +B,E, +B,E, +B,E,)5U, +(B,E; +B,E; +B,E, )5 W, + "
it I " (B,E; +B,Ey +B,E,, +B,E,; )5 6,
(4.38)

Avec :
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E,=2(@+U, ) N,

E,=2 (1+Ej N,
r r

E,=2U,,N,,
E4—(1+U N,,,+U, N,

i'z

E.=2W, N,
E,=2(1+W,,)N,,, (4.39)
E,=(@0+W,)N,, +W, N,

i'r

E, (1+U)N,,r z+z)+2W,r(Ni,r(r—ri)+Ni)

)N ’z( i)+2U’z(Ni’z(_Z+Zi)_Ni)
E, ( N,,E +2,)+@+W,, N, (r=r)+N,)+
N

o, (r=r)+@+U, XN,,, (~z+z,)-N,)

Et:
dV°®=27zrdetJ dédny (4.40)
<Nm>:jfl<'\'w§>+i_1z<'\'iw> (4.41)
(Niy) = 121<Ni1§>+122<Ni”7>

Le vecteur force interne s’exprime ainsi :

BlE1+BZE2+B3E3+B4E4
BlE5+B3E6+B4E7
BlE8+BZE9+BSE10+B4E11
sty =27 (U, ) | : rdetJ d&dn
BE +B,E, +BE, +B,E,
BE; +B,E; + B,E,
BE +B,E +BE, +B,E,
(U,)=(U, oW, 88, - U, oW, &0,)

STIE, = (SUNFY | (4.43)

L’intégrale est calculée par un schéma de Gauss avec 2x2 Poins Gauss (PG).

(4.42)

4.2. Validation de I’élément hyperélastigue SFRQ-AXi
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Toutes les simulations ont été effectuées dans notre code « Model’Pack Forming ».
Celui-ci est interfacé au logiciel de Pré et Post traitement GID. Pour assurer la bonne liaison
avec ce dernier, il nous a fallu développer un programme simple (écrit en langage TCL) pour
élaborer la boite a outils personnalisée et écrire un fichier (.bas) qui géneére le fichier « base de
données éléments finis » et assure la liaison avec notre programme exécutable. Une fois les
calculs faits, une base de données est crée a chaque pas de calcul, donnant la solution des
déplacements, de I’épaisseur, etc... La base ainsi crée sera lue par le Post traitement sur GID
dans un but d’analyser avec aisance la solution visualisée du probleme a traiter. Nous
représentons a travers les Figure 4-3,Figure 4-4,Figure 4-5 I’interface que nous avions
développée pour le pré traitement. La Figure 4-5 représente un exemple de post traitement sur

un biberon.

®
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Figure 4-3 Interface de GID Pré traitement
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4.2.1. Plaque circulaire en gonflement libre

Nous considérons une plaque circulaire traitée par Hughes [Hug83] de rayon r=7.5in et
d’épaisseur h=0.5 in, fixée sur sa circonférence et soumise a une pression sur une de ses faces
(Figure 4-6.). Nous adoptons un matériau hyper élastique quasi-incompressible obéissant a la
loi de Mooney-Rivlin avec les constantes matérielles suivantes : C, =80 psi , C, =20 ps . Le
module d’incompressibilité est pris égale & x=10*. Un point m (milieu de la plague) est piloté

en déplacement pour obtenir la variation de la pression en fonction de déplacement.

La Figure 4-7 montre I’allure des courbes de variation de la pression en fonction de la
fleche pour un maillage donné (2x8). Celle-ci est presque identique a celle donné par Hugues
[Hug83] solution obtenue par des élements finis de coque axisymetrique. La Figure 4-8 donne
la distribution de la répartition des épaisseurs et I’allure de la déformée. La courbe de

chargement est obtenue en pilotant le point m de la plague.

4

MR RN
M L >D<]_r’

Figure 4-6 Plaque circulaire en gonflement
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O+ SFRQAX |
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20
Y 15
/Q)g/ |
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. . . 0
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4
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Figure 4-7 Pression en fonction de la fleche du point milieu
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.
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Figure 4-8 Répartition des épaisseurs
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Epaisseur
; 0.35923
I 0.33839
0.31735
- 0.2967
- 0.27586

| o.z5502
- 0.23418

0.21333
0.19249
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ste
Contour Fill of Epaisseur. _
A % Deformation ( %1): Displacements of Load Analysis, step 50.

Figure 4-9 Vue de plaque gonflée en 3D

Afin d’étudier la performance en terme de temps CPU de I’élément SFRQ-AXi,
comparativement & aux éléments Q4-Axi (bilinéaire) et Q8-Axi (quadratique), nous avons
effectué dans un premier temps un calcul avec trois maillages différents (maillages 2x4, 2x8
et 2x16) sans se poser la question du nombre de ddl total (voir Figure 4-10 ). Soulignons les
bonnes performances de calcul de notre élément SFRQ-Axi, avec celles de I’élément
classique Q4-Axi, comparativement a I’élément quadratique Q8-Axi intégré exactement. Ce
dernier met environ 2,5 fois plus de temps a résoudre le probléme par rapport aux deux autres

éléments.
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Temps CPU pour différents maillages

I T I T I

330 2x20 30
3254 | Différents maillages T 1325
300 | XX 2x4 elements 3.00

; 2x8 elements ]
275171 5] 2x16 elements 1275
2,504 [HIIH same dof (330) 2,50
2,25 2,25

1 2x54 2x36 |
o 2,00 2,00
¢ 175 1175
£ 150 1,50

= ] ]
1,25 1,25
1,00 1,00
0,75 0,75
0,50 0,50
0,25 0,25
0,00 , , 0,00

Q4-axi(pg2x2) SFRQ-AXxi(pg2x2) Q8-Axi(pg3x3)

Type Element

Figure 4-10 Temps CPU

La meilleure comparaison des performances de calcul est sans doute celle qui consiste a
effectuer un seul et méme calcul, pour un méme nombre total de ddl (ou d’équations a
résoudre). Celui-ci est pris égal a 330 ddl (Figure 4-10); il est associé aux maillages 2x54,
2x36, 2x20 correspondant respectivement aux éléments Q4-Axi, SFRQ-AXi, Q8-Axi (intégré
exactement). Le méme temps de calcul est observé pour les éléments Q4-Axi et SFRQ-AXi
(environ 2s), avec une performance, de loin, meilleure que celle de I’élément Q8-xi (Q8-Axi
met environ 68.5% de temps de calcul en plus pour donner la méme solution que les deux

autres éléments).

4.2.2. Plaque circulaire enroulant un tore rigide

Un second exemple est celui d’une plaque circulaire s’enroulant sur un tore rigide sous
I’action d’une pression appliquée sur une de ces faces. Ce test a pour but de Vérifier I’aptitude
de I’élément SFRQ-AXi a reproduire un comportement dominant en flexion. Plusieurs calculs
sont effectués pour comparer les déplacements du nceud « extrémité droite » de la plaque.
Notre modéle SFRQ-Axi est confronté, pour différents types de maillage, aux éléments
classiques Q4-Axi et Q8-Axi. Il s’agit de comparer les performances de précision et en temps

de calcul a travers I’allure de la courbe « chargement en pression — déplacement » du nceud
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piloté (Figure 4-14) Les résultats de I’élément quadratique Q8-Axi sont considérés comme

valeurs de comparaison.

Le matériau employé est hyper élastique avec une loi hyperélastique de Mooney-Rivlin
a deux constantes (C, =80 Psi etC, =20Psi ) et un module d’incompressibilité k =10*Psi .

La géométrie de la plaque est donnée sur la. Figure 4-11. Une partie du tore rigide est enlevée
par soucis d’économie (éléments rigides — contact plaque-tore- ne participant pas au calcul).
La Figure 4-12 donne la distribution des epaisseurs le long de la plaque avant et apres
déformation. Une représentation dans I’espace de la méme plaque déformée est représentée

dans Figure 4-13.

Les performances de notre modele solide axisymétrique SFRQ-AXi sont nettement
meilleures que le modele bilinéaire Q4-Axi. SFRQ-AXi donne des résultats trés proches de
ceux de I’élément quadratique (assez colteux) Q8-Axi. Ce test a permis notamment de
montrer les limites du modeéle bilinéaire classique Q4-Axi dans la reproduction fidéle d’un

comportement dominant en flexion. SFRQ-AXi reste performant pour ce type de cas-tests.

Les performances de I’élément SFRQ-AXi en terme de temps de calcul (Temps CPU)
sont représentées dans le diagramme de la Figure 4-15 Pour un maillage 40x2, notre modele
met 12 fois moins de temps que I’élément Q8-Axi a reproduire une solution approchée
presque identique. Le taux de convergence reste bon méme pour les autres maillages. Les
temps de calcul relatifs a SFRQ-AXi reste aussi réduits que ceux de I’élément Q4Axi, en dépit
du nombre élevé de ddl/nceud pour le premier par rapport au second (3 pour SFRQ-AXi et 2
pour Q4-Axi).
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38.1
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Figure 4-12 Distribution de la répartition des épaisseurs (position initiale et finale)
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Figure 4-14 Courbe de charge pression déplacement
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Ddl ., =640 —
%0 Maillages
2x10
50 2x20
R 2x30
HHHE 2x40
@ 40
é DdITOTAL: 4$0
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a DdITOTAL: 3? &
@)
20
Ddl,__ =240 Ddl,, = 160 \
Ddl__, = 360 \.
10 \ \
0dI AN _ Z7ZAN '
Q4axi SFRQaxi Q8axi
Elements

notre modele SFRQ-Axi. Deux maillages différents ont été considéres: le premier est
relativement structuré mais distordu (Figure 4-16) et le deuxiéme est non structuré (maillage
libre complétement distordu) (Figure 4-17). Les résultats obtenus sont globalement du méme
ordre de grandeurs que ceux obtenus a I’aide des maillages structurés ou reguliers. Nous

n’avons pas représente les résultats du maillage non structuré en raison des difficultes liees au

Nous avons voulu examiner I’influence des distorsions des maillages sur les résultats de

Figure 4-15 Temps CPU d’une plaque en flexion

post-traitement sur les valeurs de I’épaisseur pour ce type de maillages.
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Epaisseur
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Contour Fill of Epaisseur. )
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Figure 4-16 Répartition des épaisseurs avec un maillage distordu

Deformation { x1): Displacements of Load Analysis, step 100.

Figure 4-17 Répartition des épaisseurs avec un maillage non structuré
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4.3. Conclusion

L’élément SFRQ-AXi a été testé avec succes sur des cas-tests avec et sans contact. Dans
le premier exemple, les éléments travaillent seulement en membrane. Les résultats obtenus
par SFRQ-AXi sont trés proches de ceux de I’élément quadratique Q8-Axi pour un méme
nombre total de ddl. L’élément développé pourrait constituer une alternative a I’élément Q8-

Axi, réputé précis mais trés colteux en temps de calcul.

Le test de la plaque circulaire en contact avec un tore rigide montre que I’élément
SFRQ-AXi a des taux de convergence assez éeleves. De plus, il s’adapte aux problémes avec
contact, puisqu’il offre 2 nceuds par c6té au lieu de 3 nceuds pour les éléments quadratiques.
Ainsi, la gestion de nceuds candidats au contact peut se faire aisément tout en gardant une

bonne précision proche des éléments quadratiques.
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5 Chapitre 5

5.1. Applications

5.1.1. Thermoformage d’un godet

Un premier exemple traite le thermoformage d’un godet. Dans ce probléme nous
considérons une feuille de plastique d’épaisseur 0.1 in simplement appuyée sur un godet
cylindrique et soumise a une pression uniforme. La géométrie est illustrée sur la (Figure 5-1).
Cet exemple a été traité par DeLorenzi [Del88]. Le calcul est fait sur deux matériaux avec des
propriétés hyper-élastiques différentes (loi de comportement de type Mooney Rivlin) : le

premier matériau est celui considéré par DelLorenzi avec les constantes C, =20.7 Psi
,C, =3.2.10° Ps et k=10'Ps (Bulk Modulus). Le deuxiéme matériau est étudié avec des

constantesC, =80Psi, C, =20Psiet k=10"Psi. La résolution est effectuée a I’aide d’un

schéma implicite de type Newton Raphson & chargement imposé. Le contact feuille plastique
est supposé collant et le coefficient de pénalité pris égal & 10"

Le but de ce test, réputé pour étre severe, est d’étudier la répartition des épaisseurs du
godet lors de la mise en forme (Figure 5-2-Figure 5-4). Les pas de chargement devront étre
trés petits pour mieux atténuer les fortes oscillations numériques observées. Une comparaison
avec I’élément Q8-Axi est faite pour un meilleur examen des performances de précision sur la
répartition des éepaisseurs. La Figure 5-5 montre I’allure de la courbe de distribution des
épaisseurs le long de la génératrice du godet. Les résultats fournis par les deux modéles sont

en accord avec les tests expérimentaux.

La génération du volume du godet traité de maniére axisymétrique peut étre
reconstituée par une simple rotation de la génératrice du godet (Figure 5-5).

Pour le premier matériau, une pression de 10.45 Psi s’est avérée nécessaire pour
plaquer complétement la préforme contre les parois du moule. Il est a noter que le calcul en
zones de fond arrondies (fond du godet) nécessite un temps de calcul considérable. Pour y
remédier, il est tout a fait possible qu’un remaillage localisé des zones a cavités arrondies ou
de forte courbure soit réalisé. Une autre solution consiste a appliquer des coefficients de
charge de forte valeur pour le calcul implicite. Dans le cas du second matériau, une pression

plus élevée (155.5 Psi) était nécessaire pour la mise en forme totale de la feuille.
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Soulignons la bonne stabilité de notre modele SFRQ-AXi face aux fortes oscillations
rencontrées durant le calcul. La non linéarité de contact pourrait étre la cause de ces
oscillations ; les efforts de contact étant calculés par la méthode de pénalité dans la présente

étude.

D=52

D=45

Figure 5-1 Thermoformage d’un godet

EpaisseLr

{011059]

IMQEQ%

0.086352

- 0.074978

- 0.063003

| 0.051028

- 0.039055

0.027081

o step 5 0.015107
f Caontour Fill of Epaisseur. _

,  Deformation (x1): Displacements of Load Analysis, step 5

Figure 5-2 Distribution de I’épaisseur de la Plaque au pas 5
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Epaisseur

I

0.098926
0.086952
0.074978
- 0.063003
|l n.os1020
- 0,039055
0.027081

v sten 219 0.015107

Cantaur Fill of Epajsseur. ) 0.0031326
Defarmation { x17; Displacemnents of Load Analysis, step 219,

Figure 5-3 Distribution de I’épaisseur de la Plaque au pas 219

Epaisseur
:0,1109
I 0.098925
0.086952
- 0.074978
- 0,063003

I 0.051029
- 0,039055

0027081
T step 588 0.015107

" Contaur Fill of Epaissedr. ) 0.0031326
) Deformation ( %13 Displacements of Load Analysis, step 5838,

Figure 5-4 Distribution de I’épaisseur de la Plaque au pas final
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Figure 5-5 Distribution de I’épaisseur en fonction de I’abscisse curviligne

ST

step 500
Sc&ﬂar Line Diagram of Epaisseur factor 15 7982
Deformation { ¥1); Displacements of Load Analysis, step £00.

Figure 5-6 Répartition de la normale le long du godet
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5.1.2. Poingonnage d’une plaque circulaire

La plaque circulaire de la Figure 5-7 est en caoutchouc. Elle est déformée par un
poincon rigide. Ce test est traité expérimentalement par William [Wil70] pour étudier la
distribution de I’épaisseur de la plaque lors de la mise en forme. La modélisation est effectuee
avec un maillage a 2x20 éléments hyper-élastiques. Les résultats numériques fournis par les
éléments SFRQ-AXi, Q4-Axi et Q8-Axi sont comparés aux résultats expérimentaux (Figure
5-9).

Le contact est considéré comme collant. Le comportement du matériau est représenté

par un modele néo-Hookéen avec C, =0.448Mpa et le coefficient d’incompressibilité pris
égal a k =10°Mpa. La course du poingon rigide est de 90 mm. La résolution est effectuée a
I’aide d’un schéma implicite de type Newton-Raphson chargé par le poingon rigide. Pour

calculer les réactions de contact, nous avons pris un coefficient de pénalité égal a 10° .

Type élément Pas total | Itération Total | Temps CPU (s
SFRQ-AXi 90 303 4.85

Q4-Axi 90 274 3.74

Q8-Axi 90 280 93.67

Tableau 5-1 Temps CPU des différents éléments hyper élastiques

hO= 46,985 «a=88,90

e e
— ———— — — — — — — — o ——— — — — — — — — — —
T

r=1205

Figure 5-7 Membrane circulaire hyper élastique déformée par un poingon
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Epaisseur
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063439
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- 055984
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046526
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0.37072
0.32344

027617

Ll
} ® step G0 ]
Contour Fill of Epaisseur m]

Deformation ( x1); Displacements of Load Analysis, step 90

Figure 5-8 Allure de la membrane apreés déformation

Distributions thicknesses

7 Sl I—y — P = - f T i
' : | —— Element SFRQaxi
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Figure 5-9 Variation de I’épaisseur en fonction de I’abscisse curviligne
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Epaisseur

¢ 070167
I 065439
060711

- D.595964
- 051256
- 046528
- 0418

0.37072
0.32344
0.27617

step o0
Contour Fill of Epaisseur.
Deformation ( x1): Displacements of Load Analysis, step 90

Figure 5-10 Distribution de I’épaisseur

¥
L

Figure 5-11 SFRQ-Axi avec un maillage 2x10  Figure 5-12 Q4-Axi avec un maillage 2x1

L’élément SFRQ-AXi avec 1 degré de liberté en plus que I’élément Q4-Axi donne un
temps CPU trés proche de ce dernier (Voir Tableau 5-1 ). Avec un maillage grossier, le Q4-
Axi a tendance a donner des résultats moins précis (voir Figure 5-12).

Dans le cas d’un contact collant, on constate que I’épaisseur reste constante sous le
poincon (Figure 5-10). Les résultats de la variation des épaisseurs sont en accord avec ceux de

I’expérience.

L’élément développé donne des résultats similaires & ceux du modéle Q8-Axi (réputé
performant), avec un temps CPU réduit de plus de la moitié pour un méme nombre

d’éléments. Rappelons que notre élément utilise une intégration a 2x2 PG au lieu de 3x3 PG
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pour Q8-Axi: un avantage majeur pour gagner du temps CPU lors de la simulation de

problémes non- linéaires avec des lois de comportement hyperélastiques.

Un autre avantage dans I’utilisation de notre modele est la possibilité, pour accélérer les
calculs, d’effectuer des remaillages dans des zones a forte courbure ; le nombre de ddl étant
réduit pour SFRQ-AXi par rapport au Q8-Axi. Enfin, nous ne manquons pas de citer un
avantage de taille pour notre élément par rapport a la représentation des distributions
d’épaisseur, comparativement aux éléments finis de membrane ou de coque qui sont définis,
rappelons le sur une surface moyenne. L’évaluation étant directe sans pouvoir passer par des
hypotheses cinématiques de structures minces. Un inconvénient plus ou moins contraignant
mérite toutes fois d’étre cité : les simulations nécessitent d’avoir une valeur adéquate du terme
de pénalité associé a la densité d’énergie pour converger rapidement et donner les résultats
escomptés. L’élément développé offre donc, un bon compromis entre la vitesse d’exécution et

de la précision de la solution recherchée.

11 v
h DERseLr
rts of Losd Anshus, step | (1) | Dispiacements of Load Anatysis. step 393 | (2)

(3) [ a— ( 4)

Figure 5-13 Poingonnage de la plaque circulaire
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5.1.3. Soufflage d’un biberon

L’exemple étudié est un biberon en polycarbonate fabriqué par la société « LA
PRECISION PLASTIQUE ». Les géométries du moule et de la préforme sont donneées par la
(Figure 5-14). Le biberon est obtenu en soufflant directement la préforme fixée aux deux
extrémités. La température de soufflage est au environ de 150°C. Ce test est traité par
plusieurs auteurs [Ben93] [Zia99] en utilisant les constantes suivantes du matériau : loi de
Mooney Rivlin a 2 paramétres (C, =1.61335Mpa,C, =0.3225Mpa) et -coefficient

d’incompressibilité x =10°Mpa.

Deux type de préformes longues de forme A et B. d’épaisseur h®=2.1mm sont

traités.(Figure 5-14 et Figure 5-15). La simulation est réalisee avec deux matériaux différents.
Le matériau 1 est défini par les paramétres précédents, le matériau 2 a pour
constantes C, =80.0Mpa et C, =20.0Mpa. Le contact paraison moule est supposé collant.

La préforme A est testée en premier.
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L =140.75 mm i : | L =140.75 mm
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I
- \, | 5
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Figure 5-14Géométrie de la Préforme A du biberor

Figure 5-15Géomeétrie de la Préforme B du biberor]

La Figure 5-17 montre la distribution des épaisseurs le long de la paroi du biberon. Les

résultats du modele développé SFRQ-AXi avec un calcul explicite est en parfait accord avec

les résultats expérimentaux (préforme A) sauf au bout dans la zone A (voir Figure 5-18 ). Les

résultats de la répartition des épaisseurs pour le matériau 2 donne une épaisseur plus

importante ; ce qui est normal puisque ce matériau est plus rigide que le premier.
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Epaisssur

L8507 ]
I 17553
1.6598 I

- 1.5644 H
- 1.460
| |

- 1.3736 0

- 1.27a1
11827
1.0873
0.99186

Figure 5-16 Répartition de I’épaisseurs a partir une préforme (A) longue

Préforme type A

2,50 S R : . . .
225 | Experience Matériau C=161 C,=0.32 MPa /.\
N N SFRQ  Matériau C=80 C,=20 MPa 1T
500 ——SFRQ  Matériau  C=1.61 C,=0.32 MPa 1
' \ —— SFRQ calcul explicit ~ C =80 C,=20 MPa / JT

TT X ,
1,75 i

A 1/ _
1,50 WT L

1,25 \i-[ y ;
1,00 | s B E N : 7
I

Epaisseur (mm)

0,75 1 l \ﬁ |
0,50 D

0,25 T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Abscisse curviligne (mm)

Figure 5-17 Distribution de I’épaisseur en fonction de I’abscisse curviligne préforme A
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Préforme type B avec Matériau C =1.61 C =0.32

I R

21 | Experience Preforme A I
] — SFRQ-AXxi calcul implicit ;
(I SFRQ-AXxi calcul explicit Wﬂ
1,8 Q\J J/ T
—~ 15 \L f
£ o
£ | \ :’
S \ ’,‘
D 1,2 ;
(2]
L
©
o
I
0,9
0,6
03 . . . . . .
0 30 60 90 120 150 180
Abscisse curviligne (mm)
A
D
C B

Figure 5-18 Distribution de I’épaisseur en fonction de I’abscisse curviligne préforme B

Le calcul explicite donne une répartition des épaisseurs plus homogene et proche des
résultats expérimentaux que le calcul explicite. Les résultats peuvent étre améliorés pour le
calcul explicit en adoptant, d’une part, une variation d’un débit d’air, au lieu de prendre une
pression constante dans le calcul et, d’autre part, un ajustement artificiel de la masse (masse
scaling) pour accélérer le temps de calcul. Le temps de calcul mis par le schéma implicite est

nettement plus rapide que le schéma explicite.

5.1.3.1. Bi étirage d’un biberon avec préforme courte

Dans cet exemple, nous avons etudié I’influence de I’étirage de la tige sur la répartition
de I’épaisseur le long du biberon. Trois tests sont effectués sur des préformes courtes : le
premier étant fait sans étirage (Figure 5-19), le deuxieme est étiré a 80% (Figure 5-20) et le

dernier est étiré jusqu’au fond du biberon (Figure 5.21). Le matériau a pour
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constantes C, =80.0Mpa et C, =20.0Mpa. Le contact paraison-moule et paraison-tige est

supposé collant.

le moule

.

= 1 Tige
= mobile
o i H
Epaisseur H ! I
- 1.947 ] : i
I 1.7800Q m - i
1.6148 i o |
- i JISSeur b
- 1‘4453 ] I 1.8525 : Epaisseur
- 1.2827 u I l 1.7054 1.8342
- 1.1166 » I 1.5584 l 1,69654
| - 1.4113 1.5586
- 0.95051 / | 1 2642 - 1.4208
l 0.78443 L 11172 : iigz
0.61835 M f 0.97011 L0075
0.45227 0.82305 0.86966 i
0.67598 073187
0.52852 k 055408
Préforme courte
Position initiale }
Position finale /
Préforme contre

Figure 5-21 Soufflage d'un

Figure 5-20 Soufflage d’un
biberon étiré a 100%

Figure 5-19 Soufflage d'un biberon san
biberon étiré a 80%

etirage

Les résultats des trois tests montre que, plus on étire dans les deux directions (bi-
étirage) sous I’action mécanique de la tige et du soufflage, plus la distribution des épaisseurs a
tendance a s’uniformiser. La répartition peut étre améliorée en prenant une préforme injectée

avec des épaisseurs variables (d’ou I’intérét d’un outil de simulation d’injection).



118 Applications

Figure 5-22 Répartition des Figure 5-23 Répartition des Figure 5-24 Répartition des
normales sur un biberon soufflé sa normales sur un biberon soufflé ay normales sur un biberon soufflé ay
étirage un étirage 4 80% un étirage a 100%

La représentation de la répartition des normales le long de la paroi du biberon (Figure

5-22, Figure 5-23, Figure 5-24) montre que le bi étirage améliore la répartition des épaisseurs.
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1)

” 10) - (11) (12)

Tableau 5-2 Simulation du bi étirage d'un biberon
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1)

@

(5) (6)
o @ '
s (10) (11) (12)

Tableau 5-3 Simulation du soufflage (sans étirage) d'un biberon
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5.1.4. Soufflage d’une bouteille

Cet exemple a été traité par Michaeli [Mic92] en éléments solides axisymétriques Q4. Il
s’agit d’un soufflage d’une bouteille en polypropyléne a partir d’une paraison d’épaisseur
constante h® =2.9mm. La géométrie de la paraison et du moule est illustrée sur la (Figure
5-25). Les constantes du matériau pour un modele de Mooney Rivlin sont C1=0.4257 Mpa et
C2=0.0683 Mpa. La paraison est fixée dans les deux directions r et z a une de ses extrémités
et libre suivant r dans I’autre extrémité. La bouteille est discrétisee par 150 éléments SFRQ-

Axi et 150 éléments linéaires de pression et 32 éléments rigides.

ww g

ww G°69

Paraison

300 mm

55 mm

Figure 5-25 Géométrie de la paraison et du moule
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Epaisseur
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step 3540 )
Contour Fill of Epaisseur. )
Deformation { x1): Displacements of Load Analysis, step 3540,

Figure 5-26 Répartition des épaisseurs sur la bouteille soufflée

5.1.5. Emmanchement d’un cylindre bloc

Ce probleme consiste a étudier la déformation d’un cylindre bloc en caoutchouc
subissant un emmanchement forcé entre un axe et une douille coaxiaux (voir Figure 5-27).
Les deux pieces sont en métal et le montage est lubrifié. Cet exemple est traité par Chen
[Che97b] pour étudier le déplacement axial de la piéce en caoutchouc. Les propriétés du

matériau néo-Hookeen donnés par Tseng [Tse87] sont C, =2.298 MPa et le module

d’incompressibilité (Bulk modulus) k =10°MPa. Pour des raisons de symétrie, seul le quart

de la structure est modélisé.
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4.514

=]

2000 I

Insertion d’'un cylindre (Dimension : cm)
bloc en caoutchouc

Figure 5-27 Montage du cylindre Bloc

Etude du cas de mise en forme par écrasement vertical

Nous avions effectué le test avec un chargement en déplacement de 50 pas de 0.15 cm.
Le calcul a été fait avec un maillage non-structuré (Figure 5-28) et un maillage structuré
(Figure 5-29)

|Displacerments|

 0.87
0.77333
0.67657

-0.58
048322
0.38657
0.29
0.19323
0.096667
0

step 56 = D=2.24] -
Contour Fill of Displacements, |Displacements|.
% Deformation { ¥1) Displacements of Load Analysis, step 56.

Figure 5-28 Déplacement axial le long du rayon intérieur (Maillage non structuré)
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O=2.32} \f\f .
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ID.??BSS =0 U NA!
0.67667 1] AN I
058 S i e
0.48333 0=17] =] =
0.38667 1 s S
0.29
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0.096667
o [

|D:2.2ﬂ|

step 56
Cuﬁtuur Fill of Displacements, [Displacements|.
b x| Deformation { x1): Displacements of Load Analysis, step 56.

Figure 5-29 Déplacement axial le long du rayon intérieur (Maillage structuré)

Chen propose une solution a partir d’un maillage raffiné de 725 nceuds et 672 éléments
Q4. La solution trouvée de 2.25 cm est calculée a partir d’'un code commercial. Nous
proposons de prendre comme solution de référence celle obtenue en utilisant I’élément
quadratique (plus riche) a 8 nceuds Q8-Axi. Celle-ci, d’une valeur égale a 2.2339cm, est
obtenue avec un maillage plus fin (35x25 éléments). Une série de tests est effectuée sur les
éléments finis Q4-Axi, Q8-Axi et SFRQ-AXi. Les trois éléments ont été implémentés sur
notre code de calcul « Model’Pack Forming ». Un récapitulatif des résultats est donné sur la
Tableau 5-4. Les maillages 8x5¢éléments (Figure 5-30) ne sont pas des tests représentatifs pour

la simple raison que la plaque ne pousse pas tous les nceuds en fin de test.

Y-OESPL
[]

0056666 -
01935

0,29

-0, 39667
.4
-0.58

067667

077583
0.87

22365 cm

L
2 step 56 i
h Contour Fill of Displacements, ¥.DESPL .

¥ Deformation { x1). Displacements of Load Anabysis, step 56,

Figure 5-30 Maillage 8x5 éléments Q4-Axi
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-DESPL

Type d’Elémen| Maillage (élémentg  Solution (cm) Temps (s) (%)
8x5 2.2365 2.86
. 18x10 2.234 16.17
Q4-Axi 98,44
25x20 2.2450 21.42 97,94
50x40 2.2432 190.08 81,74
8x5 2.2108 1.8 99,83
18x10 2.2263 10.22
SFRQ-AXxi 99,02
25x20 2.2230 29.54 97,16
50x40 2.2354 248.5 76,12
. 18x10 2.2372 32.20
Q8-Axi 96,91
25x20 2.2356 133.97 87,13
Q8 référence 35x25 2.2339 1040.73

Tableau 5-4 Temps CPU en fonction des différents types éléments finis

Etude du cas de mise en forme par emmanchement force (avancement de la plaque
rigide)

Le méme test est effectué cette fois-ci avec les mémes données que précédemment. La
différence réside dans la maniére d’imposer le chargement. En effet, c’est la plaque rigide qui,
en avancant dans la direction de I’axe, simule un emmanchement forcé du cylindre bloc. Les
résultats des étapes successives d’écrasement sont reportés sur la Figure 5-31. Pour un
maillage de 18x10 éléments SFRQ-AXxi, nous obtenons presque le méme résultat
d’écrasement a 2.225 cm que pour le cas a.

-0.080578
-0.16446
-0.24835
-0.33223
041611
a5
-0.58308

066777

2.223cm
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Figure 5-31 Simulation du montage forcé du cylindre bloc
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6 Chapitre 6

6.1. Elément SFRH8 solide tridimensionnelle (FLT)

Nous présentons les principales équations utilisées pour I’implémentation de la loi de
comportement dans un élément solide tridimensionnel. La formulation est du type
Lagrangienne Totale. L’élément fini formulé est un modele déplacement enrichi basé sur un
concept cinématique de rotation d’une fibre spatiale [Aya02]. L’élément présenté est labellisé
« SFRH8 » (Space Fibre Rotation Hexaedre 8 nodes).

6.1.1. Approximation géometrique

Le vecteur position d’un point quelconque dans le plan méridien exprimé dans une base

cartésien est donné par :

X =Xi +y]+zk (6.1)
Noeuds Noeuds Noeuds
Avec x= > NX; ; ZN y, 5 z= > Nz (6.2)
i1 =

6.1.2. Formulation du modele déplacement

Le champ de déplacements d’un point quelconque p(x,y,z) du volume est défini par

I’approximation suivante :

U U
8 ! 8
V=2 NV 4D NG, A(F-F) (6.3)
W i=1 VVI i=1
U . U, . 0, X=X
V=D NAV e+ NJ6O, ¢ Al Y-, (6.4)
W i=1 VVl i=1 9 Z—Zi

Le terme & A (7 —T) (6.3) s’écrit sous la forme matricielle suivante :

U I (VAR ) ( z)—%(y—yi)
V=Y N4V, t+> N1 0, (x=%)-6,(z-2) (6.5)
' . (y y)—Hyi(X—&)

Ou (F - Fi) est le vecteur position de la fibre reliant le point p au nceud i (Figure 6-1)
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Figure 6-1 Cinématique de la fibre rotative

Les composantes <U ,V,W) (6.5) s’écrivent finalement ainsi :

Ul
V,
Ul [N, 0 © N, 0 0]/wW
Vi=[0 N, 0 0 N, O
wl [0 0 N 0 0 N,|U,
V8
W, (6.6)
6"1
9)’1
0 (z-z) -(y-y) . 0 (z-2) -(y-¥:)]| 4.
+ -(z-z) 0 (x-x) ... =(z-z) 0 (x=%)
(y-v) -(x-x) 0 (y-vs) —(x=%) 0 ]|&,
6)’8
923

Les fonctions de forme et leurs dérivées sont celles d’un élément classique H8 :
On pose :

a=1+&; a,=1-&; b=1+n b=1-n7 ¢=1+; ¢,=1-¢
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N ai\%f ar\%n a’\%g
1| gabe | glbe) | glag) | Gap)
2 | Gabe | gbe) | glac) | gl-ab)
3 | b | glbe) | gle) | lan)
¢ | Game | glhe)| glc) | gab)
5 | gabe | gbe) | glas) | @n)
6 %aibzcl %(bzcl) %(— ac) %(aibz)
7 %aiblcl %(blq) é(aicl) %(aibl)
8 %azblcl %(— be) %(azcl) %(azbl)
Tableau 6-1 Fonction de forme et leurs drivées pour un élément H8

Les ddls additionnels 6,, 6, 6, associés a la rotation spatiale de la fibre ip auront pour

conséquence un enrichissement du champs des déformations, rendant ainsi I’éléments final
précis sans augmenter le nombre de nceuds. Un schéma a 2x2x2 points de gauss suffit pour

obtenir une intégration cohérente de la matrice de rigidité tangente.
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Figure 6-2 Elément tridimensionnel SFRH8

~1<E<1;-1<p<l;-1<¢<1

n
D O

\Zé’ Elément sur

Elément sur I'espace I'espace reel
de référence

Figure 6-3 Espace réel et référence de I’EIément SFRHS8
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u,) [N Ny

Uy | | Ny, No., u,

u,, N,,, N, , Vi

V., N,., Ny, W

V., = N, Nq., P

V., N, Ns., Ug

W, Ny, Ng.y || Ve

w,, ' Ng,y [[Wo

W, | N, ... Ng., |
0 Ny, (z-2) Ny, (y-y) 0 Ny, (2-2) Ne .y (Y= Ys)
0 Nl’y(z_zl) Nl’y(y_yl)_Nl 0 Ns,y(Z—Zs) _Naly(y_ya)_Ns Hxl
0 vaz(z_zi)"'Nl _Nl'z(y_yl) 0 Nsvz(z_z1)+Na _Navz(y_ya) Hyl
7vax(2721) 0 Nl'x(X7X1)+N1 Nsvx(zfzs) 0 Nsvx(X*Xﬂ)"'Ns 621
_vay(z_z1) 0 Nl'y(x_xi) Navy(z_zs) 0 NB,Y(X—Xg) :
-Ny,,(z-2)-N, 0 Ny, (x=x) ~Ng.,(2-2)-N; 0 Ny, (X=x,) &,
N, (Y-¥) =N, (x=%)-N, 0 -~ N (Y=¥s) =Ny, (x=%)-N; 0 6,
Nivy(y*y1)+ N, -N y(X*X1) 0 . Ns’y(y7y8)+ N, - Nsvy(xfxs) 0 923
Ny (y=9) N (x=x) 0 - Ny (Y- Ys) Ny, (x=%) 0

(6.7)

6.1.3. Déformations de Green Lagrange

Les tenseurs gradients de déformation [F] (2.4) et de Cauchy Green Droit [C] (2.8)

s’écrivent dans le systéeme de coordonnées cartésiennes :

1+U,, U, U,
[Fl=| V. 1+Vv, Vv, 6.8)
W, W, 1+W,
C=[F"][F] (6.9)
Cll C12 C13
[c]=|c,, C, C, (6.10)
C3l 32 33
LU Fvzew? L+u b +lv b, s ww,
[C]=| +u b, +l+v b, +ww, U2+, F+w?
(RAUR VIRAVAVARY BRIV WA VIS VIRRY RV VATV BRIV o1

LU o, vy, +lew v,
U U, ++v M, +w ew)

U2 +V2 +{L+w, f

Les trois invariant de [C] sont :
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|1 :Cn + sz + C33
| 2 = C11C22 + szcss + Csscn - C122 - C223 - C123 (6-12)
I 3= C11C22C33 + 2C12 CZSClS - CllCZZS - sz C123 - C33C122

Le tenseur de Green Lagrange est défini par :

[El-2(c)-[] 6.13)

6.1.4. Principe du minimum d’énergie potentielle totale

L’énergie potentielle totale est définie par :

H:Z(Hikm _H:xt) (6.14)

IT¥, est I’énergie potentielle élémentaire interne. Elle est définie par :
I, = [, W(0, T,,9)dv (6.15)

W représente I’énergie de déformation par unité de volume non déformé, accumulée

dans la structure pendant la déformation :
W(TDTZ!‘]):Wd(Tl’T2)+Ws(‘]) (6.16)

Pour une loi de Mooney-Rivlin [Riv48], W est donné par Crisfield [CriV2]:
w(i,, i, J)=c1(i,-3)+c2(i, —3)+%K‘(J -1y (6.17)

Ou 1, et 1, représentent les invariants modifiés et sont déja donnés par les expressions
(4.20).

k
ext

La variation de I’énergie potentielle externe IT
k 0
5Ty, = [[, (s u)p}ds (6.18)
(5u) : Déplacement dans la base locale (T, i),
{p} : représente les forces de pression réparties

6.1.4.1. Vecteur résidu

STI=Y (oT1¢, - STIE,)=0 (6.19)

k
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Ol STIf

int

représente la premiere variation de I’énergie élémentaire interne :

OTI¢

int

= [ oW(i,,1,,3) dV° (6.20)
Nous obtenons ainsi le vecteur des forces internes :

ott,=(ou) [ [{rldetidsands

(6.21)
(U)=(0U VAN 66,60,00 ... U, NN 56,50 56,)
STIE, = (SUMF & } (6.22)
Pour une loi de Mooney-Rivlin :
st = (AST,+AST,+AST,)aV" (6.23)

Avec :

1 2 4 5
- -3 1 - 2 - 1x(J-1
A=Cl® ; A=C1° A3=_§C1|1|33_§C2|2|33+E¥ (6.24)

Et I=1, (6.25)

51, 51,ets1, représentent les variations des invariants du tenseur droit (6.11).

Sl

5T2 =(sz + C33)5C11 +(Cu + C33)5C22 +(C11 + C22)5C33 - 2C125 C12 -2 C135 C13 - 2023&23
o |3 :(szcss —C§3)5C11 + (C11C33 - Clzs )5 C22 + (C11C22 _C122)5C33 +
2(C13C23 - C12C33)+ 2 (C12C23 - C22013 )5 C13 +2 (C12C13 - C11C23 )§C23

(6.26)

En injectant les équations (6.26) et (6.24) dans (6.27), I’expression du potentiel

élémentaire interne de déformation devient :

STl = [ (B,6Cyy +B, 5Cyy + B, Cyy + B, &y + B Cyq + Bodlyg JAV° (6.27)

int —

AVEC :
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B,=A+ (sz + C33) (C22C33 - C§3 )A
B,=A+ (C11 + C33)A2 + (C11C33 - Cfs )As
B;=A+ (Cll + sz)Az + (C11C22 - C122 )As
B 2 (Cl Az + (C12C33 o C13C23 )A3) (6.28)
By =-2 (Cl A, + (C13C22 —C,Cy )A3)
2 (C23A2 + (C11C23 - C12C13 )AS)

La variation du tenseur de Cauchy-Green droit 6 Cconduita :

5C, =2{1+U PU, +2V 5V +2W W,
5C, =20 5U_+204V )5V, +2W SW,
5C,=2U 06U +2V 5V + 20+ W bW,
5C,=U | s5U +4U U 04V BV 4V 5V cwsw swow,  (629)

5C,=U . 6U_+[+U U +V oV 1V oV +
5C, U SU | +U 68U, +V.oV. £V bV, +lew,

W +W5W

1+WZ§§W AW SW,

En injectant I’équation (6.11) dans (6.27), I’expression du potentiel élémentaire interne

de déformation devient :

Avec

Et:

D, 68U, +D,8U, +D,6W,,+D, 5U,,+D, 5U,

=], [ Jdv" (6.30)
+D, 8V, +D, 6V,,+D, SW, +D, 5W,,

oU,=N;,6U; +N; ( ( ) ( ))

oV, =N 6V, + N; ( ( ) 00, (Z ;))

SW, =N, ,6W, + N, (68, (y- )-8, (x—x))

SU, =N, 68U, + N, (66, (z-2)-38,(y-v,))-N, 56,

sU,=N,8U, + N, ( 9, (z- ) 50 ( y))+ N, 56, (6.31)

SV, =N, 8V, + N, ( ( ~2))+N, 56,

SV, =N, 6V, + N, (56, (x- z))-N, 56,

5Wx:Ni,x5Vvi + Ni,x( xi( - i)_ yi( - ))_ Ni 50yi
SW, =N, oW + Ni,y(aeyﬁ (y-y)-30, (x=x%))+ N, 56,
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D,=2B(1+U,)+BU +BU,
D,=B,V, +2B,(1+V, )+ BV,
D, = 283(1"'\/\/1)1L Bs,xvv,x + BeWy
D,=B,U,+2BU +B,1+U,)

D,=2BU,+B,(1+U,)+BU, (6.32)
D, =2BV, + BV, +B,1+V,)
D,=2BV,+BV, +B,{1+V,)
D, = B,(l+W,)+2BW, + BW,
D, =BW, +2BW, + B,(L+W,)
Ce qui donne :
S[T.= jvomsz SU +f,6V + f,0W + f,50,+ f,60,+ f,50,)dV° (6.33)
Avec :
f,=2(+U,)N,B +2U B, +2U N, B, +(U N +({+U )N )B,
+ U, N, +0+U N, )B+ (U, N, +U N, Z)B
f,= 2V N, B +2(L+V N B,+2V,N,,B+(V, N +1+V IN,,)B, §
+(V,N,+V, N, ,)B, +((L+V, N, ,+V, N, )B, (6.34)

f,=2W,N, B, +2W, N, B, +2(1+W,)N,B,+(W, N, +W N, B,

y LYy X iy Ly VL X

+(W,N, +(1+W)N B +(W N, +{1+W, )N, )B

X" TLX
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fy =2V, N, (- 2+2)+ 2W,N, (y=¥))B + W, (N, (y=y)+ N, )+ 2(L+V N (- z+2))B,
AW, N (y-y)+2V, (N, 2+7)-N )8, +

(WX( N, (y- y|)+N)+Wy N (Y= ¥i)+ VN, (- z+zi)+(1+\/'y)Nivx(—z+zi))B4+
(@+W N (Y= )+ W, N, (Y= Y )+ VN, (- 2+2)+V, (N (- 2+ 2)- N, ))B +

(€W, N, (Y= y)+ N+HWN (Y= Y)+ VN, (- 24+ 2)+ (@+V, )N, (- 2+ 2)- N, ))B,

—h

5 (2Wx( |xX XI) )+2(1+U,X)N,X(Z_Zi))Bl+(2Uley( Zi)_Z\N,yN,y(X_Xi))Bz
(- 20+ W IN,(x=x)+2U (N, (-2 )+ N B,
I (N (=)= N)-WN, (- x)+ (1+U IN,,(2-2)+U N, (z-2))B,
W) N (= %) =N FU LN, L(2-2)+ (04U )N (22 2)+ N)-WN, (x-% ) By
HELAWIN (x=x)+U (N, (- z)+N) W, N, (x=%)+U N, (z-2)B;

J’_

fo= _2(1+U x) |x(y_y|)+2\/,x(Ni,x(X_xi)+ Ni))Bl+(2U,y(_ Ni,y(y_yi)_ Ni)+ 2(1+V,y)Ni,y(X_Xi))BZ
+(-2U N, ,(y- )+ 2V,N, ,(x- % ))B,

(@00 )EN (=)= N)=U N, (y = y)+ 4V, (N (= %)+ N D+V, N, (x— %) B

+(FU LN (Y= YV (N (= %)+ NV, N (x= %) - @+U N, (Y- y,)) B,

+V N (x=x )+ (1+V,y) N (x=%)-U N, (y=¥)+U,(-N,,(y-,)-N,))B,

(6.35)

Et dv° =det J dédndd (6.36)
<Ni,x>: Ju Ni,§>+ j12< u,>+ j13< |g>

<Ni,y>:j21<Ni,§>+j22< I17>+J23< |§> (6.37)

(N = M)+ (N )+ (N )

Jig0 Jip0 Jian Jops Jops Jogs Jags Japs JagSONt les neufs termes de la matrice jacobienne

inverse [j]=[3]"

X
[3]= X, Y. Z, (6.38)
Xe Yo Z¢

Le vecteur force interne s’exprime ainsi :

STIE =(U, &V, OW, 86, 860, 80, - U, &, W, 80, 5, 50,)

int

(6.39)
L.[,L<fl f, &, f, & f - f f f6>TdetJd§d77d§

OTI¢

int

— (U ) (6.40)

int

Les degrés de liberté de rotation, définies initialement dans le repére cartésien local,

devront étre transformés dans le repere global.
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6.1.5. Passage du repére local au repére global

La matrice de rigidité tangente et le vecteur des forces internes sont transformés du

repére local au repére global par les relations suivantes : (seules les rotations sont concernées
par la transformation).

Ky J= Tk IT] (6.41)
g =[TT{f he (6.42)
- _
[Ql]T 1 00
Avec 4|;£4]8: ; il 2 ; (1) (6.43)
[l] = _>. _>. _>.
_ o] | RI=[ © n]

Figure 6-4 Reperes locaux dans une base covariante
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E f,
4
N 3
= t i
fi, nli1}/2
1 2 f’li ﬁ1|
7
8
zw R B v
n;
5 5 z;
02
Y,V

X,U

Figure 6-5 reperes locaux dans une base orthonormée

6.1.5.1. Repére covariant
Les vecteurs de la base covariante & etd, sont definis par :
g = Z Ni,fxi ;&= Z Ni,nxi (6.44)

Avec Ni,g et Niy,7 fonction de forme et leurs drivées d’un élément H8 voir Tableau 6-1

5 a,a,,~ 8,3,
ﬁ=@ , d=4 A4, ; {aj={a,a, -a.a, (6.45)
a,a,, —a,,

6.1.5.2. Repére orthonormeée

En chacun des 8 nceuds, une base orthonormee [Q] est définie comme suit :
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Pour chaque nceud i=1,8

Calculer [FO]:[éli a, 'n

Construire [Q |=[€. i€, 1 f ]

Avec (A)=| n,

C+ el d n
1+CrIY 1+C <
U 1 1
Avec =t :t :fl=|—— C+—n?
[Q] [l 2 1+C XnY 1+C X
—ny -n

(é /e 211’11’11)

n

x

6.2. Validation de I’'élément

6.2.1. Plaque circulaire en gonflement libre

Le méme test de gonflement est repris pour valider I’élément sous les sollicitations
membranaires (il est décrit dans le sous chapitre 4.1.5). Les conditions de calcul sont
maintenues. Le calcul est effectué sur le quart de la plaque circulaire pour des raisons de
symétrie. L’élément SFRH8 est confronté a I’élément classique hexaédrique H8 et aux

résultats de Hughes [Hug83] pris comme solution de référence pour ce test.

L’allure des courbes obtenues sont en léger décalage ; le point milieu de la plaque
n’étant pas le méme que celui du test précédent (84.1.5). Le point pilote est décalé pour des

raisons de commodité de maillage. Le mailleur automatique exige 6 faces (volume) pour

génerer des eéléments de type Hexaedre H8.
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35
. i{/z/;
30 9/
] — - — SFRHS8 ]
o5 —o—H8
—o— Hughes

20

Pression (Psi)

15 fe)
0 4
S 7
0 : , : : :
0 2 4 6 8

Déplacement vertical(in)

Figure 6-6 Pression en fonction de la fleche du point milieu

Epaisseur

0.30971
0.20107
0.27243

- 0.25379
- 0.23515

I 0.2165

0.15786
017022
0.16058

0.14194

b

step 83 )
Contour Fill of Epaisseur. )
Deformation ( x1): Displacements of Load Analysis, step 85,

Figure 6-7 Répartition des épaisseurs
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6.2.2. Mise en forme d’un godet. Validation du contact 3D

Ce dernier test concerne la modélisation de la mise en forme d’un godet en utilisant
avec I’élément fini H8 hyperélastique. L’objectif est de valider I’algorithme de recherche de
contact en 3D que nous avions développé. Un quart du godet est modélisé pour des raisons de
symétrie. Les résultats satisfaisants de la Figure 6-8 montre que I’algorithme de recherche 3D

du contact permet d’aller jusqu’a la fin de la mise en forme sans probléemes de divergence.

(1) )

(3) (4)
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(5)

Figure 6-8 Mise en forme du godet. Validation du contact 3D

(6)

6.3. Conclusion

L’elément SFRH8 a été teste sans contact. Travaillant seulement en membrane, SFRH8
peut étre une alternatif aux éléments quadratiques de type H20. L’élément donne des résultats
proches de résultats de références de Hughes [Hug83] pour un méme nombre d’éléments. Par
contre, il engendre un co(t de calcul plus élevé que I’élément H8.
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7 Conclusion générale et perspectives

7.1. Conclusion

L’objectif principal de ce travail est de mettre au point un logiciel de mise en forme des
corps plastiques creux 3D axisymétriques, avec une répartition précise des épaisseurs et un
colt de calcul moins élevé. Cela est devenu possible avec I’élaboration d’un nouvel élément
fini de solide axisymétrique (baptisé SFRQ-Axi) basé sur le concept cinématique de rotation
d’une fibre spatiale (Space Fiber Rotation concept). L’élément fini développé a I’avantage de
converger rapidement pour les problemes a contact présentant des zones de flexion. Le choix
de I’algorithme de recherche de contact joue aussi un role dans le traitement rapide de la
gestion des nceuds candidats au contact. Un algorithme de recherche local simple est élaboré

pour tester la pénétration des segments « masters » par les nceuds « slaves ».

Notons aussi les difficultés numériques rencontrées auxquelles nous avions fait face, et
qui sont dues aux fortes nonlinéarités géométriques, matérielles et surtout aux nonlinéarités de
contact. Soulignons aussi la difficulté de gérer I’incompressibilité des éléments finis 3D

volumiques ou axisymétriques.

Deux approches de calcul implicite et explicite sont traitées pour un exemple de
biberon. Les résultats obtenus montre la bonne précision du calcul implicite par rapport au

calcul explicite.

Les tests de validation de I’élément SFRQ-AXi avec contact sur un test de flexion d’une
plagque circulaire, s’enroulant sur un tore rigide, montre la bonne vitesse de convergence et
une meilleure précision des résultats des épaisseurs. Les résultats des tests de mise en forme
donnent aussi une bonne répartition des épaisseurs a I’interieur de la plage donnée par les

résultats expérimentaux. Néanmoins ces tests restent globalement plus ou moins complexes.

D’autres éléments finis completement volumiques, de type hexaedres & 8 nceuds H8,
avec des lois hyperélastiques sont implémentés dans notre code « Model’Pack Forming » afin
de tester I’algorithme de contact, développé pour la recherche 3D des nceuds candidat au

contact.

7.2. Perspectives
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Les travaux futurs devront porter sur I’'implémentation de lois hyperélastiques de type
Ogden et autres. L’objectif est de pouvoir simuler de facon réaliste des problémes de mise en

forme des corps plastique creux.

Un bloc thermique en régime instationnaire est nécessaire pour tenir compte de la
variation de la température en fonction du temps au cours de la mise en forme. Ce
comportement s’approche du comportement visqueux réel des polymeres. L’intégration des
modeles viscoélastiques de type G’Sell ou autres est préconisé, ou une combinaison tirant
profit des deux comportement hyper-élastique et viscoélastique (visco-hyper élastique). Les
modéles hyperélastiques permettent d’obtenir une bonne répartition des épaisseurs avec en
général une représentation moins précise de I’état de contrainte. Les modeles viscoélastiques
prennent en compte la vitesse de déformation et aboutissent a un état de contrainte

satisfaisant; ce qui permet une meilleure prédiction le produit finale aprés soufflage (retrait).

Enfin, il nous parait utile de penser a implémenter une loi d’endommagement adapté au
comportement des polymeres. Cela permettra entre autres d’apporter une amélioration dans la

prédiction des phénomeénes de déchirures observés durant la mise en forme.

Pour enrichir la librairie des éléments finis du code, il serait nécessaire de formuler :

- Des éléments finis de coque avec une partie membranaire basée sur le concept
SFR. Cela permettra de mieux simuler les effets de la membrane.

- Des éléments finis solide 3D de type tétraedre 4 nceuds permettant de mailler
des geomeétries complexes et palier a la difficulté de générer des maillages
structurés.

D’autres améliorations sont nécessaires pour augmenter I’efficacité du programme :

Calcul des distances de pénétration optimale a I’aide des multiplicateurs de
Lagrange, ou de la méthode de Lagrange augmenté

- Stockage et assemblage des éléments de la matrice tangente dans des matrices
creuses (sparce matrix) et résolution du systeme d’équations adapté a ce type
de matrice..

- Remaillage automatique.

- Lissage de segments ou surfaces « master » par des splines afin d’enlever les
zones d’angles morts. Ce lissage semble mieux adapter pour les algorithmes de
recherche local.

- Traitement du contact cas déformable- déformable (self-contact)

- Re-programmation du code Model’Pack Forming en MPI (multiprocesseurs)
pour tirer profit de la puissance de calcul des nouvelles puces « grand public »
de type processeurs double cceurs.
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