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INTRODUCTION GENERALE

La diversité des problémes rencontrés en automatique, notamment portant sur la théorie
de la commande et de la conception, ont connu une évolution considérable ces derniéres
années. Parmi ces théories, la commande des systémes non linéaires ne cesse de se
perfectionner. Ainsi, le concept des ensembles flous qui s’est avéré trés utile du point de vue
de la synthése de commandes. Les travaux sur la théorie des ensembles flous et la logique
floue ont ét¢ initiés dans les années soixante par Lotfi Zadeh (Zadeh, 1965) a I'Université de
Berkeley afin de modéliser l'incertitude inhérente au langage humain. Ces travaux, qui ont
mis un certain temps avant d'étre acceptés par la communauté de 1'automatique et l'industrie,
avaient déja posé les bases de la commande floue. La logique floue, de part ses aptitudes
multidisciplinaires, a été utilisée dans des domaines aussi variés que la gestion de base de
données, les systémes experts, le traitement du signal, la classification de données, la
modélisation ainsi que la commande de systémes automatiques. De fait, elle s'est attirée les
critiques des scientifiques de chacun des domaines respectifs en introduisant une solution
informelle a des problémes pour lesquels les développements mathématiques d’alors ne
trouvaient pas de solutions (Verbruggen et al., 1999). 11 faut attendre les années quatre-vingts
dix pour que ces nouvelles théories soit reconnues et utilisées a bon escient au sein
d’applications variées, notamment la modélisation et la commande de systémes complexes.
La premicre application de la commande floue fut réalisée par (Mamdani, 1974) en 1974 sur
un moteur a vapeur. La premiere application industrielle a porté sur le contréle d’un four a

ciment par logique floue (Holmblad & Ostergaard, 1982). Ce n’est qu’en 1973, que la théorie



de la logique floue fut introduite en France par Arnold Kaufmann (Kaufmann, 1973). Depuis,
les applications de la logique floue en théorie du contrdle se succédérent jusqu’a nos jours.
Celle-ci concernent des domaines aussi variés que le génie industriel (Yamakawa, 1993;
Russo, 1996; Wu et al., 2001; Lauber, 2003), le diagnostic (Chen et al., 1995 ; Wang, 2005),
ou encore la biomécanique (Jacobs, 1997 ; Davoodi, 2004 ; Guelton, 2003).

Afin de s’affranchir de la connaissance parfaite d’un processus a contrdler, le comportement
dynamique peut étre pris en compte par une modélisation analytique, c'est-a-dire un modele
de connaissance. On obtient alors une représentation mathématique qui doit ressembler le
mieux possible a la réalité du processus. Le dilemme réside alors entre la fidélité du modele et
son adéquation avec une forme mathématiquement exploitable. Dans ce contexte, une
premicre approche pour étudier un systéme ayant un comportement non linéaire consiste a
I’approximer par un modele linéaire. L'inconvénient d'une telle approche est son aspect local.
D’autre part, plusieurs travaux ont €té développés afin de démontrer qu'un system flou peut
étre utilisé comme un approximateur universel (Kosko, 1994 ; Zeng & Singh, 1995 ; Nguyen
et al., 1996, Zeng et al., 2000; Essounbouli, 2004). Ainsi, la question de I’approximation se
pose : un modele flou peut-il uniformément approximer n’importe qu’elle fonction réelle sur
un sous ensemble compact avec un degré de précision arbitraire ? La capacité de
I’approximation universelle d’un modele flou est la base de recherches théoriques et de leurs
applications en commande et/ou en identification floue. De nombreux chercheurs se sont donc
intéressés a cette notion. Il s’agit alors de donner une justification théorique aux succes
rencontrés par les applications de la logique floue. Notamment, sur des systémes difficilement
contrdlables a I’aide de techniques conventionnelles (Buckley, 1992 ; Buckley, 1993 ; Castro,

1995).

La structure d’un modéle ou d’un régulateur flou, est décrite par un ensemble de regle, dite
régles floues, qui sont constituées chacune par une partie prémisse, et une partie conclusion.
De ce point de vu la, on distingue deux classes principales de modeles flous : les modéles
inférés par des regles flous de type Mamdani et ceux inférés par des regles flous de type
Takagi-Sugeno (TS) (Takagi & Sugeno, 1985 ; Sugeno & Kang, 1988). Les mod¢les de type
Mamdani utilisent le formalisme flou pour modéliser I’inférence. En revanche, bien que la
partie prémisse des regles de type TS conserve le formalisme flou, I’inférence correspond a
une simple interpolation des conclusions. Il en résulte que, pour un modéle TS, les régles sont

inférées par des variables décrites dans 1’univers du discours flou. En revanche, la description



globale du systéme qu’elles représentent permet, aprés défuzzification, d’aboutir a une
fonction non linéaire liant arithmétiquement les entrées et les sorties du systéme.

L’approche de modélisation TS permet donc de représenter un systeme non linéaire par une
interconnexion de mode¢les affines et linéaires autour de différents points de fonctionnement a
travers des fonctions de pondération normalisées appelées fonctions d’activations. Ces
fonctions peuvent étre soit identifiées a partir d’un processus réel (Gasso, 2000), soit sur la
base d’un modele de connaissance afin d’aboutir a une représentation exacte de celui-ci dans
un espace compact de I’espace d’état (Morere, 2001).

Une approche typique de la commande des systémes utilisant ce type de modele est la
stabilisation par interpolation de retour d’état appelée commande PDC (Parallele Distributed
Compensation) (Wang et al., 1996 ; Wang et al, 1995). La majorité des travaux qui
s’inspirent de cette loi de commande ont une démarche basée sur la deuxiéme méthode de
Lyapunov. La formulation de celle-ci aboutit a un ensemble d’inégalité écrite, dans la mesure
du possible, sous la forme inégalités matricielles linéaires (LMI). Les LMI, s’il s’avére
qu’elles admettent une solution, peuvent étre résolues a 1’aide d’outils issus du domaine de
I’optimisation convexe (El Ghaoui, 1997). Cependant, si théoriquement il est toujours
possible de représenter la dynamique d’un systéme non linéaire affine en la commande par un
systeme flou, en pratique cette représentation peut aboutir a 1’obtention d’un trés grand
nombre de regles floues. Une maniére de réduire le nombre de régles floues est de prendre en
compte certaines non linéarités du modele au sein d’incertitudes inhérentes a la modélisation,
on se place alors dans le cas de la modélisation flou TS de systémes incertains. L’objectif
¢tant d’obtenir un modele flou comportant un nombre fini et raisonnable de regles fixé a
priori. En revanche, la synthése de lois de commande pour de tels modeles s’avere plus
difficile. Dans ce contexte, plusieurs approches de relaxation des LMI ont été proposées dans
la littérature (Guerra et al., 1999a; Tuan et al., 2001 ; Liu & Zhang, 2003 ; Kim & Lee,
2000).

La commande type PDC ne permet pas toujours de répondre a tous les critéres de
performance si, en plus des incertitudes, le systéme est perturbé ou a retard. C'est pourquoi
des travaux traitant de la synthése de commandes robustes pour la stabilisation de ce type de
modeles ont étés proposés ces dernieres années (Tanaka et al., 1996 ; Lee et al, 2001 ;
Palacios-Hernandez, 2004). Nous développons ce point dans la suite du manuscrit.

Au sein de la littérature on constate que la synthese de lois de commande est peu traitée
dans le cas du suivi de trajectoire (Tracking) pour les systémes TS incertains et perturbés. En

effet, le passage d’un probléme de stabilit¢ a celui d’un suivi de trajectoire n’est pas



nécessairement trivial. Ainsi, le théme principal de ce travail est le développement de
structures de commande, pour des systémes continus mis sous forme TS incertains et
perturbés, permettant d’assurer la stabilité et la robustesse dans le cadre du suivi de
trajectoire. Deux problématiques peuvent émerger : 1’obtention de conditions sous forme de

LMI et, la garantie des performances de poursuite.

Le chapitre 1, présente une vue d'ensemble bibliographique allant de la définition et mise en
ceuvre d'un modele TS a la synthése de commande robuste des systémes flous du type TS
incertains et perturbés. Ainsi, nous présentons d’abord les différentes techniques d’obtention
d’un modéle TS avec un exemple d’illustration sur la méthode la plus employée pour y
aboutir. Ensuite, nous aborderons les concepts de stabilisation de base des modeles TS. Un
intérét particulier sera consacré aux résultats les plus récents traitant du probléme de la
stabilit¢ des modéles TS incertains et perturbés. Ainsi, cette synthése bibliographique
permettra de positionner notre travail dans le domaine et de poser clairement le probleme

abordé dans cette thése.

Dans le chapitre 2, nous aborderons le probléme de poursuite de trajectoire des modeles TS.
Une présentation des techniques existantes pour résoudre cette problématique permettra de
dresser un bilan synthétique sur les travaux publiés dans la littérature. Dées lors, nous
présenterons la stratégie de commande que nous avons abordé dans ce travail. Par la suite,
nous traiterons de la synthése de commande pour les modéles flous TS soumis a des
perturbations externes. La synthése de commande proposée se base sur la minimisation de
I’erreur de poursuite par rapport aux perturbations selon un critére Hoo. Le résultat principal
dans ce chapitre est de fournir des conditions relachées au sens de I’optimisations convexes
LMI, en I’occurrence un maximum d’atténuation des perturbations en assurant la poursuite.

Des résultats de simulations illustreront les performances obtenues.

Les principaux résultats du chapitre 3, traitent essentiellement de la synthése de commande
pour des modeles TS incertains et perturbés. Dans un premier temps, 1’approche est élaborée
dans le cas ou tous les états sont disponibles. Deux approches de synthése différentes seront
présentées afin de garantir les performances de poursuite. Il s’agit d’une approche dont les
résultats sont écrits sous forme de BMI (Bilinear Matrix Inequality) et d’une approche
obtenue directement sous la forme de LMI. Nous montrerons ensuite, a travers des résultats

de simulation, que la seconde approche assure de meilleures performances que la premicre.



Notamment, a cause de la conservativité des résultats de la premicére approche. Nous
considérerons également un observateur dans le cas ou tous les états ne sont pas disponibles.
Les résultats, également exprimés sous forme LMI, seront illustrés a travers un exemple en

simulation.

Dans le chapitre 4, nous traitons du probléme de poursuite de trajectoire pour les modeles TS
incertains en nous basant sur le concept de la commande optimale. La méthode proposée
consiste @ minimiser un critére quadratique relatif & la commande et a I’erreur de poursuite.
Les résultats ainsi obtenus sont présentés directement sous forme de probleéme a valeurs
propres généralisées GEVP (General Eigen-Value Problem). L’approche proposée concerne
la syntheése de commande, aussi bien dans le cas ou tous les états sont disponibles que celui
avec observateur. Les techniques de commande proposées assurent la stabilité des structures
de commande, la robustesse vis-a-vis des incertitudes et la mise sous forme LMI des

conditions des théorémes proposés.
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Chapitre 1

Stabilité et stabilisation des modeles TS

1.1. Introduction

Ce chapitre a pour objet de présenter certains travaux sur la modélisation la stabilité, et la
stabilisation des mode¢les flous de type Takagi Sugeno (TS). En effet, la problématique de
poursuite de trajectoires des modeles de type TS, que nous abordons dans ce travail, repose
essentiellement sur les travaux et méthodes détaillés dans cette partie.

Ainsi, ce chapitre sera structuré comme suit. Nous présentons d’abord les différentes
techniques d’obtention d’un modele TS et donnerons un exemple d’illustration sur la méthode
la plus employée pour y aboutir. Ensuite, la seconde partie est consacrée a la présentation des
notions de stabilité et de stabilisation de ce type de modéles rencontrées dans la littérature. Un
recensement non exhaustif des lois de commande pour les modeles TS proposés sera présenté.
A partir de 13, on s’intéressera aux résultats les plus récents traitant du probleme de la
synthése de commande robuste pour les modeles TS incertains et perturbés, dans le cas de la
stabilisation. Cette ¢tude permettra de positionner notre travail dans le domaine et de poser

clairement le probléme abordé dans cette these.



1.2. Modéle flou de type TS

1.2.1. Modéle flou TS

Le modéle flou de Takagi-Sugeno (TS) d’un systéme dynamique est décrit par un ensemble
de regles floues Si-Alors. Sa caractéristique principale est qu’il représente localement les
relations entrées sorties d'un systéme en exprimant chaque conclusion par un systéme linéaire
(Takagi & Sugeno, 1985).

La i régle du modele flou s’écrit:

Si z,(2) t £ et tz,(¢) est F¥ Alor x(t) = Ax(t)+ Bu(t)
i zi(t)est £ et...etz,(¢) est F,” Alors )= Cx() W

F’ est I’ensemble flou et » est le nombre de régles Si-Alors. x(f) € R" représente le vecteur
d’état, u(t) € R" est le vecteur des commandes, y(f) € R? est le vecteur de sortie du systéme,
A; € R"™", est la matrice d’état, B; € R" ", est la matrice d’entrée du systéme, C; € R? ™" est

la matrice de sortie et z;(¢) ~z,(f) sont les prémisses fonctions de 1’état.

Pour une paire (y(¢), u(f)) donnée, I’inférence du systéme flou est donnée par:

i w, (z(t)) {Al.x(t) + Bl.u(t)}

x(1) ==L .
2w (20)
) ! (1.2)
2w (2(0) Cx(0)
y(t) ="~
Z;w,. (z(1))
ouz(t)=[z,(t) z,@®) ... z,®], w (Z(t)):ﬁFij (zj(t)) i=1,2..,r (13)

J=1

F/ (zj (t)) est la valeur de la fonction d’appartenance z{(f) dans I’ensemble flou F’, et

Yt>0 ona
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PRACOR

w, (2(0)) 20

(1.4)

En posant :

hz’ (z(t)) - M

S (2(0) "

Le modéle TS (1.2) s’écrit :

x(t) = Zr:hi (z(1)) {Ax(t)+ Bu(t)}
o (1.6)

¥ = Y (200) Cx(t)

Les A, (z(t)) > () possedent la propriété de somme convexe : V>0 Zhl. (z(t)) =1 (1.7)

i=1
1.2.2. Construction d’un modéle flou TS

Pour obtenir un modele flou TS, trois méthodes distinctes peuvent étre employées :

= La premicre dite par identification (Gasso et al., 1999 ; Gasso, 2000), permet a partir
des données sur les entrées et les sorties, d’identifier les parametres du modele local
correspondant aux différents points de fonctionnement.

» La seconde méthode consiste a linéariser le modele autour d’un ensemble de points de
fonctionnement choisis judicieusement (Tanaka & Wang, 2001 ; Ma et al., 1998) ;
dans ce cas il s’agit de modéles locaux affines pour lesquels le modele flou est obtenu
par interpolation des modeles locaux avec des fonctions d’activation congu de maniere
judicieuse en fonctions des spécifications souhaitées (triangulaire, gaussienne,...etc.)

= La troisiéme approche est adaptée pour les systetmes non lin€aires de complexité
modérée. Dans ce cas, le modele flou TS représente de manicre exacte le modéle non

linéaire sur un espace compact des variables d’état et est obtenu par transformation
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polytopique convexe. On effectue ainsi un découpage des non linéarités qui permet de
définir des modeles locaux en fonction du nombre des non linéarités (Tanaka et al.,

1998a ; Morere, 2001 ; Guerra & Vermeiren, 2003b).

Dans les deux derni¢res approches, on suppose disposer d’un modele mathématique non
linéaire. Notons aussi que pour un systtme donné, I’obtention d’un modele TS n’est pas
unique.

Etant donné que la derni¢re approche représente le modele non linéaire d’une fagon exacte,
nous I’expliciterons a travers un exemple illustrant la construction d’un modele TS. Le lecteur
pourra se référer a (Ma et al., 1998 ; Gasso, 2000 ; Tanaka & Wang, 2001) pour plus de
détails sur les deux premieres approches d’obtention d’un modéle TS. Pour obtenir a partir
d’une non linéarité¢ les fonctions d’appartenance associée d’un modele flou, on utilise le

lemme suivant.

Lemme 1.1 : (Morére, 2001)

Si Vxe[-b,a],a,beR", f(x): R — R borné sur [-b,a]| alors il existe deux fonctions w,(x) et
w,(x) ainsi que deux réels avet Ftels que :

f&x)=o-w, (x)+ B -w,(x)

w,(xX)+w,(x)=1, w,(x)=0, w,(x) =0

Preuve :

Considérons la fonction f(x) bornée tel que f < f(x)< f , on peut alors toujours écrire:

- S)-f 7= f(x)
=a-w, "W, =/, p=j,w=—="T"¢€tw="rm""".
Sx)=a-w(x)+pf-w,(x) aveca=f, f=f,w 77 et w 7o/
|
Remarquel.1 :
Dans le cas général, si on considére un modele non linéaire :
()= f(x(0)+ g (x(2))-u(?) (1.8)

Avec f(0) =0 et sous I’hypothése que les champs de vecteurs f et g soient bornés surR",

alors le modele TS représente de fagon exacte le modéle non linéaire (1.8) pourx € R" . Dans

12



le cas contraire, sous la condition f et g continues, alors I’équivalence n’est vraie que sur un

sous-espace compact de R" (Tanaka ef al., 1998a ; Morere, 2001).

Exemple 1.1 :

On considére le modéle non linéaire autonome de dimension 2 suivant :

N B sin(xl(t)) 0
x(t) = f(x(1)) = { ) o (t)} (1.9)
Ce modele peut tre réécrit comme suit :
, sin(x, (1))
O |—— 0 | x(
L‘czm} 40 L@(r)} (110

0 X0

L’équation (1.10) présente deux non linéarités qu’on notera N, (x,(r)) et N,(x,(?))

respectivement tels que :

sin(x](t))

N, (x1(t)) = x,(6)

. N, (x,(0)=x,"(2) 1.11)
Nous remarquons que le terme non linéaire N, (x,(t)) est borné Vx(r)eR" 1i.e
N, (x,(0))e[sin(x,)/x, 1] (ot sin(x, )/x, =min(sin(x,)/x,;) =—0.217) alors que le terme
N, (x,(¢)) ne peut I’étre que sur un compact définit par x,(7) €[-a,a], avec a > 0. Ainsi, on

peut transformer les termes non linéaires N, (x,(7)) et N,(x,(¢)) Vx(t)eR"x[-a,a],a>0,

tel que :
sin(xl )
N, (x,(0) = F/ (x,(0))- 1+ F} (x,(t)) - ——= (1.12)
XI”
N, (%,(1) = F (x,(1)-a” + F} (x,(2))-0 (1.13)
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avec les ensembles flous donnés par :

(sin(x, (t))/XI(f)) - (Sin(xa, )/xb) )
1- (sin(xb) )/, )

1—(sin(x, (1) /x,(1))
]—(sin(xb) )/xjv)

Fl(x,(1) = Y (x,(0) = (1.14)

x,(1)°
a

Fl(x,(t) =1~ xz(f)z (1.15)

F (x,(1) = S

On aboutit alors au modele TS correspondant a partir des 4 combinaisons possibles des bornes

des termes non linéaires N, (x, (7)) et N,(x,()), décrits par les matrices f; suivantes :

Si xl(t) est F,I(xl(t)) etxz(t) est F;(xz(t)) Alors |:x1(t):|:|:] 02:||:x1(t):|
X,@) ] [0 a | x,0)

ﬁmﬂmﬁmma%meWWAM{ﬂﬂ{lqﬁw}
x,(1) 0 0] x,(t)

_ _ [sin(x,)
- , , @0 |—— 0 [x,(t)} (1.16)
Si x,(¢) est F(x,(1)) et x,(¢) est F,(x,(¢)) Alors | =| x
x,(1) ’ x, (1)
- L0 a’
| o] | [w)}
Si x,(¢) est F’(x,(r)) et x,(t) est F,(x,(¢)) Alors | =| x
_x2(t)_ 0(; 0 xz(t)

Cette transformation conduit a un certain nombre de modeles locaux LTI (Linear Time

Invariant) dépendant du nombre de non linéarités contenues dans la fonction f(¢) . En régle
générale si f(t) présente x termes non linéaires alors le modéle TS est constitué d’au plus 2*

modeles locaux. Notons également que la transformation adoptée conditionne fortement les
résultats d’analyse puisque les matrices des modeles locaux en dépendent directement selon

des objectifs fixés préalablement.

A partir de cet exemple, nous avons montré que le nombre de régle d’un modele TS exact,
augmente en fonction des non linéarités a prendre en compte dans le modele non linéaire, ce
qui provoque plus de conservativité des résultats. Pour diminuer le nombre de régles, une
représentation sous forme descripteur d’état a été ¢laboré (Taniguchi et a/., 2001). La forme

descripteur d’un modele TS s’écrit alors comme suit :
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ivk (z())E, x(t) = Zr:h[ (z(0)) {Ax(t)+ Bu(t)}
S ! (1.17)
(0= 2k (2(0) Cox(t)

ou r et e sont respectivement le nombre de régles associées au membre de gauche et de droite
de Déquation d’état, les v, (z(r)) ont les méme propriétés que les A (z(r)) définis

précédemment. Durant ce mémoire, nous nous traiterons pas de ce type de modéle mais

uniquement ceux décrits par (1.6).

Apres cette étape de modélisation, nous abordons dans la suite le probléme de stabilisation du
modele TS, notamment la synthése de loi de commande. Nous pouvons avoir recours a une
théorie de base pour analyser la stabilité des systemes non linéaires. Parmi ces théories le
critere de Popov (Melin & Vidolov, 1996), la premiére et la seconde méthode de Lyapunov
ont ét¢ largement appliqués dans la littérature. En effet, la structure d’un modele TS se préte a
I’application des concepts et des approches de 1’automatique classique par le fait que ce type
de mode¢le est une interconnexion d’un ensemble de modeles linéaires locaux. Un apergu sur
les concepts de stabilité les plus utilisés dans I’étude des modeles TS est rappelé dans ce qui

suit.

1.2.3. Analyse de stabilité des modeles TS

L'analyse de la stabilit¢ des modeles flous est généralement basée sur les fonctions de
Lyapunov candidates (Borne et al, 1993 ; Khalil, 1996). Un rappel sur la théorie de
Lyapunov donné en Annexe A, montre les différentes fonctions de Lyapunov les plus souvent

employées dans la théorie de stabilit¢ des modeles TS. Nous nous limitons dans ce travail a

I’utilisation de fonctions de Lyapunov quadratiques, de la forme suivante :
V(x(t))=x"()Px(t),P> 0 (1.18)
1.3. Lois de commande floue et conditions de stabilisation de base
1.3.1. Probléme d’optimisation convexe LMI (Linear Matrix Inequality)
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Les résultats d’analyse et de syntheése dans ce mémoire, se basent essentiellement sur des
formulations de problémes d’optimisations convexes. Celles-ci présentent 1’avantage d’avoir
un colt de calcul raisonnable. En effet, depuis quelques années, de nombreux travaux
concernant 1’analyse et la synthése de la commande des systeémes dynamiques se résout par
I’intermédiaire de problémes convexes. Parmi ces méthodes, la méthode du point intérieur est
utilisée dans le cas de la programmation convexe dans I’espace des matrices définies positives
(Nesterov & Nemirovski, 1994). En automatique, cette approche est connue sous le nom de
LMI (Linear Matrix Inequalities) (Boyd et al., 1994). Un bref rappel sur des problémes LMI
classiques, ainsi que certains lemmes utiles pour la suite de ce travail sont présentés en

Annexe B.
1.3.2. Lois de commande floue

Pour garantir la stabilit¢ d’un modele de type TS, nous avons recours a la synthése d’une
commande stabilisante. Pour ce faire, en s’inspirant des résultats d’analyse de stabilité des
systémes dynamiques, on aboutit a des conditions de synthése de commande par retour d’état
ou bien par retour de sortie (Wang et al., 1996). Les conditions sur les gains de commande
ainsi obtenues, ne sont pas nécessairement formulées directement en un probleme LMI. En
effet, dans certains cas, on obtient des contraintes BMI (Bilinear Matrix Inequalities) (§ B.3),
qui nécessitent un ensemble de transformations matricielles bijectives a posteriori. Dans ce
contexte, pour générer un signal de commande stabilisant pour le systeme (1.6), plusieurs
formules de commande floue sont proposées dans la littérature, on ne citera ici que les plus

utilisés et celles desquelles nous nous sommes inspirés par la suite.
Loi de commande PDC (Wang et al, 1996 ; Wang et al, 1995) (Parallel Distributed
Compensation)

Une loi de commande fréquemment utilisée pour les modeles non linéaires TS est la loi PDC.

Elle est donnée par la loi de commande suivante

u(t) = — ihl. (2(0)K,x(1) (1.19)
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Loi de commande locale

l

No[ QWISAS
no[J INS[QIU0))

A 4

u(0) == () K300

Figure 1.1 : Principe de la commande PDC
ou K, e R"”est le gain de retour local relatif au i“™ modeéle. Le principe de cette méthode

illustrée par la Figure 1.1, est d’élaborer une commande par retour d’état pour chaque modele
local, puis d’effectuer une interconnexion floue d’une manicre similaire a la technique utilisée
pour les modeles locaux. L’avantage majeur de cette loi de commande, est de respecter la
méme structure de découpage des non linéarités que celle utilisée pour I’obtention du modéle
TS. Dans le cas ou le modele TS est obtenu par découpage exact, cette loi de commande est
donc valable quelque soit le point du sous espace compact de I’espace d’état.

Plusieurs variantes de ce type de commande ont été alors développées dans la littérature a

partir de la commande PDC, nous pouvons citer :

Loi de commande PDC proportionnel
C’est une loi de commande tres similaire a celle de PDC elle est proposée dans (Lin & Er,

2001)
u(t) = — ihi (2(0) e, Fx(2) (1.20)

Dans ce cas, on multiplie la commande PDC par un gain de retour F € R™” commun a tous les
modéles locaux avec k, € R un coefficient de proportionnalité relatif a chacun des modéles

locaux. L’avantage d’une telle loi de commande est la réduction du nombre des inconnues a

(r+mp) au lieu de (rmp) pour la loi de commande PDC.

., Oh, (z(t
Loi de commande augmentée du terme Z%Kix(t)
i=1
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Cette loi de commande s’inspire de la précédente et permet de réduire le conservatisme de
stabilisation quadratique (Tanaka et al., 2001). En effet, elle s’adapte parfaitement aux
fonctions de Lyapunov polyquadratique § A.2. C’est une loi de commande qui tient compte

de la variation des fonctions d’activation ; elle est défini comme suit

u(t)y=— ih,. (Z(t))kl.Fx(t) - _IZ‘@IQ}CU) (1.21)

La caractéristique principale de cette loi est qu’elle impose des fonctions d’activation

continues dérivables, pour lesquelles le calcul en temps réel de la dérivée du tout évident.

Loi de commande CDF (Compensation et Division pour mode¢les Flous)

Dans (Guerra et al., 1999a), les auteurs ont proposé une loi de commande dite CDF pour un
cas particulier de modeles TS afin réduire le nombre de conditions mise en ceuvre. Ceci
entraine une réduction du conservatisme pouvant étre occasionné par la loi de type PDC. La

loi de commande CDF s’écrit (Guerra & Vermeiren, 2001) :

r

D h(z(0)eK,
u(t)y=— = x(?) (1.22)

”

th‘ (Z(t))ai

i=1

Notons que dans le cas particulier de la colinéarité positive des matrices d’entrée, la boucle
fermée s’écrit sans les modeles croisés i.e. i=j, ce qui permet de réduire le degré de
conservatisme des résultats quadratiques par rapport a la loi de commande PDC ; en effet, il
n’y a que » LMI a vérifier au lieu de r(» + 1)/2, ce qui représente 1’avantage majeur apporté par
cette loi de commande.

Cependant dans le cas général, on obtient des conditions BMI difficiles a transformer en LMI.
Dans (Mor¢re, 2001), l’auteur propose un algorithme pour résoudre ce probleme

d’optimisation non convexe.

Lois de commande a base de CDF et PDC.
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D’autres lois de commande s’inspirant de celle de CDF et PDC ont été proposées par (Park et
al., 2001). La premicre est légérement différente de la commande CDF et peut étre exprimée

par :

I

> h(z())K,

u(t)=— E——x(1) (1.23)

th‘ (Z(t))ai

Notons que si o, =1, Vi=1,2, ...,r, cette loi de commande ainsi que la loi CDF se raménent
a une loi de commande de type PDC. De plus, pour un chagement de variable bijectif
K, = o,F; on retrouve une loi de commande CDF. Sous réserve de la colinéarité positive des
matrices d’entrée, cette loi permet également d’éviter les modeles croisés (i.e. i # j).

La seconde peut étre vue comme une loi de commande PDC filtré par un filtre passe bas sur

les systéemes LPV (Linear Parameter Variant) (Apkarian et al., 1995). Elle est donnée par :

i(t) = Au(t)+ ih; (2(0)K,x(0) (1.24)

commande PDC

oud eR™". Il s’agit de la loi de commande PDC filtrée par la fonction de transfert

G(s)=(sI—4)".

Par ailleurs, il existe d’autres lois de commande qui s’inspirent de la commande PDC et qui se
basent sur le retour de sortie. Parmi ces lois, on distingue, la commande DPDC (dynamique
PDC) qui représente un contrdleur non linéaire (Li et a/., 2000). Ensuite la loi de commande

OPDC (Output PDC) qui est de la forme (Chadli, 2002)
u(t) = b (2())K, ¥ (1) (1.25)
i=1

Dans la suite, nous nous intéresserons uniquement a la syntheése d’une loi de commande de
type PDC ainsi qu’aux résultats de stabilisation utilisant ce type de loi de commande. Les

travaux dans la littérature ont montré son efficacité pour les modéles TS du point de vue
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entrée sortie. En effet, quelque soit le type de fonctions d’appartenance et quelque soit la
dimension des entrées sorties cette loi de commande ne présente pas de difficultés, elle
permet aussi d’approcher au mieux les problémes qui se posent dans la stabilisation des
modeles TS. En outre, les approches que nous proposons dans ce travail portent sur la
synthese d’une loi de commande similaire a celle de PDC, mais pourront étre étendues par la

suite a d'autres type de lois de commande, selon la nature et les performances désirées.
1.3.3. Stabilisation des modéles TS avec une loi de commande du type PDC

La commande PDC, notamment la stabilisation quadratique, se base sur la fonction de
Lyapunov pour montrer la convergence du modele flou en boucle fermée, en I’occurrence
déterminer les retours d’états correspondants a chaque modéle LTI composant le modele TS.
Ainsi, a partir d’une telle fonction, on peut trouver une matrice définie positive P commune
entre tous les modéles locaux en boucle fermée. Pour obtenir le modéle flou en boucle fermée,
on applique la commande PDC au modele TS (1.6). Ainsi le modéle flou obtenu est le
suivant :

$(0)= 33 b, (2(0)) hy ()G, x(0)

o (1.26)
avec G, =4, - BK,

Le premier résultat concernant la stabilisation des modeles TS par la commande PDC a été

donné par Wang et al (Wang et al., 1996). En posant

Y, =G, P+PG, (1.27)

nous pouvons énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 1.2 : (Wang et al., 1996)
L équilibre du modéle flou continu (1.26) est asymptotiquement stable, s’il existe une matrice

P=P" >0 telle que :

Y, <0, i=1 2.7 (1.28)
Y, +Y, <0, i<j (1.29)
avec hi(z()h(z(1))=0, >0 (1.30)
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Elaborer un régulateur flou PDC consiste donc a déterminer les matrices de gains de retour
d'état K; satisfaisant les conditions du théoréme 1.2 avec I’existence d’une matrice P définie
positive. Pour mettre au point ce régulateur, on se raméne donc a un probléme de faisabilité
des LMI qui peut étre résolu a I’aide des outils issus de I’optimisation convexe, et plus

particulierement des LMIs (Linear Matrix Inequalities) (Boyd et al., 1994). Pour cela, on
effectue les changements de variables bijectifs usuels suivants (Wang et al., 1996): N = P
et K, =Y,P™', d’ou aprés congruence avec N = P~ des inégalités (1.28) et (1.29), on obtient

les expressions LMI suivantes par rapport aux variables N et Y;

NA" + AN -BY,-Y'B" < 0, i=1, 2,7 (1.31)
AN+NA" + AN +NA' —~BY,~Y'B' -BY,~Y'B/ < 0, i<j (1.32)
Remarque 1.2 :

Notons que le nombre de conditions & vérifier est r(r+1)/2, et que ce nombre croit en
fonction du nombre de régles r.

Le fait d’utiliser une fonction de Lyapunov quadratique implique la recherche d’une matrice
P=P" >0 unique qui se retrouve dans toutes les r(r+17)/2 inégalités. Il est alors clair que le

nombre de regles est un facteur essentiel pour réduire le conservatisme des résultats issus des

conditions (1.31) et (1.32) du théoréme 1.2.

Ainsi, disposant d’un modeles TS, le probléme fondamental qui se pose lors de la synthése de
commande du type PDC est celui du conservatisme des conditions sur les gains de retour. Par
conséquent, dans le but d’avoir des résultats beaucoup moins conservatifs, des conditions de
relaxation LMI ont fait I’objet de plusieurs travaux notamment ceux développés dans (Tanaka
et al, 1998a) ou les auteurs se basent sur le nombre maximal de regles actives a chaque
instant pour réduire le conservatisme de conditions de stabilisations. Kim et Lee (Kim & Lee,
2000) s’inspirent de ces travaux, en introduisant des conditions supplémentaires. Dans
(Teixeira et al., 2003), les auteurs proposent d’utiliser des fonctions de Lyapunov multiples
pour rechercher plusieurs matrices définies positive au lieu de chercher qu’une seule
commune, comme dans le cas de stabilisation par la fonction de Lyapunov quadratique. Parmi
les résultats de relaxation utilisant une fonction de Lyapunov quadratique, nous pouvons citer
des conditions de relaxations trés pertinentes proposées par (Tuan et al, 2001) qui sont

donnés dans le théoréme suivant :
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Théoréme 1.3 : (Tuan et al., 2001)

Les conditions (1.28) et (1.29) du théoreme 1.2 sont vérifiées si [ 'une des conditions suivantes

est vraie

1) Y.< 0,i=1,2,..r (1.33)
! Y+1(Y +Y )<0 I<i#j<r (1.34)
PRI A '

2) Il existe des matrices symetriques Q, =0

s 1# ] telles que

1

ii Qij
r=1 Y (1.35)
Ql—j r_]Yff
1 .
E(Yt‘/'+in)< i I<i<j<r (1.36)

3) 1l existe des matrices symétriques Q, =Q,, i# j telles que

: 1 o
Y, +>.0,<0, 0,20, Qy.zz(Y,.jwﬁ), I1<i#j<r (1.37)

J#i

La premicre condition de ce théoréme, ne nécessite I’existence d’aucune matrice définie
positive supplémentaire, ce qui facilite 1’obtention d’une solution au probléeme LMI,
notamment quand il s’agit d’un systéme augmenté avec un observateur par exemple.

Dans le méme objectif de ce dernier théoréme, un autre résultat complémentaire concernant la
relaxation est présenté dans (Liu & Zhang, 2003). Le résultat de ce théoréme stipule
I’existence de matrices définies positives qui peuvent étre libres, ce qui permet de relacher les
LMI trouvées. Par contre, cette condition de relaxation peut impliquer des difficultés de mise

au point quand il s’agit de conditions BMI.

Théoréme 1.4 : (Liu & Zhang, 2003)

On considere les Y; définies en (1.27). L équilibre d'un modéle flou continu décrit par (1.26)

est asymptotiquement stable s’il existe une matrice P=P' >0, des matrices Q,>0et

Q,=0," telle que :

Y, +0,< 0, i=12 ..r (1.38)
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Y,+Y,+0,+0,< 0, i<j<vr (1.39)

Q11 sz e er

Q:21 0, >0 (1.40)

. Q(I‘*])V
Qr! e Qr(rfl) er

Remarque 1.3 :
Dans le cadre de la relaxation, les conditions de (Kim & Lee, 2000) sont incluses dans celle

du théoréme 1.4. On note aussi que ce type de relaxation est utile que si les Y, existent et ne

sont pas nuls, c'est-a-dire qu’il est nécessaire que les sous modeles croisés existent.

Nous avons montré a partir du modele TS, une méthode de synthése de commande type PDC.
Cette loi de commande tres utilisée, est basée sur la connaissance de I’état. Par conséquence,
dans le cas ou I’état du systéme n’est pas totalement disponible, il est nécessaire d’avoir
recours a un observateur permettant d’estimer 1’état du systéme.

Dans le cas des modeles TS, on privilégie les observateurs flous TS se basant généralement
sur des mod¢les linéaires de type « Luenberger ». Ces derniers, ont pour avantage d’avoir la

méme structure que les modeles TS.

1.3.4. Stabilisation avec observateur flou

Plusieurs travaux concernant la synthése de commande avec un observateur flou ont été
¢laborés pour la stabilisation des modeles TS (Xiao-Jun et al., 1998 ; Xiadong & Zhang,
2002). Les résultats existant pour ce type d’observateur sont trés variés selon la fonction de

Lyapunov choisis et selon le type de commande utilisé pour stabiliser le modele flou. Les

principes de base de ce type d’observateurs sont synthétisées dans ce qui suit.
1.3.4.1. Observateur flou TS

La structure la plus simple d’un observateur flou TS est obtenue par interconnexion de

plusieurs observateurs locaux de type Luenberger. Il s’écrit d’une fagon générale comme suit :
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X(0)= £ (20)[ 430 + Bu()) + L () = 5(0)]

, (1.41)
$(0)= £ h (20)C30)

ou x(¢) et z(¢) représentent respectivement 1’état estimé de 1’observateur flou et le vecteur de

prémisse reconstruit, et L; les gains de 1’observateur (Tanaka er al, 1998a; Guerra &

Vermeiren, 2003).

Hypothése 1.1 :

Tout au long de ce travail, on supposera que toutes les variables de prémisses sont mesurables
c’est a dire Z2(#) = z(¢) et les fonctions d’activation de 1’observateur sont les mémes que celles
caractérisant le modele TS (1.26)

Dans le cas ou cette hypothése n'est pas vérifiée, pour assurer la convergence de
I’observateur, le nombre de conditions est augmenté de facon significative par I’apparition

des produits , (2(t)) h, (z(r)) (Lauber, 2003). De plus, dans un contexte de commande avec

observateur, la classe des systémes vérifiant cette hypothese est a notre connaissance, la seule
permettant d’obtenir un théoréme de séparation entre commande et observateur (Ma et al.,
1998 ; Yoneyama et al., 2000).

Pour évaluer la convergence de 1’observateur flou (1.41), on considére 1’erreur d’estimation du

vecteur d’état donnée par

e, (t)= x(t)— x(¢) (1.42)
Note : L’indice ‘o’ indique que ’erreur est liée a I’observateur, un indice ‘p’ signifie 1’erreur
de poursuite. On adoptera cette notation tout le long du manuscrit.

Tenant compte du modele TS (1.6) et I'observateur (1.41), la dynamique de I’erreur

d’estimation est donnée par 1’équation suivante :

6 (0= Y S, (20 by N[ 4, ~1,C, Je, () (1.43)

i=1 j=I

Ainsi, la synthése d’un tel observateur consiste en la détermination des gains locaux L; afin

d’assurer la convergence vers zéro de la dynamique de I’erreur d’estimation (1.43). Les
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conditions de synthése d’un observateur flou (1.41) sont duales de celles d’un controleur flou

(1.26) Ma et al., 1998 ; Yoneyama et al., 2000).
1.3.4.2. Commande PDC avec observateur flou

Dans le cas ou tous les états ne sont pas mesurables, la commande PDC synthétisée emploi le

retour d’état reconstruit et nous pouvons alors écrire.
u(@)=— D h(z(0)K,x(1) (1.44)
i=1

La boucle fermée compléte composée de 1’état du systéme et I’erreur d’estimation, permet
d’écrire le systéme augmenté suivant :

0 = S, (=0)) B (=(0)) ASE B RO 1.4

é - i(Z j(Z 0 A,-_L,-C_,- ( . 5)

A i=1 j=1 €

Etant donnée que toutes les variables de prémisse sont mesurables, il existe un principe de
séparation (Ma et al., 1998 ; Yoneyama et al., 2000). On peut donc déterminer les gains K; a
partir des conditions du théoréme 1.2 et les gains L; a partir des mémes conditions appliquées
au probléme dual, i.e ; avecG, = 4" —C,'L . En effet, la propriété de séparation garantie pour
les systémes linéaires (Khailath, 1980) est également valide dans le cas des modeles TS dont
les variables de décision sont mesurables (Ma et a/., 1998) mais n’est pas toujours trivial a
déterminer. Cette propriété garantit I’existence d’une fonction de Lyapunov, paramétrée par

un scalaire positif ¢, de la forme suivante:

V(x(0) = x" () P()x(1) (1.46)
Pay=| 1 ?
(a) = 0 ap, (1.47)

Jusqu’ici les lois de commande développées ne tiennent pas compte des erreurs de
modélisations, et/ou de perturbations externes pour les modeles TS. Par ailleurs, d’autres
problémes récurrents ont fait 1’objet de plusieurs travaux. Notamment, la synthése de

commande robuste pour les modeles TS incertains et/ou soumis a des perturbations externes.

25



Nous présentons, dans la section suivante de maniere synthétique, certaines approches de

synthése de commande robuste pour les systemes TS incertains et perturbés.
1.4. Commande robuste des modeéles TS

La commande robuste concerne les systémes incertains et/ou perturbés. Dans la littérature
plusieurs travaux ont été développés concernant la synthése de commandes robustes pour les
modeles TS avec incertitudes paramétriques bornées. Nous pouvons citer les principaux
résultats qui traitent de la stabilisation avec une commande sans observateur pour les modeles
TS incertains et/ou perturbés (Zhao et al., 1996 ; Lee et al., 2001 ; Tanaka & Wang, 2001 ;
Tanaka et al., 1996). La commande avec observateur et variables de prémisses mesurables est
abordé par Yoneyama et al dans (Yoneyama et al.,, 2000) avec le principe de séparation. En
revanche dans le cas ou les variables de prémisses ne sont pas mesurables, dans (Lauber,
2003) l'auteur considere le découpage des variables non mesurables comme des incertitudes

de modélisation.

Vu la diversité des résultas existant sur la stabilisation des modeles TS incertains et/ou
perturbés, nous nous restreindrons sur quelques concepts de base que nous avons exploité,
dans les chapitres suivants pour la mise en ceuvre des approches développées dans le cas du

suivi de trajectoire.
1.4.1. Modz¢les TS incertains

Le modéle TS avec incertitudes paramétriques s’écrit d’'une manicre générale comme suit:

(Tanaka & Wang, 2001)

5(0)= 3 ZO)[(A + A )x(t) + (B, + AB u(r)]
! (1.48)
§(0) = X, (ZOXC, + AC)x(0)
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avec A4 = HaAa,Ea,, AB, = HbAb,Eb, et AC, = HcAc,Ec, ou Ha, Hb, Hc, Ea;, Eb;, Ec; sont
des matrices constantes, et les incertitudes Aa,(z), Ab,(t) et Ac,(t) sont bornées dans le

temps de la fagon suivante :
Aa (H)Aa, ()< T, Ab" ()Ab, (1) <1 et Ac,” (H)Ac,(t) <1

En général, les incertitudes rencontrées dans ce type de modele sont dus a la modélisation du
systéme qui est effectuée de maniére a réduire le nombre de régles (Taniguchi ef al., 2001 ;
Lauber, 2003). Le principe de synthése de commande dans ce cas, se base sur I’application de
la loi de commande (1.44) au systéme (1.48) avec 1’observateur flou (1.41), en considérant la
dynamique de D’erreur d’estimation (1.42). Le probléme revient alors a stabiliser le systéme

augment¢ suivant :

(1.49)

| &4 A, +LAC,~ABK, A,~LC, +ABK,| ¢

{xf)}i r B (20 B () A, +A4,—(B,+AB)K, (B, +AB)K, }{x(t)}
Ainsi, en ce qui concerne la commande robuste avec observateur flou pour les modeles TS
incertains et en se placant dans le cas ou le théoréme de séparation (Ma et al., 1998) n’est pas
applicable, on introduit les non linéarités qui dépendent des variables de prémisse non
mesurables dans les matrices contenant les incertitudes. Dans (Lauber, 2003) une méthode
basée sur le couplage des parties commande et observateur est proposée, puis résoud le
probléme d’une fagon séquentielle grace a deux problémes LMI. Une partie des travaux de
(Chen et al., 2000) rejoint également cette méthode. De la méme manicre que pour le cas de
stabilisation, 1’étude de stabilité, de tels systémes repose sur la fonction de Lyapunov

quadratique de la forme V(x,e,)=x"Px+e Pe . Un résultat récent (Lauber er al, 2004)

consiste a résoudre ce probléme sous forme de LMIs d’une manicre systématique.

1.4.2. Modéles TS perturbés : atténuation des perturbations

Les systémes non lin€aires sont également susceptibles d’étre soumis a des perturbations
externes. Ainsi I’atténuation des perturbations est parmi les spécifications des performances

qu’il faut prendre en considération.

Un modéle TS soumis a une perturbation externe s’écrit sous la forme générale suivante :
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5(0)= Y (2() {Ax(0)+ B,u())+ By (1)
! (1.50)

p(t)= 3 (2(0)) {Cx(0)+ D,u(t) + Do (1))

ou ¢#) représente la perturbation externe de borne supérieure connue ¢,, > ||(/)(t)|| et p(¢) est la

sortie a réguler. Pour ce qui suit, une définition de la norme Hoo est nécessaire

Définition 1.1 : (Alazard ef al., 1999) on appelle norme Heo du transfert 7, entre ¢ etp :

||, = sup lp()],

= 1.51
o o) (2D

L’objectif en plus de la stabilisation, est de déterminer une loi de commande qui atténue
I’effet des perturbations externes ¢(¢) sur la grandeur a réguler (norme Hoo) en boucle fermée

avec un taux d’atténuation donnée 1 :

[p®l, <nlle, (1.52)

Avec ||p(t)||j définie par ||p(t)||j = J-:pT (t)p(t)dt (1.53)

Une faible valeur de cette norme indique un faible effet des perturbations, le but est alors de

déterminer des lois de commande qui permettent de minimiser cette norme, en I’occurrence
une meilleure atténuation n.

Remarque 1.4 : Le taux d’atténuation n s’appelle aussi la performance Hoo quadratique.

Pour assurer la stabilité du systéme (1.50) ainsi qu’une performance Hoo quadratique, nous

considérons une fonction de Lyapunov de type quadratique. Le théoréme suivant donne une

condition suffisante assurant cette performance :
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Théoréme 1.5 : (Boyd et al., 1994)

En considérant le modele (1.50), la norme Hoo est assurée pour un taux d’atténuation
inférieur a n si et seulement si il existe une fonction de Lyapunov quadratique v(x)=x" Px

telle que

dV(x)

” +p'p-mp p<0 (1.54)

Remarque 1.5 :
La condition (1.54) peut étre écrite en ajoutant une matrice de pondération a la variable a
réguler (Tseng et al., 2001b)

?+pTQp—n2(orq)<0 avec 0>0 (1.55)

En se plagant dans le cadre des modeles TS contenant uniquement des perturbations externes

sans matrice d’entrée, le modéle devient (Chiang et al., 2001) :
x(t) = Zhl.(z(t)) {ij(t)+Bl.u(t)+(p (t)} (1.56)
i=1

Pour synthétiser une commande PDC (1.19) permettant de stabiliser et d’atténuer les

perturbations du systéme (1.56), le critére Hoo correspondant serait donc définit comme suit

[ ;f X' O0x@) dt < i O‘f o ()o(t) dt (1.57)

Le systéme en boucle fermée est alors donné par
M) =Y h(2(0) [(4-BK,)x()+p ()] (1.58)
i=1

En considérant les conditions initiales de 1’état du systéme, le critére (1.57) devient (Alazard

etal., 1999 ; Chiang et al., 2001)
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[ ;f X () Qx(t)di < x(0) Px(0)+7 | Z o' (o) di avec P = P" > 0. (1.59)

Un premier résultat immédiat s’inspirant de la condition (1.59) montre une condition
suffisante assurant la stabilité avec atténuation des perturbations.

On considére Y definis en (1.27).

Théoréme 1.6 : (Chiang et al., 2001)
Le systéme en boucle fermée (1.58) est stable, s’il existe une matrice P = P' > 0, une
constante positive constante 1 et des retours d’état K; montrés dans (1.19) et qui satisfont les

conditions suivantes :

Y, +7'PP<0, i=1,2,..r (1.60)
Yi'+Y'i -1
’2 =~ +1n" PP<0, i<j (1.61)

1.4.3. Modé¢les TS incertains et perturbés

D’autres résultats en fonction des modeles étudiés sont disponibles. Notamment les résultats
concernant les modeles TS soumis a des perturbations externes et avec incertitudes
paramétriques. Parmi les résultats principaux, on peut se référer a (Tanaka et al., 1996 ; Lee et
al., 2001). Dans (Lee et al.,, 2001) les mode¢les pris en compte peuvent s’écrire de la manicre

suivante :

K= Y1y (200) [(4, + M)+ (B, + AB, Ju(t)+ (B, + AB, ) (1]
! (1.62)
¥ =Y (20)) [Cx(0)+ Do) + Dy (0]

Pour ce type de modele, les auteurs dans (Lee et al,, 2001) donnent une condition suffisante
sur les gains de retour assurant la stabilité et 1’atténuation des perturbations sous forme d’un
probléme LMI. Ce résultat repose sur la structure particuliere des incertitudes qui sont de la

forme suivante :
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[A4, AB, AB,|=HF()|E, E, E,| i=12..,r (1.63)

et H, E;;, E,; et E3; sont des matrices constantes, et la matrice incertaine £(¢), est bornée dans

le temps de la fagon suivante :

FO'F(O)<I i=1,2,...,r (1.64)

Notons que cette structure nécessite deux matrices communes entre toutes les regles notées H

et F(¢), ce quin’est pas le cas dans la structure du modéele (1.48)

En posant :

(PIAT AP Y B+ BY 4220 (B (D) () (9]
A HT A7 0 0 0
Y, = i 0 - * ™ (1.65)
E,P"+E.Y, 0 E, -271 0
CP'+D,7Y, 0 D, 0 -I

Le symbole (*) indique la quantité transposée dans une matrice symétrique.

Le résultat principal peut étre synthétisé par le théoréme suivant :

Théoréme 1.7 : (Lee et al., 2001)
Avec le modele flou (1.62) et les Y définis en (1.65), il existe une loi de commande (PDC)

robuste stabilisante avec un taux de décroissance a de la fonction de Lyapunov quadratique.
La performance Hoo (1.55) est garantie pour un taux d’atténuation n pour les incertitudes
admissibles, s’il existe une matrice P > 0, des matrices K; et un scalaire A>0 tels que les

conditions (1.28) et (1.29) sont satisfaites.

Les travaux que nous avons détaillés ne sont pas exhaustifs mais posent les bases de la
synthése de commande robuste dans le cas des systémes TS. Aussi, on peut trouver également
plusieurs méthodes récentes pour traiter le probléme de commande robuste pour des systémes
TS incertains tels que (Lo & Lin, 2004 ; Assawinchaichote et al., 2004) dans le cas de

systémes TS incertains et singuliérement perturbés.
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1.4.4. Autres approches de synthése
1.4.4.1 Placement de poles

La commande par placement de podles est parmi les méthodes utilisées pour spécifier les
performances souhaitées. Cette approche, consiste a construire une loi de commande de telle

maniere a ce que les valeurs propres en boucle fermée pour chaque sous mod¢le linaire soient
situées dans un domaine prédéfini (D), i.e. : O'(Al. +BK, ) cD

Bien entendu, ce placement de pdles n’est qu’une description du comportement du modele
non linéaire obtenu sous forme TS. La performance attendue (temps de réponse, coefficient
d’amortissement...) sera donc une approximation attendue des dynamiques fixées pour tous
les modeles locaux. Dans le cadre des modeles TS, I’idée est de caractériser des régions dans
le demi plan complexe gauche (Chilali ef al., 1996) avec une fonction de Lyapunov en terme
de problémes LMI. Pour ce faire, on défini un domaine D par trois parametres A, p et % selon

la figure 1.2.

Alm
j—
Aﬂ/k
ﬂ' l L
Z_9
2 Re
P
~—}—]

Figure 1.2. :Définition d’un domaine (D)

Pour un mod¢le linéaire, les valeurs propres de la matrice d’état 4 sont situées dans ce

domaine (D), i.e. o(A4) < D s’il existe une matrice P>0 telle que (Chilali et al., 1996)

A"P+PA+2AP<0 (1.66)
—pP A'P

P <0 (1.67)
P4 —pP

(1.68)

[cos(9) (A" P+ PA) —sin(9)(A"P - PA) -0
| sin(9)(A" P —PA)  cos(9) (A" P+ PA)
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Dans le cadre des modeles TS, ces méthodes de caractérisation ont été appliquées dans
(Palacios-Hernandez, 2004). Dans ce contexte, Hong & Langari (Hong & Langari, 2000)
procedent de la méme maniére avec une atténuation des perturbations. Dans le cas de modeles
TS incertains, les travaux de (Toulotte et al., 2004) utilisent le placement de poles pour toutes

les incertitudes admissibles.
1.4.4.2 Commande optimale

La commande optimale est parmi les méthodes de synthése de commande les plus élaborées
pour spécifier les performances d’un systéme, notamment 1’optimisation du colt de la
commande, le temps, les grandeurs des variables d’état etc ... (Alazard ef al.,, 1999 ; Zhou et
al., 1995). Cette approche consiste a chercher un commande minimisant une fonction de cofit

notée J et qui est généralement de la forme quadratique suivante

7= :(xf(t)Q x(0)+ u’ (Ru(r)) dt (1.69)

Ou Q et R sont deux matrices définies positives de dimensions appropriées

Dans le cas linéaire, on utilise la commande par retour d’état, la recherche des gains revient a
résoudre I’équation de Ricatti (Alazard et al., 1999), ce type de contrdleur est connu sous le
nom d’un probléme LQR (Linear Quadratic Regulator). Cependant, pour les systémes non
linéaires en général, le probleme d’optimisation se réduit a résoudre 1’équation de Hamilton-
Jacobi qui représente une équation aux dérivées partielles (Tanaka et al, 1998). Dans le cas de
la stabilisation des mode¢les TS, il existe plusieurs travaux concernant la commande optimale,
ou plutot sous optimale du fait de 1’existence d’une borne supérieure, dans (Wu & Lin, 2000a)
les auteurs proposent une méthode de conception d’un controleur flou optimal a horizons
(temps) finis pour les modeles TS continus et discrets. Dans ce méme contexte (Wu & Lin,
2000b) présentent une approche globale, c’est a dire, un contrdleur flou optimal a horizons
libres (fixes) et a horizon infini. Dans (Park et a/, 2004) un controleur optimal avec des
contraintes sur la commande est proposé. Ce type d’approche se transpose en utilisant la
commande PDC (1.19) de la méme maniere que celle d’un systeme linéaire sous une
formulation LMI, a I’aide d’une fonction de Lyapunov quadratique (Tanaka & Wang, 2001).
Nous exploiterons dans la suite de ce travail le résultat principal de cette derniére approche

qui peut étre synthétisé dans le théoréme suivant:
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Théoréme 1.8 : (Tanaka & Wang, 2001)

Si p est la borne supérieur de la fonction J telle que

J <x(0)" Px(0)< u (1.70)

Alors, les gains de retour de la commande PDC (1.19) sont obtenus en résolvant le probleme
d’optimisation suivant :
Mz'm}niser H

sous les contraintes

N>0 (1.71)
"0
AR ) N (1.72)
x(0) N
Y, <0 i=12 .r (1.73)
Yl./. + Yﬁ <0 i<j. (1.74)
T T T
NA +AN-BY -Y'B' (* (% 1
avec Y, = C,N -0 0 |et K =YN"
-y, 0 -R’

J

pour t>0, hi(z(£))h(z(1))=0.

En utilisant les conditions du théoréme 1.8, la borne supérieur de J (1.70) est égale a
x" (0)Px(0), par conséquent la loi de commande adoptée est alors sous optimale puisque la
borne supérieur de J dépend des conditions initiales i.e. x” (0)Px(0).

Cette derniere approche, sera exploitée par la suite pour proposer une synthése de commande
optimale pour les modéles TS dans le cas du suivi de trajectoire en rajoutant un modele de

référence.

1.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un apergu bibliographique sur les différents problemes

des modeles TS. Nous avons mis en avant les principaux résultats de la littérature concernant
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la stabilisation des systémes représentés par des modeles TS. Nous avons également détaillé
le principe de la commande PDC et la mise en ceuvre d'observateur TS. Ces outils présentés
serviront également pour les travaux que nous abordons dans les chapitres suivants

Par ailleurs, nous avons présenté¢ également quelques résultats concernant la relaxation des
LMI. Quant aux systemes TS incertains et/ou perturbés, quelques résultats de commande
robustes ont été cités, notamment les approches PDC utilisant un critére Hoo. A la fin du
chapitre, d'autres approches spécifiant les performances d’un systeme TS ont été traitées : la

synthése de commande par placement de poles et la commande optimale.

Notons que tous les résultats cités dans ce chapitre ne concernent que le probléme de
stabilisation des modeles TS. En revanche, le probléme de suivi de trajectoire est peu ou pas
traité¢ dans la littérature et reste encore ouvert. Ce dernier, se subdivise a son tour en deux
problémes différents ; le probléme de synthése de commande robuste et celui de I’exploitation
numérique des résultats. En effet, le passage du probléme de stabilisation au probléme de
suivi de trajectoire n'est pas trivial dans le cas des modeles TS et I’obtention des résultats en
terme de LMI n’est pas systématique. Mais d’un certain point de vue, la méthode d’analyse
reste similaire pour traiter le probléme de stabilisation et celui du suivi de trajectoire. C'est ce

dernier point qui fera l'objet des travaux menés dans les chapitres suivants
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Chapitre 2

Suivi de trajectoire des modeles TS

2.1. Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté un rappel bibliographique concernant les
résultats qui traitent de la stabilisation des modeles flous de type TS. Ces différentes
approches traitent notamment des conditions de stabilisation de base y compris celle de la

relaxation des problémes LMI, et la synthése de commandes robustes.

D’une autre part, la commande des procédés non linéaires peut étre vue sous différentes
facettes. En plus de la stabilisation, on distingue aussi les problémes de régulation, ou de suivi
d’une trajectoire générée par un modele de référence. Dans ce chapitre, nous considérerons le
cas le plus général, celui du suivi d’une trajectoire désirée. Ainsi, le chapitre, est reparti en
deux sections principales ; dans la premiere, nous allons présenter les principales approches
¢laborées dans le cadre de la synthése de commande pour assurer le suivi de trajectoire pour
les modeles TS. Ensuite, dans la seconde partie, nous traiterons de la synthése de commande

pour les mode¢les flous TS soumis a des perturbations externes. Cette approche, s’appuie sur
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I’emploi d’un modele de référence pour spécifier la trajectoire désirée. La loi de commande
ainsi ¢élaborée, est basée sur la minimisation de I’erreur de poursuite par rapport aux
perturbations selon un critére Hoo. Le résultat principal dans ce chapitre est de montrer une
condition plus relachée au sens d’optimisations convexes LMI, en I’occurrence un maximum

d’atténuation des perturbations en assurant la poursuite.

2.2. Probléme de suivi de trajectoire

Le probléme de suivi de trajectoire des systémes non linéaires notamment les systémes affines
en la commande a été traité avec plusieurs approches classiques depuis plusieurs années,
parmi ces méthodes assez développées dans la littérature, on peut distinguer ; la commande
adaptative floue (Wang et al, 1996, Essounbouli, 2004), la commande a modes glissants
(Utkin, 1977 ; Manamanni, 1998), la commande Hoo (Essounbouli, 2004 ; Alazard et al.,
1999), la commande PID (proportionnel intégrale dérivé) (Diordiev et al, 2003) etc ... En
revanche, la syntheése de commande pour assurer le suivi de trajectoire pour les systémes non
linéaires décrits par les modeles flous du type TS sont trés peu ou pas traité dans la littérature,
et en particulier, la synthése de commande robuste et la relaxation des problémes LMI.

Dans le paragraphe suivant, nous parlerons briévement des résultats existants dans la

littérature et traitant le probleme du suivi de trajectoire des modeles TS.

2.2.1. Le suivi de trajectoire pour les modéles TS

En dépit d'une littérature abondante sur le probléme de stabilisation des modeles flous TS,
seulement peu de résultats sont disponibles concernant le probléme de suivi de trajectoire
(Kung & Li, 1997 ; Ying, 1999 ; Tseng & Chen, 2001 ; Tseng et al., 2001b ; Zheng et al,
2002 ; Lam et al., 2002 ; Taniguchi et al., 1999 ; Tong et al., 2002 ; Pages et al., 2003).

Dans (Kung & Li, 1997) la conception d’un controleur flou était proposée en utilisant la
technique de linéarisation du retour de sortie. Cette approche ne concerne que les modéles TS
a temps discret obtenu par identification selon un modele AR (Auto - Régressif). De la méme
maniére et pour le méme type de modéle, une condition nécessaire et suffisante, liée a la
notion de stabilité des systémes a non minimum de phase, a été établie dans (Ying, 1999) pour

déterminer analytiquement la stabilité du contréleur flou.
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Les auteurs de (Tseng & Chen, 2001), traitent le probléme de suivi de trajectoire pour les
modeles TS, avec des perturbations externes et un bruit de mesure. Cette approche est basée
sur un critére Hoo minimisant I’erreur de poursuite avec un modele de référence par rapport a
I’ensemble des perturbations, la synthése de la loi de commande établie; utilise un
observateur flou du type Luenberger. Les conditions ainsi obtenues représentent des BMI.
Dans (Tseng et al., 2001b) la méme stratégie a ét¢ développée pour une classe particulicre de
systemes non linéaires interconnectés. Une autre approche au sujet du suivi de trajectoire des
modeles TS (Zheng et al, 2002) est basée sur la technique de commande a structure variable,
cette méthode est tres restreinte au sens de la robustesse car les incertitudes sur les matrices
d’entrée sont considérées négligeable.

Dans le méme contexte, (Lam et a/., 2002) ont congu un contréleur a commutation en utilisant
un modele de référence. Cette méthode se caractérise par la complexité de la loi de commande
et la difficult¢ de vérifier une relation entre les matrices d’entrée sortie et le modele de
référence. Dans (Taniguchi et al., 1999) une commande floue basée sur la linéarisation de
I’erreur de poursuite a été établie en utilisant une méthode similaire a celle de PDC reposant
sur un modele de référence non linéaire. Cette commande n’est pas robuste, et concerne
particuliérement le probléme de régulation.

Une autre approche, se basant sur une combinaison de la commande a mode glissant et la
commande PDC pour les modeles TS a été proposée dans (Chang et a/, 2002). Dans cette
méthode, I’analyse de stabilité avec les deux commandes se fait d’une maniére indépendante.
Récemment, une tentative de synthése de commande pour le suivi de trajectoire avec un
modele de référence a été proposée dans (Tong et al., 2002). Les résultats ainsi trouvés, se
basent malheureusement sur une confusion de I’erreur d’observation et celle de poursuite, ce
qui donne évidement des conditions erronées sur les gains de commande et ceux

d’observation.

A partir de ce tour d’horizon bibliographique sur le probléme de suivi de trajectoire des
modeles TS, on se rend compte que les résultats ne sont pas trés abondants, que certaines
restrictions sont considérées. En effet, dans la majorité des cas les systémes ne sont pas
perturbés ou sont considérés comme certains. Partant de ce constat, nous avons abordé 1’étude
de cette problématique en adoptant une stratégie de commande basée sur un modele de
référence. L’approche par modele de référence n’est pas nouvelle en soit mais les types de
systetmes TS que nous considérons et les théorémes établis constituent la majeure partie de

notre travail
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Dans ce qui suit, nous présentons la stratégie de commande de maniére générale. Les détails
seront explicités au fur et a mesure des chapitres selon chaque cas, en fonction, du mod¢le et

de la commande flous utilisés.

2.2.2. Probléme de suivi de trajectoire : Stratégie de commande

Durant tout ce travail, le probléme de suivi de trajectoire des modéles TS sera traité en se

basant sur la technique schématisée selon la figure 2.3.

Systéme
non linéaire
! y
Identification... Mode¢le Physique
; y . 4 SYSTEME AUGMENTE
v v

t Modéle Flou (Takagi Sugeno) J " Modsle de Réféxence

[ y() =Y hi(z(1) C; x(1) ]
i=1

. , Observateur flou
il i) = b G4+ B+ Li(y() - ()]
5 i=1
v
/ Loi de commande locale
J</’ Régle 1 1 > Reégle 7 Q
Z 8
5 Ré \ 4 »~ N =
egle 2 » Reégle 2 =3
o . @
Z g
2 o3
Q
Reégle r A 4 > Régle r =
r
u(t) = )" hy(z(0)) u; (0)
K = /

Figure 2.3. Schéma de la stratégie de commande adoptée.
Le principe de la stratégie de commande que nous adoptons est de construire un mod¢le flou
TS appel¢ modele augmenté. En effet, il regroupe le modéle du systéme, celui de
I’observateur s’il est nécessaire d’estimer les variables d’état, ainsi que celui du modéle de
référence. Ces différentes étapes sont détaillées comme suit :

2.2.2.1. Le modéle physique et le modele TS

En considérant le modele non linéaire affine en la commande, il s’agit d’obtenir un mode¢le

flou TS en utilisant les méthodes décrites dans §1.2.2. Par I’intermédiaire des variables de
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prémisses, le modele physique fournie les informations sur 1’état du systéme, en 1’occurrence

I’état du modele TS.
2.2.2.2. L’observateur flou TS

La syntheése d’un observateur flou de type Luenberger (2.1) peut étre considérée dans le cas

ou I’état du systeme n’est pas disponible.

3(0) = X h (2(0)[ A7)+ Bu(t)+ L(y(t) - 5(0))]
B 2.1)
.)A/(t) = Eh; (Z(Z‘))Cl)%(t)

x(¢) € R" est I’état estimé et L; est le gain d’observation de la i éme régle.

2.2.2.3. Le systéme de référence

Pour spécifier la trajectoire désirée, on distingue plusieurs types de modele, a savoir les

modeéles linéaires et non linéaires.

a) Modzéles linéaires
Parmi les modeles de références linéaires, les plus utilisés sont de la forme (2.2) (Tseng et al.,

2001b) :
i ()= Ax () + () (2.2)

ou x,(?) est la variable de référence pour ¢ >0, 4, est une matrice asymptotiquement stable et
r(t) est une entrée de consigne bornée dans le temps. Cette entrée peut &tre considérée comme

étant une entrée exogene (Tseng et al., 2001b).

Le modele (2.2) peut étre muni d’une matrice d’entrée (Pages et al.,, 2003 ; Uang & Huang,
2004), qui permet d’avoir un systéme de référence commandable dont la matrice 4, n’est pas
forcement stable, ce qui nécessite un retour d’état de référence dans la loi de commande

utilisée pour assurer le suivi de trajectoire. Ce modele s’écrit de la fagcon suivante :

43



X, (1) =4,x,()+ B.r(t)
y,()=C,x,(1) (2.3)

ou r(?) est une entrée exogene B, et C, sont des matrices de dimensions appropriées.

Un autres type de modeles de référence trés adoptés pour les systemes linéaires est un modéle
linéaire autonome, dont la dynamique i.e. la trajectoire désirée, est définie par les pdles de la
matrice A, et les conditions initiales x,(0). Ce modele est de la forme suivante (Wu &

Leitman, 2000) :

i(t)=Ax (1)

2.4
3.(0)=Cx, (1) ¢4

Dans ce cas, la matrice 4, n’est pas forcement stable, ce qui peut entrainer des problemes de

faisabilité au niveau des calculs LMI.

b) Modeles non linéaires
On peut également adopter un modéle de référence non linéaire de type TS, obtenu par un
découpage des non linéarités dans un espace compact de I’espace d’état. Ce modele est de la

forme suivante (Taniguchi ef al., 1999) :

x,(1) = Zvi (Zr(t))Dixr(t) (2.5)

ou / est le nombre de régles, v; représentent les fonctions d’appartenance et z,(¢) est la variable

de prémisse. Dans ce type de modéele, les matrices D; ne sont pas toutes forcements stables.

Dans la suite de ce mémoire nous adoptons le modele de référence de type linéaire (2.2)

puisqu’il posséde une plus grande souplesse pour générer la consigne désirée.
2.2.2.4. Loi de commande

La forme de la commande utilisée dans ces approches est similaire a celle d’'une commande

PDC (1.19), sauf que celle-ci est en fonction de I’état du systéme, mais aussi de I’état de
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référence autrement dit en fonction de 1’erreur de poursuite. Dans le cas de la disponibilité de

I’état du systeme le signal de commande est donné par :

u(t) =— gh” (z()K, [x,(1) = x(1)] (2.6)
Dans le cas échéant, notre commande serait donc en fonction de 1’état estimé du systéme
u(t)=— ghi (z(O)K, [x, (1) - %(1)] (2.7)

Aprés avoir présenté la stratégie adoptée dans ce mémoire concernant la synthése de
commande pour assurer le suivi de trajectoire, dans la section qui suit, nous traitons un

premier probléme de poursuite et de relaxation LMI qui concerne les modeles TS perturbés.
2.3. Synthe¢se de commande avec observateur : approche Hoo

Dans ce paragraphe, nous nous restreindrons a la synthése de commande pour les modeles TS
perturbés avec observateur (Mansouri et a/, 2005b ; Manamanni et a/, 2005). Pour des raisons
d’homogénéité des chapitres, la commande sans observateur est détaillée en Annexe D. Les
résultats obtenus seront synthétisés sur deux théorémes et nous montrerons que les conditions
du deuxiéme théoréme que nous proposons, sont plus relachées au sens de LMI. Les
conditions ainsi développées, sont présentées sous forme de BMI. Nous proposons une
méthode pour résoudre ce probléme. Pour mettre en relief les conditions de relaxation et les

résultats de poursuite, un exemple d’illustration sera présenté a la fin du chapitre.
2.3.1. Commande basée sur I’approche Hoo

Soit le modele TS perturbé suivant

i(6)= X b, (2(0) [Ax(0)+ Bu(t)+¢ (0)]
(2.8)
¥(0)= Eh((0) Cx(t)+o (1)
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(1) est une perturbation externe inconnue avec une borne supérieure g, 2|(1)| et () un bruit

de mesure de la sortie. Comme tous les états ne sont pas disponibles, on considére

I’observateur flou (2.1). Soit e,(¢) I’erreur d’observation donnée par :
e, (1) = x(t) ~ 3(0) (2.9)

A partir des équations (2.1), (2.8) et (2.9), la dynamique de I’erreur d’estimation est donnée

par :

&)= h W, GO)[ (4~ L,C)elt) ~ Lo®) | + o) (2.10)

i=1 j=I

Pour spécifier la trajectoire désirée, nous avons considéré le modele de référence défini par
(2.2). L atténuation de I’effet des perturbations sera faite en considérant la performance Hoo
liée a l'erreur de poursuite x, (¢)—x(¢) définie comme suit (Tseng et al., 2001b ; Golea ef al.,

2002 ; Chen et al., 2000) :

IZ{ [x,() - x(0] "0 [x,(6) - x(1)] } di
[ ) )+ p) 90 +0(0) 0(0) |

<7 (2.11)

Ou bien

N { v 0-x0] Q [x-20)] dr < n’] ) 0+ o) e + 0@ 00 | dt (2.12)

ou tr représente le temps finale, O est une matrice définie positive, et 7 est le taux
d'atténuation fixé.

Comme nous I’avons spécifié en 2.2.2, nous considérons la loi de commande

u® == Y (20K, [x,(0-i(0)] (2.13)

Par conséquent a partir des dynamiques e(?), x(¢) et x.(f) correspondant respectivement a
I’erreur d'estimation, 1'état du systéme et la variable de référence, nous pouvons définir le

systéeme augmenté suivant :
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H=Y 2 h GO )]G, 70+ F40)] (2.14)

i=l j=I
Avec
e(t) A,-LC, 0 0
it)=| xt)|, G, =| -BK, A, +BK, -BK,|,
x (1) 0 0 A,
L I 0 0 (2.15)
E=l0 I 0[,etd@)=|o@]|.
0 0 I 0,

Ainsi, en tenant compte des conditions initiales, le critére Hoo relatif a ’erreur de poursuite en

(2.12) peut étre modifié comme suit :
[ 0’{ [x,()-x0] "0 [x,()-x(0)] } de = :;T(t) 0 5(t) dr <5 (0) P 3(0)+1°[ : O dt)dt  (2.16)

ou ¥(0) représente le vecteur des conditions initiales du systeme (2.14)

0 0 0
et 0=|0 O -0|.
0 -0 0

Notons aussi que " ()r(1)+ ¢ " (D) +v (o) =¢  ()P() .

L'objectif maintenant est de déterminer les gains K; et L;, pour le systeme augmenté (2.14) en
garantissant la performance Hoo (2.16) pour tout ¢7(t). La syntheése de commande consistera
d’abord a atténuer au maximum I’effet des perturbations, ensuite a garantir la stabilité
quadratique du systéme en boucle fermée (2.17) c'est-a-dire (2.14) sans ¢7(t) (Tseng et al.,
2001b).

50 =3 h e )] 6,50 (2.17)

i=1 j=I
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Dans le but de réduire le nombre de conditions et d’avoir un résultat moins conservatif, I’idée
est de reformuler le théoréme établit dans (Tseng et al., 2001b) en deux conditions, I’une pour

les termes dominants et 1’autre pour les termes croisés.

Théoréme 2.1 :
Pour t>0 et hi(z(t))hj(z(2))=0,
S’il existe une matrice symétrique définie positive P=P" >0 et une constante positive y, tels

que les conditions suivantes soient vérifiees.

GI'P+PG, +y"'PEE"P+Q<0  pour i=I,2,..r, (2.18)
et
(G, +G ) P+P(G,+G )+y 'P(FE"+FF " P+20<0 pour i<j<r, (2.19)

Alors, le critere Hoo (2.16) est garantie pour le systeme augmenté (2.14) pour une atténuation

y=17, et la stabilité quadratique du systéme en boucle fermée (2.17) est assurée.
Preuve :

Considérons la fonction de Lyapunov candidate

V(X(1)) = %" ()Pi(r) avec P=P" >0 (2.20)
En dérivant (2.20)on a :

V(1) =37 (1) Px(t) + X (1) PX(1)

= 3 S b, ) [ (0XG, P+ PG 50+ T (0F P(e) + & (0 BEg(1)]

i=1 j=I

2.21)

En appliquant le lemme (B.8) défini dans I’ Annexe B, on peut écrire que :

¢ (VF PR(t)+ X (OPEF) < v §" (00 +7 5" ()PEF P(1)

L’inégalité (2.21) devient alors :
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P < 3 b, ) F O] G, B+ PG, k) + & PEE B () +7 ¢ (0(0)

i=1 j=I

= S D, ) F O] G P+ G, + 7 PEETBJe() +y ¢ (0300

i=1 j=1

- Zr:hf (O))F (1) [Gﬁfﬁ +PG, +y! F,ﬁfﬁ] 0

XSO b GO O[(G, +G,) P+ PG, + G+ BEE + EENP]+y ¢ (0§(0)

(2.22)
D’apres (2.18) et (2.19) du théoréme 2.1 on a
V(0) <=3 (0% +7 ¢ (1) (223)

Dans le cas ol ¢(r) =0, (2.23) signifie que V(1) <0, ce qui veut dire que le systéme (2.17) est

quadratiquement stable. En intégrant (2.23) de =0 a t=t,
Vi) -V <-['F @0 i@ dirn’ [ §0d) di (2.24)
Le systéme étant stable, on obtient

| jféT(t) 0 5(t) di <57 (0) PE(0)+ 77’ Of F (1) dt

Par conséquent la performance Hoo (2.16) est assurée pour un niveau d'atténuation y= 77’
2.3.2. Conditions de relaxation

Un modéle exact ne I’est que dans un sous espace compact de 1’espace d’état. De plus la
limite d’un sous espace est liée a celle des grandeurs physiques du systeme. D’autre part,
trouver un mod¢le exact pour n’importe quel systéme, n’est pas trivial, alors qu’il est toujours
possible d’obtenir un modéle TS par linéarisation en considérant des points de

fonctionnement judicieusement choisis.

La méthode précédente montre que le probléme de poursuite de trajectoire se réduit au

probléme de stabilisation du systéme flou augmenté (2.14) et consiste a trouver une matrice
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commune P entre toutes les regles. En effet, si le nombre de régles r est grand, il serait
difficile de trouver une matrice P commune qui satisfait les conditions du théoréeme 2.1. Par
conséquent, il serait difficile de trouver des gains garantissant la stabilité¢ du systéme avec une
bonne atténuation des perturbations. Pour alléger ce probléme, de nouvelles conditions moins
conservatives seront données dans ce paragraphe pour assurer la stabilit¢ du systeme (2.14)
(Mansouri et al, 2005b). En effet, nous allons utiliser deux propriétés concernant le nombre
maximal de régles actives a chaque instant. Ces propriétés sont explicitées dans les corollaires

suivants :

Corollaire 2.1 : (Tanaka et al., 1998a) Si s est le nombre maximal de regles actives a chaque

instant ¢, ou I<s<r, alors

S (0) 2 LS5 oGO ) 2.25)

s—1i= i<j

Corollaire 2.2 : Si s est le nombre maximal de régles actives a chaque instant ¢, ou /<s<r,

alors
ZIh 2 @z(t) = é (2.26)

Preuve :

En employant la propriété suivante,

1= (z h (z(t))) = X1 (@(0) + £ 3 2 G(0)h, (1)

i=li<j

et celle donnée en (2.25), nous obtenons
SH () + (s — )X (z(1) = 1 ce qui vérifie (2.26).
i=1 i=1

[
Le résultat principal de cette partie, peut étre donné par des conditions relaxées décrites dans

le théoréme suivant :

Théoréme 2.2 : (Mansouri et al., 2005b)
Pour >0 et hy(z(t))h(z(1)) =0,
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S’il existe des matrices symétriques définies positives P=P" >0, M > 0 et une constante

positive y, tels que les conditions suivantes sont vérifiées.

GIP+PG,+y ' PEF P+(s—1)M +50<0 pour i=1,2,..r, (2.27)
et
(G, +G ) P+P(G,+G ) +y ' P(FF +FFP-2M <0  pour i<j<r, (2.28)

Alors, le critere Hoo (2.16) est assuré pour le systeme augmenté (2.14) pour une atténuation y

=17, et la stabilité quadratique du systéme en boucle fermée (2.17) est garantie.
Preuve :

On considere la méme fonction de Lyapunov (2.20). Partant de (2.22) dans le théoréme 2.1 et

en utilisant (2.28) du théoréme 2.2, on aboutit a :

V()< Y b2 GO (0] G, P+ PG, + 7 PEET P50+ X Y b (0) by )F ([ 2M]+ 7 7 (030

i=1 i<j

En utilisant le corollaire 2.1, nous pouvons écrire

Py < 3 h2 O ()6, P+ PG, +7” EETP}f(tH(S—;” 1 EO) (1) [2M] 50+ 7 ¢ (0(0)

1

= S GO ([ G, P+ PG, +y ' BEE B (s— DM |50 +7 § (040

Ensuite a partir de la condition (2.27) on a
V()< 30 GO (0 Q50+ 7 (030

et en utilisant maintenant la propriété du corollaire 2.2, nous avons

V() <=5 (O0%(0)+y ¢" ()8(D)
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De la méme fagon que le théoréme 1.2 on peut alors garantir le critére Hoo (2.16) avec un taux

d'atténuation y= 7. Par conséquent, la stabilité quadratique du systéme (2.17) est assurée.

Remarque 2.1 :
Pour une meilleure performance de poursuite, les conditions du théoréme.2.1 (Resp:
théoréme 2.2) peuvent étre formulées comme un probléme de minimisation, de telle sorte que

le taux d’atténuation du critére Hoo soit le plus réduit possible.

min 7’ (2.29)

P (Resp: P.M )
Sous les contraintes P = P" >0, (2.18) et (2.19), (Resp : P=P" >0, M>0, (2.27) et
(2.28)).

Remarque 2.2 :

Les résultats du théoréme 2.2 se basent sur le nombre de régles maximales actives a chaque
instant. Par conséquent, cette notion trouve son importance en particulier pour les modeles TS
obtenus par linéarisation. En revanche, quand il s’agit de modé¢les TS obtenus par découpage
des non linéarités, dans un espace compact dans I’espace d’état, hormis quelques points

particuliers de I’espace 1’ensemble régles sont toujours actives.

2.3.3. Exploitation numérique des résultats

Les conditions montrées dans le théoréme 2.1 et 2.2, présentent des conditions BMI. Dans la
suite, nous proposons une méthode qui consiste a résoudre ce probléme BMI en deux étapes
dont chacune est un probléme LMI (Mansouri et al., 2005b). Ainsi, ces LMI peuvent étre
résolues efficacement par les techniques d'optimisations convexes (Gahinet et al., 1995). Dans
ce paragraphe, nous nous limiterons a résoudre les conditions du théoréme 2.2. Celles du

théoréme 2.1 peuvent étre résolus d'une maniére semblable.

Pour pouvoir exprimer un probléme LMI, on considére

P=diag[P, P, P,| et M=diag[M, M, M,] (2.30)
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En prenant y= 7° et en substituant (2.30) dans (2.27) et (2.28), les conditions du théoréme.2.2

deviennent respectivement :

11, 11, 0
T1,, TI,, TI,,| < 0 pour i=1, 2,...,r, (2.31)
0 711, TI,
et
J,, TJ, 0
1J, 1J,, TJ,,| < 0 pour i <j <r, (2.32)
0 T1J, TJ,
ou

I, :(Ai_LiCi)TPI+P1(Ai_LiCi)+L2P1(LiLiT +1)P1+(S_]) M,
n
T T 1
lez :T121 :_(BiKi) Pz +_2P1P2
n

TI,,=(4 +BK,) P,+P,(4+BK,)+ ﬂIZPzPZ +(s—1) M, +sQ

Tl,, =TI, =—P,(BK,)—sQ

Tl,,=A"P,+P,A + U—IZP3P3 +(s—1) M, +s0

et

TJ, =(4 ~LC,) P, +P,(4~LC)+(4,~LC) P,+P(4,~-LC)+ 77]2P1(L,.Lf +L,L"+20)P, -2 M,

2
L, =T, =~(BK,) P~ (BK) P+ R

TJ,,=(A4+BK) P,+P,(4+BK))+(A,+BK) P,+P,(4,+BK) Jr%PZP2 - 2M,
. T 7
T‘]23 = TJjTZ :_PZ(BIK‘/')_PZ(BJ'K[)
, 1
TJ,;=2(A'P;+P,A +—P,P,-M),)
n

A partir de (2.31) et (2.32), on constate des termes non LMI, notamment dans les blocs

diagonaux. Pour les éliminer, on considére le changement de variable bijectif Z, = PL,. En

appliquant un complément de Schur §B.2, (2.31) et (2.32) deviennent respectivement
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D11 PI i D14 0 0
P, -l 0o 0 0
z'0 o000 | our i< i<
ur 1 =r, .
DMT 0 0 D44 D45 0 p j (2 33)
0 0 0 D45T D55 P3
L0 0 0 0 P, -l
et
_Eu P1 Zz Zj E15 0 0 W
2
p -1 0o o 0o 0o 0
2
zr 0 -l 0o 0 0
z' 0 0 -l 0 0 0 < 0 pour i <j <r, (2.34)
E;S 0 0 0 s E, 0
0 0 0 0 E,/ E, P
0 0 o 0 0 P I
i 2]
ou,

D, =A'P,+P,A-C'Z" —Z.C +(s—1) M,

1
D, = _(BiKi)TPZ +?P1P2

1

D, =(4 +BK,) P,+P,(4+BK,)+—5P,P,+(s—1) M, +50
n

D, =—P,(BK,)-sQ

D, =A'P,+P,A +(s—1)M,+s0

et

E,=A"P,+P A4-C'Z"'-ZC +A4'P,+P A, -C'Z'-ZC -2M,
T T 2
E;=—(BK,'P,—(BK) P, +FP]P2
2

E=(4 +BI.K/)TP2 +P,(4,+BK,)+ (4, +B].K,.)TP2 +P,(4,+B,K)+—P,P,— 2M,
. , . . : n
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E, =-P,(BK,)~P,(BK,)

Eg :Z(Aers + P4, -M;)

Pour résoudre les inégalités (2.33) et (2.34), on procédera en deux étapes dont chacune
consiste a résoudre une LMI. Tout d’abord, il s’agit de trouver P, K; M, a partir des blocs

diagonaux D,, et E, ensuite P;, P3, M;, M3 et L; a partir des inégalités (2.33) et (2.34)

comme expliqué ci dessous :

D'abord, notons que (2.33) et (2.34) impliquent respectivement :

D44:(Ai+B[K[)TP2+P2(A[+B‘.K,.)+L2P2P2+(s—1) M,+sQ<0 pour i <j <r, (2.35)
n

et

E;=(4,+BK,) P,+P,(4+BK,)+(4,+BK) P, +P,(4,+BK,)+ %PZP2 - 2M,<0
U (2.36)

pour i <j <r

En effectuant une congruence de (2.35) et (2.36) avec P;’ et avec les changements de
variables bijectifs N, =P,", ¥, =K,N,, et X,=N,M,N,, et un complément de Shur, (2.35)

et (2.36) sont respectivement équivalents a :

N,A" + AN, +BY +(BiK)T+77—I2[+(s—1) X, N,

24 T4 <0 pour i=1, 2,...,r (2.37)
N, -0 /s

et

i

r T r T 2
N, 4"+ AN,+BY +(BY,) +N,A +AN,+BY +(BY,) ol X, < 0 038)

pour i <j <r

Les variables N>, Y; et X> i.e P,=N,’, K,=Y N, et M,=N,'X,N," sont obtenues en

résolvant les LMI (2.37) et (2.38).
Dans une seconde étape, on substitue P,, M, et K; dans (2.33) et (2.34) puis on résoud la

nouvelle LMI obtenu en P;, P3, M;, M3, et L; (1.e L, = P]_’Zi). Alors, s’il existe des matrices

55



définies positives P;, P,, P3, M;, M, et M; tels que (2.33) et (2.34) sont vérifiées, le critére
Hoo (2.16) est assuré pour le systéme augmenté (2.14) pour une atténuation y = 1% et la

stabilit¢ quadratique du systéme en boucle fermée (2.17) est garantie.

2.3.4. Exemple et simulations

Pour illustrer les résultats de relaxation obtenu dans (2.27) et (2.28), considérons a titre
d’exemple le probléme de poursuite d'un pendule inversé sur un chariot mobile (Figure 2.1).

La position du chariot n’est pas prise en compte. Le modele non linéaire du pendule est donné

par
X, =X,
i gsin(x,) —amlx; sin(2x,)/ 2 — acos(x,)u (2.39)
? 41/3 —aml cos’(x,)

|
| /21
|
L

Q Q

Figure 2.1 : Pendule inversé

ou x; est I'angle (en radians) du pendule avec la verticale, et x, est la vitesse angulaire. g = 9.8
m/s ® est la constante de pesanteur, m est la masse du pendule, M est la masse du chariot, 2/
est la longueur du pendule et u est la force appliquée au chariot (en Newton). a = I/(m+M).

On prendra m =0.1Kg, M =1 Kg, 2[=1.0 m.

Pour faciliter la mise en ceuvre, nous utilisons le modele linearisé sur deux points de

fonctionnement selon les deux régles suivantes :

Régle 1 : Si x;(¢) est proche de 0

{)'c(t) = A,x(t) + Bu(t) + p(2)
Alors
y(t)=Cx(1)

Régle 2 : Si x,(f) est proche de x, =+7/2 ( |x,()|<7/2)

2
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{x(t) = A,x(t) + Bu(t) + ¢(1)
Alors
(1) =C,x(2)

ou

0 1 0
4, = B, =
g/41/3—aml 0 —a/4l/3—aml

0 1 0
4 =L’g/7r (41/3—amlﬂ2) O:I 5, =[—a,b’/4l/3—amlﬂ2}
et C,=[1 0], C,=[1 0].

Notons si x;=+7/2, le systétme est non commandable, pour remédier a ce probléme en prend

L =cos (88°)
Résultats de relaxation
Pour montrer I’intérét de la relaxation des conditions (2.27) et (2.28), nous comparons les

résultats des théorémes 2.1 et 2.2 de la fagon suivante :

On considere la matrice de pondération Q définie dans (2.16).

_lq 0
Q_[O q}

On varie le taux d'atténuation » en fonction du parameétre de pondération ¢ selon les figures

2.2et2.3.
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q x 10°

q x 107

Figure.2.3: Champ de faisabilit¢ du théoréme 2.2

Les figures 2.2 et 2.3 montrent les champs de faisabilité des conditions des théorémes 2.1 et
2.2 respectivement. Ces surfaces sont obtenues pour les parametres ¢>0.05x10~% et n>0.05

Grace a I'existence de la matrice commune M dans le théoréme 2.2, le champ faisable est plus

large comparé¢ a celui du théoréme 2.1, par conséquent grace au théoréme 2.2, on obtient une
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meilleure atténuation. Cela montre bien que les conditions du théoréme 2.1 sont plus
conservatives.

Poursuite de trajectoires

Pour montrer les performances en poursuite, on considére le méme exemple du pendule
inversé ci-dessus. Les fonctions d'appartenance du modele flou avec deux régles sont

illustrées par la figure 2.4.

Régle 2

A

) 0 /)

Figure.2.4: Fonctions d'appartenance du mode¢le flou a 2 régles

On calcule les gains Ki selon les étapes définies dans 2.2.3 pour les conditions (2.27) et (2.28)

par la méthode de minimisation donnée dans la remarque 2.1. En choisissant :

0.000027 0 0 1 0
0= , A = et r(t) = _
0 0.00002 -6 -5 2.465sin(?)

Les gains suivants sont obtenus K, =[598.2934 195.17], K, =[1267.5 413.6] et le taux

d'atténuation minimisé est 7 =0.25 .

Les résultats des figures (2.6 — 2.8) illustrent les simulations effectuées pour une poursuite de
trajectoire sinusoidale avec un pic de perturbation a t=5.5s et t=15s. On constate que les
performances de poursuite sont assurées ainsi que la convergence de 1’observateur. La figure
2.6a présente la poursuite en position du pendule. Un zoom (figure 2.6b) montre la
convergence des états estimés vers les états réels puis vers la trajectoire de références. Les
figures 2.7a et 2.7b illustrent les mémes performances, mais dans le cas d’une poursuite en
vitesse. Nous avons représenté¢ sur la figure 2.8a et 2.8b respectivement les erreurs
d’estimation en position et en vitesse. Le signal de commande et I’erreur quadratique sont

donnés respectivement sur les figures 2.9a et 2.9b.
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-0 40 ‘2 l‘l é é 1‘0 1‘2 1‘4 1‘6 1‘8 20 (‘) 0‘.2 014 D‘.G 0‘.8 % 1‘.2 1‘.4 1‘.6 1‘.8
temps (sec) temps (sec)
Figure.2.6: a) Poursuite en position. b) Zoom
0.4
p
0.2 N
0 4
-0.2 N
§ 04 | H
-0.8 4
-1 i
"2 2 3 G s 1 12 1 is 18 20 0.5 1 15 2 2.5 3
temps (sec) temps (sec)
Figure.2.7: a) Poursuite en vitesse. b) Zoom.
0.2 0.1
0.15 - I V ‘/
-0.1f B
01f B -02F 4
% -0.3F o
0.05 —
-0.4 N
. L -05 -
0.08 ‘2 l‘l é é 1‘0 1‘2 1‘4 1‘6 1‘5 20 70'70 ‘2 1‘3 25 é 1‘0 1‘2 1‘4 1‘6 1‘8 20
temps (sec) temps (sec)

Figure.2.8

: a) Erreur d’estimation de position. b) Erreur d’estimation de vitesse
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45

40 B
351 B 0.2

30 B

25+ B

Erreur quadatique de pourstite

o 2 a 6 8 10 12 14 16 18 20 o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps (sec) temps (sec)

Figure.2.9: a) Signal de commande (Newton) b) Erreur quadratique de poursuite
Si on considére une perturbation externe de type sinusoidal donnée par
T
go(t):[0.04.%.sin(t) 0} , on remarque (figures (2.10, 2.11) que les performances de

poursuite et de convergence de I’observateur demeurent assurées. Les figures (2.10) et (2.11)

montrent les erreurs d’estimation de la position et de la vitesse.

-0.31

-04

. . . . . . . . . L I I . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
temps (sec) temps (sec)

Figure.2.10: a) Poursuite en position. b) Zoom

rad's
rad's

-0.6 B

-0.8 B

. . . . . . . . . . . . , . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0.5 1 15 2 2.5 3
temps (sec) temps (sec)

Figure.2.11: Poursuite en vitesse. b) Zoom
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps (sec) temps (sec)

Figure.2.12: a) Erreur d’estimation de position. b) Erreur d’estimation de Vitesse

2.4. Conclusion

Durant ce chapitre, nous avons abord¢ le probléme du suivi de trajectoire des modeles TS en
tenant compte aussi bien des performances de poursuite en présence de perturbations externes
que de la méthode de résolution. Apres un tour d’horizon sur les travaux dans le domaine,
nous avons présenté la stratégie de commande adoptée dans ce mémoire. Ensuite, nous avons
¢labor¢ la synthése de commande robuste des modeles TS perturbés pour assurer le suivi de
trajectoire en se basant sur 1’approche Hoo qui consiste a minimiser 1’erreur de poursuite par
rapport a I’ensemble des perturbations. Le résultat principal de cette approche, réside dans les
conditions relachées au sens de LMI qui se basent sur le nombre maximal de régles actives a
chaque instant. Les résultats ainsi développés se présentent sous forme de BMI, une méthode
pour résoudre ce probléme a été proposée. Enfin, pour montrer 1’intérét de ces conditions de
relaxation, nous avons illustré I’approche a travers un exemple pour comparer les deux
théoremes au niveau de la faisabilit¢ LMI. Dans les deux cas de figures présentées, les
performances de poursuites sont garanties.

Cette approche, montre bien ses limites de trois points de vue ; tout d’abord, quand il s’agit
des modeles TS exactes la méthode a peu d’importance, puis, 1I’exploitation numérique des
résultas n’est pas optimale au sens du probléme d’optimisation convexe a cause de la méthode
de résolution proposée. Enfin 1’approche proposée ne concerne que les modeles certains et
perturbés. Dans le chapitre qui suit, nous proposons une méthode employant la méme
approche Hoo dont les résultats seront présentés sous forme de LMI, et prenant en

considérations les modeles TS incertains.
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Chapitre 3

Suivi de trajectoire des modeles TS perturbés et

incertains avec critére Hoo

3.1. Introduction

Dans la littérature, la plupart des travaux traitant du probléme de la commande robuste pour
les modeles TS incertains ou/et perturbés (Tanaka & Wang., 2001 ; Taniguchi et al., 2001;
Lauber, 2003 ; Chen et al., 2000 ; Tseng et al., 2001b ; Chiang et al., 2001) ne concernent que
le probléme de stabilisation. Dans ce chapitre, le probléme de poursuite de trajectoire pour les
modeles TS incertains et perturbés est abordé avec la méme stratégie de commande que celle
adoptée dans le chapitre 2, a savoir une minimisation de 1’erreur de poursuite par rapport aux
perturbations externes en utilisant un modele de référence selon un critére Hoo. Notre
contribution dans ce chapitre concerne la prise en compte des incertitudes dans le modele TS,
dans le cas de la poursuite d'une trajectoire, la garantie des performances de poursuite et de
stabilité du systéme ainsi que I'obtention de résultats directement sous forme LMI.

Ainsi, ce chapitre sera structuré de la maniére suivante. Nous traitons dans un premier temps

la poursuite d'une trajectoire dans le cas ou tout les états sont disponibles. Dans ce cas, nous
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présentons deux approches de synthese différentes permettant de garantir les performances de
poursuite. Nous montrerons ensuite, a travers des résultats de simulation, que la seconde
approche aboutie directement & des conditions LMI. Ceci permet d'avoir des résultats plus
facilement exploitables numériquement et d’assurer de meilleures performances que la
premicre approche qui donne des solutions en deux étapes et de ce fait est plus conservatives.
Nous considérons également un observateur dans le cas ou tous les états ne sont pas
disponibles. Les résultats également exprimés sous forme LMI seront illustrés a travers des

simulations dans le cas de la poursuite pour un pendule invers¢.
3.2. Synthese de commande sans observateur

Soit le modele flou TS incertain et perturbé défini comme suit
x(1) = Z;h (2(0) [(4 +A4)x(t) + (B, + AB,()u(t) |+ ¢ (1) (3.1

Nous supposons dans un premiers temps que ’état est totalement disponible. AA(¢) et
AB,(t) représentent les incertitudes du modéle qui peuvent étre des incertitudes

paramétriques ou dus a la modélisation. Ces incertitudes sont exprimées dans notre cas de la

maniére suivante :

A.(t)=H.F,(t)E, et AB(t)=HF,()E,, i=1,2,...,r (3.2)

avec H;, E,, Ep des matrices constantes, et la matrice incertaine F,(¢), bornée de la fagon

suivante.

F()'E@<I i=1,2,..,r (3.3)
Pour spécifier la trajectoire a poursuivre, nous adoptons la stratégie de commande développée
dans le chapitre 2. Ainsi, le modele de référence est donné par I’équation (2.2). L’atténuation

des perturbations externes doit étre garantie par la performance Hoo liée a I'erreur de poursuite

x,(#)—x(t) est défini comme suit :
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[ xo-x0]"0 [x0-x@] [ < 7*[/{ () r)+0() o) } i (3.4)

La loi de commande adoptée dans ce cas est donnée par :
u(®) == 2 h (z0)K, [x,(0-x(1)] (3.5)
i=1

A partir de 1a, nous avons développé deux approches pour garantir la stabilité¢ globale du
systéme et les performance de poursuite. La premiére approche (Mansouri et al., 2005b),
mene a des conditions BMI et la seconde est systématiquement mise sous forme LMI.

3.2.1. Synthése de la commande par approche BMI

En considérant les dynamiques respectives de 1’¢tat du systeme x(¢) et de la variable de

référence x,(f), on peut établir le systéme augmenté suivant :

%)= Y h (o, ()[4, + H EWE, ] %) +6(0) (3.6)

i=1 j=I

Avec

xr(t) i 0 A y ai i i

= _|H, — | e()
H’{o}’”(”{r(n}

Tenant compte de I’état augmenté x(¢), la performance Hoo (3.4) peut étre modifiée comme

(3.7)

suit :

[ I 0-x0] 70 [x,(0)-x0)] far=[ 570 05y dr< '[! " 0gwydr (3.8
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o= |19 -0 _
ou Q= {_Q 0 } et 9" g(1) = r(t) r(1)+ (1) (1)

Considérons, la fonction de Lyapunov quadratique suivante :
V(x,t)=x"()Px(t) avec P=P" >0 (3.9)
On peut montrer la stabilité du systéme augmenté (3.6) a travers le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 : (Mansouri et al., 2005b)
Pour t>0 et hi(z(¥))h(z(1))=0,
S'il existe une matrice symétrique définie positive P =P" >0 et des constantes positives T et

n telle que la condition suivante est vérifiée.

P+PA,+Q PH, P E]
I'p 7 0 | 0 i1 310
— S l1,] = 1, 4, ..,r .
P 0 -7l 0 / (-10)
E 0 0 -l

Alors, le systeme en boucle fermée (3.6) est quadratiquement stable et la performance Hoo

(3.8) est assurée pour un certain taux d’atténuation 1 .

Preuve :

Considérons une nouvelle variable g, () telle que :

q,(t) = F,(E,x(1) (3.11)

le systeme (3.6) peut alors se réécrire de la manicre suivante :

()= XY oW, OV 450+ B, (1) +5(0)] (3.12)

i=1 j=I
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Sachant que les incertitudes sont supposées bornées, en utilisant (3.3) et (3.11), on aboutit a la

contrainte :

,()"q;(1) =xX"(OE," F' () F()E,x(1) < X(1) E," E;X(2) (3.13)

Cette contrainte peut étre réécrite sous la forme quadratique suivante :

0] [-E/E, 0 0] [x0)
0| 0 1 0|g0|<0 (3.14)
#(1) 0 0 0][40

Pour garantir un taux d’atténuation 7 avec la performance Hoo (3.8) et assurer la stabilité

quadratique du systéme en boucle fermée (3.6), la contrainte suivante doit étre réalisée :

dr(xn |

o X (O0X(t) — ' 4T (P <0 (3.15)

En utilisant I’expression (3.9), la contrainte (3.15) devient :

FED o w7 0G50 - 7§ 050
=X (PX()+XT (OPX()+ X (D0%(1) - 7°" (9 (1)
., 3.16
=2 > Dk ()| X (A, P+ PA; + Q)x(t) + g, (VH, Px(t) + X' (1)PH,g, (1) (10
+ ¢ (OPx() + X (OPH() — 7T (OF(1)]| <0
Ainsi, nous devons garantir que :
X' (04, P+ P4, + O)X(1) + g, (OHPx(t) + X' (1)PH,g,(1) G

+ ¢ (OPX(t) + X (OPP(t) — 7’  (DP(H)<0

L’inégalité (3.17), peut étre mise sous la forme quadratique suivante :

69



¥ [4 P+P4,+0 ) ) |[X0)
g,(t) H'P 0 0 ||g;(n]|<0 (3.18)
(1) P 0 —n'I|| ¢

En utilisant la S-procedure (Annexe A), les deux contraintes peuvent étre rassemblées en une
seule contrainte, sous réserve de I’existence d’une constante positive 7. Ainsi, on aboutit a

I’inégalité suivante :

x(t)] [ 4, P+P4,+0O+E * ™ | [x0
4,(1) H'P —I 0 q,(t)| <0 (3.19)
(1) P 0 -n’I||é@)

Enfin, en appliquant un complément de Shur, on retrouve 1’inégalité du théoreme 3.1.

Cette solution formulée sous forme BMI peut étre une alternative pour assurer la poursuite.
Cependant sa résolution se fera en deux étapes comme celle proposée dans § 2.3.3. Nous
avons montré dans (Mansouri ef al., 2005b) que la performance de poursuite est assurée et la
stabilité est garantie. Des résultats de simulation en fin de section illustreront cette approche
et la comparent a celle que nous développerons juste apres § 3.1.2. En effet, nous proposons
dans la section suivante de formuler les conditions directement sous forme LMI. On montrera
que ceci permet d'avoir des solutions moins conservatives et par conséquent une amélioration

des performances de poursuite.

3.2.2. Synthése de commande par approche LMI

Dans cette approche, I’état du systeme augmenté est construit a partir de la dynamique de

Ierreur de poursuite e, () =x(#)—x.(#) et de la variable de reférence x,.(7). Nous

considérons la loi de commande (3.5) et le modele de référence (2.2).

En considérant (3.1), (3.5) et (2.2), la dynamique de I’erreur de poursuite est donnée par

e,(t) =x(1)~x,.(1)

=(4,+A4)e, +(B, +AB)K e, (1) + (4 — A, +A4)x, () + ¢ (1)~ r(t) (3.20)
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On peut alors exprimer le nouveau systéme augmenté par :

xX(1) = Zz h(z(0)h,(2(1)) 4; X(1) + S¢(1) (3.21)

i=1 j=I

ou

y [A+BK,+A4 +ABK, (A4 -4, +A4)
7l 0 4,
] (3.22)
e, o] o 1 -1
x(t)__xr(t)} ¢(t)_[r(t)} . S{o 1}

Dans ce cas, la performance Hoo (3.4) relative a 1’erreur de poursuite par rapport a I’ensemble

des perturbations est alors modifiée comme suit:

[ 50 -x®0] "0 [x,()-x()] }dr=| ;f)?T(t) Ox(tydi<n’[ Of TP dl (3.23)

0
ou O =diag[Q 0] et §7 (1§ (1) = r(t) r(t)+ p(O) (1) -

En utilisant la fonction de Lyapunov (3.9), on peut montrer la stabilit¢ du systéme augmenté

(3.21) a travers le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 :
Pour >0 et hy(z(t))hi(z(1)) =0,
S’il existe des matrices symétriques définies positives N, =N, >0, P,=P] >0 et des

constantes positives u,, (,, U, et 1, tels que la LMI suivante est vérifiée.

(AN, +BY )+ () + (" + " +u, YHH] N, NE YE, *) ™
N, -0 0 0 0 0 0
E,N, 0 -l 0 0 0 0
EY, 0 0 -uI 0 0 0 |0
(47 -47) 0 0 0  A'P+PA+wEE, 0 (¥ (3.24)
I 0 0 0 0 -7’ 0
| -1 0 0 0 P, 0 -n’I

pour i=1,2,..r,
Alors, la stabilitée quadratique du systeme en boucle fermée (3.21) est assurée et la
performance Hoo (3.23) est garantie pour une atténuation 1. Avec les changements de

variables bijectifs Ny, et Y;i.e P,=N,’, et K, =Y,N,".
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Preuve :

Pour démontrer ce théoréme, comme pour le cas précédent, nous devons également vérifier la

contrainte suivante ;

@ L0000 — 7 FOFW) <0 (3.25)

En dérivant la fonction de Lyapunov (3.9) et d’apres (3.25), on aboutit a I’inégalité suivante :

(¥ (AP + P4, + O)X (D) + 4" (0S"Px(1) + X" (OPSG(1) = n*¢" (Dg(1)]<0 (3.26)

L’inégalité (3.26) peut s’écrire donc sous la forme matricielle suivante :

x| [4P+P4,+O0 PS |[x()
* i Ty “W<p 2
Lﬁ(t)} { 5P —rflL(t)} 5.27)

En ’occurrence

-
{AU.P+PAU+Q PS}SO (3.28)

S'p -n’1

Pour pouvoir écrire un probléme LMI, nous supposons que P = diag[P, P,]. En remplagant

les matrices augmentées définies en (3.22), on obtient

B4+ A4 +BK; +ABK ) +(*)+0 *) ™ ™
(4" - 4" +A4")P, A'P,+PA 0 (9
<0
P, P, 0 -n’l

Afin de pouvoir résoudre cette condition, I'idée dans ce cas, est d'effectuer une séparation des

incertitudes du systeme, l'inégalité (3.29) peut s’écrire sous la forme

I+AD<0 (3.30)
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avece

B (4 +BK;)+(*)+0 *) ™ ™

I:I = (AfT - AI‘T)P] A}‘T])Z + PZAr 0 (*)
P 0 -l 0
-, P, 0 -l
et
P(A4,+ABK)+(*) () 0 0| |BHFWOE,+PBHFOEK, +(*) (*) 0 0
Afi— AATP, 0 0 0| EF'(nH P, 0 0 0
B 0 0 0 0| 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

En procédant a 1’élimination de certains éléments de la matrice grace a la procédure détaillée
dans le lemme B.2 et ’exemple B.1 de 1’Annexe B, nous pouvons de la méme manicre
éliminer les éléments anti-diagonaux de la matrice incertaine AIT. Ainsi, ATl se retrouve

majorée de la fagon suivante :

(ﬂ[ﬁl + y271 + tu371)P1H[HiTP1 + lquaiTEai + /U3KjTE/:[TEbin 0 0 0

' 0 ﬂIEaiTEai 00
AIl < 0 0 0 0 (3.31)

0 0 0 0

avec yy, b, etz des parametres constants qui peuvent tre fixés ou recherchés.
Posons, Y, = P,(4 +BK)+(*+Q+(u, " +u,”" +uYPHH'P+,E,"E,, + ;K "E,"E, K,

Grace a (3.31), I’inégalité (3.30) est donc équivalente a :

Y, *) ™ ™

A" —A4"YP A'P,+PA +uE"E. 0 *

( i 7 ) 1 r 2 2% /’11 ai ai , ( ) SO (3-32)
P, 0 -nl 0
-, P, 0 -l

Pour aboutir & une condition LMI, nous effectuons un changement de variable en pré post
multipliant (3.32) par diag[N, I I I]avec N,=F".En posant

Y;j =(4N, + Bin) +(*)+N,ON, + (/1171 + /u24 + /u371 )HiHiT + IUZNlEaiTEaiNI + :uSY/'TEbiTEbin

on obtient :
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T, (*) ™ ™
(4" -4") A'P+PA+wEE, 0 (%
I 0 -’ 0
-1 P, 0 -7l

<0 (3.33)

Avec des compléments de Shur effectués sur le bloc Y, on retrouve I’inégalité (3.24) du
théoréme 3.2.

|
L’approche ainsi développée, représente une condition directement sous forme de LMI, qui

peut étre résolue en une seule étape avec les algorithmes d’optimisation convexe (Boyd et al.,

1994).

3.2.3. Simulations et Résultats :

Considérons un représentant TS exact du modéle non linéaire du pendule inversé détaillé en
Annexe C. Ce mod¢le tient compte des incertitudes dues a la modélisation. Pour illustrer les
performances de chacun des théorémes 3.1 et 3.2 correspondant respectivement aux
approches BMI et LMI, nous avons d’abord comparé les champs de faisabilité obtenus pour
chacun des théorémes établis. La variation du du taux d’atténuation 7 en fonction du

paramétre g de la matrice de pondération Q =diag[q ¢] (c.f. § 2.3.4) nous a conduit aux

résultats illustrés par les figures 3.1 et 3.2.

Il Il Il
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

q
Figure.3.1: Champ de faisabilité¢ du théoréme 3.1
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1 1 1
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

q
Figure.3.1: Champ de faisabilité¢ du théoréme 3.2

Les surfaces obtenues sont calculées pour les parametres g >0.01 et 7>0.05. Grace a la
formulation LMI obtenu directement dans le théoréme 3.2, la possibilité de trouver des gains
de retours est plus large comparée a celle du théoréme 3.1, et par conséquent une meilleure
atténuation est obtenue. Cela montre que les conditions du théoréme 3.1 déduites a partir

d’une résolution BMI en deux étapes sont plus conservatives.

Dans une seconde étape, nous avons comparé les performances de poursuite de chacun des
théorémes ; nous fixons les mémes paramétres de performance pour les deux théorémes, a
savoir, le taux d’atténuation 7 et la matrice de pondération Q, puis nous déduisons les gains
pour les deux approches a travers les résultats de simulations.

En prenant 7=0.9 Q =diag[0.00] 0.0003]10™, les gains donnés par le théoréme 3.1 sont :
K, =[618.7739 196.5710] et K,=[620.7679 190.611]. Ceux du théoréme 3.2 sont:

K, =[239.9597 76.05280] et K, =[239.7865 76.7438]
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Figure.3.3: Poursuite en Position (Théoréme 3.1)

a) vitesse réelle et vitesse de référence
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b) Zoom

Figure.3.4: Poursuite en vitesse (Théoréme 3.1)

4 6 8 10 12 14 16
temps (sec)

a) Erreur quadratique

Erreur quadratique

of
1.5F

n ]

05V\/\/\/WM

ol |
0.5F
at
151
ol

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

temps (sec)

Figure.3.5: Erreur quadratique (Théoréme 3.1)

76



a) position réelle et position de référence
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b) Zoom

Figure.3.6: Poursuite en Position (Théoréeme 3.2)
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Figure.3.7: Poursuite en Vitesse (Théoréme 3.2)
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Figure.3.8: Erreur quadratique (Théoréme 3.2)
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D’apres les figures 3.3-3.8 illustrant la poursuite en position, la poursuite en vitesse et 1’erreur
quadratique de poursuite respectivement pour chacun des théorémes 3.1 et 3.2, nous
constatons que les gains de commandes trouvés (approches en deux étapes) donnent des
performances moins bonnes, en terme de poursuite, que dans le cas du théoréme 3.2. Ainsi,
pour les méme parametres, les gains trouvés par le théoréme 3.1, sont plus conservatifs du
point de vue de la performance de poursuite. En d'autres termes les deux approches menent a
des solutions viables pour garantir la stabilité et la poursuite méme si un plus large éventail de

gains performants est obtenu dans le cas du théoreme 3.2.
3.3. Synthése de commande avec observateur

3.3.1. Approche LMI

Dans cette section, on s’intéresse a la synthése de commande avec observateur. Le modéle TS

incertain et perturbé est décrit par :

x(t) = ﬁh,- (2(1)) [(4, +A4,()x(t)+ (B, + AB (1)u(?)]+ ¢ (1)
(3.34)
(0 =2k (2(0) Cx(t)

Comme nous supposons que les états ne sont pas totalement disponibles, nous considérons
I’observateur flou développé dans (2.2). Le modéele de référence utilisé est celui défini dans

(2.2). La loi de commande par contre est donnée par :
u(t)== D h (z(O))K, [x,(1)—£(1)] (3.35)
i=1

Avec x(t) e R" représentant 1’état estimé du systeéme.

Remarque 3.1 :
Notons que ’approche BMI développée dans 3.2.1 peut étre également appliquée pour la
synthése de commande avec observateur. En effet, en considérant la variable augmentée

(2.15) définie dans le chapitre 2 et en employant la loi de commande (3.35), nous aboutissons
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a un résultat similaire a celui du théoréme 3.1. Pour éviter cette redondance, nous avons
préféré détailler dans ce chapitre, ’approche LMI uniquement. En effet, cette derniere
présente I’avantage d’étre exploitable facilement d’un point de vue numérique et avec moins
de conservativité par rapport a la recherche des gains a partir d’une BMI en procédant en deux

étapes.

Ainsi, en se basant sur le modele de référence (2.2) et la loi de commande (3.35), nous

définissons une nouvelle variable augmentée X(z) composé de la dynamique de I’erreur
d’estimation e, (¢) = x(¢)—x(?) !, de Perreur de poursuite e,(t)=x(t)—x,(¢) et enfin, de la
variable de référence x, (7).

En appliquant la commande (3.35) au systéme (3.34), la dynamique est donnée par :

i(t) = iih,.(z(t))hj(z(t))[—(BIK S+ ABK e (t)+ (4, +BK, +Ad + ABK )x(1)

_(Bin + ABiK‘/')xr(t) - (Ai + AAi)xr(t) + (A7 + AAi)xr(t):| + (ﬂ(t) (336)

= S S O O ~(BK, + ABK, Je, (0 + (4 + BK, + M, + ABK e, (1)+(4, + A4, ()] + p(0)

i=1 j=1

Ainsi, la dynamique de l'erreur d’estimation en fonction de e, (1), e,(r) et x,(r) s’¢crit de la

fagon suivante :

6,(0)= X h D (N[ (4~ LC, ~ ABK e, (1)+ (M, + ABK e, (1) + AMyx (1) ]+ (@) (3.37)

i=1 j=1

Par conséquent, la dynamique de ’erreur de poursuite en fonction de e, (1), e, () et x.(r) est

donnée par :

ep(t) = 2ihi(z(t))hj(z(t))[_(Bin + ABin)eo(t) +(4,+ Bin +A4 + ABin)ep(t) (3 38)

+(4, = 4, + A)x, (O] + (1) — (1)

D’ou, le systeme augmenté relatif aux dynamiques respectives e,(t), e,(t) et x,(¢ ), s’écrit :

! Nous rappelons que I’indice o : observé, p : poursuite
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50 = Y h e ()[ G, ] 50) +560) (3.39)

i=1 j=1

Avec
e,(?) A -LC,—~ABK, A4 +ABK, A4, I 0
x(t)=|e, ()|, G;=| -BK,~ABK, A+BK +A4+ABK, A-A+M |,S=1 -I|,
0 0 A 0 1
x, (1) r (3.40)
- t
et §(0) = @(1)
r(1)

Dans ce cas, le critére Hoo correspondant a la structure du systéme augmenté (3.39), est décrit

comme suit :
[/ 5 0-x0] "0 [x 00 -x0)] Yar=['F 0y 05y ar<[” Fwdwrar (341

Avec la matrice O =diag[0 O 0]
Avant de présenter le résultat principal, nous considérons la fonction de Lyapunov

quadratique suivante :
V(%,0) =% (t)Pi(t) avec P=P" >0 (3.42)

Pour obtenir des conditions assurant le suivi de trajectoire en termes de LMI, nous nous
basons essentiellement sur un nouveau lemme 3.1 (Guerra et al., 2006) qui a I’avantage de
séparer les variables dont les termes ne sont pas LMI, avec moins de conservativité par

rapport aux autres techniques utilisées dans les transformations matricielles.

Lemme 3.1 (Guerra et al., 2006) :
Soit une matrice définie négative Q< 0.
Quelque soit une matrice x de dimension approprié telle que X' QX <0 alors; JaeR telle

que >0 et X'QX <-2aX -a’Q”’
Preuve :
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Q étant définie positive alors : X QX <0
JaeR et a>0 telque: (X+a Q) QX +aQ")<0
X'OX +2aX +a’Q' <0
Enfin X'QX < 20X -a’Q"’
|
Le résultat principal concernant la synthése de commande avec observateur et qui permet

d'aboutir directement a des conditions sous forme LMI, se résume dans le théoréme suivant :

Théoreme 3.3 :

Pour >0 et hy(z(t))h(z(1)) =0,

S’il existe des matrices symétriques définies positivesP,=P' >0,P,=P >0 N,=N," >0
M > 0 et des constantes positives [, W,, Uy, H,, Hs, M, I, p, et 1, tels que la LMI

suivante est vérifiee.

S 0 =], 2
< pour i=1,2,..r, 3.43
NI (3.43)
avec
[~2aN, 0 ™ ™ ™ 0 0 0]
0 -2aN, 0 0 0 0 0 *®
E,Y, 0 -0 0 0 0 0
e E,Y, 0 0 —u'I 0 0 0 0
al 0 0 0 P4-ZC+®) *) (G I
0 0 0 0 HiTP/ _(ﬂf] + ,uz# + /1371)711 0 0
0 0 0 0 HTP, 0 —ud 0
| 0 al 0 0 P 0 0 -n'l]
(AN, +BY, +()+(u” + 7+ +u VHHE (%) (%) * *) *) * 0 -
N, -0 0 0 0 0 0 0 0
E,Y, 0 -w'r 0 0 0 0 0 0
EY, 0 0  -u'1T 0 0 0 0 0
Y= E,N, 0 0 0 -ur 0 0 0 0
E_,N, 0 0 0 0 w1 0 0 0
(4" -4" 0 0 0 0 0  A'P+PA+uEE, () P
0 0 0 0 0 0 E, a0
| -1 0 0 0 0 0 P, 0 -7l
et

81

J

L



A= _31Y/ Nz 01><8
08><2 OA‘XS

avec les changements de variables bijectifs N», et Y;i.e P,=N,", K,=YN," et Z, =PL,
Alors, la stabilitée quadratique du systeme en boucle fermée (3.39) est assurée et la

performance Heo (3.41) est garantie avec une atténuation 17'.

Preuve :

Pour assurer la stabilit¢ quadratique du systeéme en boucle fermée (3.39), tout en garantissant

la performance Hoo (3.41) avec un taux d’atténuation n, I’inégalité suivante doit étre vérifiée :

FED o 70650 - 7 § 00 <0 (3.44)

Ainsi, en utilisant la fonction de Lyapunov (3.42) et le systéme en boucle fermée (3.39), la

condition (3.44) implique :
[;cf(t)(éifﬁ + PG, +0)i(1)+ 4" (DS Pi(t) + ¥ (1)PSH(t) - nzqﬁ(t)q}(z)] <0 (3.1)

Cette inégalité peut étre écrite sous une forme quadratique de la fagon suivante :

|:)~C(t):|T|:;1’.jTI~7+13~U.+Q~ PS }F(O}O (3.45)
o) STP xaaroln |

Par conséquent :

{A,].P+P,].+Q PS}SO (3.46)

En posant P = diag[P, P, P,] et en remplagant les matrices augmentées définies en (3.40),

I’inégalité (3.46) devient :
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P (4, - LC)) - PFABK, +(*) *) *) g 0

_PZB,’ _PZAB[K,’ +KjTABiTP1 +AA[TP1 Pz(Af +AA,’ +Bij +AB;K,')+(*)+Q (*) Pz _Pz
A4lP, (47 =47 +A4")P, A'P+PA 0 P |<0 (3.47)
P, P 0 -7l 0
0 -P, P, 0 -7l

A partir de (3.47) on peut séparer les termes contenant les incertitudes, ce qui permet

d’exprimer (3.47) comme suit :

II+AII<0 (3.48)
Avec
P(4-LC)+(™) *) 0 B, 0
-P,B, P (4 +BK)+(*)+0 (*) P, =P
= 0 (47 -4)P, A'P+P4, 0 P,
g P, 0 -’ 0
0 -P, P, 0 -7l
-PABK, +(*) * * 0 0
~PABK,+KAB'P,+A4"P, P(A4,+ABK)+(*)+Q (*) 0 0
et All= A4"P, A4"P, 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0

On utilise I’expression (3.2) relative aux incertitudes du systéme, la matrice incertaine All

devient :
—PHFOE,K; +(*) *) (*y 00
-PHF(E,K, +KEF ()H'P+E,F/ ()H'P, PHF()E,+PHFNEK +(*)+0 (*) 0 0
All= E,F (OHP, E,F'(OHP, 0 00
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Pour ¢éliminer les éléments anti-diagonaux nous avons utilisé également le lemme (B.2) de
I’Annexe B. Par conséquent, la matrice contenant les incertitudes peut étre bornée de la

maniére suivante :
Af[édiag[d1 d, d; 0 0]

Avec
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d, =(u + 1 )K_/'TEbiTEbin + (/uf] + /J271 + /"371 + /J471 )PIHiHiTPI
d, =, + 4, )KjTEbiTEbin + (/15_1 + /16_1 + :u7_1 + ﬂs_l)PzHiHiTPz + (45 + Ky )EaiTEai
d3 = (:u4 + L )EaiTEai

Alors, I’inégalité (3.48) implique :

F (4, -LC)+(*)+d, (*) 0 P, 0
~PBK, P4 +BK,)+(*)+0+d, * P P,
0 (4" -4")P, ATP+PA+d, 0 P <0 (3.49)
B P, 0 -’ 0
0 P, P, 0 -7l

L’inégalité ainsi trouvée n’est pas encore LMI. Ainsi, pour remettre la matrice (3.49) sous
forme homogene du point de vue des variables inconnues a rechercher, on effectue une

congruence par la matrice (3.50) en faisant permuter les lignes et les colonnes de la matrice

(3.49) suivant I’ordre 1,4,2,3 et 5.

I 0000
00100
00010 (3.50)
01000
00001
Ainsi, 'inégalité (3.49) devient :
Pl(Ai - LiC/') +() +d1 B *) 0 0
P -l b 0 0
-PBK; P P(4+BK)+(M)+Q+d, *) —b <0 (3.51)
0 0 (4" =4DP, A'P+P A, +d; P,
0 0 i B -1’1

Ensuite, nous procédons a un changement de variable en pré post multipliant 1’inégalité (3.51)

par diag[N, N, N, [ I]avec N,=P" et K, =YN,".On obtient :

|:N2 0 :|Q[ |:N2 0 :|+|:(,U[ +/u5)YjTEhiTEszj 0 (*) 0 0
0 N, 0 N, 0 0
) 0 0 (3.52)
-BY, X, Q, * ™
0 0 (A[T _Ayr) ArTPj +P3Ar +d3 (*)
| 0 0 -1 P, -n’1 |
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avee

Q= |:PI(‘47 —LC)+(™)+ (' + "+ +pu VRHHP, P,
;= 2
ly -n'l

Q,=N,4+ Bin +(*)+ N,ON, +(u, + /'17)YjTEbfTEbin + (/'1571 + :ua# + /u771 + /'1871 )HfoT + (s + Ky )NzEa[TEquz

Pour éliminer les termes non LMI, on applique le lemme 3.1 sur le premier bloc diagonal de
(3.52). On obtient :

|:N2 0 }Qz {Nz 0 ]'_{(ﬂ] +/15))/}TEbiTEbiY/ 0}

0 N, 0 N, 0 0
N, 0 Lol +u)YETE Y. 0
< _Za 2 _ 0!2Q 1 + 1 575 bi bi~ j .
{ 0 Nj ! { 0 0 (3.53)

_ 0!2Q -1

1

| =2aN,+(u, +u)Y,"E,E, Y, 0
0 —2aN,

Ensuite, en appliquant un complément de Shur, (3.53) devient :

—2aN, +(u, + /uj)YjTEhiTEb[Y/ 0 ) 0
0 —2aN 0 *)
’ G, . (3.54)
al 0 BA-LC)+()+(p, +py +p " +u, )PHHF (%)
0 al P -l
Enfin, en injectant la contrainte ci-dessus dans (3.52), on obtient I’inégalité :
[ H, 0 al 0 *) 0 0
0 -2aN, 0 al *) 0 0
al 0 H, P 0 0 0
0 al P -l 0 0 0 |<0 (3.55)
-BY, N, 0 0 H, ™* ™
0 0 0 0 |A4'-4") H, (¥
|0 0 0 0 -1 P -l
avec
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H, ==2aN,+(u,+ )Y, 'E,E,Y,

Hyy = P4 ~LC)+M+ (" + "+ p” + u,YPHHP,

H =N, A +BY, +(*)+ N.ON, +(u, + 11, )Y, E, EY, + (™ + gt~ + 1.7 + o YH H + (1 + p4,)NLE, E,N,
Hy,=A"P+PA +d3

6

Avec des compléments de Shur sur les blocs diagonaux #H,,, H,,, H,; et H,, on retrouve la

condition (3.43) du théoreme 3.3.

Remarque 3.2 :

Dans les deux cas de figures traités, le champ de faisabilité des théorémes 3.2 et 3.3 peut étre
¢largit. En effet, plus de gains peuvent étre trouvés si les LMI (3.24) et (3.43) peuvent étre
écrites sous la forme donnée par Tuan (Tuan ef al,, 2001). Ainsi, on obtient des conditions

plus relachées au sens d’optimisation convexe.
3.3.2. Exemple de poursuite de trajectoire avec observateur

Pour montrer les performances en poursuite avec 1’approche LMI du théoréme 3.3, on

considere un représentant TS exact du modele non linéaire du pendule inversé en Annexe C.

On calcule les gains de commande Ki selon la condition LMI (3.43) définie dans §3.3.1. En

choisissant :

0.000027 0 0 1 0
0= A= et r(f)= |
0 0.00002 6 -5 2.46in(?)

Les gains suivants sont obtenus

K, :[253.0622 71.]764], K, =[253.0622 71.]764], L, 2[30.0 460.2651],

L,=[30.0 460.2651] et le taux d'atténuation minimis¢ est 7=0.25.

Les résultats des figures (3.7 — 3.10) illustrent les simulations effectuées pour une poursuite

de trajectoire  sinusoidale avec une perturbation sinusoidale donnée par

T
¢)(t):[0.04.%.sin(t) 0} . On constate que les performances de poursuite sont assurées ainsi

que la convergence de ’observateur. La figure 3.7a présente la poursuite en position du

pendule. Un zoom (figure 3.7b) montre la convergence des états estimés vers les états réels
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puis vers la trajectoire de références. Les figures 3.8a et 3.8b illustrent les mémes

performances mais dans le cas d’une poursuite en vitesse. Nous avons représenté sur la figure

3.9a et 3.9b respectivement les erreurs d’estimation en position et en vitesse. Le signal de

commande et I’erreur quadratique sont donnés respectivement sur les figures 3.10a et 3.10D.

rad/s

-04

-05

-2.5
0

0.5

8 10 12 14 16 18 20 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
temps (sec) temps (sec)

Figure. 3.7: a) Poursuite en position. b) Zoom

rad/s

0.2

0.1F

. . . . . . . . . . 1 . .
8 10 12 14 16 18 20 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
temps (sec) temps (sec)

Figure. 3.8: a) Poursuite en vitesse. b) Zoom.

0.2

rad's
S
@
L

. . . . . . B . I . . . . . . .
6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps (sec) temps (sec)

Figure. 3.9 a) Erreur d’estimation de position. b) Erreur d’estimation de vitesse
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Figure.3.10 a) Signal de commande (Newton) b) Erreur quadratique de poursuite

Nous constatons également que la performance de poursuite est bien meilleure, par rapport
celle issue de la méthode de synthése explicitée dans le chapitre 2, qui de plus ne tenait pas
compte des incertitudes du systeme. L’approche LMI directe permet ainsi de procurer des

gains plus performants.

3.4. Conclusion

Ce troisiéme chapitre a présenté des travaux ayant trait a la commande des modeles TS
incertains et perturbés dans le cas de suivi de trajectoire. Nous avons développé deux
approches pour garantir la stabilité et la performance de poursuite dans ce cas. La premicre
approche (Mansouri et al., 2005b) BMI est plus conservative que la seconde, la procédure de
résolution se fait en deux étapes, cependant, elle peut générer une perte de gains performants.
Une seconde approche directement LMI a été élaborée en changeant la structure du systéme
augmenté. Nous avons montré que le résultat obtenu peut étre directement résolu avec les
algorithmes d’optimisation convexe existants. Des résultas de simulation ont montré la
performance de poursuite pour chacun des gains trouvés par ces deux approches.

Comme il n’est toujours pas possible d’observer tous les états du systéeme a commander, la
derniére partie du chapitre présente des résultats concernant le suivi de trajectoires des
modeles TS incertains et perturbés avec un observateur flou. Ce dernier résultat représente
I’avantage d’étre formulé également en conditions LMI avec moins de conservativité. Un
exemple de simulation a également été présenté a la fin du chapitre concernant cette approche

et compar¢ avec celle présenté dans le chapitre 2.
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Chapitre 4

Commande sous optimale des modeles TS

incertains

4.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous traitons du probléme de poursuite de trajectoire pour les modeles TS
incertains en se basant sur le concept de la commande optimale. La méthode proposée
consiste @ minimiser un critére quadratique relatif a la commande et I’erreur de poursuite.
Nous adoptons dans ce cas la stratégie de commande utilisée dans les chapitres précédents
basés sur un modele de référence. La différence réside dans le critére considéré qui dans ce
cas est un critére quadratique. Notre contribution dans ce chapitre consiste d’une part a
assurer les performances de poursuite pour des systémes incertains en utilisant un critére
optimal et d’autre part a présenter des résultats directement sous forme de probléme de valeur
propres généralisées GEVP (General Eigen-Value Problem), ce qui évite de résoudre les

conditions obtenues en deux étapes, en 1’occurrence réduire la conservativité des résultats.
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Ce chapitre sera structuré comme suit. Apres la position du probléme, nous traitons le cas ou
I’état du systeme TS incertain est complétement mesurable. Nous aboutissons a un probléme
de minimisation sous des contraintes directement sous forme LMI. Nous abordons ensuite le
cas de la poursuite avec un observateur flou de type TS. Les théorémes établis montreront que
les performances de stabilité et de poursuite sont garanties. Les démonstrations des théorémes

et des résultats de simulations illustreront la viabilité de I’approche proposée.
4.2. Modéele TS et fonction de coiit

Nous considérons le modéle flou TS incertain défini comme suit :

5(0)= 2k (2(0) [(4+A4O)x(1)+ (B, + B (0)u(®)]

) =2h, (2(0)) Cx(1)
dont les matrices incertaines A4, (¢) et AB,(¢) sont décrites par la structure ci-dessous :
A =H,FE, et AB.=HFE, i=12,..,r 4.2)

H,, E,, Ey sont des matrices constantes, et la matrice incertaine F(¢), est bornée de la fagon

suivante.

FOTF()<I i=1,2..,r (4.3)

Pour spécifier la trajectoire désirée, nous utilisons le modele de référence explicité en §2.2.2 :

i ()= Ax () +r() (4.4)

L'objectif est de synthétiser une commande optimale minimisant une fonction de cofit notée J.
Pour ce faire, nous considérons le critere quadratique relatif a D’erreur de poursuite

e, (1) = x(¢) — x,(¢) . Cette fonction de colt est donnée par I’équation suivante (Li et al., 2000 ;

Tanaka & Wang, 2001)
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J=| ;O(epT(t)Q e, (tyFu" (Ru(t)) dt (4.5)
Ou Q et R sont des matrices définies positives de dimensions appropriées.
4.3. Synthese de commande sans observateur

4.3.1. Construction du systéme augmenté

Dans cette section, nous considérons un modele TS incertain, avec 1’hypothése que 1’état du

systeme est totalement disponible. Pour la synthése de commande, nous utilisons la loi

donnée par :
u(t)=— ih,. (z(l))Kl. [x,,(t) - x(t)] (4.6)

Pour aboutir & des résultats sous forme de LMI systématiquement et avec moins de
conservativité, le choix de la variable augmentée est similaire a celui dans §3.2.2. Cependant,
la variable d’état augmenté va contenir, la dynamique de [Derreur de

poursuite e, (¢) = x(¢) — x,(¢), et la variable de référence x,(¢) . Pour ce faire, en considérant la

loi de commande (4.6), le systéeme TS (4.1) et le modele de référence (4.4), la dynamique de

I’erreur de poursuite e, (¢) s’€crit alors sous la forme :

e,(t)=x(1)—x,.(1)

=S B (O, () [(4 +A4)e, +(B, +AB K e, (1) + (4 — 4, + Ad)x, (1)~ (1)

i=1 j=1

4.7)

Par conséquent, les dynamiques e, (¢) et x,(f) nous ménent au systéme augmenté suivant :

5= 33 b)) [4, [0+ 0() = 450+ 8 (1) (4.8)

i=1 j=I

ou les matrices augmentées sont décrites par :
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_ [e (z)} - [Ai +BK . +A4 +ABK, (4 -4, +AA[)} — [—r(t)
X(t) = g s A," = ! / et H(t) =
x, (1) ! 0 A r(t)

e

} (4.9)

Dans ce cas, la performance quadratique (4.5) peut étre réécrite en fonction de la variable

augmentée x(¢#) comme suit :

J= j:(eT(t)Q e(ty+u” (t)Ru(t)) dt = :(ET(I)Q x(0y+ u” (ORu(t)) dt (4.10)

ou Q= diag[Q 0]. Par ailleurs, la loi de commande (4.6) peut également étre exprimée en

fonction de la variable augmentée x(7) :

u())= Y B (DK, e, (1)
- (4.11)
= Zh,- (z(t) [K, 0]x(2)

En posant K, =Y h(z(t)) [K, 0]et K, = [K, 0],laloi de commande (4.11) peut s’¢écrire

i=1

sous la forme :
u()= K50 = Y h((0) K (0 (4.12)

S’il existe une fonction de Lyapunov quadratique avec un taux de décroissance a (decay rate)

tel que :
V(x(t))=x"(t)Px(t) et V(x(1)) < —-2aV (x()) (4.13)

alors, la stabilit¢ du systeme bouclé (4.8) est garantie et le critére quadratique (4.5) est
minimal avec une borne supérieure x’ (0)Px(0), si et seulement si 1’équation suivante est

vérifiée (Tanaka & Wang, 2001).
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W +2aV (x()+x" ()0 x(£)+ u” ()Ru(t) < 0 (4.14)
La loi de commande qui découle de cette condition est alors sous optimale puisque la borne
supérieur de J dépend des conditions initiales i.e. X' (0)Px(0). Dans ce cas, on peut

introduire un parametre a minimiser dans le probléme (Tanaka & Wang, 2001) :
J <xT(0)Px(0)< A (4.15)
4.3.2. Conditions de stabilité

Pour montrer la stabilit¢ du systéme augmenté (4.8), nous pouvons €énoncer le théoréme

suivant :

Théoreme 4.1 :
Pour t>0 et hi(z(t))hi(z(t)) =0,
Le systeme en boucle fermée (4.8) est globalement asymptotiquement stable et minimise la

. A 5. . . r, ’ . .. T
fonction de cotit (4.5), S'il existe des matrices symétriques définies positives N, =N, >0,

P, =P, >0 et des constantes positives i, i,, u,, et n, tels que le GEVP suivant ;

min /1 Sous les contraintes

N.P.Y,

0

A=x"(0)Px,(0) e, (0) .
e, (0) N,

T, ™ ™ *) (*) ® ™ (4.16)
N, -0 0 0 0 0 0
E,N, 0 -w'I 0 0 0 0
E,Y, 0 0 -wI 0 0 0 |<o0
4"-4" 0 0 0 A'P,+PA +2aP,+uE,E, 0 0
Y, 0 0 0 0 =2R" 0
Y, 0 0 0 0 0 2R

avec Y, =(AN,+BY)+(*)+2aN,+(u ' +p, " +u, YHH' pour ij=1,2,..,r.

et les changements de variables bijectifs N;, et Y;i.e P,=N,', et K, =YN,".
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Preuve :

En considérant I’inégalité (4.14), on obtient :
x(1) Px(t)+x(1)" Px(t) + 2ax(t)" Px(t)+ x(t)" Ox(¢t)+ u" (£)Ru(t) < 0 (4.17)

La minimisation du critére en fonction de 1’état initial X(0) sans entrée, c’est-a-dire @ (t) =0,

nous ramene au probléme du régulateur. Ainsi (4.17) devient :

A'P+PA +2aP+0+K, RK, <0 (4.18)
D’une autre part, d’aprés (4.14)on a :

@ +x7 ()0 x(¢)+ u” (£)Ru(t) <0 (4.19)

En intégrant (4.19) on obtient :

J = I:(JTT ()0 X(1)+ u” (HRu(1)) < —x (1) Px (1) |y (4.20)

Le systéme en boucle fermée (4.8) étant stable pour une entrée 6 (t) =0, par conséquent la

fonction de colit J peut étre bornée par :
J= j:(ff ()0 X ()t u” () Ru(t)) < X(0) Px(0) (4.21)

En introduisant A comme ¢étant une borne supérieure de la fonction J, le probléme

J <x(0)" Px(0) < A peut étre mis sous forme d’un probléme GEVP.

En revanche, dans le cas échéant, i.e. pour prouver la stabilité du systéme en boucle fermée

(4.8) avec une trajectoire bornée et variant dans le temps 6 (t) # 0, nous utilisons la notion

d’ISS (Input to State Stability) (Sontag & Wang, 1995). Pour ce faire, il s’agit de déterminer

deux fonctions & () et B () de classe K~ telles que :
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7 (+(0) < A(170))- (=00} @

A partir de (4.18), nous pouvons écrire que :

x(1)

min

X' (1)(4]P+(*)+2aP+Q+K|RK,)X(t) <A,

avec A, représente la plus petite valeur propre de A P+(*)+2aP+Q+K/RK,. Or en

min

considérant & () =0 et en partant de (4.17) nous avons :
X' (t)(4,"P+PA, +2aP+0+K,RK,)%(t)+ 0" ()Px(t)+x" (1)PO(t) < 0 (4.23)

Nous pouvons écrire : 8(¢)=[~1 1]" #(t)=Tr(r), ainsi (4.23) devient :

V(x(1)) <A

‘min

()| +2%" (1) PTr(r)

et en bornant en norme de fagcon usuelle (4.22) peut se mettre sous la forme suivante :

7 (X)) <-4,

‘min

0| + 2| PT[x @)

Notons que :

X0 | Hﬁfullrmll] <0

-SR] 2fPrEoll-ol- P ol - —[\/%
d’ou :
el 2Pl <P ol

Il vient donc que 17()? (t)) peut étre bornée par :
/ﬂi'min

V(1)< e (o) +

2
ﬂ’min

|PT o (4.24)

Comme HI_DI_“HZ est borné, la résolution du probléme LMI associ¢ a (4.18), (4.24) assure que la

propriété (4.22) est vraie, et donc I’ISS de (4.8) est garantie.
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Pour montrer la stabilité du systéeme augmenté (4.8) la propriété donnée par le lemme suivant

est nécessaire :

Lemme 4.1 :

K'RK,+KRK <K RK,+K RK, ou R>0. (4.25)

Ainsi, en utilisant ce lemme, a partir de I’équation (4.12) nous pouvons exprimer les gains K;

d’une fagon homogene de la maniére suivante :

K/RK, =§(ihi(z(r>>l?f]R(ihi (z(r»l?,.j+é(i@(z(r)ﬂ?f]R(ihxzm)li]

:—ZZ h(z(0)h (z(1))K,"RK , + = Zz h(z()h (z(1))K " RK,

zI/[ 1]/1

— X3 W)k, ) KRR, + KR,

zI/I

ZZ h (z(O))h,(z(t)| K RK, + K/ RK, |
=1 1 (4.26)

Alors, d’apres (4.26) I’inégalité (4.18) est équivalente a :

ZZ h,(z(t)h; (z(t))[A, P+ P4, +2aP+Q+ ' "RK. +

i=1 j=1

] — .
EKJTRKJ] <0 (4.27)

En supposant que F:diag[PI Pz], avec P,=P" >0 et P,=P >0. et en remplagant la

matrice augmentée (4.9) dans (4.27), on obtient apres un complément de Shur :

P(4,+A4,+BK,+ABK )+ (*)+2ab, + 0 ™) *) @)
(4" =47 +A47)P, A"P,+PA +2aP, 0 0 )
<
-1
K. 0 -2R 0 (4.28)
K. 0 0 2R

J

pour i,j=1,2,..r,
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A partir de la structure des matrices incertaines dans (4.2), les incertitudes peuvent étre

regroupées dans une matrice notée AIT, et dans ce cas, I’inégalité (4.28) peut se mettre sous la

forme :
MM+AII<0 (4.29)
avec
P (4, +BK))+(*)+2ab +Q (*) (*) (*)
A (47 -47)P, ATP,+PA +2aP, 0 0
= K, 0 R 0 (4.30)
K, 0 0 -2R"'
et
PHFWE,+ PHFOEK, +(*) (*) 0 0
_ E,/F'(0HP, 0 00
ATl =
0 0 0 0
0 0 0 0

pour i,j=1,2,...r,
Nous allons dans un premier temps ¢liminer les éléments anti-diagonaux de la matrice

incertaine ATl comme expliqué dans I’Annexe §B.2. Ainsi, ATl peut étre majorée de la fagon

suivante :
(,u1_[ + ;Uz_l + ﬂj_l)EHiHiTE + :quaiTEai + /qujTEbiTEbin 0 0 0
_ 0 WE'E. 0 0
AH S at at
0 ) 0 0 (4.31)
0 0 0 0
Par conséquent, a partir de (4.30) et (4.31) I’inégalité (4.29) devient équivalente a
T, *) ™ ™
(4" =4DEF A'P+PA +2aP+wE/E, 0 0 | 0
K, 0 -R" 0
' . (4.32)
K, 0 0 -R

i

avece Y[j =P(4+ B[Kj) +(*)+2aP+Q0+ (/1,7[ + :uzd + :ujil)P1HinTP1 + :qumTEu[ + :u3K>/TEbfTEbin
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Nous effectuons un changement de variable en effectuant une congruence de (4.32) par

diag[N, 1 I]avec N,=P".Leterme Y, devient alors :

2, =(4N,+BY)+(*)+2aN,+N,ON, + (" + "+ YRH H P+ 1LE,"E,, + :qujTEhiTEbin

en remplacant dans (4.32) on aboutit finalement a :

z, () (*) (*)

(4" =4") A'P,+PA +2aP,+uE,'E, 0 0
Y 0 rt g IS0 (4.33)
Y. 0 0 2R

J

Avec des compléments de Shur sur X, on retrouve facilement la condition du théoréme 4.1.

|
4.3.3. Exemple et Simulation

A titre d’exemple, pour montrer les performances des conditions du théoréme 4.1 concernant
la commande optimale, nous considérons le modéle exact du pendule inversé détaillé en
Annexe D. Le modele ainsi développé, prend en considération les incertitudes dues a la
modélisation. Pour les conditions initiales x" (0) =[0.34 0], nous avons choisi « = 1.9 (taux de
décroissance) ce qui nous a mené aux gains suivants :

K, =[647.0678 192.9486] K, =[638.6690 190.3207], la valeur de la fonction de cout

02\4%_(1/

0
.01,/_T

X, (1)

minimale correspond dans ce cas a A =1.0553.107

0.4

0.3

0.2

0.1

02f

03l

. . . . . . . . . I . . . I 1 . .
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0.2 04 06 08 1 12 14 16
temps (sec) temps (sec)

a) Position réelle et position de référence b) Zoom

Figure.4.1: Poursuite en Position (Théoréme 4.1)
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. . . . . . . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps (sec)

a) Vitesse réelle et vitesse de référence b) Zoom

Figure.4.2: Poursuite en vitesse (Théoréme 4.1)

80
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40

20

Figure.4.3: a) Signal de commande. b) Erreur quadratique de poursuite (Théoréme 4.1)

Les figures 4.1 et 4.2 montrent les performances de poursuite en position et en vitesse

obtenues en synthétisant les résultats du théoréme 4.1. La poursuite de trajectoire est assurée

et le signal de commande est 1égerement atténué. En effet, un compromis doit étre fait entre

les performances de poursuite et la sollicitation de la commande dans ce cas.

4.4. Synthése de commande avec observateur

4.4.1. Problématique : construction du systéme augmenté

En considérant toujours le cas des systémes incertains donnés par (4.1), nous supposons dans

cette section que tout les états ne sont pas disponibles a la mesure. Dans ce cas, la synthese

d’un observateur d’état est nécessaire. Considérons I’observateur flou donnée par :
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X(0)= X h (20)[430) + Bu())+ L(y(1) = 5(1)]

. (4.34)
$(0) = £h ((0)C5(0)
x(t) e R" est I’état estimé du systeme.
La loi de commande que nous avons considérée en (4.6) devient alors :
u(t)=— Y h(z(0)K,[x,(1) - £(1)] (4.35)
i=1

L’objectif de synthése dans cette approche consiste aussi a déterminer une condition sur les

gains K., permettant de minimiser le critere quadratique (4.5). Aussi, pour avoir des

conditions en terme de LMI, et avec moins de conservativité la dynamique de la variable

augmenté sera composée de ; la dynamique de 1’erreur d’estimatione, (¢) = x(¢) — x(¢), celle
de I’erreur de poursuite e, (1) = x(¢) — x,(¢) , et la variable de référence x, () .

En considérant la loi de commande (4.35) et le modele de référence (4.4), nous pouvons
exprimer chaque variable du systéeme augmenté en fonction de ses dynamiques. Le modéle TS

(4.1) devient :

(1) = iihi(z(t))h (2O ~(BK, +ABK )e,(t)+(4,+BK, + A + ABK )x(1)

i=1 j=1

~(BK, +ABK )x,(t) = (4 + A4)x, (£) + (4 + Ad)x, (1) | (4.36)

-y h(2(eDh, ()] ~(BK, + ABK e, (1) + (4 + BK, +Ad, + ABK e, (1)+(4 + Ad)x,(1)]

Par conséquent, la dynamique de I’erreur d’estimation s’écrit :

6,(0)= XY h (e (N[ (4 - LC, ~ ABK e, (1) + (A4, + ABK e, (1) + Adx, (1) (4.37)

i=1 j=1

Enfin, la dynamique de I’erreur de poursuite est donnée par :
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e, ()= Zr:Zr:h,.(z(t))hj(Z(t))[—(B,.Kj +ABK e, (1) + (4 + BK, +Ad +ABK e, (1) 438)

+(4, = A, + Ad)x, (0] - (1)

Grace aux équations (4.37), (4.38) et (4.4) respectives, on aboutit au systéme augmenté

suivant :
5= 2 b, (0] 4, |86+ 6(0) = 4,5(1)+ 6(t) 439)
Avec
e,, (t) Ai _LiCj — ABin AA*: + ABin AA7
i(0)=|e(t) |, 4,=| ~-BK,~ABK, A +BK,+A4+ABK, A -4+ |,
x (f) 0 0 A
(4.40)
r r 0
A, =Y Y h(z(e)h, (2(1) A, et O(r)=| —r(t)
i=1 j=1
r(1)
Dans ce cas, la fonction de cofit (4.5) peut étre modifiée en fonction de x(¢) comme suit :
7] (67 @0 e+ Whun) di=[ (¥ 00 20+ ORu()) @

Avec la matrice 0 =diag[0 O 0]

Or, la loi de commande peut étre écrite en fonction de la variable augmentée comme suit

u(®) ==Y h O, [x,(0) - 50)]
= ih,.Ki [—e, () +x(1)—x,(1)] (4.42)

- ihz‘ (z(1)K; [_eo O +e, (t)}

Enposant K, = h(z(t))K, et K. =[-K. K, 0], la commande (4.42) devient :
p a 1 1 1 1 1

i=1
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u(t) = Y h (00 5(0) = K, 5(0) (4.43)

Pour assurer la stabilité du systéme en boucle fermée (4.39), avec une commande minimisant

le critére quadratique (4.5), I’inégalité suivante doit étre vérifiée (Tanaka & Wang, 2001) :

% +2aV (3(1)) + ¥ ()0 3(t)+ u” (H)Ru(t) < 0 (4.44)

Avec V(x,t) une fonction de Lyapunov quadratique avec un taux de décroissance o :

V(X(t)) = X" (1)P%(t) avec P=P" >0 (4.45)

Comme la loi de commande qui découle de la condition (4.44) est également sous-optimale
puisque la borne supérieur de J dépend des conditions initiales i.e. X’ (0)P%(0), on introduit

alors un parameétre A a minimiser dans le probléme :

J<F(0)PR(0)< A (4.46)

4.4.2. Conditions de stabilité

Le résultat principal concernant la synthése de commande avec observateur se résume dans le

théoréme suivant

Théoréme 4.2:
Pour t>0 et hi(z(£))h(z(1)) =0
Le systeme en boucle fermée (4.8) est globalement asymptotiquement stable et minimise la

fonction de cout (4.5), s’il existe des matrices symétriques  définies
positivesP,=P" >0,P,=P >0 N,=N," >0 M > 0 et des constantes positives u,, i,

My, My, s, Mg, W et ug, tels que le GEVP suivant est verifié
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min ﬂ Sous les contraintes

N..PLY,
r r r (4.47)
A=e(Pe,0)-x (OPx,(0) ¢ O]
e, (0) N,
r|A" 0
< 4.48
N (4.48)
avec
[=2B8N, (% * ) 0 ]
EY, -w'I 0 0 0 0
re E,Y, 0 —u'I 0 0 0
Pl 0 0 (B4-2C)+(*)+2aP, *) (*)
0 0 0 H'P (Y 0
| 0 0 0 H'P 0 -1 |
et
O ® ™ *) *) *) *) 0 (*) *)
N, -0 0 0 0 0 0 0 0 0
E,Y, 0 -w'r 0 0 0 0 0 0 0
E,Y, 0 0  -u’1 0 0 0 0 0 0
v E,N, 0 0 0 -1 0 0 0 0 0
| E,N, 0 0 0 0 —u'I 0 0 0 0
A4"-47 0 0 0 0 0 A'P+PA +2aP+u,EE, (%) 0 0
0 0 0 0 0 0 E, -u 0 0
Y, 0 0 0 0 0 0 0 -=2R" 0
Y, 0 0 0 0 0 0 0 0 2R

G)ij = 4N, +Bin +(*)+2aN, +(/15_1 +/u6_1 +lu7_1 +:u8_1)H[HiT

_Bin

07><1

A= —y | Une

-Y

J
pour i,j=1,2,...r.
Avec les changements de variables bijectifs N,, et Y;i.e P,=N,", K,=YN, et Z,=PL,

Preuve :

D’une fagon similaire au théoréme 4.1 pour le systétme augmenté (4.39), en considérant

6(t)=0 et en partant de (4.44), on aboutit  :
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A"P+PA, +2aP+Q+K,RK, <0 (4.49)
On peut également montrer que la borne supérieure de la fonction J est donnée par :

J = j:xT(t)Q #(t)+ u” () Ru(t) < (0)" P¥(0) (4.50)

Cette borne peut étre minimisée en introduisant A selon le probleme GEVP:
J <%(0)" PX(0)< A.
Maintenant il reste a garantir I’ISS pour montrer la stabilité avec une entrée bornée et variant

dans le temps i.e. 9(t) = 0 . En effet, nous pouvons déterminer deux fonctions 5(.) et B(.) de

classe K~ telles que :
V(1)< B(lew])-s(Iz)) 4.51)

Pour montrer cela, nous avons a partir de (4.49) :

# ()4, P+®)+2aP+0+K,RK, <0)%(t) <-4, X[

avec A_. et la plus petite valeur propre de ;larf’+(*)+2al~’+Q~+KaTRKa. Or en

min

considérant @ (t) #0 et en partant de (4.44) nous avons

i (z)(Zlan’ +(*)+2aP+0+K,RK, < O)X(t) +0T (O)PE() + 3 ()PO(1) < 0 (4.52)

En posant : é(z) = [0 -1 I]T r(t)=Tr(f), (4.23) nous pouvons montrer pareillement que :

woff + —|PEf frof @59

‘min

V(x(t)<- 5

Hf’f"”z ¢tant borné. Donc en résolvant le probléme LMI associ¢ a (4.49), (4.53) assure que la

propriété (4.51) est vraie, et donc I'ISS de (4.39) est garantie. De méme, en revenant a
I’inégalité (4.49), et en utilisant le lemme 4.1, et les transformations (4.43) et (4.40), la

contrainte (4.49) devient :
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i=1 j=I

r r ~ - —— - ~ - - 1 - -
D> h(z(t)h j(z(t))[AijTP +PA, +2aP+Q+—K'RK, + EK JRK j] <0 (4.54)

N |~

En supposant queP=diag[P, P, P,] avec P,=F'>0, P,=P/ >0 et P,=P" >0. et

remplacgant les matrices augmentées, (4.54) est alors équivalente a :

Dy, *) * *) *)
_PzBiK/ - PzABiK/ + K/TABI'TP[ + AA['TPI D, *) (*) ()
A4TP, (4" —A"+A4T)P, ATP,+PA +2aP, 0 0 |<0
-K, K, 0 2R 0
-K, K, 0 0 -2R"
avec (4.55)

Dy, =P(4,~L,C,)~PABK, +(*)+2aP,
D,, =P,(4,+A4 +BK,+ABK )+ (*)+0+2aP,

pour i,j=1,2,..r,

Il suffit maintenant de ramener les matrices incertaines dans les blocs diagonaux. Ceci peut

étre réalisé en utilisant le lemme B.2 et le résultat de I’exemple B.2 dans I’Annexe B. Ainsi,

I’inégalité (4.55) implique la contrainte suivante :

P4, —LC)+(*+2aP,+dl *) 0 *) ()
-P,BK, P4 +BK)+(*)+0+2aP,+d2 (*) (*) (*)
0 (47 —4")P, A"P,+PA +2aP,+d3 0 0 |<o0
-K, K, 0 “2R7 0 (4.56)
-K, K, 0 0 -2R"

pour i,j=1,2,..r,

avece |
dl=(u +u)K EE K +(u" + "+~ +p,” YPHHP,
d2=(p,+ w)K, E,EK +(us + pg' + 7" + g YPHH P+ (i + 14)E, E,

d3=(u,+u)E, E,

ai

Pour aboutir & une condition LMI, nous procédons a une congruence de (4.56) par

diag[N, N, I I I]ou N,=P,~". L’inégalité (4.56) devient :
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NON, + (4, + )Y, "E," E,Y, | (*) 0 ® ™

-BN, (AN, +BY,)+(*)+N,ON, +2aN, +N,d 2N, (*) ™
0 (AT —47) A'P,+PA +2aP,+d3 0 0 |<0
-Y, y, 0 —2R7 0
-Y, Y, 0 0 2R
pour i,j=1,2,...r, (4.57)

avee |

Q=P (4 -LC)+(*)+2ah (" p  u YRHH]P,
En utilisant le lemme 3.1, on peut majorer N,QN, en introduisant un scalaire positif o.. Le

premier bloc diagonal, correspondant aux deux premicres lignes et aux deux premicres

colonnes de I’inégalité (4.57), peut étre majoré de la maniére suivante :

NON, +(u;+ )Y, E,E,Y, <=28N, - B°Q7 +(u; + 4;)Y,"E, E, )Y,

(4.58)
pour i,j=1,2,..r,
En effectuant un complément de Shur, la contrainte (4.58) devient alors :
—2PN,+(u, + luj)Y,‘TEbiTEbin Bl <0
/BI P](Ai _chj)"'(*)"'ZO!P/ +(,u171 +,u;1 +,L1371 +,u471)P[HiH,.TP] (4 59)

pour i,j=1,2,...r,
A partir de (4.59) et (4.57) et avec des complément de Shur on aboutit a 1’inégalité (4.48) du

théoréme 4.3.

4.4.3. Exemple et Simulation

Pour montrer les performances en poursuite avec 1’approche LMI du théoréme 4.2, on

considére le modele exact du pendule inversé¢ donné en Annexe D.

On calcule les gains de commande Ki et Li selon la condition LMI définies dans §4.4.2 En

choisissant :
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0 1 0
A = r(t)= i et un taux de croissance (Decay rate) a=1.9 et en
-6 -5 2.46sin(?)

partant des conditions initiales x'(0)=[0.34 0] et £ (0)=[0 0.I]. Les gains suivants sont

obtenus

K, =[474.4289 147.2128], K, =[474.7678 147.3133]
L' =[20 210.2651], L, =[20 215.7756]

Pour une valeur minimale (de la fonction de cotit) de 1 =9.3.10"

Les résultats des figures (4.3 — 4.7) illustrent les simulations effectuées pour une poursuite de
trajectoire sinusoidale. Ainsi dans le cas d’une commande avec critére optimal et observateur,
on constate qu’aussi bien les performances de poursuite que celle de 1’observateur, sont
garanties. Les zooms figure 4.5b et figure 4.b illustrent la convergence des états réels et
estimés vers la trajectoire de référence. Nous avons représenté sur la figure 4.7a et 4.7b
respectivement les erreurs d’estimation en position et en vitesse. Le signal de commande et
I’erreur quadratique sont donnés respectivement sur les figures 4.8a et 4.8b. On constate que
la commande, dans cette approche, est beaucoup moins sollicitée que celui de 1’approche Hoo
ce qui est de surcroit normal puisque le critére de colit minimise également la commande.
Notons que les gains calculés dans cette approche sont obtenus en une seule étape également.
Et que la commande sous optimale développée, est une alternative pour assurer la poursuite

de trajectoire.

. . . . . . L4
04 L L L L . L L L L 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
temps (sec)

a) b)

Figure. 4.3: a) Poursuite en position. b) Zoom
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204 L L L L L L L L L
[ 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

rad/s

. . . . . . .
[ 05 1 1.5 2 25 3
temps (sec)

b)

Figure. 4.4: a) Poursuite en vitesse. b) Zoom.
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
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Figure. 4.5 a) Erreur d’estimation de position. b) Erreur d’estimation de vitesse
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
temps (sec)
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Figure.4.6 a) Signal de commande (Newton) b) Erreur quadratique de poursuite
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4.5. Conclusion

Le probleme de suivi de trajectoire dans ce chapitre, a été traité avec une approche dite sous
optimale. Elle permet de faire une synthése de commande minimisant une fonction de cott de
type quadratique. Cependant la borne supérieure de cette fonction de colt, dépend des
conditions initiales du systéme ce qui nécessite un nouveau calcul des gains a chaque
changement de conditions initiales. La minimisation de la fonction de coft se traduit donc par
un probléme de valeurs propres généralis¢ (GEVP) sous des contraintes formulées en LMI. La
synthése de commande a été effectuée en prenant en considération la disponibilité ou pas de
I’état du systéme. Ainsi, nous avons établies des conditions directement sous forme LMI aussi
bien dans le cas avec ou sans observateur. Pour chaque cas, un exemple de simulation a été
illustré. L’objectif ici était surtout de développer une autre alternative de poursuite de
trajectoire pour les modeles TS incertains et non pas de la comparer avec 1’approche Hoo.
Néanmoins un compris en la qualité de la poursuite, 1’atténuation des perturbations ou I’allure

du signal de commande reste toujours a faire selon les critéres de performances souhaitées.
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CONCLUSION GENERALE ET
PERSPECTIVES

Dans ce travail, nous avons abordé¢ le probléme de suivi de trajectoires des systémes non
linéaires décrits par les modéles flous de type TS. Cette contribution traite essentiellement de
la synthése de commande robuste pour les systémes incertains et/ou perturbés. Les approches
¢laborées, se basent sur deux critéres distincts, a savoir un critére Hoo pour atténuer 1’effet des
perturbations et un critére quadratique a minimiser dans le but d’'une commande optimale. Les
résultats ainsi obtenus, sont formulés en termes de LMI pour une meilleure exploitation

numérique des résultats.

Dans le chapitre 1, nous avons mené une étude bibliographique, partant de la modélisation
floue jusqu’a la syntheése de commande robuste, ce qui a permis de présenter un état de 'art
sur les principaux résultats de la littérature concernant la stabilisation des mod¢les TS. Dans
cette partie, nous avons détaillé le principe de la commande PDC, les principales lois de
commande qui en découlent avec la mise en ceuvre d'observateur TS ainsi que quelques
résultats concernant la relaxation des LMI. Quant aux systémes TS incertains et/ou perturbés,
quelques résultats de commandes robustes ont été cités, notamment les approches PDC
utilisant un critére Hoo, ainsi que les approches spécifiant les performances d’un systeme TS
tel que la synthése de commande par placement de pdles et la commande optimale. Ces outils
ainsi présentés ont été exploités par la suite dans les différentes approches que nous avons

développées.
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Apres un positionnement du probléme concernant le suivi de trajectoire des modeles TS, le
chapitre 2 vise a montrer I'intérét des approches de synthése des lois de commandes
proposées dans ce mémoire. Ainsi, la synthése de commande robuste des modeles TS
perturbés pour assurer le suivi de trajectoire avec un modele de référence est abordée. Cette
loi de commande se base sur I’approche Hoo qui consiste & minimiser 1’erreur de poursuite par
rapport a ’ensemble des perturbations. Au cours de cette approche, nous avons montré des
conditions relachées qui tiennent compte du nombre maximal de régles actives a chaque
instant. Aussi, les conditions des théorémes développés qui se présentent sous forme de BMI
ont pu étre résolues en deux étapes. Des résultats de simulation ont montré les domaines de

faisabilité¢ des conditions obtenues par rapport a ceux de la littérature.

Pour étendre les approches développées dans le chapitre 2, nous nous sommes ensuite
intéressés aux modeles incertains. Les incertitudes structurelles ou paramétriques, qui
admissibles et bornées sont généralement dues a la modélisation ou aux paramétres variant
dans le temps. Ainsi, nous avons développé deux approches pour garantir la stabilité et les
performances de poursuite dans le cadre de ce type de modeles, une approche BMI et une
autre directement sous forme LMI. Nous avons constaté que la premiére est plus conservative
que la seconde étant donné que la procédure de résolution s’effectue en deux étapes et génere
ainsi une perte de gains performants. La seconde approche est obtenue directement en LMI en
changeant la structure du systeme augmenté. Nous avons ensuite étendue la seconde approche
au cas ou tous les états ne sont pas disponibles a la mesure en considérant la synthése d’un
observateur flou de type Luenberger. Des résultats de simulation d’un pendule inversé ont
permis d'illustrer les performances de poursuite et d’observation pour chacune des approches

proposés dans ce chapitre.

Enfin, dans 1’objectif de développer une autre alternative de poursuite de trajectoire pour les
modeles TS incertains, nous avons propos€¢ une commande qui minimise un critére optimal.
En P’occurrence, nous avons opté pour un critere différent de celui du chapitre 3. Il s’agit
d’une commande sous optimale, qui se base sur la minimisation d’une fonction de colt de
type quadratique. En adoptant la méme stratégie de synthése de la commande, nous avons
aboutis a des gains de retours optimaux au sens du critére quadratique, en résolvant un
probléme d’optimisation convexe, sous une formulation GEVP avec contraintes LMI.

L’approche ainsi €tablie traite de la synthése avec et sans observateur également. Le probléme
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de suivi de trajectoire ainsi traité dans ce chapitre, a ét¢ mis en évidence avec I’exemple de

simulation abordé précédemment avec le critére Hoo.

Par ailleurs, un certain nombre de perspectives sont envisageables dans ce travail. A trés court
terme, il s'agit d'appliquer les approches développées dans les trois derniers chapitres sur un
systéme multi entrées multi sorties. Ces travaux sont en cours de finalisation au niveau de
I'équipe pour un double pendule inversé modélisé par un représentant TS exacte avec prise en
compte des incertitudes. Nous comptons également aborder rapidement la recherche d'un
principe de séparation entre la commande et 1’observateur développés. Dans ce méme
contexte, il a, a notre connaissance, quasiment pas de résultats établis pour ce type de

systemes lorsque les variables de prémisses z(¢) ne sont pas mesurables (Guerra et al., 2006).

Les travaux présentés dans cette thése, pourront étre également étendus a d'autres
problématiques au niveau de notre équipe. Il s'agit d'utiliser des concepts développés pour des
systemes dynamiques hybrides tels que l'utilisation de fonctions de Lyapunov multiples pour
'étude de stabilité. La prise en compte de ces techniques dans le cas de la commande des
modeles TS est trés récente, et peu de travaux concernent les modeles incertains et perturbés
et, encore moins, les systémes écrits sous forme descripteurs. En effet, 'utilisation de
fonctions de Lyapunov multiples serait une alternative, pour avoir des conditions plus

relachées et réduire le conservatisme d'obtention des gains de commande.

Des perspectives, d'un point de vue expérimental sont également envisageables au niveau de
I'équipe. En effet, des machines de rééducation et d'entrainement pour le genou et les
membres supérieurs sont en cours de réalisation. Ces machines représentent des systémes
robotisés a plusieurs degrés de liberté, pour lesquels les protocoles d'entrainements induisent
des trajectoires particuliéres a effectuer dans une zone compacte de l'espace d'évolution. Dans
ce cas, les approches que nous avons développées sont parfaitement adéquates pour les
besoins et performances désirées. Il s'agira de considérer les modeles TS de ces systemes, les
incertitudes pouvant venir de la complexit¢ du modele ou de la prise en compte de
l'interaction homme machine pendant le mouvement. Des lois de commandes robustes seront
nécessaires. De plus, pour ce type de systéme mécanique, une écriture du modéle sous forme
descripteur est souvent appropriée et la transposition de nos travaux dans ce cas peut étre

envisageable.
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Annexe A

Rappel sur la stabilité selon Lyapunov

A.1 Stabilité selon Lyapunov : Méthode directe

Le principe de stabilité¢ selon Lyapunov repose sur le comportement du systéme dynamique
du point de vue de son énergie totale. Si cette énergie, représentée généralement par une
fonction scalaire, est continiment dissipée, on parle alors de systéme dissipatif. Dans ce cas,
on peut espérer que le systeme tende vers un point d’équilibre. En I’occurrence, en étudiant la
variation de cette fonction scalaire, nous pouvons éventuellement conclure sur la stabilité¢ du
systéme étudié.

Considérons le systéme non linéaire autonome (non command¢) suivant :
x(t) = f(x(1)) (A1)

ou, x(¢) représente l'é¢tat du systéme et la fonction f (x(t)) eC' telle que f((x)):R" > R"

représente le systeme dynamique. La fonction f décrit les dynamiques du systéme et peut étre
modélisée par des équations algébriques classiques et/ou un modele flou a base de

connaissance.

Le systéme (A.1) est dit en équilibre autour de x, si son état ne varie pas au cours du temps en

I’absence d’influence externe, x, est alors appelé point d’équilibre.
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Définition A.1 (point d’équilibre) :
x, est appelé point d’équilibre du systeme (A.1) si f(x,)=0 Vt>0

Dans ce travail, nous avons considéré que le point d’équilibre (x, =0) est ’origine de
I’espace d’état. Cette supposition est assez générale et ne change rien a 1’étude de la

convergence de 1’état du systéme, car si x, # 0 est un point d’équilibre du systeme (A.1) alors

x, =0 est point d’équilibre du systeme z(¢) = f (z(t) + xo) .

I1 existe de nombreuses définitions de la stabilit¢ de Lyapunov dans la littérature et nous ne
présentons que les plus utilisées dans les modeles TS. Pour cela, la définition d’une certaine

classe de fonctions est nécessaire.

Définition A.2 : Une fonction continue a(r):[0,a)—[0,) est dite de classe « si elle est

strictement croissante et a(0)=0 si a =0 et lima(r) =0, la fonction est dite de classe x

r—0

Théoréme A.1 : (Isidori, 1999) (Vidyasagar, 1993)

Soit une fonction scalaire V(x(t)) eC' telle que

a,(x(1)) <V (x(1)) < o, (x(2)) (A.2)

V||x|| <dou a,(.) et a,(.) sont des fonctions de classe x définies sur [O,d), deR™

6V(x)

-Si—= f(x)<0, V||x|| <d alors le point d’équilibre (x, =0) de (A.1) est localement stable.

I1 est globalement stable si de plus d = et les fonctions ¢, (.) et a,(.) sont de classex .

aV(x)

-Si—=2f(x)<-a, ("x” V||x||<d avec ¢,(.) fonction de classe x définie sur[O d ) alors le

point d’équilibre de (A.1) est localement asymptotiquement stable.

aV(x) P 1(xy < a1 |x

), Vx(d=o) avec «,(.) et les fonctions «,(.) et a,(.) sont de

classex, , alors le point d’équilibre de (A.1) est globalement asymptotiquement stable.
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RLAC)

S f(x)<-a, (||x||), Vx (d =) et les fonctions ,(.), «,(.) et «,(.) sont de classex, ,

de la forme

() = all” s e (el = " e () = el
telles que a,b,c>0, p=>1, alors le point d’équilibre de (A.1) est globalement

exponentiellement stable.

D’autres définitions de la stabilit¢ de Lyapunov sont présentées dans (Borne et al., 1993)
(Khalil, 1996). Par ailleurs, dans le cadre de ce travail, on s’intéressera a la Stabilité

Asymptotique Globale du point d'équilibre du systeme dynamique (A.1).

A.2 Fonctions de Lyapunov usuelles

En général, il n’existe pas de méthodes systématiques pour trouver toutes les fonctions
candidates de Lyapunov. Dés lors, la théorie de Lyapunov conduit a des conditions suffisantes
de stabilité¢ dont le pessimisme dépend de la forme particuliere imposée a la fonction V' (x(¢))
et de la structure du systeme. Cependant, il existe des familles de fonctions de Lyapunov
souvent utilisées et dont 1’adoption dépend de la nature du systéme a étudier (systémes
linéaires, systémes continus par morceaux, systémes a retard, systémes linéaires incertains...).

Parmi ces fonctions on distingue les formes suivantes :
a) Fonction de Lyapunov quadratique :

Une fonction candidate classique consiste a utiliser une forme quadratique :

V(x())=x"()Px(t), P> 0 (A.3)

De trés nombreux travaux utilisent ce type de fonctions pour I’étude de stabilité. Notamment
dans le cas des systémes incertains, des systémes linéaires ainsi que dans celui des modeles
TS (Tanaka et al., 1998a). Dans ce cas, la forme générale de la fonction est celle utilisée dans
le cas des systemes de type Lur’e (Khalil, 1996).

Trouver la fonction de Lyapunov adéquate revient a trouver une matrice définie positive P.

L’atout majeur de cette fonction dans le cas des modeles TS est que la formulation convexe
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du probléme permet aisément [’extraction d’une telle fonction lorsqu’elle existe.
L’inconvénient de cette fonction réside dans I’obtention des conditions de stabilités tres
conservatives, d’ou Dl’intérét de chercher des conditions qui le sont beaucoup moins
(conditions relaxées). Cette fonction fera 1’objet de 1’étude de stabilité durant tous ces
travaux.

Une autre variante de ces fonctions candidates peut étre exprimée de la forme suivante :

V() =2 (OY @ Px(t). B>0 (A4)

avec P>0 et a,eR"™. Ces fonctions ont été utilisées dans le cas des systémes interconnectés

(Lunz, 1992 ; Sezer & Siljak, 1988) ensuite dans les modeles TS (Akar& Ozguner, 1998 ;
Akar& Ozguner, 2000).

b) Fonction affine paramétrique

Cette fonction est de la forme suivante
V(x(1))=x"(1)P(0)x(t), P.>0 (A.5)

avec P(0)=F, +0,P, +...+ 0 P, >0 et est souvent utilisée pour étudier les systemes linéaires

a parameétres incertains variants dans le temps (Gahinet ef al., 1996).
¢) Fonction polyquadratique

La forme de cette fonction est la suivante (Cao ef al., 1996)
Vi(x(t))= xT(t)Zh,. (Z(t))Rx(t) , P>0 (A.6)
i=1

ou les A; sont les fonctions d’activation définies au Chapitre 1, §1.2.1. Dans le cas des
modeles TS, cette fonction permet de relaxer les contraintes imposées par la méthode
quadratique. En effet, trouver une matrice pour chaque modele local est plus facile que

trouver une matrice commune entre tout les modéles locaux. Pour chercher les matrices P,

120



une procédure d’optimisation convexe a €té proposée par Johansen (Johansen, 2000) dans le
cas des systémes non linéaires continiment différentiables. Remarquons que cette fonction
représente le cas le plus général des fonctions quadratiques, en effet, il suffit de choisir P,=P
pour se ramener au cas des fonctions quadratiques. Plusieurs travaux utilisent ce type de
fonctions que ce soit dans le cas continu (Jadbabaie, 1999 ; Morere, 2001 ; Blanco et al., 2001

; Tanaka ef al., 2001), ou bien dans le cas discret (Morere, 2001 ; Wang et al., 1996).

d) Fonctions continues par morceaux

Ce type de fonctions est donné par la forme :

V (x(0)) = max (V,(x(0)),... V,(x(0)),..V, (x(2))), (A7)
avece
Vi (x(0)=x"(B(O)x(1), B>0 (A.8)

Ce type de fonctions présente I’avantage d’étre moins conservatif que les fonctions
quadratiques. Au départ, elle a été utilisée pour étudier les systémes linéaires variant dans le
temps (Boyd et al., 1994), puis adoptée pour 1’analyse de stabilité des systemes dynamiques
hybrides notamment les systémes a commutations (Pettersson, 1999 ; Xu, 2001 ; Mansouri et
al., 2003 ; Feng et al., 1997). Récemment, ce type de fonction fait 1’objet d’applications dans
le cas des systemes flous (Cao et al., 1999 ; Zhang et al., 2001; Johanson et al., 1999).
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Annexe B

Analyse convexe et inégalités linéaires matricielles (LMI)

Les résultats d’analyse et de synthése dans ce mémoire, se basent essentiellement sous des
formulations des problémes d’optimisations convexes. Celles-ci présentent 1’avantage d’avoir
un colt de calcul raisonnable et le résultat obtenu correspond a un minimum global unique, ce

qui exclu I’existence d’un minimum local de la fonction a optimiser.

Généralement, les problémes auxquels on abouti ne sont pas forcément convexes, et
nécessitent quelques transformations en un probléme convexe, ce qui peut entrainer des
restrictions des domaines de validité des conditions trouvées. Le résultat ainsi obtenu, est
optimal au sens du nouveau probléme, i.e, aprés transformation du probléme non convexe en
un probléme convexe. Cette remarque est fondamentale pour I’interprétation des résultats
obtenus par la méthode d’optimisation convexe, en effet celle-ci change pour chaque nouveau

probléme convexe obtenu.
B.1 Problemes LMI

Depuis quelques années, de nombreux travaux, concernant I’analyse et la synthése de la
commande des systemes dynamiques, se résolvent par I’intermédiaire de problémes convexes,

notamment, la programmation semi-définie (SDP) (El Ghaoui, 1997). Parmi ces méthodes, on
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distingue la méthode du point intérieur développée initialement par (Karmakar, 1984) pour la
programmation linéaire qui a été étendue ensuite par (Nesterov & Nemirovski, 1994) dans le
cas de la programmation convexe dans I’espace des matrices définies positives. En
automatique, cette approche est connue sous le nom de LMI (Linear Matrix Inequalities)
(Boyd et al., 1994), cette méthode est I'une des plus appliquées dans le domaine de la
commande grace a l’existence de méthodes de résolution numérique efficientes. Dans le

paragraphe suivant nous allons présenter les principes de bases de cette approche.

Définition B.1 :
Etant donnée une famille de matrices symétriques Py et P, i=1,2, ...,n de R"” et un
vecteur x = (x,,X,,....x,)" € R", une inégalité matricielle linéaire (LMI) stricte (resp. non

strict) en x est de la forme :

F(x)=P, +Zn:xi[3 >0 (resp. 20) (B.1)

i=1
La contrainte F(x) >0 est convexe (Boyd et al., 1994) et appelée contrainte LMI.
Remarque B.1:
Etant donnée plusieurs LMI, elles peuvent étre regroupés dans une matrice diagonale
constituant une seule contrainte LMI.
On distingue trois type de problemes d’optimisation convexe rencontrés sous forme de LMI

1) Probléme de faisabilité

Trouver un vecteur x tel que F(x) >0. Ce probléme est résolu généralement en cherchant le

vecteur x minimisant le scalaire ¢ tel que :
-F(x)<tl (B.2)

Si la valeur minimale de ¢ est négative alors le probleéme est faisable.
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2) Probléme de valeur propre (EVP : Eigen-Value Problem)

Minimiser la plus grande valeur propre d’une matrice symétrique sous une contrainte de type

LMI :

Minimiser A
AL —A(x)>0 (B.3)

Sous les contraintes
B(x)>0

3). Probleme de valeurs propres généralisées (General EVP)

Minimiser la plus grande valeur propre généralisée d’une paire de matrices par rapport a une

contrainte LMI :

Minimiser A

AB(x)— A(x)>0
Sous les contraintes < B(x) >0
C(x)>0

(B.4)

B.2 Techniques d’analyse et transformations matricielles

En général, les conditions sur la stabilité ne sont pas données sous forme de LMI directement.
Pour cela, elles nécessitent quelques transformations matricielles. Dans la suite nous
présentons quelques techniques de transformation matricielle utiles pour les résultats établis

dans ce mémoire.

a. Congruence : Si P(x)>0 et X estréguliére, alors : X' P(x)X >0

b. Complément de Schur : (El Ghaoui, 1997) soient trois matrices R(x)=R(x)",

O(x)=0(x)" et S(x) affines par rapport a la variable x. les LMI suivantes sont équivalentes

: [ O(x) S(X)}
1) . > ()
S(x)" R(x)
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i) R(x)>0, O(x)=S(x)R(x)" S(x)>0

c. Complément de Schur généralisé :

Y-XR'XT-USTU" >0 ooy
{R oo X" R 0[>0 (B.5)
> >
: u't oo s

d. Contrainte quadratique convexe : la contrainte sur la norme ||Z(x)||<1 ou

Z(x) € R est affine par rapport a la variable x € R” est représentée par

I, Z(x) 0 B6
Z(x) 1 (B.6)

q

e. Lemme de S- procédure (Boyd et al, 1994) :
C’est une technique qui permet d’approcher un ensemble de contraintes quadratiques par une

seule contrainte quadratique.

Lemme B.1 : Soient F,...,F, des fonctions quadratiques de la variable ¢ € R" avec :

F (&) =¢"T¢+2u ¢+, (B.7)

ou T, =7;T eR”, ie{O,...,p}.

1

Alors la proposition (1) implique la proposition (2)

T Y T .
(1) Hlexiste: 7,20 ie{l,..., p} telsque:[ . “o}_zr{ : “1}20

o Yo

(2) F,(£)=0 pourtout £ =0 tel queF,(£)=0, ie{l,...,p}.

f.  Le carré matriciel et ses dérivées :
Lemme B.2 (Zhou & Khargonedkar, 1988): Soit deux matrices A et B de dimensions

appropriées, on a
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ATB+B"A< y A"A+ y'B'B (B.8)
ou ¥ est une constante positive.
Pour réduire le conservatisme, cette propriété peut étre également écrite en fonction d’une
matrice définie positive M > 0.

A"B+B"A< A"MA+ B"M™'B (B.9)

Les propriétés (B.8) et (B.9) ont I’avantage de pouvoir éliminer les termes anti-diagonaux et

les ramener dans les blocs diagonaux, comme ’explique I’exemple B.1.

Exemple B.1 :

On souhaite éliminer les termes anti-diagonaux A et B de la matrice suivante :

Y W +BA
e an z <0 (B.10)
+

(B.10) peut s’écrire :

Y WT} {o BTAT}
+ <0 (B.11)
W Z | |4B 0
Or
[0 BTAT] [0 B’ ;
5 0 }:L}[B o]{o}[o A" ] (B.12)

En utilisant la propriété (B.9), on obtient I’inégalité :

[ﬂ[s 0]+[lﬂ[o AT]<BJM[O AT}{ZZT}M‘I[B 0] (B.13)

La condition (B.10) est satisfaite si :
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Y+B'Q'B w'
- Z+AoA" <0 (B.14)
g. Lemme d’élimination :
Ce lemme est aussi connu sous le nom de projection, il est tres utilisé dans les formulations
LMI.
Lemme B.3 (Boyd et al., 1994): Pour des matrices réelles W=w", M et N de tailles
appropriées, les propriétés suivantes sont équivalentes :
- Il existe une matrice réelle K telle que :
W+MKN" + NK'M" <0 (B.15)
- Il existe un scalaire réel o tel que :
W<oMM" et W<oNN' (B.16)
- Les compléments orthogonaux M+ et N* de M et N, respectivement, vérifient :

MYTWM* <0 et NTWN <0 (B.17)
B.3 Les inégalités matricielles bilinéaires.

Beaucoup de problémes de commande se présentent sous forme d’inégalités matricielles
bilinéaires (BMI). Aujourd’hui, il n’existe pas de méthodes exactes pour résoudre ce genre de
probléme, mais des heuristiques ont ét¢ mises en place dans différents cadres. D’une fagon

générale, une BMI est définie comme suit

Définition B.2 :

On appelle BMI en x;, i € {I,...,n}, une inégalité de la forme :

F(x)=3)+ixi13i+iixixj3j >0 (B.18)
i=1

i=1 j=I

Ou les matrices P; et P appartenant a R”” sont symétriques.
Ce type de contrainte, constitue un probléme d’optimisation non convexe. Il peut y avoir
plusieurs solutions locales qui ne se résolvent pas par les techniques d’optimisation convexe

comme celles de résolution des LMI. Pour ce genre de problémes, des méthodes itératives
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sans garantir la convergence permettent de résoudre certaines classes de BMI. D’autre part,
des algorithmes permettant de trouver des solutions locales (Hassibi et al.,, 1999) et globales
(Beran et al., 1997) ont été développées ces derniéres années pour résoudre ces problémes
non convexes.

Certaines BMI peuvent se ramener facilement a des LMI. Dans cette issue, plusieurs
méthodes sont envisageables. On distingue la méthode de changement de variable judicieux et

les techniques d’¢élimination des variables en utilisant le lemme d’élimination.

Exemple B.2 :
A titre d’exemple, nous considérons la condition de stabilisation du modele TS par la

commande PDC qui se présente sous un probléme BMI en K; et P comme suit :

P>0,(A+BK)P+P(4 +BK)<0, i=12,..r (B.19)

Avec congruence par P~/ =0 on obtient

0>0, (4 +BK.) +(4+BK)O<0, i=12,..r (B.20)

En posant Y, = K,0 on obtient les LMI suivantes en Y, et O

N>0, AN+NA" +BY. +Y'B", i=12,.,r (B.21)
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Annexe C

Modélisation TS exacte du pendule inversé

Pour illustrer les résultats montrés dans les chapitres 3 et 4, nous considérons a titre
d’exemple, le probléme de poursuite d'un pendule inversé sur un chariot mobile figure C.1. Le

modele non linéaire du pendule est donné par :

X1=x2

oo sin(x7) —amlx3sin(2x7)/ 2 — acos(xp)u (C.1)
41/3—aml cos?(x1)

Q Q

Figure. C.1. Pendule inversé

ou x; est I'angle (en radians) du pendule avec la verticale, et x, est la vitesse angulaire. g = 9.8

m/s ° est la constante de pesanteur, m est la masse du pendule, M est la masse du chariot, 2/
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est la longueur du pendule et u est la force appliquée au chariot (en Newton). a = 1/(m+M).

On prendra m =0.1Kg, M =1 Kg, 2|=1.0 m.

Pour obtenir le modele TS exacte du systéme (C.1) nous procédons de la méme manicre que
I’exemple 1.1 dans §1.2.2. Pour faciliter la mise en ceuvre, nous utilisons un minimum de
régles possibles. Par conséquent, avant de donner le modéle flou du pendule inversé, (C.1)

peut étre reformulée comme suit :

X, =x,
gsin(x,)—acos(x,)u . —amlx’ sin(x, ) cos(x,) (C.2)
(4m+4M+msin’(x,))  1(4m+4M +msin’(x,))

La fonction non linéaire x; (¢)sin(x,(¢)), contient la vitesse angulaire qui ne peut pas étre
mesurée. Ce terme non linéaire, ne sera pas découpé, il peut étre considéré comme un
parametre incertain borné. En effet, si les régles floues utilisent la vitesse, il est évident que
les variables de prémisse demeurent non mesurables et par conséquent ne peuvent pas étre
employées (Foulloy et al., 2001). msin’(x,(¢)) est négligeable devant <{m+<M . Ainsi, le
systéme (C.2) devient :

:'xZ

P sin(x,) —a cos(x, )u . —amlx? sin(x, ) cos(x,) (C.3)
L=

“l—aml 2l—aml

Nous avons d’apres C.3 trois non linéarités; sin(x,(¢)) et cos(x,(z)) a découper dans un espace
compact, puis x;(z) a borner et a considérer comme un paramétre incertain. Cette derniére

fonction non linéaire peut étre bornée en utilisant le lemme développées dans (Morére, 2001)

§1.2.2.

Soit g(x)=x;(t), cette fonction peut étre bornée de la fagon : g(x) €[min g(x),max g(x)]. La
vitesse minimale étant nulle, en considérant que v =max(g(x)) correspond a la vitesse
maximale. Alors, la non linéarité x;(z) peut s’écrire sous la forme : x;(1)=0+vf(x,) avec
|/(x)|<1. A partir de 13, en considérant les incertitudes de modélisation, le systéme (C.3) peut

s’écrire de la maniére suivante :
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X, =X,

X, =d(x,u)+Ad(x,u) (€4

avece |

gsin(x,) —acos(x,)u et Ad(x.u) = —amlv f(x,)sin(x,)cos(x,)

d(x,u)= y y
*l—aml 2l—aml

Soit x, €[-6,,6,]. Les deux autres fonctions non linéaires peuvent étre découpées de la fagon

suivante :

S, (1) = 7 Cx (0)3 0+ 7 (s (0) 2, 0
cos(x, (1)) = F, (x,(1)) + F; (x,(1)) cos(6,)

ou

F]/ (x1 (t)) — 0{) Sin(XJ (t)) —X; (t) Sin(e()) e [0’ I]

X (t)(‘go - Sin(‘go ))
‘90x1 (t) B 00 Sin('xl (t))
X, (Z)(H() - Sin(eo ))

cos(x,(t)) —cos(6,)
1—cos(6,)

6[0,]]

F/(x, () =1-F/(x,() =

F/(x,(1) = e[0.1]

1—cos(x,(1))

1—cos(6,) el0]

Ez(xj(t)) = ]_EI(xj(Z)) =
Remarque C.1
Notons que F' et F/ (resp. F etF,) sont superposés. Dans ce cas, il suffit de prendre

hy(2(1) = F5 (x,(1)) €t hy(2(0) = F5 (x,(1)

Par conséquence, le systéme peut étre approché par le modele flou exacte constitué des deux

régles suivantes (Foulloy et al., 2001).

Reégle 1 : Six;(?)is F/
Alors x(t) = (A4,(1)+ A)x(t) + (A4, (1) + B)u(t) + o(t) ,
y(®) =Cx(2)
Régle 2 : Si x;(¢) is F/
Alors x(t) = (AA4,()+ 4,)x(t) + (AB,(¢) + B, )u(t) + (1)

y(0) = Cx(0)+o(1)
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ou
0 i 0
A = B, =
[g/ (41/3—aml) 0} {—a/(4l/3—aml)}

= s s-amn 0] *~|-acnsr3-am)
gsin(8,)/6, (41/3—aml) 0 —acos(6,)/(41/3—aml)
c =[1 0], c,=[1 0].

Les matrices incertaines sont données par :

0 0 0 0
= —_ AA = —_ 1
A4, (2) amly ) 0 et A4,(¢) amly sin(6,)cos(6,) fx) 0
*1—aml Ll—aml o,

et AB,(1) = AB,(1) = m

En considérant la structure des incertitudes suivante :

AAi(Z) = HiE‘(Z)Eai et ABi(t) = HiF;(t)Ebi

ona:
0 0
M, ()=| —aml |f(x,))[v 0] et Ad,(t)=| -aml sin(6,)cos(6,) |f(x,)[v 0]
“l—aml Ll —aml 0,

Ce qui veut dire :

0 0
HI - L]’l’ll ’ E”1 :[V 0] ’ HZ = —aml Sin(go)COS(l%) et Euz = [V 0]
$l—aml 4] —aml 6,

avec v=0.01,

Notons quand x;=+7/2, le systéme est non commandable, pour remédier a ce probléme, on
prend 6, =88".

Les fonctions d'appartenance du modele flou avec deux régles sont illustrées par la figure C.2.
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Figure.C.2: Fonctions d'appartenance du modele flou exacte a 2 régles
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Annexe D

Relaxation sans observateur : approche BMI

Si toutes les variables d'état sont disponibles, nous utilisons la loi de commande donnée par :
u(t) == Sh, GOK, [x)-x0)] (D.1)

Dans ce cas, les dynamiques, x(¢) et x,(¢) peuvent mener au systéme augmenté suivant :

X =1/Z] h, (z(t)) b, (z(t)) G, X(t)+ ¢ () 02)
avec:

. |xn| - |4+BK, -BK, _ Te

x(t)—LCr(t):|, G, = { 0 A :| et ¢(t)_{r(t)} (D.3)

D’une maniére similaire au chapitre 2, le critére Hoo relatif a 1’erreur de poursuite peut étre

écrit comme suit :
[ [x@0=x0] "0 [x,()—x(0)] }de=]]%"(t) O %(t) dt <X"(0) PX(0)+1°[, $()' §(1) dt (D.4)

Ou P est une matrice symétrique définie positive, x(0) représente 1'état initial et
- |9 -0
o-|

-0 0
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Notons aussi que : 7(1) (1) +p(t) "p(t) = ¢ (1) " § (¢)
L'objectif est de chercher d’une part, les conditions sur les gains K; garantissant la

minimisation de I’erreur par rapport a ¢(¢)selon le critére Hoo (D.4) et d’autre part d’assurer

que le systéme bouclé (D.5) est stable.

X(0) =23 h,(2(0) b ()G, T (1) (D.5)

i=l j=
Alors le résultat suivant peut étre énoncé.

Théoréme D.1 : Pour t>0 et hi(z(t))h(z(£))=0
S’il existe une matrice symétrique définie positive P = P” >0 et une constante positive , tels

que les conditions suivantes sont vérifiées.

G/P+PG,+y'PP+0<0  pour i=I, 2,..,r, (D.6)
et

G.+G., _ _G.+G, . _

(————= 5 NP+ P(——L 5 Y+y'PP+Q <0 for i<j<r, (D.7)

Alors, le critére Hoo (D.4) est assuré pour le systeme augmenté (D.2) pour une atténuation y=

17, et la stabilité quadratique du systéme en boucle fermée (D.5) est garantie.

Preuve :
La preuve est semblable a celle du théoréme 2.1.

[
D’une maniére similaire, les conditions relachées dans ce cas-ci, sont données par le résultat

suivant :

Théoréme D.2 : Pour t>0 et hi(z(t))h(z(£))=0
S’il existe des matrices définies positives P=P" >0, M =M’ >0 et une constante positive

tels que les conditions suivantes sont vérifiées.
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G/P+PG,+y'PP+(s—1)M+s0<0  pour i=1, 2,...r, (D.8)

et

G +G, G +G, .
(LS P P vy PP =M <0 for i< <, (D-9)

Alors, le critére Hoo (D.4) est assuré pour le systéme augmenté (D.2) pour une atténuation y=
17, et la stabilité quadratique du systéme en boucle fermée (D.5) est garantie.

Avec s le nombre maximal de régles actives a chaque instant ¢.

Proof:

La preuve est similaire a celle du Théoréme 2.2.

Remarque B.1 :

Pour une meilleure performance de poursuite, les conditions du théoréme B.1 (Resp:
théoreme B.2) peuvent étre formulées comme celles du probléme de minimisation de la
remarque 1.2, de telle sorte que le taux d’atténuation du critere Hoo soit réduit au plus petit

possible

Les conditions montrées dans les théorémes B.1 et B.2, présentent des inégalités matricielles
bilinéaires. Nous proposons une méthode pour paramétrer ces conditions en termes de LMI et
la résoudre ainsi efficacement par des techniques d’optimisations convexes (Gahinet et al.,
1995). On se limitera donc a la résolution des conditions du théoréme B.2 seulement. Celles
du théoréme B.1 étant similaires.

En considérant P =diag[F, P,] et M =diag[M, M,] les conditions du théoréme B.2

deviennent :
11, TI, .

< 0 our i=1, 2,...,r, .
[le, 11,, p (D.10)
et
17, TJ, L

< 0 for i<j<r,
[TJZ, 7, S J (D.11)
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ou:

TI, =(4,+BK,) P, +P,(4+BK,) +LZP1P, +(s=1) M, +s0
n

Tl,, =TI}, =-P,BK, —sQ

1
Tl,,=A'P,+P,A +—P,P,+(s—1) M, +sQ
n

et
T
- (4+BK,)+(4,+BK,) P ip (4 +BK,)+(4,+BK,) dpp
2 2 n’
TJ,=TJ,=-P, [%J

AP +P.A
1, =[%j+%P2PZ ~ M,
"

Avec un complément de Schur, (D.10) et (D.11) sont respectivement équivalents a :

TI, TI, 0

11,, SI,, P, | < 0 pouri=l, 2, ..r, (D.12)
0 P, -nI

et

TJ, TJ, 0

T, SI, P | <0 fori<jsn (D.13)
0 P -y

avec :

SI,,=A"P,+P,A +(s—1) M, +s0O
A'P,+P,A
SJ”:( r 2; 2 r]_MZ

Les solutions P; et P, peuvent étre résolues en deux étapes. D'abord, notons que (D.12) et

(D.13) impliquent respectivement :

(A,+B,K,.)TP1+P1(A,+B,.K,.)+iZP1P1+(s—1) M,+sQ0< 0  pour i=I, 2,..,r, (D.14)
n

et
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p +—PP,-M < 0

(4 +BK,)+(4,+BK,) o (4+BK,)+(4,+BK,))| |
2 n (D.15)

pour i <j <r,

En prenant les changement de variables N,=F", ¥, =K,N,,and X,=N,M,N,, (D.14) et

(D.15) sont respectivement équivalent a :

N,Af+A,.N1+Bix+(Bix)T+izf+(s—1) X,+sN,ON,< 0  pour i=1, 2,...r, (D.16)
n
et

1/2(N1A17+A,.N1+B,.Yj +(BY)' +N1AI.T+AJ.N1+BjK+(BjYI.)T)+LZI— X, <0
‘ n

(D.17)
pour i <j <r,
En appliquant le complément de Schur, (D.16) est équivalente a la LMIs suivante :
N, A"+ AN, +BY, +(BY) +i21 N,
n .
Hs=D) X, <0 pour i=1, 2,...r, (D.18)
N] _Qil

Les variables Ny, Y; et X; (ainsi P, =N;', K, =Y ,N," et M, =N;'X,N;") peuvent étre

obtenues en résolvant les LMI (D.17) et (D.18).

Dans la seconde étape, en substituant P;, M; et K; dans (D.12) et (D.13) qui deviendront des
LMI standard (LMI’s). De méme, on peut résoudre facilement P, et M, a partir de (D.12) et
(D.13).
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Résumé :

Ce travail traite du probléme de suivi de trajectoire (Tracking) pour les systémes non
linéaires incertains et perturbés décrits par les modeles flous de type TS (Takagi Sugeno).
Une problématique récurrente dans ce type de probléme concerne les transformations
matricielles pour 1’obtention des conditions en terme de LMI (Linear Matrix Inequality), en
I’occurrence, la possibilité de 1’exploitation numérique de ces résultats. Dans ce cadre, nous
avons synthétisé une loi de commande robuste dans le cas des modeles TS perturbés ensuite
incertains et perturbés selon un critere Hoo. Pour spécifier la trajectoire désirée et par
conséquent assurer la poursuite de trajectoire, nous avons utilisé un systéme de référence. Les
cas avec et sans observateurs flous de type TS ont été traités. Les résultats obtenus, sont
présentés en deux approches, BMI (Bilinear Matrix Inquality) puis LMI. Cette derniére
approche montre I’efficacit¢ de 1’exploitation numérique des résultats. Une deuxiéme
approche a été également développée et concerne 1’étude du méme probléme avec une
commande sous optimale. Les résultats dans ce cas sont également reformulés directement en
LML
Mots clés : Commande floue, inégalité matricielle linéaire (LMI), critére Hoo, poursuite de

trajectoire, systeme flou, systéme non linéaire, modele Takagi Sugeno, commande optimale.

Abstract:

This work deals with a fuzzy tracking control design for uncertain nonlinear dynamic
system with external disturbances and using a TS (Takagi-Sugeno) fuzzy model description.
In this case, a recurring problem is related to the LMI (Linear Matrix Inequality) formulation.
In this way, we have synthesised a robust control law for TS fuzzy perturbed systems an
uncertain perturbed systems based on Hoo performances. To specify the desired trajectory and
consequently to ensure the tracking trajectory, we have used a reference model. The cases
with and without fuzzy observers are either treated. The obtained results are presented in two
approaches, BMI (Bilinear Matrix Inquality) and LMI one. This last approach shows the
effectiveness of the numerical exploitation of the results. A second approach was also
developed and relates to the same problem and based on a suboptimal control. The results in
this case are also reformulated directly in LMI’s terms.

Keywords: Fuzzy control, linear matrix inequality (LMI), tracking, Hoo robust control,

Takagi-Sugeno fuzzy model, nonlinear systems, optimal control.
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