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Introduction

L’origine de cette étude remonte aux travaux de Gelfand et Kirillov sur les corps de
fractions d’algebres enveloppantes d’algebres de Lie de dimension finie sur un corps K de
caractéristique 0. Soit g une K-algebre de Lie. On note U(g) son algebre enveloppante
universelle et Z(g) le centre de U(g). Lorsque g est de dimension finie, algebre U(g) est
integre et noethérienne : on peut considérer son corps des fractions K(g) = Frac U(g), le
corps enveloppant de g. Enfin, on note C(g) le centre du corps K(g). L’hypothese
fondamentale formulée par Gelfand et Kirillov en [19] est la suivante : pour une algebre
de Lie algébrique g de dimension finie sur K, le corps gauche K(g) est isomorphe a un
corps de Weyl D,, ;(K) pour un choix convenable d’entiers n et s. Cette hypothese est
alors établie pour les algebres de matrices gl,, et sl,,, ainsi que pour les algebres de Lie
nilpotentes. Depuis, de nombreux travaux ont été consacrés a ce sujet [40, 6, 23, 26, 2, 3].
L’hypothese de Gelfand et Kirillov admet deux prolongements naturels dans des
directions tres différentes, en caractéristique positive et en dimension infinie. D’abord,
on observe que cette hypothése a encore un sens lorsque le corps de base est de
caractéristique p > 0 : si g est une algebre de Lie modulaire, est-ce que le corps
enveloppant K (g) est isomorphe & un corps de Weyl ? La question est ici résolue par
I’affirmative dans le cas des algebres de Lie de matrices gl,,, des algebres sl,, si p ne
divise pas n, pour I'algebre de Witt W (1) et pour une certaine sous-algebre de 1’algebre
de Witt W (2).

Le passage a la caractéristique p enrichit le probleme de la maniere suivante. Il est bien
connu que, si g est une algebre de Lie modulaire, le corps enveloppant est de dimension
finie sur son centre. La question se pose alors de savoir comment déterminer I’exposant
de l’algebre simple centrale K(g), c’est-a-dire 'ordre de 1’élément défini par K (g) dans
le groupe de Brauer de C(g). Lorsque g est non-commutative et vérifie I’hypothese de
Gelfand-Kirillov, on montre que I’exposant de K(g) est exactement p.

La deuxieme extension naturelle du probleme de Gelfand et Kirillov concerne a nouveau
un corps de base K de caractéristique 0, mais dans le cas ou 1’algebre de Lie g est de
dimension infinie sur K. Le probleme se complique tout d’abord du fait que 'existence
d’un corps des fractions pour ’algébre enveloppante U(g) n’est pas assurée a priori. En



outre, il n’est pas non plus clair a quels corps gauches faire jouer le role de corps de
référence analogue a celui joué par les corps de Weyl dans le cadre du probleme de
Gelfand et Kirillov en dimension finie.

L’existence d’un corps enveloppant pour les algebres de Lie a croissance
sous-exponentielle est connue depuis longtemps [37]. Un premier pas vers I’étude des
corps enveloppants en dimension infinie, et en particulier leur séparation a isomorphisme
pres, s’effectue a ’aide de la notion de degré de transcendance de niveau ¢, ol g est un
entier positif, non nul. Cette notion est construite par analogie avec le degré de
transcendance de Gelfand-Kirillov a partir des dimensions de niveau ¢ définies par
Pétrogradsky en [33].

Cette these est divisée en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré a
I’exposition d’une notion trés générale d’algebres de Poisson et de modules de Poisson.
Cette étude est menée en vue de généraliser les notions classiques de croissance et de
dimensions des algebres associatives et de leurs modules. Le cadre trés vaste de cette
étude permet d’englober comme cas particuliers non seulement le cas des algebres
commutatives de Poisson au sens plus classique envisagé par exemple par D. Farkas et
S.Q. Oh [17, 32], mais aussi les algebres associatives non commutatives et les algeébres de
Lie.

Dans le chapitre 2, on étudie dans un cadre tres général les notions de croissance et de
dimensions des algebres de Poisson et de leurs modules. On établit des résultats sur les
dimensions de niveau ¢ de Pétrogradsky [33] analogues aux résultats classiques sur la
dimension de Gelfand-Kirillov [24]. On définit alors la notion de degré de transcendance
de niveau ¢; on étudie succinctement ses propriétés. On démontre que, pour toute
algebre de Lie g admettant un corps enveloppant, on a toujours

Dim? U(g) = Tdeg? K(g). Sous des conditions tres raisonnables sur g, cet invariant est
aussi égal & Dim?"*(g). Le chapitre s’achéve alors par le calcul des degrés de
transcendance de niveau 3 des corps enveloppants de certaines algebres de Lie de
dimension infinie, notamment les algebres de type Cartan.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude plus approfondie d’une classe particuliere d’algebres
et corps enveloppants d’algebres de Lie de dimension infinie sur un corps K de
caractéristique nulle. Ces algebres de Lie, étudiées par R. Yu en [41], sont les algebres de
type Witt to(f) paramétrées par un plongement f : ' < K d’un groupe abélien libre
dans le groupe additif du corps K. En particulier, on montre que le degré de
transcendance de niveau 3 du corps enveloppant est égal au rang du groupe I'. Par
ailleurs, si f, g sont deux plongements définis sur le méme groupe I'; on donne une
condition suffisante de non-isomorphisme entre les corps enveloppants de (f) et w(g).
On obtient ainsi une grande famille de corps gauches de degré de transcendance de
Gelfand-Kirillov infinis, de méme degrés de transcendance de niveau 3 et deux a deux



non-isomorphes. Pour finir, on étudie la partie positive v, d’une algebre de type Witt;
on démontre en particulier que le corps de Weyl D;(K) ne se plonge pas dans K ().
Le chapitre 4 traite de la situation modulaire. On établit I’hypothese de Gelfand et
Kirillov pour les algebres de matrices gl,, et, lorsque p ne divise pas n, les algebres sl,,,
pour l'algebre de Witt W (1) et pour une certaine sous-algebre p de 'algebre de Witt

W (2). Plus précisément, si W (2) est 1’algebre des dérivations de I’anneau de polynémes
tronqués K[z, y]/(z?, y?), p est la sous-algebre formée des dérivations de la forme
f(z,y)0/0x, autrement dit les dérivations qui s’annulent sur y. Alternativement, p
s’identifie au produit tensoriel de I’algebre de Lie W (1) avec I’algebre associative de
polynomes tronqués K[z|/(z?). La méthode employée dans tous les cas est la méme : on
trouve une sous-algebre de Lie gy de ’algebre étudiée g dont le corps enveloppant est
isomorphe a un corps de Weyl D,, o(K), puis on démontre que le corps enveloppant de g
est engendré par go et des éléments centraux (i, ..., (s tels que 2n + s = dim(g). Dans ce
cas, on peut conclure que le corps enveloppant de g est isomorphe au corps de Weyl

D, s(K). En particulier, le centre de K(g) est une extension transcendante pure du corps
de base et la classe de K(g) dans le groupe de Brauer du centre est d’ordre p. La
question, posée par A. Braun et C. Hajarnavis en [8], de savoir si le centre de 1'algebre
enveloppante est un anneau factoriel est également abordée. Le cas de gl, et sl,, a été
résolu par Paffirmative par A. Premet et R. Tange [34]; on démontre ici par des
méthodes analogues que c’est aussi le cas pour I’algebre de Witt W (1) et pour 'algebre
de Lie p définie précédemment.

Dans toute la suite, on choisit un corps de base commutatif K arbitraire. Tous les espaces
vectoriels considérés seront des K-espaces vectoriels ; la dimension d’un espace vectoriel
sera sa dimension sur K et les applications linéaires seront K-linéaires. De méme, toutes
les algebres considérées seront des K-algebres. Dans les chapitres 1 et 2, aucune
restriction sur la caractéristique de K n’est imposée. Dans le chapitre 3, K sera supposé
de caractéristique nulle. Dans le chapitre 4, K sera supposé de caractéristique positive.



Chapitre 1

Algebres de Poisson

Introduction

Ce chapitre est consacré a ’exposition des résultats concernant les algebres de Poisson
et leurs modules. Cette étude nous permettra de définir au chapitre 2 des notions de
croissance et de dimension dans ce cadre tres général.

Dans le premier paragraphe, on définit les algebres et modules de Poisson. La définition
utilisée ici est plus générale que la définition classique : en effet, on ne supposera pas que
I’algébre

associative sous-jacente est commutative ni méme unitaire. Cette généralisation nous
permet alors de considérer les algebres associatives non-commutatives et les algebres de
Lie comme cas particuliers d’algebres de Poisson. Les résultats établis dans le chapitre
suivant pourront donc s’appliquer pour ces deux types d’algebres.

Dans le deuxieme paragraphe, on développe les notions de graduation et de filtration sur
les algebres de Poisson de maniére a généraliser les notions correspondantes pour les
algebres associatives et de Lie. En particulier, ’étude d’une algebre de Poisson filtrée
pourra parfois étre simplifiée par I’étude de son algebre de Poisson graduée associée.
C’est notamment le cas pour les algebres enveloppantes d’algebres de Lie de dimension
infinie.

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K quelconque.



1.1 Algebres et modules de Poisson

1.1.1 Algebres de Poisson
1.1.1.1 Définition

Définition 1.1 On appelle algéebre de Poisson tout espace vectoriel P muni de deux lois
de composition internes . et {.,.} telles que :

1. le couple (P,.) est une algebre associative (pas nécessairement commutative ni
unitaire) ;

2. le couple (P, {.,.}) est une algebre de Lie;

3. pour tout z € P, I'application ham(x): y € P — {z,y} € P est une dérivation de
I’algebre associative P.

Le crochet {.,.} est appelé crochet de Poisson sur P. Les dérivations de la forme ham(z)
pour x € P sont appelées dérivations hamiltoniennes de P. L’algebre de Poisson P est
dite commutative (resp. unitaire) si 1’algebre associative sous-jacente (P, .) est
commutative (resp. unitaire). Le cas échéant, on écrira 1p 1’élément unité de P.

Remarque 1.2 On fait souvent I’hypothese que ’algebre associative sous-jacente a P
est commutative et unitaire [17, 32]. Pour étudier les croissances et dimensions des
algebres, il est peu restrictif d’omettre cette hypothese. Ceci nous permettra de
particulariser tous les résultats obtenus notamment au chapitre 2 dans le cas des
algebres associatives et des algeébres de Lie (voir les exemples 1 et 2 suivants).

Exemple 1.3

1. Une algebre associative A peut toujours étre considérée comme une algebre de
Poisson, avec le crochet donné par le commutateur usuel {z,y} = zy — yz.

2. Une algebre de Lie g peut étre considérée comme algebre de Poisson si on munit g
du produit associatif trivial xy = 0 pour x,y € g. L’algebre associative ainsi définie
n’est pas unitaire.

3. L’algebre de polynémes Klx1, ..., %y, Y1, - - -, Yn], munie du crochet de Poisson
standard {f,g} = z”: Of 99 _ 0f 99 est une algebre de Poisson
’ ey 830,- ayj ayj 8xj’ '

4. Soit g une K -algebre de Lie. L’algébre symétrique S(g) est munie d’une structure
d’algebre de Poisson pour laquelle le plongement canonique g < S(g) est un
morphisme d’algebres de Lie.



1.1.1.2 Morphismes d’algébres de Poisson

Définition 1.4 Soient P, () deux algebres de Poisson. Une application linéaire

f: P — Q est un morphisme d’algébres de Poisson si f est a la fois un morphisme
d’algebres associatives et d’algebres de Lie. Si P et () sont unitaires, le morphisme f est
unitaire si f(1p) = 1g.

1.1.1.3 Sous-algeébres de Poisson

Définition 1.5 Soit P une algebre de Poisson. Un sous-espace vectoriel () C P est une
sous-algebre de Poisson de P si () est a la fois une sous-algebre associative et une
sous-algebre de Lie de P. Dans ce cas, (), muni des lois induites, est aussi une algebre de
Poisson. Lorsque P est unitaire, () est une sous-algébre de Poisson unitaire de P si

1p € Q
Exemple 1.6 Soit P une algebre de Poisson. On pose :
Pt={zeP|{z,P}=0}; P'={zeP|VpeP ap=pa}; P'=P'nP.

Alors PE, P4 et PP sont des sous-algebres de Poisson de P. Elles sont de plus unitaires
lorsques P est unitaire.

Preuve. Traitons d’abord le cas de PE. Observons que P est exactement le centre de
P considéré comme algébre de Lie. Il est alors clair que P¥ est une sous-algebre de Lie
de P. Montrons que c’est aussi une sous-algébre associative : si z,y € PL, on a

{zy, P} C z{y, P} + {z, P}y = 0, d'ou zy € PL. Enfin, si P est unitaire, I’élément unité
1p est dans le noyau de toute dérivation d’algebre associative de P, en particulier les
dérivations hamiltoniennes. Il vient {z,1p} = 0 pour tout z € P. On a donc 1p € P~.
Traitons maintenant le cas de P4. Observons que P* est exactement le centre de P
considéré comme algébre associative. Il est alors clair que P4 est une sous-algebre
associative (éventuellement unitaire) de P. De plus, P# est aussi stable par toute
dérivation d’algebre associative de P; en particulier, P4 est stable par les dérivations
hamiltoniennes, autrement dit {z, PA} C P4 pour tout z € P. C’est donc un idéal
d’algebre de Lie de P, et a fortiori c’est une sous-algebre de Lie.

Enfin, P est une sous-algebre de Poisson (éventuellement unitaire) car c’est
I'intersection de deux sous-algebres de Poisson (éventuellement unitaires).

1.1.1.4 1Idéaux de Poisson et quotients

Définition 1.7 Soit P une algebre de Poisson. Un sous-espace vectoriel J C P est un
idéal de Poisson a gauche (resp. d droite, bilatére) si :
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1. J est un idéal a gauche (resp. a droite, bilatére) de I’algebre associative P
2. J est un idéal de I’algebre de Lie P.

Pour tout morphisme d’algebres de Poisson f: P — @), I'image de f est une sous-algebre
de Poisson de @) et le noyau de f un idéal de Poisson bilatere de P.

Lemme 1.8 Soient P une algébre de Poisson et J un idéal de Poisson bilatére de P.
On munit l’espace quotient P/J des structures associative et de Lie naturelles. Alors
P/J est en fait une algébre de Poisson, appelée algébre de Poisson quotient de P par J.

Preuve. Il suffit de vérifier que les dérivations hamiltoniennes de P induisent des
dérivations d’algebre associative de P/J, ce qui est facile a voir.

1.1.1.5 Localisation des algébres de Poisson

Dans toute cette partie, on considére une algebre de Poisson unitaire P. Rappelons
qu’une partie S C P est un systéme de Ore a gauche si les propriétés suivantes sont
satisfaites [27, chapitre 2] :

l.1peSet0&gS;
2. (Vs,tel)stesS;
3. S ne contient pas de diviseur de zéro;

4. S vérifie la condition de Ore a gauche :
(V(s,p) € Sx P), (3(s,p)eSxP) : ps=sp.

Dans ce cas, on peut former le localisé S™'P au sens associatif usuel. Pour s,t € S et
p,q € P, on a dans S7'P :

1. s7'p =t~1q si et seulement s'il existe a,b € P telsque ap=bg € Pet as=bt € S;
2. s tp+ttg= (t's) }(t'p + s'q), avec s't = t's pour un couple (¢, s') € S x P;
3. s pttq = (t's)"(p'q), avec t'p = p't pour un couple (¢',p’) € S x P.

On peut définir symétriquement les notions de systéme de Ore a droite et de localisation
a droite. On dit enfin qu’une algebre associative A vérifie les conditions de Ore si
S = A~ {0} est un systeme de Ore a gauche et a droite.

Définition 1.9 Soit P une algebre de Poisson. On dit que P est localisable si, pour tout
systeéme de Ore & gauche S C P, le localisé S~ P peut étre muni d’un crochet de
Poisson prolongeant celui de P.
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Remarque 1.10 Si P est localisable, alors le prolongement du crochet de Poisson de P
A un localisé S~!P est unique. Pour z € S7'P et s € S, on a la formule :

{s7',2} = —s ' {s,2}s".

On cherche maintenant a déterminer une condition suffisante pour qu’une algebre de
Poisson soit localisable.

Lemme 1.11 Soient A une algébre associative et B: A x A — A une bidérivation de A.
On définit une application trilinéaire Jg: A x A x A — A par la formule :

Va,y,2€ A) @ Js(x,y,2) = B(z, By, 2)) + B(y, B(2,2)) + B(2, B(x,9)).
Si B est antisymétrique, alors Jg est une tridérivation de A.
Preuve. Démontrons par exemple que pour a,b,y,z € A on a
Js(ab,y, z) = aJs(b,y, z) + Jg(a, y, z)b. On utilise le fait que § est une bidérivation de A
pour le calcul suivant :
Jp(ab,y,2) = B(ab, By, 2)) + B(y, Bz, ab)) + B(z, B(ab,y))
= aB(b,8(y,2)) + B(a, By, 2))b

+8 (. aB(z) + B(,a)b) + (= aB(b,y) + Bla,b)

= aB(b, Ay, 2)) + B(a, By, 2))b
+aB(y, B(2,0)) + By, a)B(2,0) + B(y, B(2,a))b+ B(z,a)5(y, b)
+afB(z, B(b,y)) + B(z,a)B(b,y) + B(a,y)B(z,b) + B(z, B(a, y))b
= aJs(b,y,2)+ Js(a,y, 2)b
+B(y,a)B(z,b) + B(z,a)B(y, b) + B(2,a)B(b,y) + B(a,y)B(z,b),
donc Jg(ab,y, z) = aJdg(b,y, z) + Js(a,y, z)b lorsque S est antisymétrique.

Lemme 1.12 Soient P une algébre de Poisson et S C P un systéme de Ore a gauche
dans P. On suppose que le crochet de Poisson {.,.} de P se prolonge en une bidérivation
(.,.) de ST'P. Alors (.,.) est un crochet de Poisson sur S™'P.

Preuve. Posons 3 = (.,.) : c’est par hypotheése une bidérivation de S=!P. Il est facile
de voir que 3 est antisymétrique. On définit maintenant I’application trilinéaire Jg
comme dans le lemme précédent ; il s’agit alors d’une tridérivation de S—'P. Comme
(.,.) prolonge le crochet de Poisson {.,.} de P, I'identité de Jacobi se traduit par le fait
que Jg s'annule sur P x P. Mais alors J; est une tridérivation de S~ P qui est nulle sur
P, elle est donc nulle aussi sur S~'P. On en déduit alors que (.,.) vérifie bien I'identité
de Jacobi sur S~!P tout entier.
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Proposition 1.13 Soient P une algébre de Poisson. On suppose que P est de ['une ou
lautre des formes suivantes : soit P est non-commutative et le crochet est donné par
{z,y} = zy — yx, soit P est commutative.

1. L’algebre P est localisable.

2. Soit u: P — @ un morphisme d’algébres de Poisson. On suppose que u(S) est
formé d’éléments inversibles dans Q. Alors p se prolonge de maniére unique en un
morphisme d’algébres de Poisson 1i: S™1P — Q.

Preuve. La proposition est évidente dans le cas ou P est non-commutative et munie du
crochet {z,y} = zy — yz (la méme formule définit un crochet de Poisson sur tout
localisé de P). On suppose désormais P commutative. Soit S C P un systéme de Ore a
gauche. On veut prolonger {.,.} & S™!P tout entier. D’aprés le lemme précédent, il suffit
de prolonger le crochet de Poisson {.,.} en une bidérivation de S~!' P. Pour tout z € P,
la dérivation ham(zx) se prolonge en une dérivation de S™'P [27, lemme 14.2.2]; on a la
formule :

{x: s_lp} = s_l{x:p} - 8_2{.’E, S}p'
Un calcul tout a fait standard permet de voir que I'application z — {x, s7!p} est une
dérivation de P dans S~'P. On peut alors prolonger cette application en une dérivation
de S~'P tout entier. Le prolongement {.,.} ainsi obtenu sur S~'P est alors bien une
bidérivation. Le n°l est établi.
Démontrons le n°2. Les théorémes classiques sur la localisation nous permettent de voir
que I'application u se prolonge en un morphisme d’algebres associatives i : S™'P — Q.
Il reste & vérifier que 7i respecte les crochets de Poisson. Pour tous z,y,z € S™'P, on a :

i({z,yz}) = B({z, v}z +ylz, 2})
= AWi({z,2}) + i({z,y})A(2).
De méme, on montre que 1’on a :
{ii(z), 1i(yz)} = ny){i=), m(2)} + {n(z), nly) Hilz).
Notons b(z,y) = n({z,y}) — {i(z),@(y)} € Q. On a donc :
(Va,y,2 € S 'P) : bz,yz) = b(z,y)fi(2) + iy)b(z, y) (1.1)

Comme pour une dérivation, on montre que ’application linéaire antisymétrique
b:S7!P x S7IP — (Q est entierement déterminée par ses valeurs sur P et par la
condition (1.1). Le fait que y soit un morphisme d’algebres de Poisson signifie que b
s’annule sur P x P ; on voit alors que b = 0 sur S™'P x S™!P, ce qui signifie exactement
que i respecte les crochets de Poisson. La proposition est démontrée.
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Remarque 1.14 Avec les mémes méthodes, on peut démontrer le résultat suivant. Soit
P est une algebre de Poisson et {2 C P un systeme de Ore a gauche formé d’éléments
centraux relativement au produit associatif et au crochet de Poisson. Alors le crochet de
Poisson de P se prolonge de maniére unique au localisé Q1 P.

1.1.2 Modules sur une algebre de Poisson

1.1.2.1 Définition

La définition utilisée généralise celle utilisée par Farkas et Oh dans le cas des algebres de
Poisson commutatives [17, 32].

Définition 1.15 Soit P une algebre de Poisson. Un module de Poisson sur P est un
espace vectoriel M possédant les propriétés suivantes. Il existe :

1. des applications (z,m) € PxXx M +— x.m € M et (m,z) € M x P~ m.x € M
munissant M d’une structure de bimodule sur I’algebre associative P ;

2. une application (z,m) € P x M — {z,m}y € M munissant M d’une structure de
module sur I'algebre de Lie P;

ces applications étant soumises aux relations de compatibilité suivantes : pour tous
r,ye Petme M,

{zy,m}y = z{y,mly+{z,m}yy; (1.2)
{z,y}.m = {zx,ym}y —y{z,m}y;
mAz,y} = {z,my}tu—{z,m}r.y. (14

Remarque 1.16 Comme P n’admet pas d’élément unité en général, on n’impose pas la
condition 1p.m = m ni m.1p = m pour tout m € M. Lorsque P est unitaire, le module
M sera dit unitaire & gauche (resp. unitaire a droite) si, pour tout m € M, on a

1p.m =m (resp. m.1p = m).

Notons A, p,w : P — End(M) les applications linéaires définies par :
VzeP), (YmeM) : XNx)(m)=xz.m; p(x)(m)=m.xz; w(x)(m)={z,m}u.

Le fait que M soit un bimodule sur ’algebre associative P et un module d’algebre de Lie
sur P se traduit par les identités suivantes, pour tous x,y € P :

AMxy) = Az) o A(y) 5 plzy) = p(y) o p(x) ; A=) 0 p(y) = p(y) o A(z) ; (1.5)
w({z,y}) = [@w(z), w(y)]- (1.6)
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Insistons encore sur le fait que les relations A(1p) = Id ou p(1p) = Id ne sont pas
imposées, méme lorsque 'algebre P est unitaire. Le crochet [u, v] de deux opérateurs
u,v € End(M) est défini de la maniére usuelle par [u,v] =u o v — v o u. Les relations de
compatibilité (1.2), (1.3) et (1.4) sont équivalentes aux conditions suivantes, pour tous
z,y € P:

)
)
)

w(ry) = Az)ow(y)+ply) ow(z) ;
A{z,y}) ]
p({z,y}) = [@(@),p(y)].

Terminologie 1.17 Le triplet 7 = (A, p, @) sera appelé représentation de P dans M.

|
&
&
=
S
SN—
© 00~

(1.
(1.
(1.

Exemple 1.18

1. Soit P une algebre de Poisson. Alors les opérations de multiplication a gauche, a
droite et le crochet de Poisson munissent P d’une structure de module de Poisson
sur lui-méme.

2. Soit A une algebre associative, que ’on considere comme algebre de Poisson
comme dans ’exemple 1.3. Soit M un bimodule sur A. Alors M est muni d’une
structure de module de Poisson sur A en posant, pour a € Aet m € M :
{a,m}y = a.m — m.a.

3. Soit A une algebre associative, que 1’on considére comme algebre de Poisson
comme dans ’exemple 1.3. Soit M un module & gauche sur A. Alors M est muni
d’une structure de module sur ’algebre de Poisson A en posant, pour a € A et
meM:m.a=0et{a,m}y =am.Si M # 0, le module de Poisson ainsi défini
n’est jamais unitaire a droite. De méme, tout module a droite sur A peut étre
considéré comme un module de Poisson (non unitaire a gauche en général).

4. Soit g une algebre de Lie, que ’on considere comme algebre de Poisson comme
dans ’exemple 1.3. Soit M un module sur g. Alors M est muni d’une structure de
module de Poisson sur g en posant, pour x € get m € M : z.m = m.x = 0.

1.1.2.2 Morphismes de modules

Définition 1.19 Soient P une algebre de Poisson et M, N deux modules de Poisson sur
P.

1. Une application linéaire f: M — N est un morphisme de modules de Poisson s’il
s’agit & la fois d’'un morphisme de bimodules sur ’algebre associative P et d’un
morphisme de modules de I'algebre de Lie P.
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2. Les modules M et N sont dits isomorphes s’il existe une application linéaire
inversible f : M — N telle que f et f~! soient des morphismes de modules de
Poisson.

1.1.2.3 Sous-modules et modules quotients

Définition 1.20 Soient P une algébre de Poisson et M un module de Poisson sur P.
Un sous-espace vectoriel N C M est un sous-module de Poisson de M s’il s’agit a la fois
d’un sous-bimodule de ’algebre associative P et d’un sous-module de 1’algebre de Lie P.

On remarque alors que N, muni des lois induites, est lui-méme un P-module de Poisson.
Notons aussi que si M est unitaire (a gauche ou a droite), alors N est unitaire du méme
coté. Enfin, I'image et le noyau d’un morphisme de modules sont des sous-modules des
modules d’arrivée et de départ respectivement.

Exemple 1.21 Reprenons les exemples 1.18.

1. Soient P une algebre de Poisson et M = P. Les sous-modules de M sont les idéaux
bilateres de P.

2. Soient A une algebre associative et M un bimodule d’algebre associative sur A. Les
sous-modules de Poisson de M sont exactement les sous-A-bimodules associatifs de
M.

3. Soient A une algebre associative et M un module a gauche sur A. Les sous-modules
de Poisson de M sont exactement les sous-A-modules a gauche associatifs de M.

4. Soient g une algebre de Lie et M un module sur g. Les sous-modules de Poisson de
M sont exactement les sous-g-modules de Lie de M.

Lemme 1.22 Soient P une algébre de Poisson et M un module de Poisson sur P. Soit
N C M un sous-module de Poisson. On munit ’espace quotient M /N des structures de
bimodule associatif et de module de Lie naturelles. Alors M/N est en fait un module de
Poisson, appelé module de Poisson quotient de M par N.

Preuve. C’est une vérification qui ne pose pas de difficulté et sera donc omise.

1.1.2.4 Algeébre enveloppante de Poisson

On introduit ici la notion d’algebre enveloppante de Poisson en adaptant la notion
développée dans [32] par Oh pour les algebres de Poisson commutatives.
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Définition 1.23 Soit P une algebre de Poisson. On considere trois copies de I’espace
vectoriel P, notées Py, P, et P,. Pour tout élément z € P, on notera x (resp. z,, Z)
I'élément = considéré comme élément de Py (resp. de P,, P.). On notera A(P) 'algebre
associative définie comme quotient de 1’algébre tensorielle T'(P\ & P, ® P,) par I'idéal
bilatere engendré par les éléments suivants :

TAYx — (iﬁy))\ 3 TpYp — (yx)p ) Tolw — Yol — {xay}w 3 TAYp — YpTx (1'10)

Tolr — PIo — T, U} 5 Tolp — YoTo — {2,Y}s 5 TAYw + YpTw — (2Y)w, (1.11)

les éléments x,y variant dans P. On ’appelle algébre enveloppante de Poisson de P.

Notations 1.24 Dans la suite, pour tout z € P, on notera encore x (resp. Z,, Z)
I'image de I’élément z) € T(P\ @ P, ® Py) (resp. ©,, 24 € T(Px® P, ® P,)) dans le
quotient A(P). Pour tout sous-espace X C P, on notera X, C A(P) (resp.

X,, Xe C A(P) le sous-espace engendré par les éléments x, (resp. x,, T ) tels que
re X.

L’algebre A(P) vérifie la propriété universelle suivante :

Théoreme 1.25 Soient B une algebre associative et o, 3,7 : P — B trois applications
linéaires vérifiant les conditions suivantes :

1. Uapplication « (resp. [3, resp. v) est un morphisme d’algébres associatives (resp. un
anti-morphisme d’algébres associatives, resp. un morphisme d’algébres de Lie) ;

2. pour tous r,y € P, on a :

a(z)B(y) By)a(z) ; (1.12)
a({r,y}) = v(@)aly) —aly)y(@) ; (1.13)
B{z,y}) = ~v(2)B(y) — By)v(z) ; (1.14)

Y(zy) = al@)y(y) + By)y(z) (1.15)

Alors il existe un unique morphisme d’algébres associatives ® : A(P) — B tel que, pour
tout x € P :

®(zy) = a(z) ; (zy) = B(z) ; B(2z) = (). (1.16)
Dans ces conditions, on dit que ® prolonge le triplet («, 3,7).

Preuve. Comme les éléments z,, 2, et 2 engendrent A(P), la condition (1.16)
entraine que le morphisme ®, s’il existe, est unique. Il reste a construire un tel
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morphisme. On commence par définir un morphime ® sur I’algebre tensorielle
T =T(Py® P, ® P,) par les conditions :

O(2)) = alz) ; B(z,) = B(z) ; B(r4) = ().

Soit J I'idéal de T engendré par les éléments (1.10) et (1.11). Montrons que ®(J) = 0
on pourra alors définir par passage au quotient un morphisme ¢ : A(P) =T7/J — B
vérifiant la propriété (1.16). Soient z,y € P. On a :

@ (zayx — (zy))) = B(22)B(y2) — @ ((2y))) = a(@)aly) — alzy) = 0.

De méme :

~ ~

D (Zoys — Uaw — {2, 0}2) = B(22)B(1) — P(ya)P(2s) — D ({z,9})
= v(@)aly) — a(y)y(r) — a({z,y}) = 0.

Les autres relations se démontrent de méme.

Corollaire 1.26 Soient P une algébre de Poisson, A(P) son algébre enveloppante et M
un espace vectoriel. Soit R (resp. R') l’ensemble des représentations de P dans M
(resp. de A(P) dans M ). Pour tout triplet T = (X, p,w) € R il existe un unique 7' € R’
qui prolonge 7, et application T — 7' est une bijection de R sur R'.

Avec les notations du corollaire, les sous-espaces de M stables a la fois pour A, p et @
sont les sous-espaces de M stables pour 7’. Si 71 et 75 dont deux représentations de P
dans M : 71 et 75 sont isomorphes si et seulement si 7{ et 74 sont isomorphes. Aussi, M
est de type fini en tant que P-module de Poisson si et seulement si M est de type fini en
tant que A(P)-module & gauche.

1.2 Algebres et modules de Poisson gradués et filtrés

1.2.1 Espaces vectoriels gradués et filtrés

Rappelons d’abord quelques faits généraux sur les espaces vectoriels gradués et filtrés
(voir Burbaki, Algébre, chapitre 2).

1.2.1.1 Espaces vectoriels gradués

Soient ' un groupe abélien et V' un espace vectoriel. On dit que V est gradué sur I' sil
existe un décomposition : V = @ V), ol chaque V) est un sous-espace vectoriel de
vyel
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V (éventuellement réduit & {0}). Les éléments de V() sont dits homogénes, de degré ~;

on note alors deg(v) = 7. Tout élément v € V' §’écrit comme une somme v = Zv,,, les
yel’

vy, € V() étant nuls, sauf au plus un nombre fini d’entre eux. Pour v € I, ’élément Uy

est appelé composante homogéne de degré v de v. Un sous-espace W C V est dit gradué

siW = Z W N VY. Dans ce cas, le quotient V/W est naturellement I'-gradué; plus

~yer
précisément on a une identification :

Si V, W sont deux espaces I'-gradués et 6 € I' : une application linéaire f : V — W est
dite homogeéne, de degré § si f(V()) C WO+ pour tout y € T

1.2.1.2 Espaces vectoriels filtrés

Un espace vectoriel V' est filtré (sur Z ) s’il existe une suite croissante de sous-espaces
(Vi) ez telle que
Uva=Vv et [Va={0} (1.17)
nez nez
On dira que V est filtré sur N (resp. discret) si V; = {0} pour tout j < 0 (resp. s'il existe
Jo € Z tel que V; = {0} pour j < jo).
A tout élément v € V on associe sa filtration
v(iv)=vy(v)=inf{n € Z | v e V,} € ZU {—o0}. La deuxiéme condition de (1.17)
signifie que v(v) = —oo si et seulement si v = 0.

1.2.1.3 Espace vectoriel gradué associé

Va
Soit V' un espace vectoriel filtré. On note Gr(V') I'espace vectoriel Gr(V) = EB T
nez n—1

C’est un espace vectoriel naturellement Z-gradué, appelé espace vectoriel gradué associé
a V. Les éléments homogenes de degré n sont les éléments de V,,/V,, 1. Pour v € V non
nul, on appelle forme initiale de v 1'élément gr(v) = v + V()1 ; on pose aussi

gr(0) = 0. Pour v # 0, on a toujours v(v) = deg (gr(v)). On voit enfin que si V est de
dimension finie, alors Gr (V) est de dimension finie aussi et dim(V') = dim Gr(V).

Pour tout n € Z, on note gr,, : V,, = V,,/V,_1 la projection canonique. Pour tout
élément v € V tel que v # 0 et v(v) < n, on a les équivalences :

I/(?}) =n < grn(v) #0 — gT’(U) = ng(U)-
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Lemme 1.27 Soient V un espace vectoriel filtré et x,y € V.

1. Siv(y) <v(z), on a gr(z —y) = gr(z). Siv(z) =v(y) et gr(z) # gr(y), on a
gr(z —y) = gr(z) — gr(y).

2. On a gr(z) = gr(y) si et seulement si v(z —y) < v(z).

3. Soient {x;};c; un nombre fini d’éléments de V.. On pose n = max{v(z;) | j € J}
et Jo={jeJ|v(z;) =n} :pourj € J, Uentier v(z;) est mazimal si et seulement

sij € Jy. Soit x = ij. Si Z gr(z;) #0, alors v(z) =n et gr(z) = Zgr(xj).

jeJ j€Jo j€Jdo
Preuve. Etablissons le n°1. On note n = v(z). Si v(y) < n, on a gry(y) = 0, d’ou
0 # gr(z) = gra(z) = gra(z) — gra(y) = gra(z —y),

par suite gr,(z —y) # 0 et gr(z —y) = gro(x —y) = gr(z). Siv(y) =n, on a

97(5) — gr(Y) = 97al2) — G7(y) = Gral® — 5) ; comme gr.(z) # gra(y) on &

gra(r —y) # 0, donc v(z —y) =n et gr(z —y) = gra(z — y) = gr(z) — gr(y).

Examinons & présent le n°2 : si gr(z) = gr(y), on a en particulier v(z) = v(y) = n. Dans

ce cas, 0 = gr(z) — gr(y) = gra(x) — gr(y) = grp(x — y) ; ceci signifie bien que

v(xz — y) < n. Inversement, supposons v(z —y) < v(z). On a d’apres le n°1

gr(z) = gr(z — (z —y)) = gr(y).

Démontrons le n°3. On a z; € V,, pour tout j, donc z = ij € V,, aussi. Dautre part,
jed

par construction de Jy, on a gr,(z;) = gr(z;) si j € Jo et] grn(x;) = 0 sinon. Il vient :

gra(@) = 3 gra(a;) = 3 gr(z;) #0,

jeJ jeJdo

d'ot v(z) =n et gr(z) = Z gr(z;) comme annoncé.
Jj€Jo

1.2.1.4 Filtrations induites

On considere toujours un espace vectoriel filtré V. Soit W C V un sous-espace vectoriel.
Alors W est naturellement filtré par la famille (W},), ., définie par W,, = W NV, pour
tout n. L’espace vectoriel gradué associé Gr(W) s’identifie au sous-espace de Gr(V)
engendré par la famille {gr(w) | w € W}.
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1.2.1.5 Topologie des espaces vectoriels filtrés

Soit V' un espace vectoriel filtré. On peut naturellement munir V' d’une structure
d’espace vectoriel topologique pour laquelle une base de voisinages de 0 est donnée par
la famille {V}.},.,. Cette topologie est métrisable, la distance entre deux points distincts
T et y étant donnée par exemple par dist(z,y) = e/*~¥). Pour cette topologie, une suite
(%5) ey converge vers € V si et seulement si v(z — x,,) tend vers —oo quand n tend
vers I'infini. Lorsqu’on utilisera des notions topologiques sur un espace vectoriel filtré il
s’agira toujours de notions relatives a la topologie définie par la filtration considérée.

Remarque 1.28 Si la filtration de V' est discrete, alors la topologie de V' est discrete
aussi, c’est-a-dire que les suites convergentes sont stationnaires. De maniere équivalente,
cela signifie que tout sous-ensemble de V' est fermé.

Lemme 1.29 Soie_nt V un espace vectoriel filtré et A C B C V_deua:_sous—espaces
vectoriels. Notons A et B leurs adhérences dans V. On a alors A = B si et seulement si

Gr(A) = Gr(B).

Preuve. Comme A C B, on a aussi A C B et Gr(A4) C Gr(B). Il reste & étudier dans
quels cas les inclusions réciproques sont vérifiées.

Supposons dans un premier temps Gr(A) = Gr(B). Montrons que B C A, ce qui
fournira par passage aux adhérences B C A. Soit b € B. 1l existe a; € A tel que

gr(a;) = gr(b). Comme A C B, on a aussi b —a; € B avec v(b— ay) < v(b), de sorte que
v(b—ay) < v(b) — 1. Comme précédemment, il existe a, € A tel que gr(ah) = gr(b— ay).
En posant ay = a1 +a, € A, on a v(b— as) < v(b) — 1. Par récurrence, on construit de la
sorte une suite (a,),,; dans A telle que v(b—a,) < v(b) —n, donc telle que nh_)rgo(an) =b.

Réciproquement, on suppose Z_: E._Montrons que Gr(B) C Gr(A). Soit b € B un
élément non nul. Comme B C B = A, il existe une suite (a,),,; d’éléments de A tels

que li_>m a, = b. Ceci signifie que li_)m v(b — a,) = —o0; en particulier, pour n assez
n oo n oo

grand, v(b — a,) < v(b). D’apres le lemme 1.27, n°2; on a bien gr(b) = gr(a,) € Gr(A).
On en déduit finalement que Gr(B) C Gr(A) : le lemme est démontré.

Remarque 1.30 Reprenons les notations du lemme. Si A ¢ B, on peut avoir
Gr(A) = Gr(B) sans avoir A = B. Par exemple, prenons V = K[z| avec la filtration
discréte définie par V,, = ZKxj pour tout n € Z. Les sous-espaces A = Kz et

i<n
B =K(1 + z) sont fermés, de sorte que A = A # B = B. Enfin, on voit facilement que
Gr(A) = Gr(B) = Kgr(z).
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Corollaire 1.31 Soit V un espace vectoriel filtré. On suppose que la filtration de V est
discréte. Soit W un sous-espace de V' tel que Gr(W) = Gr(V). Alors W = V.

Preuve. On applique le lemme précédent avec A =W et B =1V : on a donc
W =V =V. Comme la topologie de V' est discrete, tout sous-ensemble de V' est fermé;
en particulier W = W.

1.2.2 Algebres et modules de Poisson gradués
1.2.2.1 Algeébres de Poisson graduées

Définition 1.32 Soient I un groupe abélien et P une algebre de Poisson. On dit que P

est graduée sur I' si P = PO est gradué en tant qu’espace vectoriel et il existe un
g

~yer
élément 7 € I tels que :

1. (Yo, B €T) P@p® C pleth),
2. Vo, B €T) {P@), pO} C plath)

Lorsque {.,.} # 0, 'élément 7 est unique et sera noté 7(P). Si {.,.} = 0 on convient de
poser 7(P) = 0.

Remarque 1.33 Lorsque P est unitaire, I’élément 1p est toujours homogene, de degré
0.

Preuve. Décomposons 1p =) u,, avec u, € P, pour tout v € I'. Soit a un élément
homogene non nul de degré .. On a alors @ = a.1p = ) au,. Chaque au, est homogene,
de degré oo + 7v; en identifiant les composantes homogenes des deux cotés, on voit en
particulier que auy = a. Cette identité étant valable pour tout élément homogene a, elle
est aussi valable (par additivité) lorsque a € P est quelconque; autrement dit : pour
tout a € P, on a auy = a. Avec a = 1p, ceci montre que uy = 1pug = 1p, donc 1p est
bien homogene, de degré 0.

1.2.2.2 Modules de Poisson gradués

Définition 1.34 Soient [ un groupe abélien et P une algebre de Poisson graduée sur I'.
On note 7 = 7(P) € I'. Soit M un module de Poisson sur P. On dit que M est gradué si

M = @ M) est gradué en tant qu’espace vectoriel et si on a :
~yer

1. (Va,ﬁ € F) P(Q)M(ﬂ) + M(ﬂ)P(OZ) C M(a-i—ﬂ);
2. (Va,ﬂ S F) {P(a),M(ﬁ)}M C MlatB—7)
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1.2.2.3 Graduation de 1’algébre enveloppante de Poisson

On reprend les notations 1.24.

Proposition 1.35 Soit P une algébre de Poisson graduée par un groupe I'. On pose
T =71(P). L’algébre enveloppante de Poisson A = A(P) est naturellement T'-graduée.
Ses composantes homogenes sont déterminées par les conditions suivantes. Pour tout
v €T etz e PY homogéne, de degré vy, on a :

zx, 2, € AD et x, € AT, (1.18)

Preuve. On reprend les notations de la construction 1.23. On notera
T=T(P\®P,® P,) et J I'idéal engendré par les éléments (1.10) et (1.11). On peut
graduer l'espace vectoriel P\ @ P, @ Py de sorte que ’on ait, pour tout élément
homogene x € P :

{ deg(zy) = deg(z,) = deg(z) ;
deg(z5) = deg(z) — 7.

Cette graduation se prolonge en une graduation de ’algebre tensorielle 7. Pour voir que
le quotient A = T'/J est gradué, il suffit alors de vérifier que les générateurs de 1'idéal J
sont homogenes, ce qui ne pose pas de difficulté.

Proposition 1.36 Soient P une algébre de Poisson I'-graduée et M un module de
Poisson sur P. Alors M est un P-module de Poisson gradué si et seulement si M est un
A(P)-module & gauche gradué.

1.2.3 Algebres et modules de Poisson filtrés

1.2.3.1 Algebres de Poisson filtrées

Définition 1.37 Une algebre de Poisson P est dite filtrée (sur Z) si 'espace vectoriel P
est filtré par une suite de sous-espaces (P,),, ., et sil existe un entier 7 € Z vérifiant :

VnmeZ) PP, Piim ;5 {PuPn}C Piim r (1.19)
Si de plus P est unitaire, on demandera aussi 1p € F,.

Lorsque le crochet de Poisson de P n’est pas nul, on choisira I’entier 7 intervenant dans
(1.19) le plus grand possible, c’est-a-dire soumis la condition :

(Vn,m € Z) : {PnaPm} g Pn—l—m—Ta
(Ino,mo € Z) = {Fug; Prno} € Prgtmo—r—1-

On notera dans ce cas 7 = 7(P). Si {.,.} = 0, on convient de poser 7(P) = 0.
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1.2.3.2 Algebre de Poisson graduée associée

Soit, P une algebre de Poisson filtrée. On note 7 = 7(P) et Gr(P) 'espace vectoriel
gradué associé. On définit deux applications bilinéaires sur Gr(P) en posant :

(\V/IE, ye P~ {0}) : (33' + PV(w)*l)(y + Pu(y)fl) =zy + Pu(z)—ku(y)fla (120)
{$ + Pu(z)—l: y+ Pu(y)—l} = {xa y} + PV($)+V(y)—T—1- (121)

Lemme 1.38 Soient P une algébre de Poisson filtrée et x,y € P.

1. On a gr(x)gr(y) = { gT‘(Oxy) Zn(l)/él"y) =v(z) +v(y);

2. On a {gr(z),gr(y)} = { gr{z,y)) si v({z,y)) =v(@) +vy) — 7 ;

0 sSinon.

Preuve. Vérifions par exemple le n°1. On a

gr(z)gr(y) = (& + Py@)-1) (Y + Po)-1) = 2y + Pyz)+u(y)—1- Cet élément est nul si dans
Gr(P) si v(zy) < v(z) +v(y) — 1, Cest-a-dire si v(zy) < v(x) + v(y); dans le cas
contraire, on a v(x) +v(y) = v(zy) et 1y + Py)+uy)—1 = gr(zy). Le n°2 se démontre de
méme.

Lemme 1.39 Les applications bilinéaires définies par (1.20) et (1.21) munissent
Pespace Gr(P) d’une structure d’algébre de Poisson. Si P est unitaire, alors Gr(P) est
unitaire aussi.

Preuve. On consideére trois éléments non nuls a, b, c € P et on pose

i=v(a),j =v(b),k =v(c). On a donc gr(a) = a + P;_; et similairement pour gr(b) et
gr(c). Comme les éléments homogenes engendrent ’espace vectoriel Gr(P), il suffit de
vérifier les relations d’associativité et de Jacobi sur des éléments homogenes. Un calcul
simple analogue a celui du lemme précédent permet de vérifier les identités suivantes :

(gr(a)gr(b)) gr(c) = gr(a) (gr(b)gr(c)) = abc + Piyjir1 ; (1.22)

{gr(a), {g7(b), gr(c)}} = {a, {b, c}} + Pigjrr-2r-1. (1.23)

L’équation (1.22) traduit exactement 1'associativité du produit sur les éléments
homogenes ; I'identité (1.23) permet de vérifier facilement I'identité de Jacobi. Le fait
que les dérivations hamiltoniennes dans Gr(P) sont des dérivations d’algebres
associatives pourrait s’établir de la méme maniere.

Enfin, si P est unitaire, on a v(1p) = 0. Il est alors immédiat de vérifier que

gr(lp) = 1p + P est un élément unité pour Gr(P). Le lemme est démontré.
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Soit P est une algebre de Poisson filtrée et 7 = 7(P). Soit Q C P un sous-espace
vectoriel. A 'aide du lemme 1.38, on voit que si @) est stable pour le produit associatif
(resp. le crochet de Poisson), alors Gr(Q) C Gr(P) est aussi stable pour le produit
associatif (resp. le crochet de Poisson). En particulier, si ) est une sous-algebre de
Poisson de P, alors Gr((Q) est une sous-algebre de Poisson de Gr(P).

1.2.3.3 Modules de Poisson filtrés

Soient P une algebre de Poisson filtrée, 7 = 7(P) et M un module de Poisson sur P.

Définition 1.40 On dit que M est un P-module de Poisson filtré si M est filtré, comme
espace vectoriel, par une famille de sous-espaces (My), ., vérifiant les conditions :

(Vn,mEZ) PyMpy+ My.PoC Mysrn : {Po, Mp} C Myym_.r.

1.2.3.4 Module de Poisson gradué associé

Soient P une algebre de Poisson filtrée et M un module de Poisson filtré sur P; on note
T = 7(P), Gr(P) lalgebre de Poisson graduée associée a P et Gr(M) 'espace vectoriel
gradué associé a M. On définit des applications bilinéaires en posant, pour x € P ~\ {0}
et me M~ {0}:

(x4 Pygy-1)-(m+ Mymy—1) = x.m+ My@)1um)-1,
(m + Mu(m)fl)-(x + Pu(w)fl) = m.z+ Mu(w)—}—u(m)fla
{-T + Py(a:)—l; m + Mu(m)—l}M = {$, m}M + Ml/(a:)—l—l/(m)—T—l-
Lemme 1.41 Soient P une algébre de Poisson filtrée et M un P-module de Poisson
filtré. Sotent x € P et m € M.
gr(z.m) si v(z.m) =v(x)+ v(m);
0 SINon.

Une formule analogue permet de calculer gr(m).gr(x).

2. On a {gr(z),gr(m)}n = { gr({z,m}n) si v({z,m}y)=v(z)+v(m)—71;

1. On a gr(z).gr(m) = {

0 sinon.

Preuve. On omet ici la démonstration, qui est tout a fait similaire a celle du lemme
1.38.

Lemme 1.42 Les applications bilinéaires définies précédemment induisent une
structure de Gr(P)-module de Poisson sur l’espace Gr(M).
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Preuve. Ici encore, la démonstration est omise.

Soient P une algebre de Poisson filtrée P, 7 = 7(P) et M un P-module de Poisson filtré.
Soit N C M un sous-espace vectoriel. A Paide du lemme 1.41, on peut voir que si N est
stable pour ’action associative a gauche (resp. a droite, resp. l'action de Lie), alors le
sous-espace Gr(N) C Gr(M) est aussi stable pour Iaction associative a gauche (resp. a
droite, resp. 'action de Lie). En particulier, si N est un sous-module de Poisson de M,
alors Gr(N) est un sous-module de Poisson de Gr(M).

1.2.3.5 Filtration de ’algébre enveloppante de Poisson

Soit, P une algebre de Poisson filtrée par une famille de sous-espaces { P, }nez; on note
T = 7(P). Soit A = A(P) lalgebre enveloppante de Poisson de P. Reprenons les
notations 1.24. On construit une famille {4, },cz de sous-espaces de A comme suit. Pour
tout n € Z, on pose d’abord a,, = (P,)x + (P,), + (Pr4+)w- Ensuite, on pose :

A, = Z T (1.24)

ni+...+nx<n

Pour tout élément = € P,, on a donc z,z, € A, et 5 € A, (un tel phénomene de
décalage apparait aussi avec les graduations, voir la proposition 1.35).

Proposition 1.43 On conserve les notations ci-dessus. La famille { Ap}nez définie par
(1.24) est une filtration de ’algébre associative A(P). Soit M un espace vectoriel filtré.
Alors M est un P-module de Poisson filtré si et seulement si M est un A(P)-module d
gauche filtré.

1.2.3.6 Filtrations et topologie

Soit P une algebre de Poisson filtrée. On munit P de la topologie définie par sa
filtration. Alors les applications (z,y) € P2+ z.y € P et (z,y) € P?> — {z,y} € P sont
continues. De méme, si M est un P-module de Poisson filtré, muni de la topologie
naturelle, les applications structurelles (z,m) € P X M +— z.m € M,

(m,z) € M x P—m.x € M et (xr,m) € Px M — {x,m}y € M sont continues.

1.2.3.7 Filtrations et localisation

Soit P une algebre de Poisson filtrée par une famille (P,),, ., ; on note 7 = 7(P). On
suppose que l'algebre associative Gr(P) est intégre. Soit S C P un systéeme de Ore a
gauche. On pose Q = S!P et, pour tout n € Z :

Qn={s"'p]| (s,p) €S xP et v(p)—v(s) <nlk
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On suppose enfin P localisable au sens de la définition 1.9, c’est-a-dire que le crochet de
Poisson de P se prolonge en un crochet de Poisson sur ).

Proposition 1.44 Avec les hypotheéses précédentes, on a :
1. Pour tous p,q € P : on a v(pq) = v(p) + v(q).
2. Supposons s~'p=1t"'q € Q ~ {0}. Alors v(p) — v(s) = v(q) — v(t).

3. La famille (Qn),,cq est une filtration de l’algébre de Poisson Q. On a, pour tout
n,m €% : {Qn, Qm} C Qnim_r. Plus précisément, on a 7(Q) = 7(P).

4. Posons ¥ ={gr(s) | s € S} C Gr,(P). Alors ¥ est un systéme de Ore a gauche
dans Gr(P) et on a un isomorphisme naturel d’algébres associatives :

Y lGr(P) = Gr(S'P). (1.25)

5. Le crochet de Poisson de Gr(P) se prolonge de maniére unique en un crochet de
Poisson sur le localisé ¥ Gr(P). L’isomorphisme du n°/ est un isomorphisme
d’algebres de Poisson.

Preuve. Vérifions le n°1. Soient p,q € P ~\ {0}. On a donc gr(p), gr(q) € Gr(P) ~ {0};
comme Gr(P) est integre, gr(p)gr(q) # 0. D’apres le lemme 1.38, on a

gr(p)gr(q) = gr(pq). En se servant du fait que v(z) = deg gr(x) pour tout z € P, il
vient v(p) + v(q) = v(pg).

Vérifions le n°2. Si s 'p = ¢t !¢ dans Q \ {0}, il existe a,b € P tels que ap = bq et

as = bt € S. En appliquant le n°1, on a v(a) + v(p) = v(b) + v(q) et

v(a) +v(s) = v(b) + v(t), dou v(p) — v(s) = v(q) — v(t). Remarquons que 'application
v induit une application v définie sur @) tout entier et vérifiant v(z) = v(p) — v(s) si

x = s~ 'p: d’aprés ce qui précede, 7(z) est indépendant de I’écriture de z comme
fraction a dénominateur dans S. En particulier, on voit que lorsque z € P, on a

v(z) = v(x), autrement dit on a :

(VneZ): Q.NP=P,. (1.26)

Dans la suite, on écrira encore v au lieu de v.

Démontrons le n°3. Il est clair que la famille (Q,,),,., est une famille croissante de
sous-espaces d’intersection nulle et dont la réunion est () tout entier. Soient n,m € Z.
Pour voir que Q@ € Qpnim, on procederait comme dans la démonstration du n°2.
Vérifions que {Qn, Qm} C Qnim_r. Pour s 'p € P et t1q € Q tels que v(p) —v(s) <n
et v(q) —v(t) <m,ona:

{s7'pt gt =t"s o, g} —t s s, qts Tp—t s Y p, tHt g+t s s, t}s Tt g
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Or —v(t™) —v(s) + v({p,a}) < v(p) +v(q) — 7 — v(t) — v(s), d’ot

t='s7Yp, ¢} € Qnim—-. De méme, les trois autres termes de la somme de droite sont
dans Q,ym_- ; finalement on a bien {s7'p,t71q} € Qnim_-. L'entier 7(Q) est le plus
grand entier ¢ vérifiant {Qn, @m} C Qunim ¢ pour tous n,m € Z. Il vient donc

7(Q) > 7(P). Par ailleurs, pour ¢t = 7(()), on a aussi d’apres (1.26) :

{PnaPm} - PN {Qnan} C PN Qn—l—m—t = Pn—l—m—ta

d’ott comme précédemment 7(P) > 7(Q). On a donc bien 7(P) = 7(Q).

Démontrons le n°4. Montrons d’abord que Y est un systeme de Ore & gauche dans
Gr(P). On a déja 1g,(py = gr(1p) € . De plus, pour s,t € S, on a gr(s)gr(t) = gr(st)
par intégrité de Gr(P) donc ¥ est une partie multiplicative de Gr(P). Ses éléments
étant non nuls, ils sont aussi tous réguliers. Il reste a établir que X vérifie la condition de
Ore a gauche.

Soient 0 € ¥ et m € Gr(P). Il existe s € S et des éléments {p;}1<j<, dans P tels que :

n
o=gr(s) et ™= gr(p;),
=1

ol les m; = gr(p;) sont homogenes, de degrés deux a deux distincts. D’apres le lemme
d’existence de dénominateurs communs [27, lemme 2.1.8], il existe t € S et

T1,...,Tn € P tels que tp; = r;s pour tout j € {1,...,n}. Notons 7 = gr(t) € X et

p; = gr(rj) € Gr(P). De l'intégrité de Gr(P) on déduit, pour tout j € {1,...,n}:

Tm; = gr(t)gr(p;) = gr(tp;) = gr(r;s) = gr(r;)gr(s) = pjo,

dou7(m +...+7m) =(pr + ...+ pn)o, avec 7 € X. C’est bien la condition de Ore &
gauche.

On peut & présent considérer le localisé ¥~ Gr(P). L’identité (1.26) signifie que la
filtration de P est induite sur P par celle de ). On en déduit une inclusion naturelle
Gr(P) = Gr(Q). Or les éléments de ¥ sont inversibles dans Gr(Q) : on vérifie en effet
que, pour s € S, on a gr(s)~' = gr(s™') dans Gr(S~'P). On a donc un morphisme
d’algebres associatives injectif X'Gr(P) < Gr(S~'P). Enfin, il est facile de voir que ce
morphisme est aussi surjectif.

Pour le n°5, il reste & observer que le crochet de Poisson sur X~'Gr(P) défini par
I’isomorphisme (1.25) prolonge le crochet de Poisson naturel sur Gr(P). La proposition
est démontrée.

On considére a présent le cas particulier o P admet un corps des fractions (a gauche),
c’est-a-dire le cas ou P est intégre et ou I'ensemble S = P \ {0} est un systéme de Ore
(& gauche). On notera K = Frac(P) le localisé S~'P. On suppose toujours que l’algeébre
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associative Gr(P) est intégre. Le corps K est naturellement filtré par la famille
{Kn},ez, avec :

Kn={¢"'p|pg€P; q#0; v(p) —v(g) <n}
On notera encore v ’application filtration définie sur K tout entier. On a :

Corollaire 1.45 Soit H ’ensemble des éléments homogénes non nuls de Gr(P).
L’algébre graduée associée Gr(K) s’identifie naturellement au localisé de Gr(P) en H.
L’inclusion naturelle Gr(P) — Gr(K) est un morphisme d’algébres de Poisson.
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Chapitre 2

Dimensions et degrés de
transcendance des algebres de
Poisson

Introduction

Dans ce chapitre, on cherche a généraliser les notions de dimension et degré de
transcendance de Gelfand-Kirillov dans le cadre plus général des algebres de Poisson, en
vue d’appliquer cette théorie aux algebres de Lie de dimension infinie et a leurs algebres
enveloppantes et symétriques.

La premiere partie est une exposition générale de la notion de croissance des fonctions
définies sur N, a valeurs réelles positives. Cette notion est trés voisine des notions
classiques [24, 33]. Ensuite, pour tout entier ¢ > 1, on introduit une famille de fonctions
de jauge ®¢ dépendant d’un parametre réel o > 0, considérée par Pétrogradsky en [33].
La comparaison de la croissance d’une fonction f a la croissance des fonctions ®%, a ¢
fixé, permet de définir un invariant de la croissance de f appelé dimension de niveau q
de f. Quelques propriétés élémentaires de la dimension de niveau ¢ des fonctions
croissantes sont alors établies.

La deuxiéme partie est consacrée a la définition et a ’étude de la notion de croissance
pour les algebres et modules de Poisson. Dans le cas particulier d’une algebre associative
ou d’une algebre de Lie, on retrouve la théorie classique [24, 33, 37]. La croissance d’une
algebre de Poisson P repose sur la notion de sous-espace engendré par des mondmes de
Poisson en des éléments d’un sous-espace X, définie de maniere a tenir compte des deux
lois de composition sur P, a savoir la multiplication associative et le crochet de Poisson.
Lorsque X est un sous-espace générateur de I’algebre de Poisson P, on note yx(n) la
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dimension du sous-espace engendré par des monémes de Poisson de degré au plus n en
les éléments de X. On montre que la croissance de la fonction yx est indépendante du
choix du sous-espace générateur X ; on peut alors définir, pour tout entier ¢ > 1, la
notion de dimension de niveau q d’une algebre de Poisson. Pour ¢ = 1,2 et 3, on retrouve
les notions classiques de dimension d’espace vectoriel, de dimension de Gelfand-Kirillov
et de superdimension des algebres associatives. Cette partie s’acheve par la comparaison
de la dimension de niveau ¢ d’une algebre de Lie et des dimensions de niveau ¢ + 1 de
ses algebres enveloppante et symétrique (théoreme 2.63). Les résultats obtenus ici sont
un peu moins précis que ceux obtenus par Pétrogradsky en [33]; toutefois, il convient de
noter que dans le cas ou ¢ = 2, on peut omettre une condition technique figurant dans
les hypotheses de [33, proposition 2]. Un argument classique permet alors d’établir
I’existence d’un corps enveloppant pour une tres large classe d’algebres de Lie.

Dans la troisieme partie, on définit une notion de degré de transcendance de niveau q
pour les algebres de Poisson par le méme procédé que celui employé dans [19] pour
définir le degré de transcendance de Gelfand-Kirillov a partir de la dimension de
Gelfand-Kirillov. En suivant l’article de Zhang [42], on étudie brievement les propriétés
générales de ce degré de transcendance dans le cadre des localisations d’algebres de
Poisson filtrées. Les théoremes obtenus sont alors appliqués pour démontrer le résultat
suivant (théoréme 2.78). Soit g une algebre de Lie telle que Dim?(g) < oo pour un entier
g>1.Alorson a:

Tdeg?™" Frac (U(g)) = Tdeg?™" Frac (S(g)) = Dim*™ ¢(g) = Dim?*! S(g) < Dim?(g).

Avec une condition supplémentaire (peu restrictive dans la pratique) sur g, la derniére
inégalité est une égalité. Pour ¢ = 1, on retrouve les théoremes classiques sur le degré de
transcendance de Gelfand-Kirillov des corps enveloppants d’algebres de Lie de dimension
finie [19, 24, 42]. Pour ¢ > 2, les résultats semblent nouveaux.

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K quelconque.

2.1 Croissance et dimension des fonctions

2.1.1 Notion de croissance

Notations 2.1 Soient f,g: N — R, deux fonctions définies sur N, a valeurs réelles et
positives. On écrira f < g s’il existe un entier C' > 0 tels que f(n) < g(Cn) pour n assez
grand. On écrira f < g si, pour tout réel p > 1 : f < pg.

Cette notion est légérement différente de celles utilisées par Pétrogradsky en [33] et par
Krause et Lanagan dans [24]. L’utilité de cette modification apparaitra au lemme 2.4. La
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relation < est une relation de pré-ordre, c’est-a-dire qu’elle est réflexive et transitive. On
peut donc définir une relation d’équivalence ~ sur ’ensemble des fonctions de N vers R,
en posant f ~gsi f <get g=<f.Lorsque f < ¢ mais pas f ~ g, on écrira f < g.
Enfin, on notera I'(f) la classe d’équivalence de f modulo ~ : I'(f) est appelée
croissance de f. Notons que la relation de pré-ordre < induit une relation d’ordre,
encore notée <, sur I’ensemble des croissances de fonctions.

Remarque 2.2 Dans toute la suite, on s’intéressera essentiellement au comportement
des fonctions au voisinage de +0c0. En particulier, on identifiera souvent implicitement
des fonctions coincidant partout, sauf en un nombre fini de points. On pourra donc
parfois se contenter de définir une fonction f uniquement sur un sous-ensemble de N de
la forme {N, N +1,...} avec N > 1; on pourrait poser f(k) =0 pour

k€ {0,1,...,N — 1} pour que f soit effectivement définie sur N tout entier.

Terminologie 2.3 Soit f: N — R, une fonction. Si f < exp(n), la fonction f est dite
a croissance sous-exponentielle.

Pour les fonctions définies sur N, a valeurs dans R, il existe par ailleurs une relation

d’équivalence plus classique, définie de la maniere suivante. Pour f,g: N — R, on notera

f = g s’il existe une application p: N — R telle que lim p(n) =1 et f(n) = g(n)p(n)
n—oQ

pour tout n > 0.

Lemme 2.4 Soient f,g: N — R, deuz applications a valeurs positives.
1. On suppose f =~ g : on a alors f ~ g. La réciproque est fausse.

2. Il existe des fonctions croissantes f,g: N — R, telles que f = g mais que 'on ait
ni f<g,nig<f.

Preuve. Démontrons le n°1. Soit p > 1. Comme f = g il existe N > 1 tel que pour
tout n > N : f(n) < pg(n), d’ou f < pg. Comme p est arbitraire, on a f < g et par
symétrie f ~ g. La réciproque est fausse, comme on le voit en posant par exemple
f(n) =net g(n) = 2n.

Passons a la démonstration du n°2. On définit tout d’abord une suite strictement
croissante d’entiers (ny),-; par récurrence de la maniére suivante :

ny =1 ; nk+1=nk+ni si k>1.

Pour tout £ > 1, 'ensemble [ng, ng11[ est un intervalle de longueur ng 1 — ng = ni dans
N. Considérons ensuite deux suites réelles positives croissantes (fi),~; €t (gk),>, telles
que, pour tout k£ > 1, I'on ait : a ;

9261 < for—1 < for < Gok-
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Autrement dit, on impose la condition g,, < f,, si m est impair et f,, < ¢,, si m est
pair. On définit alors f,g: N — R, par:

(Vn € [ng,ng1[, : f(n)=fr et g(n) = g

Démontrons a présent que f et g sont incomparables pour la relation <. Supposons
f<g:ilexiste N,C > 0 tels que pour tout n > N, f(n) < g(Cn). Pour k suffisamment
grand, on a ny > N ; en particulier on a alors fp = f(ng) < g(Cng). Par ailleurs, pour k
assez grand, on a aussi Cny — ny, = (C' — 1)ng, < ni ; dans ce cas, on a Cny, € [ng, N1
et, par suite, g(Cng) = gx. On a donc, pour tout & suffisamment grand, fr < g, ce qui
est une contradiction lorsque £ est impair. On n’a donc pas f < g. De méme, on
démontrerait que I’on n’a pas ¢ < f. Enfin, en choisissant les suites (fx),~; €t (9k),>; de
sorte que kli_)rgo fr/9r =1, on a aussi f =~ g. - -

2.1.1.1 Opérations sur les croissances

Lemme 2.5 Soient f,g, f',¢' : N = R, des fonctions croissantes et positives. On
suppose [ <X fl et g < ¢
1. Ona f4+g=f'+4q et fg =< [f'qg. En particulier si f ~ f' et g~ ¢', alors
f+rg~f+g e fg~[4.
2. On asup(f,g) <sup(f',¢') et inf(f,g) < inf(f',g"). En particulier si f ~ f' et
g~ g, alors sup(f, g) ~sup(f’,g') et inf(f, g) ~ inf(f', g").

Preuve. Par transitivité, on peut supposer g = ¢'. Pour tout p > 1, il existe C, N > 0
tels que f(n) < pf'(Cn) lorsque n > N. En utilisant la croissance et la positivité de g, il
vient :

f(n) +g(n) < pf(Cn) +g(n) < pf(Cn) + pg(Cn),

d’ot f+ g <p(f' +g). Il vient f + g < f'+ g. Similairement on voit que fg < f'g’.
Montrons maintenant que inf(f, g) < inf(f’, g). Soit p > 1. Pour n assez grand, on a
inf(f,g)(n) < f(n) < pf'(Cn) par hypothese et inf(f, g)(n) < g(n) < pg(Cn) par
croissance et positivité de g. Il vient inf(f, g)(n) < pinf(f’, g)(Cn) pour n assez grand,
autrement dit : inf(f, g) < pinf(f’, g), d’ou inf(f, g) < inf(f’, g). De méme on montre
que sup(f, g) < sup(f’,9g)-

D’apres le lemme précédent, les classes d’équivalence de fonctions croissantes N — R,
peut étre muni de lois de composition bien définies et compatibles avec la relation
d’ordre naturelle < de la maniere suivante. Pour f,g: N — R, croissantes, on pose :

I(f)+T(g) =T(f+9) et T(/)(9) =T(fg).
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De plus, cet ensemble ordonné est un treillis ; autrement dit, pour toutes fonctions
croissantes positives f,g: N — Ry, 'ensemble {I'(f),['(¢)} admet une borne supérieure
et une borne inférieure. Celles-ci sont données par :

sup (T'(f),(g)) =T (sup(f,9)) et inf(T(f),T(g)) =T (inf(f,g)).

Lemme 2.6 Soient f,g: N — R, deuz fonctions croissantes positives.

1. Si f+ g = f alors sup(f,g) ~ f.
2. Si f ~2f et g~ 2g, alorssup(f,g) ~ f+g.

Preuve. Dans le premier cas, on a f <sup(f,g) < f+ g < f, d’ou le résultat. Dans le
deuxiéme cas, on a sup(f,g) <X f+ g < 2sup(f,g) = sup(2f,2g) ~ sup(f, g), prouvant le
lemme.

Définition 2.7 Soit f : N — R une fonction définie sur N, a valeurs réelles. La dérivée
discréte de f est la fonction g: N — R définie par ¢g(0) = f(0) et g(n) = f(n) — f(n — 1)
si n > 0. On la notera A(f).

Lemme 2.8 Soit f : N — R, une fonction a valeurs positives.
1. On a f ~ 2f si et seulement si, pour tout o >0 : f ~ af.
2. 1l existe des fonctions f telles que f < 2f.

3. Supposons f croissante, non stationnaire. Si la dérivée discréte A(f) est croissante
au voisinage de +00, alors f ~ 2f.

4. Soit F: R, — R, une application dérivable. Soit f : N — R la restriction de ¢ a
N. Si la fonction dérivée F' est croissante, alors la dérivée discréte A(f) est
croissante aussi.

Preuve. Voyons le n°l. On suppose f ~ 2f. La relation ~ étant compatible avec le
produit des fonctions croissantes positives, il est facile de voir que pour tout £ € Z on a
f ~ 2f.Soit @ > 0 un nombre réel. I existe k, k' € Z tel que 2¥ < o < 2¥. Mais alors
fr~2kf<af <28 f~ f dou f ~ af. L'implication réciproque est triviale. Pour le
n°2, on vérifie facilement que si f(n) = C est constante, ou si f(n) = In(n) pour n > 1,
ona f <2f.

Démontrons le n°3. On pose A = A(f), en particulier A(n) = f(n) — f(n — 1) pour tout
n > 1. Posons ensuite :

0 si nef{0,...,No}
9(”)—{ F(n) — f(No) si n> N,.
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Comme f est croissante, non-stationnaire et que A(f) est croissante au voisinage de
+o00, on a lim f(n) = +oo. Il vient f ~ g, d’ou aussi f ~ g¢. Ainsi, pour voir que
n—0o0
f ~2f, on est ramené & voir que g ~ 2g. Posons pt = A(g). On a :
) si ne€{0,...,No}
pln) = { A(n) si n > Np.

On en déduit que p est croissante : par suite, on a u(k +n) > u(k) pour tous n, k > 0. 11
vient, pour tout n > 1 :

9(2n) = g(n) = p(2n) + ...+ p(n+1) > p(n) + ... + pu(1) = g(n) — 9(0) = g(n),
d’ott 2¢g(n) < g(2n). On a donc 2g < g et a fortiori 2g < ¢. Enfin, I'inégalité g < 2g est
toujours vérifiée, et 'on a bien g ~ 2g.

Pour le n°4, on utilise le théoreme des valeurs intermédiaires : pour tout n > 1, il existe
0, €]n — 1,n[ tel que A(f)(n) = F(n) — F(n—1) = F'(6,). Comme la suite {0, },>1 et
la fonction F' sont croissantes, la dérivée discrete A(f) est aussi croissante.

2.1.2 Dimension et niveau d’une fonction
2.1.2.1 Fonctions de jauge

On va introduire a présent les familles de fonctions de jauge définies par Pétrogradsky
[33]. En comparant une fonction f a ces fonctions de jauge, on obtient ainsi des
invariants de croissance, le niveau et la dimension de f. Définissons par récurrence :

mYn=Inn et W p= ln(ln(Q) n), g=1,2,....

On pose alors, pour tous « €]0, +oco[ et n € N suffisamment grand :

@1 — .@2 — a-@S — ﬁ'(bq = —n =45, ....
o(n) =a; @ (n) =n%; ®,(n) =exp(nati); ®I(n) = exp <(ln(q_3)n)1/a » ¢ =4,9,

Notons que, pour g > 4, les fonctions ®%(n) ne sont pas définies pour n au voisinage de
0.

Lemme 2.9 Pour tous ¢ > 2 et o« >0, on a &I ~ 204,
Preuve. En se servant du lemme 2.8, n°4, c’est tres facile.

Lemme 2.10 Pour q,7r > 1 et a, 3 > 0 on a les inégalités strictes :
1. ®(n) < ®(n) sia < fB;
2. ®L(n) < dp(n) sig<r;
3. ®1(n) < exp(n).

Preuve. C’est le résultat de [33, lemme 1].
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2.1.2.2 Dimensions et niveaux

Soit f : N — R, une fonction positive. Pour tout ¢ > 1 on appelle dimension de niveau
q de f (resp. dimension inférieure de niveau q de f) la quantité suivante :

Dim?(f) = inf{a > 0| f(n) X ®%(n)} (resp. Dim/(f) = sup{a > 0| f(n) = @g(n)}>

Ainsi Dim?(f), Dim?(f) € [0, +00]. Par construction, il s’agit d’un invariant de la
croissance I'(f). Grace au lemme 2.10, on voit que s’il existe ¢ > 1 tel que

Dim?(f) €]0, +o0], alors Dim"(f) = 0 pour r > ¢ et Dim"(f) = 400 pour r < g. L’entier
q est alors défini de maniére unique et appelé niveau de la fonction f, noté lev(f). S’il
existe ¢ > 1 tel que Dim?(f) = +o00 et Dim?™(f) = 0, on dira que f est située entre les
niveaur q et q + 1.

2.1.2.3 Dimensions fortes

Il est techniquement agréable d’introduire la notion de dimension forte d’une fonction,
légérement différente en général de la notion introduite précédemment. On appelle
dimension forte de niveau q de f (resp. dimension inférieure forte de niveau q de f) la
quantité suivante :

stdim?(f) = inf{a > 0 | f(n) < ®4(n) pour n assez grand}
(resp. stdim?(f) = sup{a > 0| f(n) > ®I(n) pour n assez grand}).

Lemme 2.11 On considére un entier ¢ > 1.

1. On suppose q > 2. Soient ¢, 3, >0 et p > 1 des réels. 1l existe Ny € N* tel que,
pour tout n > Ny : p®j(cn) < @F, (n).
2. Soit f: N — Ry une fonction. On a : Dim?(f) = stdim?(f) et

Dim?(f) > stdim?(f). Si de plus f est croissante, alors Dim?(f) = stdim?(f).

Preuve. Il s’agit essentiellement du résultat [33, lemme 2]. On va toutefois en
reprendre la démonstration. Démontrons le n°1 par exemple pour ¢ = 3; les autres cas

se traitent de maniére analogue. Notons b = % et a = ﬂﬁ‘;‘il. Pour tout entier n > 1,
on a I’équivalence :
1
pexp((cn)®) < exp(n?) < exp(cPn® —n?) < - (2.1)
p
Comme 0 < b < a, on a lim (¢’n® — n*) = —oc; 'inégalité de droite dans (2.1) est donc

n—0o0
vérifiée si n est suffisamment grand.
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Démontrons le n°2. Si f(n) < ®%(n) pour n assez grand, on a aussi f < ®4. L’inégalité
Dim?(f) < stdim?(f) est alors claire. De méme, il est facile de montrer que

stdim?(f) < Dim?(f). 1l reste a établir les inégalités inverses. On traite séparément les
casqg=1et g > 2.

Commencons par le cas ou g > 2. Posons o = Dim?(f). Soient p > 1 et £ > 0. Il existe
C,N € N* tels que f(n) < p®{..(Cn), pour n > N. D’apres le n°1, il existe un entier
N'"> N tel que p®?, (Cn) < @], (n) pour tout n > N'. Il vient f(n) < &7, (n) pour
n assez grand, d’ou stdim?(f) < o + 2¢. En faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit
I'inégalité stdim?(f) < a = Dim?(f).

Supposons a présent f croissante. On pose maintenant o = Dim?(f). Soit p > 1. Pour
e > 0 assez petit, il existe C, N; € N* tels que ®%__(n) < pf(Cn) pour n > N;. Par
ailleurs, il existe Ny € N* tel que ®%__(n) > p(ba 2E((C’ + 1)n) pour n > N,. Posons

N = max{CN;, CN,,C?}. Pour tout n > N, on peut écrire n = Cm + r, avec
0<r<C.Commen >N >C? on en déduit que m > C'; en particulier,
(C+1)ym>Cm+C > Cm+r =n. De méme, m > N;. On en déduit les inégalités
suivantes :

f(n) > f(Cm) (par croissance de f)
> —<I>q .(m) (parce que m > Ny)
> P, ((C+1)m) (dapres le n°1)
> @7 , (n) (par croissance de ®I , ).
On a ainsi montré que f(n) > ®%_, (n) pour n assez grand. Il vient stdim?(f) > o — 2¢

pour tout € > 0 assez petit, puis stdim?(f) > « par passage /‘a la limite quand ¢ tend
vers 0.

Traitons & présent le cas ol ¢ = 1. On note encore oo = Dim'(f). Pour tous p > 1 et

e > 0, il existe C, N > 0 tel que f(n) < p®..,(Cn) = p(a+¢) sin > N. 1l vient
stdim'(f) < p(a +¢€), d’ou stdim' (f) < a par passage & la limite quand p tend vers 1 et
¢ tend vers 0.

Supposons maintenant f croissante; on pose a = Dim'(f). On a, pour tout £ > 0 assez
petit, ®,_. < f. Pour tout p > 1, il existe N > 0 tel que o — e < pf(Cn) si n > N. Par
croissance de f, on en déduit, pour n > CN :

L’inégalité stdim'(f) > « s’obtient par passage a la limite quand p tend vers 1 et ¢ tend
vers 0.
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Remarque 2.12 L’inégalité stdim?(f) < Dim?(f) est stricte en général. Considérons
par exemple f: N — R, , définie par f(n) = n si n est pair, et f(n) =0 si n est impair.
1l est clair que stdim®(f) = 0, et comme ®?(n) = n < f(2n), on a Dim?(f) > 1 (on voit
facilement que Dim?(f) = 1 en fait).

2.1.2.4 Dimension de Gelfand-Kirillov et superdimension

Introduisons, pour une fonction f : N — R, les notions de dimension de
Gelfand-Kirillov et de superdimension de f. On pose :

GKdim(f) = limsup tn /(n) ;  GKdim(f) = lim inf In /(n) ;
n—00 nn N 00 nn
n—00 Inn N—00 nn

Lemme 2.13 [33, Corollary 2] Soit f : N — R, une fonction positive.

1. La dimension forte (resp. dimension inférieure forte) de niveau 1 de f coincide
avec la limite supérieure (resp. limite inférieure) de f :

stdim'(f) = limsup f(n) ; stdim'(f) = liminf f(n).

n—o00 n—00

2. Les dimensions fortes de niveau 2 de f coincident avec les dimensions de
Gelfand-Kirillov de f :

stdim®(f) = GKdim(f) ; stdim®(f) = GKdim(f).

3. Les dimensions fortes de niveau 3 de f coincident, a une normalisation preés, avec
les superdimensions de f :

stdim?(f) = —oam()

_ . __ Sdim(f)
= _Sdm(f) stdim®( f)

1 —Sdim(f)’
4. Les dimensions fortes de niveau q > 4 de f peuvent se calculer comme suit :

In(e=2 5, W n
s g = liminf :
stdim?(f) = limin Inn — Inln f(n)

n?( ) = 1i
stdim?(f) oY Inn — Inln f(n) 7’
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Preuve. On écrit les démonstrations pour stdim?; le cas de stdim? peut s’établir de la
méme maniere. Supposons d’abord ¢ = 1. Comme @, = «, on a :

stdim'(f) = inf{a > 0| f(n) < a pour n > 0}.

Par ailleurs, on a limsup f(n) = lim sup{f(k)}; on vérifie alors immédiatement que
n—00 n—=00 p>n

stdim'(f) = lim sup f(n).

n—0o0
Supposons maintenant ¢ = 2. Notons a = stdim?(f). Pour tout o/ > «, il existe N > 1
tel que pour tout n > N : f(n) < ®2,(n) = n®. Il vient :

In /()

Inn

(Vn>N) : <d,
d’ott GKdim(f) < ' ; en faisant tendre o/ vers a on obtient GKdim(f) < stdim?(f).

Démontrons 'inégalité réciproque. On pose 8 = GKdim(f). Pour tout 8’ > 3, il existe
N > 1 tel que I'on ait :

In f(n) :
u < p,
nzg{ Inn } B /3

d’ott f(n) <n” pour tout n > N. Il vient stdim?(f) < f'; en faisant tendre 3’ vers 8 on
trouve bien stdim?(f) < GKdim(f).
Supposons ensuite ¢ = 3. Observons d’abord qu’on a une bijection croissante
© :]0, 00[«+]0, 1[ définie par ©(a) = ;%5 pour tout a €]0, +o0o|. La bijection réciproque
©~! est donnée par ©7'(b) = & pour tout b €]0,1[. On pose maintenant
o = stdim®(f). Pour tout o' > a, il existe N > 1 tel que pour tout n > N :
f(n) < ®3,(n) = exp(n®/(@+D) 11 vient :

d’ot Sdim(f) < o'/(a/ + 1). En faisant tendre o' vers «, il vient Sdim(f) < a/(a + 1).
Sdim(f)

Tosdim(f) = stdim®(f). Similairement, on a on montre que

En appliquant © !, on obtient

X Sdim
stdim?®(f) < ﬁ

Supposons enfin ¢ > 4. Posons a nouveau a = stdim?(f). Pour tout o/ > «, il existe
N > 1 tel que :

(¥n>N) : f(n) <exp (W) .
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1
Pour tout n > N, on a donc Inln f(n) <Inn — — I . d’ou lon tire :
e’

In(?—2 (n)
In(n) —Inln f(n)

In(e=2 4,
On en déduit comme précédemment que o > lim sup

nsoo N7 —Inln f(n)
@2 p
tdim?(f) > 1i
stdim?(f) > 11r1n_>solip Inn —Inln f(n)

Vn>N) : o>

, puis que

. L’inégalité réciproque se démontre de maniere
analogue.
Remarque 2.14 D’apres le lemme 2.11, le résultat précédent reste valable en

remplacant stdim? par Dim?; si de plus f est croissante, on peut aussi remplacer stdim
par Dim?.

q

On cherche maintenant a savoir comment se comportent les dimensions d’un niveau
donné par rapport aux opérations naturelles sur les croissances.

Proposition 2.15 Soient f,g: N — R, deuz fonctions croissantes, positives. On a :

1. Pourq=1:
Dim'(f + g) = Dim'(f) + Dim'(g) = Dim'(f + g) = Dim'(f) + Dim'(g) ;
Dim'(fg) = Dim'(f) Dim'(g) = Dim'(fg) = Dim'(f)Dim'(g).
2. Pourq=2 :
Dim?*(f + g) = sup{Dim?(f), Dim?(g)} ; Dim®(f + g) > sup{Dim*(f), Dim*(g)} ;
Dim?*(fg) < Dim*(f) 4 Dim*(g) ; Dim*(fg) > Dim*(f) + Dim®(g).
3. Pourq >3 :
Dim?(f + g) = sup{Dim?(f), Dim?(¢)} ; Dim’(f + g) > sup{Dim’(f), Dim‘(g)} ;
Dim?(fg) < sup{Dim?(f), Dim?(¢)} ; Dim’(fg) > sup{Dim’(f), Dim?(g)}.

Preuve. Pour le n°l, on observe que pour une fonction croissante f, la limite de f en
+00 existe. D’apreés le lemme 2.13, on a dans ce cas Dim'(f) = Dim'(f) = lim f(n).
n—oo

Des lors, les identités annoncée sont évidentes.
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Pour le n°2, notons & = Dim*(f) et 8 = Dim?(g). On peut supposer o > 3. Pour tout
e > 0, on a, d’apres le lemme 2.10 :

f + g j cbi—l—s + ¢%+s j 2®i+6 ~ (I)i-l-s’

d’ott Dim?(f + ¢g) < a + €. En faisant tendre € vers 0, on obtient Dim?(f + g) < a.
Comme par ailleurs f < f + g, on a aussi a = Dim?(f) < Dim?(f + g). Les autres
inégalités et le cas ¢ > 3 se traitent de méme a I’aide du lemme 2.10.

2.1.3 Partitions généralisées

Le contenu de cette partie reprend essentiellement les parties 1 et 2 de ’article de
Pétrogradsky [33]. La notion de partition généralisée nous permettra d’introduire un
opérateur IT agissant sur les suites d’entiers positifs (partie 2.1.3.3). On verra en 2.62
que cet opérateur est exactement celui qui permet de passer de la croissance d’une
algebre de Lie a son algebre enveloppante.

2.1.3.1 Lemme préparatoire

Lemme 2.16 [33, lemmes 6,7] Soient z,y € N deuz entiers.

+y—1><{xy si >1, y>0;

x
1. ' ' : .
On a les majorations ( y P osi z>1oy>2.

) z+y—1 T -1 .
2. Les fonctions x — ( y ) et y+—> ( Ty ) sont croissantes.
Y Y

2y — 1
3. Pour y suffisamment grand, on a ( Y ) > exp(y).
Yy

Preuve. On écrit d’abord :

r+y—1\ zxz+y—1lz+y—2 x+1£ (2.2)
) = y -1 2 T .
. r+z—1 .
Lorsque z,z > 1 on voit que ——— < z; en majorant chaque terme dans (2.2) par z,

r+y—1
Y
X =y—1etY =z :'inégalité (X+;/_1) < XY devient alors

y—1+ux
x

on trouve bien ( < Y. Si y > 2, on utilise I'inégalité précédente avec

>S(y—1)”§y””-
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rz4+y—1

Y
par rapport a la variable x; on peut voir de méme qu’elle est croissante par rapport a y.

Pour le n°3, on utilise ’équivalent de Stirling :

Pour le n°2, on voit sur 'expression (2.2) que l'expression < ) est croissante

n! & (g)” 27n. (2.3)

On a, au voisinage de l'infini :

2y — 1 1/2 1(2y)% eve¥ 1 1 2%
(r=7) 3P L e 1
Y 2\ y 2 e ywyy2my 2./ my

49

Comme % >1,ona lim e™¥ = 400. On en déduit alors bien 'inégalité annoncée.

y—+oo 2, /TY

2.1.3.2 Partitions généralisées

Définition 2.17 Soit a = {a,},», une suite d’entiers positifs. La suite de partitions
généralisées associée a la suite a est la suite ¢ = 7(a) définie par la formule :

(VneN) t o= > by, ), (2.4)

Y1,5--Yn EN
Yyi1+..+tnyn=n
ou l'on a posé :

BE (Y1 -y Yn) = f[ (yj +;jj - 1). (2.5)

Jj=1

On écrira souvent A, au lieu de A.

Lemme 2.18 On fize une suite a d’entiers positifs. On définit les fonctions h, = hf
comme ci-dessus.

1. Siy1+ 2ys + ... + ny, = n, alors Uentier hy(ys,-..,yn) est le nombre de solutions
de I’équation :

Lz + ...+ %)+ o+ n(Tog+ .o+ Tpg,) =1, (2.6)
dont les inconnues z; ; € N satisfont a la condition supplémentaire :

(Vie{l,...,n} @ i+ + T4 =Y
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2. Pour tout n > 1, Uentier ¢, défini par (2.4) est le nombre total de solutions de
I’équation (2.6) a inconnues dans N.

Preuve. Le n°2 résulte immédiatement du n°1, que ’on se propose d’établir. Or pour
N et Y donnés, on sait que ’équation X; + ...+ Xy =Y, d’inconnues Xy,..., Xy € N,

Y+N-1
admet exactement ( +Y ) solutions. Le systeme
Tii+...+Zie, = U
xnﬂ,+'---+'xnﬂn = Un
. y1+a—1 Yn +an — 1 :
admet donc bien hy(y1,...,yn) = solutions.
hn Yn

Remarque 2.19

1. Le terme de partition généralisée est justifié par le fait suivant. Si 'on considere la
suite constante définie par a, = 1 pour tout n > 1, alors ¢, est le nombre de
solutions dans N de 'équation y; + 2y, + ... + ny, = n, autrement dit ¢,, = p(n)
est le nombre de partitions de I'entier n.

2. Les suites a et ¢ sont liées par la relation suivante [5] :

o0 1 o0 .
HWZZ‘W-
n=1 n=0

Le résultat classique suivant, cité par Pétrogradsky en [33], nous sera utile dans le calcul
des dimensions de niveau > 3 des suites de partitions généralisées associées aux
fonctions de jauge ®2.

Proposition 2.20 On note p(n) le nombre de partitions d’un entier n > 1. On a, au

voisinage de linfini :
1 m\/2n/3
n) ~ e .
p(n) ~ Jan

En particulier, p(n) ~ ®3(n) et p(1) + p(2) + ... + p(n) ~ ®3(n) aussi.

2.1.3.3 L’opérateur II

Définition 2.21 Soit « une suite croissante d’entiers, a = A(«) sa dérivée discrete. On
définit la suite A = II(«) comme suit : si ¢ = m(a) est la suite de partitions généralisées
associée a la suite positive a, on pose pour tout n >1: A4, =ci+ ...+ ¢,.
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On voit, grace au lemme 2.18, que A,, est le nombre de solutions dans N de I'inéquation

L(zig+ .+ 2e) +2.(x21 + -+ Zog,) + oo+ 0(Tp1 + -+ Tig,) S 1. (2.7)
On peut indexer différemment les inconnues z; ; € N. Pour tout n > 1, on pose :

(X1, 0, Xa,) = (@115 s T1a3 -5 Tndy - - Tnay)-
On notera par commodité :
X = (X1,...,X4,);
T = (T11s--3Tra---iTnty - Tnay)-
Pour tout £ > 1, il existe un unique couple (¢, j) tels que Xj = z; ;. On vérifie que
i=1i(k) =max{s e N a1 + ...+ as < k}.

On observe alors que z est solution de (2.7) si et seulement si X est solution de :

Qn

> (k) Xy < n. (2.8)

k=1

Lemme 2.22 Soient o, B deux suites d’entiers positifs et A =1I(a), B = II(8) comme
ci-dessus. S’il existe N > 1 tel que o, < (B, pour tout n > N, alors A, < B,,.

Preuve. Il suffit de montrer que A,, < B,,. Notons a,, b, les dérivées discretes de oy, 5,.
Pour tout £ > 1, on note :

i(k) = max{se€ N |a;+ ... +a; <k} = max{s € N* | a5 < k},
jk) = max{se N |b +...+bs <k} =max{s e N |5, < k}.

Comme a; < 5 lorsque s > N, on remarquera que j(k) < i(k) lorsque k& > ay.
Pour tout n € N*, 'entier A,, est le nombre de solutions X € N*» de I'inéquation :

Qn

D i(k) Xy < n. (2.9)

k=1

De méme, B,, est le nombre de solutions Y € N°» de I'inéquation :
Bm
> k)Y, < m. (2.10)
k=1
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Lorsque n > N, on va construire une injection de ’ensemble des solutions de (2.9) dans
I’ensemble des solutions de (2.10) avec m = cn, la constante ¢ > 0 étant a définir.

Soit ¢ > 0 (on donnera une valeur explicite pour ¢ plus loin). Soit n > N, de sorte que
y < By < Ben. Soit X = (X1,...,X,,) € N* une solution de (2.8). En particulier on a
X, < n pour tout k € {1,...,0a,}. On définit ¥ = +(X) € NP par :

(Vi,...,Ys,) = (X1,..., Xa,,0,...,0).

Par hypothése on a Zi(k)Xk < n. Calculons :
k=1
ﬂcn Qn Qn Qn
DikYe = D k)X =D (k) —i(k) Xk + > i(k) X,
k=1 k=1 k=1 k=1
< SOG) — (k) Xe +
k=1
< > (k) —i(k) Xk +n  (car j(k) —i(k) < 0 pour k > ay)
k=1
< D litk) —ik)n+n= (1 +) litk) - i(’f)\) n = cn,
k=1 k=1
an Ben
avec c =1+ Z |7(k) —i(k)|. Donc Y vérifie Z](k)Yk < cn. L’application ¢, qui est
k=1 k=1

clairement injective, envoie bien toute solution de (2.9) sur une solution de (2.10) avec
m = cn : le lemme est démontré.

Considérons une suite croissante d’entiers positifs @ = {a,},>1. On cherche a comparer
les dimensions de niveau ¢ de II(a) en fonction de celles de a (corollaire 2.25). On
commence cette étude par un cas particulier de suites équivaentes aux fonctions de jauge
de Pétrogradsky. Fixons un entier ¢ > 2 et un réel o > 0. Si ¢ = 2, on suppose aussi

« > 1. Afin de travailler avec des fonctions a valeurs entieres, on remplace les fonctions
de jauge ®? par des fonctions ¥¢ définies comme suit. Pour tout n € N :

Wi (n) = [®4(n)];

les crochets désignant la partie entiere. Il est clair que V¢ ~ ®¢ pour tout g > 2 et tout
a €]0, +o00[, d’out aussi ¥ ~ dL.
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On cherche a étudier la croissance de II(¥%). On rappelle que, pour une suite (by),~;
d’entiers positifs, on note : -

(Y1, - - - Un) =f[ (yj+bj_1). (2.11)

j=1 Yi

Lemme 2.23 Fizons un entier n > 1 et posons yx = [}], ot les crochets désignent la

k] +b, —1
partie entiére. On pose H, (k) = h,(0,...,0,y,0,...,0) = ([TL/ |+ bk )
[n/k]
1. Pour k€ {1,...,n}, on a H,(k) < (by)/*].

2. Pour k € {1,...,[n/2]}, on a H,(k) < nb*.
Preuve. Il suffit d’appliquer le lemme 2.16.

Proposition 2.24 Soient ¢ > 2 un entier et o > 0 un réel. Si ¢ = 2, on suppose aussi
a>1. On a alors :
Dim?*™* [1(¥?) = Dim?™ [1(¥Y) = a.

Preuve. C’est un cas particulier des résultats de Pétrogradsky [33, Propositions 1,2,3].
Il suffit d’établir les inégalités suivantes :

o < Dim?' [I(¥2) < Dim?*! T1(¥2) < a.

L’inégalité centrale est toujours vérifiée, il reste a établir les deux autres. On étudie les
cas ¢ =2, ¢ = 3 et ¢ > 4 séparément. On pose 8, = ¥i(n) et b = A(p) la dérivée
discrete de 5. Montrons tout d’abord que A(¥2) &~ A(®%). Pour tout n € N, il existe
u, € [0,1] tel que ¥2(n) = [®4(n)] = ®¢(n) — u,, d’ou

A(T9)(n) = A(PL)(n) — up + Up—1. Comme A(P?)(n) tend vers U'infini et |u, — u,, | < 2,
on en déduit A(¥9) ~ A(P?). En particulier, on voit que A(W?) est croissante (au
voisinage de l'infini), de sorte que Dim? A(¥?) = stdim? A(¥?). On e, déduit en outre :

a—1 siqg=2,

Dim? A(¥%) = Dim? A(¥%) = { W uess

Pour alléger les notations, on pose maintenant B = II(3), de sorte que l'on a :

Bu= > a5 n)s (2.12)

Y1y--5Yn eN
Y1+...+nyn<n
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la fonction h,, étant définie par (2.11). Avec ces notations, on voit aussi que b, < ®4(n)
pour tout n > 1.

Premier cas. On suppose ¢ =2 et a > 1. On choisit n > 1 suffisamment grand pour
avoir I'inégalité [n/2] > [n*/(@*1]. On pose p = p,, = [n*/@FV]. D’apres le lemme 2.16 et
en utilisant le fait que by, < ®%(k) = k*, on a :

<yk+bk_1

; ) < ()l < (k).

Par ailleurs, comme p < [n/2], on a [n/k] > 1 pour k € {1,...,p —1}. Comme
Y1+ 2y + ...+ ny, = n, on a aussi y, < n pour tout k; en appliquant encore le lemme
2.16, on en déduit la majoration :

+ b, —1
(y'“ g ) < (y)h < nl.
Yk
11 vient :
n p—1 n
Y +bp — 1 Yp + bk — 1 Yp + b — 1
Pl Yk Pl Yk kep Yk
< pbrllonbe -(p*)* o n®)¥ .
P(n) Q(n)

On a d’une part :

Comme 3,1 < 8, < ®%(p) =p*, on a :

P(n) < nf" =~ T = exp (na%l ln(n)) ~ @3 (n),

d’ott P(n) X ®3(n).
Enfin, en passant au logarithme dans I’expression :

R(n) = (p*)* ... (") = ¢ (yp, - > yn) (2.13)

on obtient une fonction linéaire des variables y,, . .., y,. Ces variables appartiennent au
simplexe défini par les équations :

Yp=>0,...,y, >0
Yp+ P+ Dypt1 +...+ny, <n
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donc cette application linéaire atteint son maximum en 'un des sommets; par
conséquent il en va de méme pour ¢. En notant F (k) = (k*)*, on en déduit que

Q(n) <max{F(p),F(p+1),...,F(n)}. En écrivant F (k) = exp(an#), on voit que

la fonction F' décroit sur [3,+oc[. Par suite, lorsque n est suffisamment grand, on a
max{F(p), F(p+1),...,F(n)} = F(p). Il vient :

n L 1In(n
Q) < F(p) = ()" = explon™2)) ~ exp(an‘ﬁll/(itxfl)))

In(n)n®/ @Dy ~ W3 (n).

( (0%
= ex
P a+1

Finalement, on a montré que Q(n) < @3 (n).
En récapitulant les résultats obtenus sur P(n) et Q(n), on a

ho(Yiy -y yn) = @333 ~ U3 Maintenant, en notant s(n) le nombre de solutions dans N
de I'inéquation y; + ...+ ny, < n, on a d’apres le lemme 2.20 s(n) ~ ®3(n) et donc :
Bu= > ha(yr--syn) 2 s(n)@(n) ~ D] ~ BF

Y1+...+nyn<n

dés que a > 1. Ceci prouve que I'on a Dim® TI(¥2) < a.
Démontrons maintenant I'inégalité Dim®(B,) > a. On rappelle tout d’abord que ’on a
stdim®(b,) = —1.Sia=1ona:

Y1+...+nyn<n Y1+...+nyn<n

d’oti le résultat. On suppose donc a > 1. Soit o/ €]1,a[ : on va montrer que

Dim*(B,) > ¢/, ce qui permettra d’en déduire que Dim®(B,) > « par passage & la limite
quand o' tend vers «.

Comme stdim?(b,) = a — 1, il existe N > 1 tel que, pour tout n > N, on ait

b, >n¥ 1> [na"l]. Choisissons alors n assez grand pour avoir en outre

N < [nY(@+1] < n; on notera p = p, = [n'/(¢'+1)]. Posons alors :

hn = ho(0,...,0,yn, .-, Yp, 0,...,0), (2.14)
ot g = [k¥ 1] pour k € {N, N +1,...,p}; on notera g, = 0 sinon. Grace & (2.12), on

voit que B,, > h,, lorsque Z k.yr <n.Or
k=1

n p P ,
S ohy =3 ke < 3 kAT < RAY < (V)T g,
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11 vient :

p p 1
Ym + b — 1 2[m* -1 o -1
B, hy, = H ( b ) > H ( —_—" car by et yp > [K“ ]

m=N
> exp([NY 7! +...4+[p¥ ) dapres le lemme 2.16

p
> exp() m” ' —p)
m=N

= exp(po‘,cl (p)) = exp(n“’/(a'+1)02(n)) ~ exp(n“’/(a’+1)) = P3,

o'

v

ou les réels c1(p) et co(n) tendent vers des constantes non nulles lorsque n (et donc p)
tendent vers I'infini. On en déduit alors que ¥3,(n) < B,,, d’ot ¥3, < B,, puis

Dim?(B,) > «'. Ceci prouve bien que I'on a Dim?® I1(¥2) > a.

Deuxiéme cas. On suppose ¢ = 3. On a, pour tout n > 1 : b, < ®3 (n) = exp(n®/(@+).
On pose a =a/(a+1) et § =1/a=1+ 1/a. On considére n > 1 suffisamment grand

pour avoir la minoration [5] > [(In n — 261n In n)°] > 1. On posera
p=p,=[(Inn—-25lnInn)°]. On a:

p* < (Inn—25InInn)’ =Inn—25In In n,

d’ot exp(p?) < ﬁ. Comme y; + ...+ ny, =n, on a yx < n/k pour tout k. D’apres
nn
le lemme 2.16, n°1, on peut majorer :
b, — 1
(yk O ) <br <F(k)= exp(k*)™* pour tout k ;
Yk
by — 1 a
(y” k ) <y < Gk) = n*) i k < [n/2).
Yk

On notera que k — F(k) est décroissante et k — G(k) est croissante. Il vient :

ha(Yt, -1 Yn) = ﬁ(yk+bk—1>
= p1<y’“+bk_1>ﬁ(yk+bk—1)
< 2‘(1) .G(p— 1)11;_(,, F(n)
< G@)P.F(@p)...F(n).



On a déja :

In n.n(In n — 261n In n)°
GY = explinn.exp(p) p) < exp (1P 20 I IR
(In n)
n n
< ) = ) = Ta
< Pl ) = P ) = o

De plus,
Q(n) =F(p)...F(n) = (exp p*)* ... (exp n®)"".

[’argument utilisé dans la premiere partie de la démonstration permet de voir qu’il
existe k € {p,p+1,...,n} tel que Q(n) < (exp k2)"* = exp(nk=/(@*1). Cette dernicre
expression étant décroissante par rapport a la variable k£, on peut majorer :

n

Q) < (expp)" =exp ((ln n— 25 Inn) ” L

) ~ el

- eXp((lnn—Qéln Inn

En rassemblant les deux majorations ainsi établies, on a donc
hn (Y1, -+ -y yn) = PLOL ~ B2 lorsque y; + ... + y, < n. Comme il existe
s(n) =p(1) + ...+ p(n) solutions entieres & cette inéquation et que s(n) ~ ®3, on a :

Bn - Z hn(yla .. -ayn) j S(TL)(I)i ~ (I)ia

y1+...4+ny,<n

d’ott Dim*(B,) < a.

Démontrons & présent que Dim*(B,,) > a. Soit a = a/(a + 1). On a stdim®(b,) = a. On
en déduit que, pour tout o < «, il existe un entier Nc¢ > 1 tel que, pour tout n > 1, on
ait b, > exp(n®) + 1, avec o’ = o/ /(! + 1).

Posons § = 1/a’ =1+ 1/ca’. On pose aussi p = p, = [In(n?)’], et on choisit n > 1
suffisamment grand pour avoir les conditions supplémentaires suivantes :

1 n
21n(n2)0"

n > [In(n?)°] et

DN W

>

SRS
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On pose enfin y, = [n/p]. Dans le calcul qui suit, on notera ¢, = b, — 1. On a, en se
servant de 1’équivalent de Stirling (2.3) :

by +yp—1 (cp +yp)™¥ [y +y,
H”(p) = ~ Cp, Yp 9
Yp Cp Yp TCpYp
> (I +yp/cp)? (1 + cp/yp)?
o \/ 2T CplYp
(/yp)™ Qn(p)

\/ﬁyp \/(Cp/yp) ~ V2’

b, — 1
ou 'on a posé Q,(p) = ( P
n

[In(n?)°] = p,In(n?)?; en particulier nh_)nolo pn = 1. En utilisant les minorations :

n/p—3/2
) . On définit une suite p, par la condition

1 n
21n(n2)?

>

et b,—1> exp(p“l),

=S
DN | Lo

on voit que :

0,002 (22N oy (S i),

Orona: , , ,
p* = p% In(n*)*? = p& In(n”) = 2p% In(n).

Il vient :
n

Q)2 exp (s 268~ 1))
Comme lim pf;' =1, il existe ¢ > 0 tel que, pour tout n suffisamment grand, on ait
n—oe

208 —1
21+6

> ¢ > 0. Dans ce cas, on a aussi :

Qn(p) > exp (W) ~ @ (n).

11 vient :

1
B, = Z hn(yla---:yn) ZHn(p) = (Di' N(I)i’a
2mn
Y1+...+nyn<n
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d’ou Dim4(Bn) > o. En faisant tendre o/ vers «, on en déduit que Dim* I(ws) > a.
Troisiéme cas. On suppose ¢ > 4. On pose par commodité r = ¢ — 3 et a = 1/a. Pour

tout k > 1, on a b, < ®(k) = exp (W) On considere n > 1 suffisamment grand
n
pour avoir aussi les inégalités [5] > [In n] > 1. On posera p = p, = [In n]. Comme

précédemment, pour y; + ...+ ny, = n, on a les majorations :

by — 1 k
(yk + O 7) pour tout k ;
Yk (In) p)a

Yk + bk — 1 by _ k :
( " ) <y SG(k)—eXp(lnn.exp(m)) si k < [n/2].

) < b < F(k) =exp (

On notera que k — F'(k) est décroissante et k — G(k) est croissante. On vérifie que
F(p) = exXp (m) et que :

G(p)? =exp(InnIn n M) < exp(v/n) = ®2.

Comme dans les premier et deuxieme cas, on en déduit la majoration, pour n assez
grand :

B, = ®}(n)®L" (n)®i(n) ~ 2" (n),
d’ou Dim?*! II(®%) < a.
I reste & établir que Dim?*!(B,) > a. Soit a = a/(a + 1). On note toujours b = A(¥?).
Comme dans le cas ¢ = 3, on montre que, pour tout o/ < «, il existe un entier N > 0 tel
que

n
(V’I’LEN) . aneXP<W>+1

On pose p = p, = [In(n)], et on choisit n > 1 suffisamment grand pour avoir la condition

0
n 1 PN H Qn(p)
. On a, comme dans le deuxiéme cas, H,(p) = Torn s AVEC

. n/p—3/2
Qn(p) = (b” 1) :

n

. ..n 3
supplémentaire — — 3 >

On montre alors que :

1 n
> 1)) > ~ L
On(p) 2 exp (n ((1n<q3> In(n))1/e’ )) =P (can(qz) n)l/a') o

d’ott I'on déduit comme précédemment que Dim?™" IT(¥2) > a.
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Corollaire 2.25 Soient {a,},>1 une suite croissante d’entiers positifs et ¢ > 2 un
entier. Si ¢ =2, on suppose Dim?(a,) > 1. On a alors les inégalités suivantes :

Dim?(a) < Dim?™* I1(a) < Dim?** II(a) < Dim%(a).

Preuve. Comme la suite a est croissante, on a a = Dim?(a) = stdim?(a) et
f = Dim?(a) = stdim?(a). Pour € > 0 suffisamment proche de 0, il existe donc un entier
N > 1 tel que, pour tout n > N :

¥ (n) < an < VL. (n).

D’apres le lemme 2.22, il vient I1(V5__) < T(a) X TI(¥F, ). Compte tenu de la
proposition 2.24; on en déduit par passage aux dimensions :

B —¢e < Dim?*'M(a) < Dim?*! T(a) < a +¢.

Le résultat du corollaire provient du passage a la limite quand ¢ tend vers 0.

2.2 Croissance et dimension des algebres et modules de
Poisson

2.2.1 Sous-espaces engendrés par des mondmes

2.2.1.1 Algebres de Poisson

Notations 2.26 Pour toute algebre de Poisson P et tous sous-espaces X,Y C P on

notera :
XxY =XY+YX+{X Y} (2.15)

Définition 2.27 Soient P une algebre de Poisson et X C P un sous-espace vectoriel.
On définit par récurrence une famille croissante de sous-espaces {Xp(n)},>1 de P de la
maniere suivante : Xp(1) = X et, pour n > 1:

Xp(n+1)=Xpn)+ > Xp(i)*Xp(j). (2.16)

i+j=n-+1

On dira que Xp(n) est le sous-espace engendré par les monémes de Poisson de longueur
au plus n en les éléments de X.

Par construction, on a donc les inclusions suivantes, pour tous 7,7 > 1 :

Xp(i)  Xp(j) € Xp(i + ), (2.17)
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autrement dit Xp(i)Xp(j) C Xp(i+j) et {Xp(i), Xp(j)} € Xp(i + 7). Le sous-espace
P(X) = U Xp(n) est alors une sous-algebre de Poisson de P; plus précisément c’est la

n>1
sous-algebre de Poisson de P engendrée par X.

Lemme 2.28 Soient P une algébre de Poisson, X C P un sous-espace vectoriel et
{Xp(n)}n>1 la famille définie a partir de X comme précédemment. On a, pour tout
n>1:

Preuve. On note pour simplifier X (k) au lieu de Xp(k). On va d’abord établir
I’inclusion suivante, pour tous ,7 > 1 :

X@)*X(j) C X% X(i+75—1). (2.19)

On procede par récurrence sur i. Pour 7 = 1 c’est évident, parce que X (1) = X.
Supposons & présent la relation 2.19 établie pour tout i € {1,...,k} et établissons-la
pouri=k+1.0Ona X(k+1)=X(k)+XxX(k), dou:

X(k+1) % X(j) C X(k)*X(j) + (X x X (k)) % X (j)-
Par hypothése de récurrence on a X (k) x X(j) C X x X(k+j—1) C X x X(k + j).
Examinons le deuxiéme terme. On écrit X * X (k) = X. X (k) + X (k). X +{X, X(k)},

d’out 'on déduit :

(X *X(k)*xX(j) = (X.X(k)+X(k).X+{X X(k)}).X(4)
+X (). (X.X(k)+ X(k).X +{X,X(k)})
+H{X.X(k)+ X (k)X +{X,X(k)},X()}.

On a, d’apres (2.17) :

(X.X(K)).X() = X.(X(k)X(H))
(X(k).X).X(j) = X(k).(XX())

XX(G+k)CX*xX({+Ek);
X(k).X(+1),

d’ou, par hypothese de récurrence : (X (k).X).X(j) € X x X (k + j). Ensuite, en
utilisant le fait que {.,.} est une bidérivation, on a :

({X, X(k)})-X(5) € {X, X (k)X ()} + X (k){X, X(j)}-
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Compte tenu de (2.17) et de ’hypothese de récurrence, il vient :
({X, X(K)})-X() € X, X (k+ )} + X(K).X(+1) € X X (k +5).

Ceci prouve que (X.X (k) + X (k).X +{X, X (k)}).X(j) C X % X(j + k). Un argument,
symétrique permet de voir que X (7) (X. X (k) + X (k). X + {X, X (k)}) C X x X(j + k).
Pour établir que {X.X (k) + X (k). X + {X, X (k)}, X (j)} € X x X (j + k) on procederait
de maniere analogue.

On peut a présent établir le lemme. Pour tout n > 1, on a, d’apres 2.19 :

X(n+1) = X(n)+ Z X(5) % X (5)
C X(n)+ Y X+X(@i+j-1)=X(n)+X*X(n)C X(n+1),

c’est la formule annoncée.

Remarque 2.29 Une algebre de Poisson peut étre engendrée par un sous-espace de
dimension finie en tant qu’algebre de Poisson sans étre de type fini comme algebre
associative. Par exemple, si g est de dimension infinie et engendrée par un sous-espace
de dimension finie X C g, I’algebre de Poisson S(g) est engendrée par K + X, qui est de
dimension finie. Par contre, en tant qu’algebre associative seulement, S(g) s’identifie &
une algebre de polynomes a une infinité de variables et n’est donc pas de type fini.

2.2.1.2 Cas des algebres associatives ou de Lie

Pour des algebres associatives ou de Lie, il existe déja des notions classiques de
sous-espaces engendrés par des monémes (voir par exemple [33]). On va voir que la
notion introduite ici en est une généralisation.
Soit (S, -) une algebre associative ou de Lie. Les sous-espaces engendrés par les mondmes
de longueur < n en les éléments de X sont définis classiquement de la maniere suivante :
X'=Xet,pourn>1 :

XM= X" 4 X . X" (2.20)

Pour les algebres associatives, cela signifie que tout élément de X™ est une combinaison
linéaire de produits d’éléments de X de la forme x1x5 ...z, ou k < n. Dans le cas des
algebres de Lie, cela signifie que tout élément de X" est une combinaison linéaire de
crochets itérés d’éléments de X de la forme [z, [z, ..., [xg—1, xk] .. .]] avec k < n.

Lemme 2.30 Avec les notations précédentes, on a pour tout n > 1 : X™ = Xp(n).
Autrement dit, pour la structure de Poisson naturelle sur une algébre associative ou de
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Lie, les sous-espaces engendrés par les monomes de Poisson de longueur < n ou par les
monomes classiques de longueur < n en les éléments de X sont les mémes.

Preuve. On procede par récurrence sur n, le cas n = 1 étant clair.

Supposons dans un premier temps que S est associative. Pour X, Y C S, on a
X*xY=X-Y+Y-X+[X,Y]=X-Y +Y - X. Supposons avoir Xp(k) = X* pour
tout k € {1,...,n}; on a alors :

Xp(n+1) = Xp(n)+ > Xp(i)*Xp(l)=X"+ Y X' X
i+j=n+1 i+j=n+1
C X"+ ) X'XICXxm

i+j=n+1

L’inclusion X" C Xp(n + 1) étant claire, le résultat est démontré si S est associative.
Supposons maintenant que S est une algebre de Lie, et notons [.,.] son crochet. Pour
X, YCS,onaalors X xY =XY +Y.X+[X,Y]=[X,Y]. Pour tout n > 1, on a
d’apres la définition (2.20) et le lemme 2.28 :

Xn+1 =X"+ [X,Xn] :XP(TL) +X*Xp(n) = Xp(n+ 1),

d’oll le résultat si S est une algebre de Lie.

2.2.1.3 Monomes de Poisson

Soient P une algebre de Poisson et X C P un sous-espace. On considere la suite
{Xp(n)}n>1 des sous-espaces engendrés par les monémes de Poisson en les éléments de
X définie en 2.27. Par ailleurs, on peut considérer P comme une algebre de Lie seulement
(en oubliant la structure associative); on a alors une autre famille de sous-espaces
{X7}}n>1, & savoir les sous-espaces engendrés par les monémes de Lie en les éléments de
X définis par les formules (2.20). Ces sous-espaces sont liés par les identités suivantes :

Lemme 2.31 Avec les notations précédentes, on a, pour tout n > 1 :
Xpn)= Y XPXP.XE
Jitet+ix<n

Autrement dit, tout élément de Xp(n) se décompose comme combinaison linéaire
d’éléments de la forme & ... &, ot chaque &, est un crochet itéré d’éléments de X de la
forme & = {xp1, {- .-, {%kj—1, Tk, } - - -}}, avec xp ; € X pour tous k,j et
Nt <n
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Preuve. On pose S, = Z X7 X2 ... X% On veut démontrer que Xp(n) = S,
jitetip<n

pour tout 7. Grace aux relations (2.17), I'inclusion Xp(n) 2 S, est évidente; on va

démontrer I'inclusion réciproque par récurrence. Pour n =1, on a Xp(1) = X = S ;

supposons a présent n > 1 et Xp(k) C Sk pour tout & < n. Soient i,j < n tels que

t+j=n+1. Alors :

XXp(n) C X;( > X{l...th)

Jit.+5ln
Jo Jt
C S XP X = S
Jo+gi+..+je<n+1

De méme, on montre que Xp(n)X C S, ;. Enfin, compte tenu du fait que {.,.} est une
bidérivation d’algebre associative :

XXe(m)} € 3 (XX X3

g1t +jln

t
SO XXX XEYXT X

Jit-+ie<n s=1

N

¢
C DY D XXX XX
Jit.+5e<<n s=1
C > XX} = Sua
’i1+---+it§n+1
Il vient : Xp(n+1) = Xp(n) + X x Xp(n) C Sp11. Le lemme est démontré.

2.2.1.4 Modules de Poisson

Notations 2.32 Soient P une algebre de Poisson et M un module de Poisson sur P.
Soient X C P et E C M deux sous-espaces vectoriels, on pose

XxE=XFE+EX+{X,E}y CM. (2.21)

Définition 2.33 Soient P une algebre de Poisson et M un module de Poisson sur P.
Soient X C P et E C M deux sous-espaces vectoriels. On définit par récurrence une
suite {E7(n)},5, de sous-espaces de M de la maniére suivante : Eq (1) = E et, pour
n>1 ;

E;g(nﬂ):Ej;(n)f > Xp(i)* Exy (). (2.22)



Remarque 2.34

1. Lorsque M = P considéré comme un P-module de Poisson et qu’on choisit X = F,
on a B (n) = Xp(n) pour tout n > 1.

2. Pour tous 4,5 > 1, on a Xp(i) x Ex(j) C Ex(i + 7).

Si X est un sous-espace générateur de P, le sous-espace M(F) = U E(n) est un

n>1
sous-module de Poisson de M. Plus précisément, c’est le sous-module de Poisson de M
engendré par E. En particulier, M est de type fini si et seulement s’il existe un
sous-espace E C M de dimension finie tel que M = M(FE). Si de plus P est de type fini,
on peut choisir X de dimension finie aussi; dans ce cas, tous les sous-espaces Ez5(n)
sont de dimension finie.

Lemme 2.35 Soient P une algébre de Poisson, M un module de Poisson sur P et
X C P, EC M deur sous-espaces. On a, pour tout n > 1 :

Ey(n+1) = Ex(n) + X x By (n).

Preuve. On procede de méme que dans le lemme 2.28.

Soit M un P-module de Poisson. Comme M peut étre considéré comme un module a
gauche sur I'algébre enveloppante A(P), on s’intéresse a la comparaison des sous-espaces
de monomes comme définis ci-dessus dans M en tant que P-module de Poisson et dans
M en tant que A(P)-module & gauche.

Lemme 2.36 Soient P une algébre de Poisson, A = A(P) son algébre enveloppante et
M un P-module de Poisson, considéré comme un A(P)-module & gauche. Soient

X C P, EC M deuz sous-espaces. On note [X|o C A(P) le sous-espace de P engendré
par les éléments Ty, x, et T tels que z € X et [X] = [X]o + K1y C A(P) le sous-espace
de A(P) engendré par [X]o et ’élément unité 14. On a :

X+E=[X]y-E e E+X*E=[X]-E.

Preuve. La deuxieme identité résulte immédiatement de la premiere. Démontrons
celle-ci. Le sous-espace X x E est engendré par les éléments :

x.m, m.x ou {x,m}y, avec z € X, m € E.

Par définition de la structure de A(P)-module & gauche sur M, il s’agit exactement des
éléments de la forme :

Ty-M, T, M OU Ty -m, avec z € X, m € .
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Or ces éléments engendrent bien le sous-espace [X|o - F : le lemme est démontré.

Soient P une algebre de Poisson, M un module de Poisson sur P et A = A(P) lalgebre
enveloppante de P. On considére des sous-espaces E C M et X C P. Notons [X] C A le
sous-espace engendré par X, + X, + X, et 'élément unité 14 € A. On définit des
Sous-espaces EA)/([’P(n) et E][\f[q’A(n), pour n > 1, de la maniére suivante. Les sous-espaces
E+F(n) sont ceux définis par EoF (1) = E et la relation de récurrence (2.22). Les

sous-espaces E][\f[(]’A(n) sont définis classiquement par :

By (n) = (X" E,
avec la convention [X]° = Kl (voir par exemple [24, chapitre 5]).
Proposition 2.37 Avec les notations précédentes, on a :
Yn>1): EXT(n) = EYM(n).

Preuve. Pour alléger les notations on notera E¥(n) et E4(n) au lieu de Er" (n) et
EE&I(]’A(n). Pour n =1 on a bien E¥(1) = E = E“(1). Supposons maintenant n > 1 et
E4(n) = EF(n); montrons que E4(n + 1) = EF(n + 1) aussi. En utilisant le lemme 2.36
et le lemme précédent, on a :

EA(n+1) = [X]E4(n) = [X]EF(n) = EX(n) + X x EF(n) = EP(n +1).

La proposition est établie.

2.2.2 Croissance et dimensions
2.2.2.1 Notion de croissance

Définition 2.38

1. Soient P une algebre de Poisson et X C P un sous-espace de dimension finie. On
considere la suite des sous-espaces engendrés par les monomes de Poisson en les
éléments de X, notée {Xp(n)},>1 et définie en 2.27. Comme X est de dimension
finie, I’espace vectoriel Xp(n) est de dimension finie pour tout n > 1. Dans ce cas,
la fonction de croissance attachée a X est la fonction définie par la formule :
vx(P;n) = dim Xp(n). On notera souvent yx(n) si aucune confusion sur P n’est
possible.

2. Soient P une algebre de Poisson, M un module de Poisson sur P, X C P et
E C M deux sous-espaces vectoriels de dimension finie. On considere la suite des

59



sous-espaces { E7y(n)}n>1 définie en 2.33. Comme X et E sont de dimension finie,
I’espace vectoriel E3;(n) est de dimension finie pour tout n > 1. Dans ce cas, on
peut définir la fonction de croissance attachée a E et X par la formule :

Vix (M;n) = dim Egj(n).

Lemme 2.39

1. Soit P une algebre de Poisson. On suppose que P admet un sous-espace générateur
de dimension finie X. Alors la classe d’équivalence de la fonction de croissance yx
modulo ~ ne dépend pas du choix de X.

2. Soient P une algebre de Poisson et M un module de Poisson sur P. On suppose
que P et M admettent des sous-espaces générateurs de dimension finie X C P et
E C M. Alors la classe d’équivalence de la fonction de croissance ’yg,X(M; n)
modulo ~ ne dépend pas des choix de X et F.

Preuve. On démontre par exemple le n°1; le n°2 se traiterait de la méme maniere.
Soient X, Y deux sous-espaces générateurs finis de P. Il existe N > 0 tel que X soit
contenu dans Yp(NN). Montrons alors par récurrence que Xp(n) C Yp(Nn) pour tout
n > 1. Cest clair pour n = 1; si ’on suppose maintenant que Xp(j) C Yp(Nj) pour
tout j € {1,...,n} : on a, en utilisant le lemme 2.28 :

I1 en résulte que vx(n) < vy (Nn), d’olt yx <X yy. Par symétrie, on a aussi 7y =< vx.
Le lemme précédent justifie les définitions suivantes :

Définition 2.40

1. Soit P une algebre de Poisson engendrée par un sous-espace de dimension finie X.
On appelle croissance de P et on note I'(P) la classe d’équivalence de yx modulo
~. Celle-ci est indépendante du choix de X.

2. Soient P une algebre de Poisson et M un module de Poisson sur P. On suppose
que P et M admettent des sous-espaces générateurs de dimension finie X C P et
E C M. On appelle croissance de P et on note I'' (M) la classe d’équivalence de la
fonction v x(M;n) modulo ~. Celle-ci est indépendante des choix de X et E. On
notera I'(M) si aucune confusion sur P n’est possible.

D’apres la remarque 1.3, on pourra aussi parler de la croissance des algebres associatives

ou des algebres de Lie, ainsi que de leurs modules. On retrouve ainsi les notions
classiques développées par exemple dans [24] et [33].
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2.2.2.2 Dimensions, niveaux

Définition 2.41 Soient P une algebre de Poisson et ¢ > 1 un entier.

1. Si P est de type fini, on appelle dimension de niveau q de P (resp. dimension
inférieure de niveau q de P) la quantité Dim?(P) = Dim?(I'(P)) (resp.
Dim?(P) = Dim%(I'(P))). Le niveau de P, noté lev(P), est défini par
lev(P) =lev (D(P)).

2. Dans le cas général, la dimension de niveau q de P (resp. la dimension inférieure
de niveau q de P, resp. le niveau de P) est définie par :

Dim?(P) = sgp{Dimq(Q)} (resp. sgp{Di_mq(Q)}, resp. sgp{lev(@)}),

ou () parcourt ’ensemble des sous-algebres de Poisson de type fini de P.

Les propriétés générales du niveau des fonctions permet de décrire le niveau d’une
algébre de Poisson P comme suit. S’il existe un entier ¢ € N* tel que Dim?(P) =]0, +o00],
alors Dim"(P) = 400 pour tout r < ¢ et Dim"(P) = 0 pour r > ¢ : dans ce cas, on a
lev(P) = q. S'il existe ¢ € N* tel que Dim?(P) = +oc et Dim?*!(P) = 0, alors P est
située entre les niveaux ¢ et g + 1.

Définition 2.42 Soient P une algebre de Poisson, M un P-module de Poisson et ¢ > 1
un entier.

1. Si P et M sont de type fini, on appelle dimension de niveau q de M (resp.
dimension inférieure de niveau q de M) la quantité Dim?(M) = Dim?(I'(M)) (resp.
Dim?(M) = Dim?(T'*(M))). Le niveau de M, noté lev(M), est défini par
lev(M) = lev (TP (M)).

2. Dans le cas général, la dimension de niveau q de M (resp. la dimension inférieure
de niveau q de M, resp. le niveau de M) est définie par :

Dim?(M) = sup {Dim?(Ng)} (resp. sup {Dim?(Ng)}, resp. sup {lev(Ng)}),
QaNQ Q:NQ Q:NQ

ol ) C P parcourt 'ensemble des sous-algebres de Poisson de type fini de P et
Ng C M T'ensemble des sous-(-modules de Poisson de type fini.

Remarque 2.43

1. D’apres le lemme 2.13, on voit que pour ¢ = 2, on retrouve la notion classique de
dimension de Gelfand-Kirillov des algebres associatives et de leurs modules. Pour
g = 3, on retrouve (& normalisation prés) la notion de superdimension.
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2. Soit P une algebre de Poisson de type fini. On munit P de la structure naturelle de
P-module de Poisson décrite dans I’exemple 1.18, n°1. Alors I'(P) = T'(P) : la
croissance de ’algebre de Poisson P est égale a la croissance du P-module de
Poisson P.

Lemme 2.44 Soient P une algébre de Poisson et M un P-module de Poisson. On a :
Dim'(M) = Dim'(M) = dim(M). (2.23)
En particulier, on a aussi Dim'(P) = Dim'(P) = dim(P).

Preuve. Il est clair qu’on peut se contenter d’établir (2.23) lorsque P et M sont de
type fini. Soient X C P et E C M des sou-espaces générateurs de dimension finie. On
note y(n) au lieu de 5 x(M;n). Comme 7 est croissante, on a

lim v(n) = limsupy(n) = liminfy(n); d’apres les lemmes 2.11 et 2.13 on a :
n—00 n—00 n—00

Dim!(M) = Dim"(M) = lim 7(n).

n—oo

Comme M = U B (n) et y(n) = dim E(n), il est clair que lim y(n) = dim(M).
n—oo
n>1
Le lemme précédent justifie le fait que, dans la suite, on s’intéresse surtout aux
dimensions de niveaux q > 2.

Proposition 2.45 Soit P une algébre de Poisson. On suppose lev(P) < oco. Alors toute
sous-algebre integre de P vérifie les conditions de Ore. En particulier, si P est integre,
P admet un corps des fractions.

Preuve. Observons d’abord que P ne contient pas d’algebre libre a deux générateurs.
En effet, la dimension de niveau ¢ d’une algebre non-commutative libre est infinie, quel
que soit g, or il existe ¢ > 1 tel que Dim?(P) < oo. Soit B C P une sous-algebre integre :
comme B ne contient pas d’algebre libre non-commutative, B vérifie les conditions de
Ore a gauche et a droite d’apres le lemme de Jategaonkar [24, proposition 4.13].

2.2.2.3 Croissance de ’algébre associative sous-jacente a une algébre de Poisson

Proposition 2.46 Soit P une algébre de Poisson qui est de type fini en tant qu’algébre
associative. Alors les croissances de P comme algebre de Poisson et comme algébre
associative sont égales.
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Preuve. Soit X C P un systeme générateur de P en tant qu’algebre associative. On
note X 4(n) (resp. Xp(n)) les sous-espaces engendrés par les mondmes associatifs (resp.
les mondmes de Poisson) de longueur < n en les éléments de X. On note ensuite
74 (n) = dim X,4(n) et v§(n) = dim Xp(n). Comme X4(n) C Xp(n), on a
immédiatement v4 (n) < v (n).
Démontrons a présent 1’'inégalité réciproque. L’algebre associative sous-jacente a P étant
de type fini, il existe un entier N > 1 tel que {X, X} C X4(2N). Montrons d’abord que,
pour tout 7 > 1, on a {X, X4(n)} C X4(n+ 2N). Par construction, on a

n

= ZX’“; il vient :
k=1

{X,X4(n)} = Z{X XJ}CZ Z XX, X} X

C Z > ZXXSXJC Zxk Xa(n+2N).

k=1 i+j=k—1 s=1

Maintenant, par récurrence sur n, on démontre que Xp(n) C X4(nN). Pour n =1, c’est
vrai par choix de N. Ensuite, on a d’apres le lemme 2.28 :

On a toujours X.X4(nN) + X4(nN).X C X4(nN +1) C X4((n+1)N). D’apres ce qui
précede, on a aussi {X, X4(nN)} C Xa(nN + N) = X4((n+ 1)N). 1l vient

Xp(n+1) C X4((n+1)N), ce qui acheéve la récurrence. En passant aux dimensions, on
a vE(n) < v4(Nn), d’ott I'on déduit que v% < v4. La proposition est établie.

2.2.2.4 Croissance des modules

Soient P une algebre de Poisson et A(P) son algeébre enveloppante. On reprend les
notations 1.24. Posons alors [X] = X + X, + X, + K C A(P).

Proposition 2.47 Soit M un module de Poisson sur P. On considére des sous-espaces
de dimension finie E C M et X C P. Alors la fonction de croissance attachée auz
sous-espaces X C P et E C M, considéré comme P-module de Poisson, est égale a la
fonction de croissance attachée o [X] C A(P) et E C M, considéré comme A(P)-module
@ gauche. En particulier, si P et M sont de type fini, on a T¥ (M) = TAP)(M).
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Preuve. C’est un corollaire immédiat de la proposition 2.37.

Corollaire 2.48 Soient P une algébre de Poisson, M un module de Poisson sur P et
q > 1 un entier. Les quantités Dim?(M) et Dim?(M) sont indépendantes du fait que ’on
considére M comme P-module de Poisson ou comme A(P)-module & gauche.

La plupart des résultats concernant les croissances des modules de Poisson pourront
donc étre dérivés immédiatement des théoremes relatifs aux modules sur les algebres
associatives et figurant par exemple dans [24].

2.2.3 Propriétés générales

Proposition 2.49 Soient P une algébre de Poisson et M un P-module de Poisson. On
suppose P et M de type fini.

1.

Si M =@ M;, alors T(M) =) T(M).
j=1 i=1

Soit 0 - K — M — N — 0 une suite exacte de P-modules de Poisson de type fini.
On aT (M) =T(N)+T(K). Si K est de dimension finie et M est de dimension
infinie, on a T'(M) =T'(N). Si N est de dimension finie et M est de dimension
infinie, on a I'(M) = I'(K).

Soit J C P un idéal de Poisson tel que Jx M =0, de sorte que M est
naturellement un P/J- module de Poisson. Alors T¥(M) =TF/7(M) : les
croissances de M comme P-module et comme P/J-module sont égales.

Soit Ay € End(M) le quotient de l’algébre enveloppante de Poisson A(P) défini
par le morphisme de structure A(P) — End(M). Alors il existe une constante
¢ >0 telle que T'(M) < c.I'(Ap).

Soit a € Endp(M) un endomorphisme de module de Poisson. On suppose «
injectif. Alors T'(n)I'(M/aM) <X T'(M).

n
Si M = ZMJ' et M est de dimension infinie, alors
j=1

I'(M) =sup{l'(M;) |j=1,...,n}.

Preuve. Ces résultats peuvent étre obtenus en adaptant les démonstrations de [24,
chapitre 5]. On va par exemple établir le n°2. Soient X C P un sous-espace générateur
de P. Soit ' C M un sous-espace générateur de M et FF C N I'image de F dans N.
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Comme K est de type fini, on peut supposer que le sous-espace G = E'N K engendre K.
Pour tout n > 1, on a la suite exacte :
0 — KN Ey(n) = Ex(n) = Fy(n) =0,

d’ott g, x (M;n) = vr,x(N;n) + dim (K N Ef (n)). Par ailleurs, comme
EDG=EnNK,ilest clair que K N E3(n) O Gx(n) pour tout n > 1, d’ou
dim (K N Ey(n )) > va.x(K;n) et done :

Ye,x(M;n) > vrx(N;n) + va,x(K;n).

En passant aux croissances, il vient I'(M) > I'(N) + I'(K).
Si dim(K) < oo, on peut supposer G = K, de sorte que K N E3:(n) = K pour tout
n > 1. Il vient :

Ye,x(M;n) = vpx(N;n) + dim(K).
Si M est de dimension infinie, on a alors vg x (M;n) = yp x(N;n), d’ott 'on déduit que
Ve,x (M;n) ~ ypx(N;n).
Supposons a présent dim(/N) < oo. On choisit un sous-espace S C M de dimension finie
tel que M = K @ S. On peut alors supposer £ = G & S. Comme K est de type fini, il
existe N > 1 tel que X x F C G%(N 4 1) + S. Démontrons d’abord par récurrence la

relation suivante :
(Vn>1) X xGr(n) C GR(N +n) + 8. (2.24)

Sin =1, c’est la définition de ’entier N. Pour n > 1, on a :

X xGx(n+1) X * (G (n) + X * G (n))
(GX(N +n)+5) + X * (X *Gg(n))
Gx(N+n)+ S+ X *(S+GE(N +n))
GE(N+n)+S+X xS+ XxGX(N +n)
S+GR(N+n)+Gr(N+1)+Gx(N+n+1),

N 1N 1N N

d’ol1 'inclusion annoncée.
Maintenant on établit, toujours par récurrence :

(Vn>1) Ey(n) CGr(nN +1)+ 8. (2.25)
Pourn=1,ona E(1)=E=G+S=G5(1)+SCGZ(N+1)+S.Pour n > 1:
E¥(n+1) EX(n) + X % Ex(n)
S+Gx(Nn+1)+ X % (S+Gg(Nn+1))
S+GR(Nn+1)+1) +GR(N+1)+Gx(N(n=1)+1)
S+GR(N(n+1)+1).

N 1N 1N
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C’est la relation annoncée. En passant aux dimensions, il vient :

Vex(M;n) < dim(S) + v6,x (K; Nn+ 1) ~ v6,x(K;n),

et finalement ['Y(F) < T'¥(K). L’inégalité ['"(K) <X 'Y (E) a été établie précédemment.

Corollaire 2.50 Soient P une algébre de Poisson et M un P-module de Poisson. Soit
q > 2 un entier.

1.

2.

Si M = ZMJ" alors Dim?(M) = max{Dim?(M;) |j =1,...,n}.
j=1

Soit 0 - K — M — N — 0 une suite exacte de P-modules de Poisson de type fini.
On a Dim?(M) > max{Dim?(N),Dim?(K)}. Si K est de dimension finie et M est
de dimension infinie, on a Dim?(M) = Dim?(N). Si N est de dimension finie et M
est de dimension infinie, on a Dim?(M) = Dim?(K).

Soit Ay C End(M) le quotient de l’algébre enveloppante de Poisson A(P) défini
par le morphisme de structure A(P) — End(M). Alors Dim?(M) < Dim?(Ay).

Soit a € Endp(M) un endomorphisme de module de Poisson. On suppose «
injectif. Alors Dim*(M) > Dim*(M/aM) + 1 et, siq >3 :
Dim?(M) > Dim?(M/aM).

Proposition 2.51 Soit P,Q deux algébres de Poisson de type fina.

1.
2.
3.

Si @ est une sous-algébre ou un quotient de P, on a T'(Q) X T'(P).
I'PaQ)=T(P)+T(Q).

Sotent I,.J des idéauz bilatéres de P. Alors

sup{T'(P/I),T(P/J)} K T(P/(INJ)) X T(P/I)+T(P/J).

Si P =A et Q = B sont associatives et unitaires, on a I'(A® B) =T'(A)I'(B).

Soit J C P un idéal de Poisson contenant un élément réqulier a gauche ou a droite
dans P. Alors T'(n)I'(P/J) < T'(P).

Si0—J—>P—Q —0, ouJ est un idéal de dimension finie et P est de
dimension infinie, alors I'(P) = I'(Q).

Preuve. On va démontrer le n°4. Notons 7' = A ® B. Soient X C A, Y C B deux
sous-espaces générateurs; on peut supposer 14, € X, 15 € Y, de sorte que Ax(n) = X"
et By (n) = Y™ pour tout n. On pose Z = X @ Y C T, qui est un sous-espace générateur
de T contenant 17. On a alors :

Ty(n)=2"=(XQY)"CX"®Y"=(X"®@K).K®Y") C Z".2" = 7>,
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d’ott vz(T;n) < vx(A;n)vyy(B;n) < vz(T;2n). Or pour toute fonction croissante f et
toute constante C' > 1, on a toujours f(n) ~ f(Cn); il vient
vz(T5n) ~ vx(A;n)yy(B;n), d’ou le résultat.
Corollaire 2.52 Soit P,(Q deux algébres de Poisson de type fini et ¢ > 2 un entier.
1. 8i Q) est une sous-algébre ou un quotient de P, on a Dim?(Q) < Dim?(P).
2. Dim?(P & @) = max{Dim?(P), Dim?(Q)}.
3. Sotent I,J des idéauz bilatéres de P. Alors
Dim?(P/(I N J)) = max{Dim?(P/I),Dim?(P/J)}.

4. St P=A et Q = B sont associatives et unitaires, on a
Dim?*(A) + Dim?(B) < Dim?*(A ® B) < Dim?(A ® B) < Dim?(A) + Dim?(B).
Siqg>3:
max{Dim¢(A), Dim?(B)} < Dim(A®B) < Dim"(A®B) < max{Dim?(A), Dim?(B)}.

5. Soit J C P un idéal de Poisson contenant un élément réqulier a gauche ou a droite
dans P. Alors Dim*(P) > Dim*(P/J) + 1 et, pour ¢ > 3 : Dim?(P) > Dim?(P/.J).

6. i0—>J —= P —>Q —0, ouJ est un idéal de dimension finie et P est de
dimension infinie, alors Dim?(P) = Dim?(Q).

2.2.3.1 Localisation

Proposition 2.53 Soient P une algébre de Poisson de type fini et ) C P un systéme
de Ore a gauche formé d’éléments centraux relativement au produit associatif et au
crochet de Poisson. Le localisé Q' P est naturellement une algébre de Poisson. Soit
X C Q7'P un sous-espace de dimension finie. Alors T'(vx(Q7'P;n)) < I'(P).

Preuve. On note @ = Q' P. 1l existe un élément d € Q \ {0} tel que dX C P. Posons
alors Y = dX + Kd + K. Montrons que, pour tout n > 1, Qx(n) C d~"Yp(n).

Pour n = 1, cela résulte de la définition de Y. Supposons le résultat valable jusqu’a
I’ordre n. Soient 7, 7 < n. En utilisant le fait que d est central pour le produit associatif,
on a :

Qx(1)Qx(j) € d™'Yp(§)d7Yp(j) C d U Yp(i+ ) ;

en utilisant le fait que d est central pour le crochet de Poisson, c¢’est-a-dire constant pour
toutes les dérivations hamiltoniennes de P, on a :

{Qx(1),Qx ()} € {d Yp(i),d Yp(j)} = d “I{Yp(i), Yp(j)} C d TDYp(i + j).
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Maintenant, en réinjectant dans la relation

@x(n+1) =Qx(n) + Z Qx(1)Qx(7) +{@x (1), @x(7)}

1+j=n+1

et en observant que d"Yp(n) = d~"*.dYp(n) C d~™+VYp(n + 1), on obtient bien la
relation Qx(n) C d~"Yp(n).

Corollaire 2.54 Soient P une algébre de Poisson et Q2 C P un systéeme de Ore a gauche
formé d’éléments centraux relativement au produit associatif et au crochet de Poisson.
Soit ¢ > 2 un entier. Alors Dim?(Q~'P) = Dim?(P) et Dim?(2~'P) = Dim?(P).

2.2.3.2 Graduations et filtrations

Soit P une algebre de Poisson graduée, M = @ M®) un module de Poisson Z-gradué

keZ
en dimension finie. On note Ay (P) C End(M) le quotient de 1’algebre enveloppante

A(P) défini par le morphisme de structure A(P) — End(M). On note

Proposition 2.55 On suppose M et P de type fini. Alors T'(M) < T'(dy). Si de plus
Ap(P) est graduée en dimension finie, alors T'(M) =T (du).

Preuve. C’est le résultat de [24, lemme 6.1].

Soit P une algebre de Poisson filtrée. On considere un P-module M, filtré par une
famille de sous-espaces { M), }ncz. On notera dy,(n) = dim(M,,). Rappelons que 1’espace
vectoriel gradué Gr(M) est naturellement un module gradué sur I’algebre de Poisson

Gr(P).

Proposition 2.56 On utilise les notations précédentes.
1. On a TS PN (Gr M) X TP(M) X T(dy).
2. Si de plus Ap(P) est filtrée en dimension finie, alors
rerP)(Gr M) =TP(M) = T(dy).
Corollaire 2.57 Soit P une algébre de Poisson filtrée. On a I'(Gr(P)) <X T'(P).
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2.2.3.3 Algebres de Poisson commutatives

Le premier résultat ci-dessous souligne I'importance de tenir compte des crochets de
Poisson sur une algebre associative et commutative lors des calculs de dimensions.

Proposition 2.58 Soit P une algebre de Poisson commutative, munie du crochet trivial
{.,.} = 0. Alors Dim*(P) = 0.

Preuve. Comme le crochet {.,.} est trivial, les sous-algebres de Poisson de P sont
exactement les sous-algebres associatives de P. Soit () C P une sous-algebre de P de
type fini. Comme @ est commutative, on a Dim?*(Q) = GKdim(Q) < oo, donc
Dim?(Q) = 0. Par passage au sup, on en déduit que Dim?(P) = 0.

Remarque 2.59 On verra que pour des algebres commutatives P munies d’un crochet
de Poisson non nul, on peut avoir Dim?(P) # 0 pour ¢ > 3 (voir le corollaire 2.63
lorsque P est I'algébre symétrique d’une algebre de Lie).

Proposition 2.60 Soit P une algébre de Poisson commutative en tant qu’algébre
associative. Soit X C P un sous-espace de dimension finie. On définit par récurrence
XL(1) =X et XE(n+1) = X (n) + {X, XE(n)} pour n > 1. On note tx(n) le degré de
transcendance au sens classique de la sous-algébre commutative engendrée par X*(n).
Alors v§ = T(tx).

Preuve. On note Xp(n) le sous-espace de P engendré par les monémes de Poisson de
longueur < n en les éléments de X. Notons T'x = II(tx), ou opérateur II est défini en
2.21. On veut démontrer que dim Xp(n) > Tx(n).
Notons d = A(tyx), de sorte que d(i) = tx (i) — tx (i — 1) pour 7 > 2 et d(1) = tx(1). Soit
n > 1 un entier. Comme tx(n) = trdeg K[X%(n)], on peut choisir des éléments
algébriquement indépendants z; j, avec i € {1,...,n} et j € {1,...,d(n)}, tels que
z;; € XE (i) pour tout i. Les monomes de la forme

M(k) = M(kyt, - k) = 235yl byt e
pour k variant dans Ntx (™) sont linéairement indépendants. De plus, chaque
xf’f € XE(i)ki C Xp(ik;;). Par suite, on voit que M(ki1, ..., kndm) € Xp(n) si la
condition

(kii+ .. Fkiga) - Fnlkps + .o F Ekpgm) <n

est satisfaite. Par définition cette inégalité admet T'x (n) solutions telles que k; ; € N
pour tous ¢ et j, donc on a bien dim Xp(n) > Tx(n).
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2.2.4 Algebres de Lie et algebres enveloppantes

Soient g une algebre de Lie, U(g) son algebre enveloppante et S(g) son algebre
symétrique, munie du crochet de Poisson qui prolonge le crochet de Lie de g. On cherche
ici & comparer les dimensions de niveaux ¢ de g, U(g) et S(g).

Supposons d’abord g engendrée par un sous-espace vectoriel de dimension finie X. Alors
Palgebre U(g) est engendrée par X comme algebre associative et S(g) est engendrée par
X comme algebre de Poisson. On notera 7% (n) (resp. 74 (n), vy (n)) les fonctions de
croissance associées et X (n) (resp. A (n), A5 (n)) leurs dérivées discretes.

On choisit maintenant une base {uy, uo, ...} de g de la maniére suivante :

Uy .., Uy, estune basede X =gx(1);
Upy41s -« -5 Ungin, €St une base de gx(2) modulo gx (1) ;
Uny4nattng+1s - - - Unyfnot . 4ng4npps €St une base de gx (£ + 1) modulo gx (k) ;

En particulier, on a pour tout k > 1 :n; +...+n = dimgx (k) = 7% (k), soit encore
ni = A% (k). D’apres le théoréeme de Poincaré-Birkhoff-Witt, les monémes

{uj, ... uj, |71 < ... < jx} forment une base de U(g).

Pour le lemme qui suit, on a besoin de la notion de longueur d’un élément dans une
algebre de Poisson. Soit P une algebre de Poisson engendrée par un sous-espace
quelconque X C P. Pour tout p € P, on notera I3 (p) = inf{n > 1 |p € Xp(n)} la
longueur de p relative au systeme générateur X. Cette notion recoupe bien les notions
usuelles de longueur des éléments dans des algebres de Lie ou associatives.

Lemme 2.61 Soit g une algébre de Lie de type fini et {uq,us,...} une base de g
construite comme ci-dessus. Soient ji,...,jx > 1 des entiers (non nécessairement
ordonnés). On a :

llf{((g)(uh .- 'U’jk) = l?(g)(ujl <. ujk) = lf(“jl) +...+ l?(ujk)

Preuve. On peut par exemple procéder comme dans la démonstration de [39,
proposition 1].

Proposition 2.62 Soient g une algébre de Lie de type fini et X C g un sous-espace
générateur de dimension finie. Notons v%,7% et v% les fonctions de croissance associées
a X dans g, U(g) et S(g) respectivement. Alors on a :

=% =11(1%),

ot l'opérateur 11 est celui défini en 2.21.
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Preuve. On établit le lemme pour I’algebre enveloppante U(g) ; le cas de 'algebre
symétrique se démontre de méme. Notons X = A(¥4) et A = A(v%). Montrons que
pour tout k > 1, X4 (k) est le nombre de solutions de 1’équation :

]_.(77,1,1 S 7’),17)\(1)) + 2.(7’};2,1 T ng,/\(g)) —+ ...+ k.(nk,l —+ ...+ nk,)\(k)) = ]{I, (226)

ou les inconnues n; ; sont dans N. Par définition de I'opérateur II, ceci signifie bien que
X =11 (7%)-

Soit M = u;, ...u;, un monome de Poincaré-Birkhoff-Witt de longueur k. D’apres le
lemme 2.61, on voit que les u; apparaissant dans la décomposition de M sont tous de
longueur < k, autrement dit vérifient j < n; + ...+ ng. Par suite, on peut écrire tout
monodéme de Poincaré-Birkhoff-Witt de longueur £ de la maniére suivante :

— 11 T1,X(1) Ng,1 N, A(k)
M(ni, ... ngaw) = Uy o Uyay U@ b A =11 7 UAQ) e AR)?

avec des exposants n; ; € N. La longueur d’un tel monome est précisément
1.(7’2,171 + ...+ nl,)\(l)) + 2.(%2,1 + ...+ nQ,)\(Q)) 4+ ...+ k.(nm + ...+ nky)\(k)),

donc (n1,1, ...,k k) est une solution de (2.26). On peut donc définir une application
évidemment surjective entre ’ensemble des monomes de Poincaré-Birkhoff-Witt de
longueur k et I’ensemble des solutions de (2.26) ; le théoreme de Poincaré-Birkhoff-Witt
entraine aussi qu’elle est injective. La proposition est démontrée.

En appliquant le corollaire 2.25, on obtient :

Corollaire 2.63 Soient g une algebre de Lie de type fini, U(g) son algébre enveloppante
et S(g) son algébre symétrique.
1. Pour tout ¢ > 1, on a Dim? U(g) = Dim? S(g) et Dim?U(g) = Dim? S(g).

2. Pour toutq>1, ona :
Dim’(g) < Dim?*' U(g) < Dim?*! ¢(g) < Dim?(g).

Preuve. Le n°l résulte immédiatement de la proposition précédente, car les fonctions
de croissances dans S(g) et U(g) attachées a un sous-espace générateur X C g sont les
mémes. Le n°2 résulte du corollaire 2.25 si ¢ > 2. Si ¢ = 1, compte tenu du fait que
Dim'(g) = Dim'(g) = dim(g) et Dim? = GKdim, c’est une reformulation des résultats
de la théorie classique (voir par exemple [24, exemple 6.9]).

Corollaire 2.64 Soit g une algébre de Lie telle que lev(g) < co. Alors l’algébre U(g)
admet un corps des fractions.

Preuve. Silev(g) < oo, on alev U(g) < lev(g) + 1 > oco. Par suite, U(g) est intégre et
de niveau fini : d’apres la proposition 2.45, #(g) admet bien un corps de fractions.
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2.3 Degrés de transcendance

Dans cette partie, les algebres de Poisson considérées seront toujours unitaires et
localisables au sens de la définition 1.9 : autrement dit, le crochet de Poisson de P se
prolonge a tout localisé de P. Rappelons que c’est le cas si P est une algebre associative
avec le crochet {z,y} = 2y — yx ou si P est commutative (proposition 1.13). Enfin, pour
tout sous-espace Y C P, on notera P(Y') la sous-algebre de Poisson engendrée par Y.
L’étude générale des degrés de transcendance de niveau ¢ (sections 2.3.1 & 2.3.3) est
inspirée de I’étude du degré de transcendance de Gelfand-Kirillov par Zhang [42].

2.3.1 Définitions

Définition 2.65 Soient P une algebre de Poisson et ¢ > 1 un entier. Le degré de
transcendance de niveau q de P est défini par la formule :

Tdeg?(P) = sup irblf Dim? P(bX),
X

ou X parcourt I’ensemble des sous-espaces de dimension finie de P contenant 1p et b
I’ensemble des éléments réguliers de P.

Pour ¢ = 2 et P une algebre associative, muni du crochet de Poisson {z,y} = zy — yz,
on retrouve la notion de degré de transcendance de Gelfand et Kirillov défini en [19].
Pour ¢ =1 on a le résultat suivant :

Proposition 2.66 Soit P une algébre de Poisson de type fini. Alors
Tdeg' (P) = dim(P).

Preuve. On rappelle que Dim'(P) = dim(P) pour toute algebre de Poisson P. Si P est
de dimension finie, on a Dim'(Q) < Dim'(P) pour toute sous-algebre de Poisson Q C P,
d’ot 'on déduit facilement que Tdeg!(P) < dim(P). Etudions I'inégalité réciproque. Si
Tdeg' (P) = oo, on a aussi Dim' (P) = 0o. Si Tdeg'(P) < oo : soit X C P un
sous-espace de dimension finie. On a :

inf Dim! P(bX) < oo,

donc il existe un élément régulier b € P tel que dim P(bX) < co. Dans ce cas, b est un
élément régulier de I’algébre de dimension finie P(bX) : en particulier, b est inversible
dans P(bX). Dans ce cas, X = b~'.bX C P(bX), d’ott P(X) C P(bX) et aussi
Dim' P(X) < Dim' P(bX) < Tdeg'(P); finalement on a aussi
Dim'(P) = sup Dim' P(X) < Tdeg'(P).

X
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Dans tout ce qui suit, on pourra se limiter a ’étude du cas ou ¢ > 2. Comme dans la
partie 2.1.2.2 pour les fonctions, on voit que s’il existe ¢ > 1 tel que 0 < Tdeg?(P) < oo,
alors Tdeg"(P) = oo si r < g et Tdeg?(P) = 0sir > ¢ : on dira que P est de niveau de
transcendance g, on notera ¢ = Tlev(P). On voit facilement que Tlev(P) < lev(P).

2.3.2 Localisations

Dans tout ce qui suit, un entier ¢ > 1 est fixé.

Notations 2.67 Soient P une algebre de Poisson et X C P un sous-espace de
dimsension finie contenant 1p. On note

14(P) = inf Dim? P(bX),
b décrivant I’ensemble des éléments réguliers de P. On a donc Tdeg?(P) = sup I (P).
X

Proposition 2.68 Soient P une algébre de Poisson et S C P une partie de Ore a
gauche. Alors Tdeg?(S—'P) < Dim?(P).

Preuve. Soit X C S~!'P un sous-espace de dimension finie. Il existe s € S tel que
s.X C P; dans ce cas on a Dim? P(sX) < Dim?(P) et par suite :

inf Dim? P(bX) < Dim(P).

Il vient alors Tdeg?(P) = sup ilzf Dim?(bX) < Dim?(P), c’est ce qu’on voulait.
X
Les résultats qui suivent sont établis dans [42, paragraphe 3] pour les degrés de

transcendance de Gelfand-Kirillov.

Proposition 2.69 Soient P une algébre de Poisson et S C P un systéme de Ore a
gauche dans P.

1. Soit P C Q C S 1P une algébre de Poisson intermédiaire entre P et S~1P. Alors :

Tdeg?(Q) = sup Ix,(Q),

Xy C P parcourant l’ensemble des sous-espaces de dimension finie de P contenant
1p.

2. SiPCQ CQyC S'P on aTdeg?(Qy) < Tdeg?(Q,).

3. 85iPCQCS P, onaTdeg?(S'P) < Tdeg?(Q) < Tdeg!(P).
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Preuve. Démontrons le n°1. Comme P C @, il est clair que

sup I% (Q) < sup I%(Q) = Tdeg’(Q).

XoCP XCcQ

Réciproquement, soit X C () un sous-espace de dimension finie contenant 1. Il existe
s € S tel que sX C P. Soit Xo =Klp + sX : on a donc X C s 'X,. Maintenant, si
b € @ est régulier, 'élément bs € @) est régulier aussi. 1l vient :

I%(@) = infDim’ P(bX) < inf Dim’ P(bsX)
< inf Dim? P(bss™' X;) = inf Dim? P(bX,)
XoCP

Par passage au sup, on en déduit Tdeg?(Q) < sup I (Q).
XoCP

Démontrons le n°2. Sous nos hypothéses, on voit que si un élément b € Q; est régulier
dans @)1, alors b est aussi régulier dans (). Il vient, pour Xy C P :

1%,(Q2) = jnf Dim? P(bXo) < inf Dim? P(bXo) = I%,(Qu),

puis en passant au sup on obtient Tdeg?(Q2) < Tdeg?(Q@1). Le n°3 est un cas particulier
du n°2.

Proposition 2.70 Soit P une algébre de Poisson intégre; on suppose Tdeg!(P) < ooc.
Alors P vérifie les conditions de Ore a gauche et a droite. On a de plus
Tdeg?(Frac P) < Tdeg?(P).

Preuve. Il suffit de démontrer que P vérifie les conditions de Ore. Supposons par
exemple que P ne vérifie pas la condition de Ore a gauche : il existe x,y € P tels que
Pz N Py = {0}. Soit X = K+ Kz + Ky. Pour tout b € P non nul, I'algébre associative
Kbz, by] est isomorphe & 1’algébre non-commutative libre & deux générateurs Libs.
Comme P(bX) D Kbz, by], on a Dim? P(bX) > Dim?(Liby) = co; on a donc I%(P) = oo
puis Tdeg?(P) = oc.

Remarque 2.71 Contrairement a la proposition 2.45, on ne peut rien dire en général
sur les sous-algebres quelconques de P. Par exemple, le corps de Weyl D;(C) contient
une sous-algebre non-commutative libre, mais Tdeg® D;(C) = 2 (voir [19, 28]).

Théoreme 2.72 Soit P une algébre de Poisson intégre. On suppose que P admet un
corps de fractions qui est de type fini comme corps gauche. Alors :
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1. Tdeg?(P) = igf{Dimq(Q)}, Q C P parcourant l’ensemble des sous-algébres de

Poisson de type fini telles que Frac(Q) = Frac(P).
2. Soit X C P un sous-espace de dimension finie contenant 1p. Si
Frac P(X) = Frac(P), alors Tdeg!(P) = I%(P).

Preuve. Démontrons le n°1. Soit () C P une sous-algeébre de Poisson de type fini telle
que Frac(Q) = Frac(P). Comme @) C P C Frac(®), on a
Tdeg?(P) < Tdeg?(Q) < Dim?(Q). Il vient :

Tdeg?(P) < iréf Dim?(Q).
Réciproquement, on veut montrer que Tdeg?(P) > infg Dim?(@). On peut supposer
Tdeg?(P) < oo, sinon c’est trivial. Comme P est de type fini, il existe X C Frac(P) de
dimension finie tel que Frac(P) = Frac P(X). Quitte a remplacer X par le sous-espace

de P engendré par les numérateurs et les dénominateurs des fractions non-commutatives
composant une base de X, on peut supposer X C P. On a alors :

I%(P) = inf Dim? P(bX) < Tdeg!(P) > oc.

Il existe b € P non nul tel que Dim? P(bX) < co. On en déduit que P(bX) vérifie les
conditions de Ore. On a alors Frac P(bX) D X, d’ou
Frac P(bX) D Frac P(X) = Frac(P).

11 vient :
Tdeg?!(P) > Ig((P) = irgf Dim? P(bX) > igf Dim?(Q).

Pour le n°2 : on peut supposer Tdeg?(P) < oo. Soit X C P un sous-espace de dimension
finie contenant 1p et tel que Frac P(X) = Frac(P). Soit b # 0. Comme précédemment, si
Dim? P(bX) < oo, on a Frac P(bX) = Frac P(X) = Frac(P). Dans ce cas, on a les
inégalités :

Tdeg?(P) > I%(P) = inf Dim P(bX) > inf Dim P(X) = Tdeg?(P).

Définition 2.73 Une algebre de Poisson P est stable si, pour ¢ = lev(P), on a :
1. Tdeg?(P) = Dim?(P);
2. pour tout systéme de Ore & gauche S C P, on a Tdeg?(S~'P) = Tdeg?(P).

Proposition 2.74 Soit P une algébre de Poisson admettant un corps de fractions.
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1. 8i Tdeg?(P) = Tdeg? Frac(P) alors, pour toute sous-algébre de Poisson
P C Q C Frac(P) on a Tdeg?(Q) = Tdeg? Frac(P).

2. L’algébre P est stable si et seulement si Dim?(P) < Tdeg? Frac(P).

3. 8i P est stable et Q) C Frac(P) vérifie Frac(Q) = Frac(P), alors
Dim?(Q) > Dim?(P). Si de plus Dim?(Q) = Dim?(P), alors Q est stable.

4. Si P est stable et Q C P vérifie Frac(Q) = Frac(P), alors Dim?(Q) = Dim?(P) et
Q@ est stable.

Preuve. Pour le n°l1, il suffit de considérer les inégalités :
Tdeg?(P) = Tdeg? Frac(P) < Tdeg?(Q) < Tdeg?(P).

Vérifions le n°2. Si P est stable, on a Dim?(P) = Tdeg?(P) = Tdeg? Frac(P).
Réciproquement, on considere un systeme de Ore a gauche S C P. On calcule alors :

Tdeg? Frac(P) < Tdeg?(S™'P) < Tdeg?(P) < Dim?(P) < Tdeg? Frac(P).

Il vient Tdeg?(S~'P) = Tdeg!(P) et P est stable.

Démontrons le n°3. On a Dim?(P) = Tdeg? Frac(P) = Tdeg? Frac(Q) < Dim?(Q®). Si
Dim?(Q) = Dim?(P), on a Dim?(Q) = Tdeg? Frac(Q), d’ou la stabilité de @ d’apres le
n°2.

Pour le n°4 il suffit de voir que Dim?(Q)) = Dim?(P) d’apres le n°3. Or

Dim?(Q) < Dim?(P) = Tdeg?(P) = Tdeg? Frac(P) = Tdeg? Frac(Q).

D’apres le n°2, @) est stable et Dim?(Q) = Tdeg? Frac(Q) = Tdeg? Frac(P) = Dim?(P).

2.3.3 Filtrations

Proposition 2.75 Soit P une algébre de Poisson unitaire filtrée. On suppose Gr(P)
integre.
1. Pour tout ¢ > 1, on a Tdeg?(P) > Tdeg? Gr(P).

2. Supposons en outre P localisable. Si Dim?(P) = Dim? Gr(P) < oo et Gr(P) est
stable, alors P est stable.

Preuve. On note pour simplifier Q = Gr(P). Démontrons le n°1. On a

Tdeg?(P) = sup inf Dim? P(bX).
xcp b

76



Notons 8 = Gr(b). 1l est clair que Gr P(bX) D P(8Gr(X)). En utilisant le corollaire
2.57, on voit que :

Dim? P(bX) > Dim? Gr (P(bX)) > Dim? P (BGr(X)) > IZ, +(Q).

Or, pour tout sous-espace de dimension finie Y C (@), il existe un sous-espace gradué de
dimension finie Gr(X) C @ tel que Y C Gr(X). Il est alors facile de montrer que :

Tdeg!(Q) = sup I3(Q) < sup I§, ) (Q) < sup I (P) = Tdeg?(P).
Y X X

Pour le n°2, on a :
Dim?(P) = Dim?(Q) = Tdeg?(Q) < Tdeg?(P),

le résultat provient alors de la proposition 2.74, n°2.

2.3.4 Algebres enveloppantes et corps enveloppants

Dans ce qui suit on fixe une algebre de Lie g de niveau fini. On note U(g) son algebre
enveloppante, K (g) son corps enveloppant (dont l’existence est assurée par le corollaire
2.64), S(g) son algebre symétrique, munie du crochet de Poisson canonique et

Q(g) = Frac S(g) le corps des fractions de S(g), muni du crochet de Poisson qui
prolonge celui de ’algébre symétrique. L’algeébre de Poisson S(g) s’identifie
naturellement au gradué associé de U(g), relativement a la filtration canonique. D’apres
le corollaire 1.45, K(g) est filtrée aussi et Gr K(g) ~ H1S(g), ot H C S(g) est
I’ensemble des éléments homogenes non nuls de S(g).

Pour tout sous-espace X C (g), on notera K(X) le sous-corps de Q(g) engendré par X.
On définit aussi par récurrence :

XP=X; Xppy =X +{X, X7}

Enfin, pour tout n > 1, on note tx(n) = trdeg K(XZ) le degré de transcendance au sens
classique des algebres commutatives du sous-corps K(XT).

Lemme 2.76 On reprend les notations ci-dessus. Soient X, Y C Q(g) deuzx sous-espaces
vectoriels. On suppose que X C K(Y'). Alors, pour tout n > 1, on a XX CK(Y,L). En
particulier, on a toujours tx(n) < ty(n).

Preuve. Observons d’abord le fait suivant. Pour VW C Q(g), on a :

{K(V),KW)} CK(V+W+{V,W}).
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En effet, si o € K(V) et § € K(W) : il existe deux fractions rationnelles

a*(t, ... ty) € K(t1,...,tn) et f*(t1,...,tp) € K(t1,...,t,) ainsi que des éléments
ViyeouyUp €V, wy, ..., wy, € W tels que a = a*(vy,...,v,) et B = f*(w1,...,wp). On
vérifie alors facilement que 'on a :

AN 0B
{o, 8y =>")" S (0 o) o= (W wp) {vi, wi,
4 J

i=1 j=1
don {o, B} € K(V + W + {V,W}).
On peut maintenant établir le lemme. Il s’agit de montrer que X2 C K(Y,F) pour tout
n>1.Pour n=1o0n a X C K(Y) par hypothése. Supposons maintenant la relation
XL C K(Y,F) satifaite pour un entier n > 1. On a alors :

Xop = Xy +{X X7} CK(Y,) + {K(Y), K(Y,")}

C K +Y +{Y, ¥, }) = K(Y,}).

Le lemme est démontré.

Proposition 2.77 Soient g une algébre de Lie de type fini, S(g) son algébre symétrique
et Q(g) = Frac S(g), avec les crochets de Poisson naturels. Alors
Tdeg? Q(g) = Dim? S(g).

Preuve. Notons pour simplifier S = S(g) et Q@ = Q(g)- Soit X C g un sous-espace
générateur de dimension finie et X' = X + K. Soit b € Q avec b # 0. On pose Y = bX'.
Comme bX CY et be Y, on aaussi X CK(Y), d’ou pour tout n > 1: tx(n) < ty(n).
Par ailleurs, on a tx(n) = dim XZ. En effet, des éléments linéairement indépendants
dans g sont algébriquement indépendants dans @)(g). On voit ensuite que, par
construction, X est le sous-espace de g engendré par les mondmes de Lie de longueur
< n en les éléments de X ; en particulier dim X! = yx(g; n).

On a, d’apres le corollaire 2.63 :

vx = [(7%) = (tx).

Comme tx(n) < ty(n), on a d’apres le lemme 2.22 [I(tx) < II(¢ty). La proposition 2.60
donne l'inégalité TI(ty) < 2. Il vient finalement v5 < 7%, d’ou :

Dim?(S) = Dim?(y%) < Dim? P(Y).
Comme P(Y) =P(bX'), on a :
Dim?(S) < iII}f Dim? P(bX') < Tdeg?(Q) = Tdeg? Frac(S) < Dim?(S).
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Théoreme 2.78 Soit g une algébre de Lie de niveau fini. Pour tout ¢ € N*, on a :
Tdeg? K(g) = Dim? U(g) = Dim? S(g) = Tdeg? Q(g)- (2.27)
Si de plus Dim? *(g) = Dim? '(g) < oo, alors Tdeg? K(g) = Dim? (g).

Preuve. On note U =U(g), S = S(g) et K = K(g). D’apres le corollaire 2.63 et la
proposition précédente, on a :

Dim?(U) = Dim?(S) = Tdeg?(S).

En particulier I’algebre S est stable. Comme de plus Gr(U) ~ S avec
Dim?(U) = Dim?(S), I’algebre U est stable aussi d’apres la proposition 2.75. En
particulier on a Tdeg?(K) = Dim?(U). La derniére assertion provient du théoreme 2.63.

2.3.5 Application : algebres de Lie de champs de vecteurs

Dans cette partie, on choisit comme corps de base K = C, le corps des nombres
complexes. Les descriptions utilisées des algebres de type Cartan sont tirées de [25].
On commence par introduire des outils commodes pour les calculs explicites de
dimensions de niveau q des algebres de Lie.

2.3.5.1 Suites exactes

Proposition 2.79 On considere une suite exacte d’algébres de Lie 0 - h — g — q — 0.
On suppose g, b et q de type fini. En outre, on suppose g de dimension infinie.

1. Si b est de dimension finie, alors les croissances de g et q sont égales. En
particulier, pour tout ¢ > 2, on a Dim?(g) = Dim?(q) et Dim?(g) = Dim?(q).

2. 51 q est de dimension finie, alors les croissances de g et b sont égales. En
particulier, pour tout ¢ > 2, on a Dim?(g) = Dim?(h) et Dim?(g) = Dim?(h).

Preuve. Démontrons le premier point. La suite exacte d’algebres de Lie

0 — bh — g — q — 0 induit une suite exacte de g-modules. D’apres la proposition 2.49,
n°2, les croissances de g et ¢ comme g-modules sont égales. D’apres le n°3 de la méme
proposition, la croissance de g comme g-module ou comme g-module sont les mémes. On
peut enfin conclure grace au fait que la croissance de g comme algebre de Lie est égale a
la croissance de g comme g-module, et similairement pour g.

Pour le deuxieme point on applique encore la proposition 2.49 : les croissances de g et h
comme h-modules sont les mémes. Enfin, il est facile de vérifier que les croissances de g
comme g-module et comme h-modules sont égales.
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2.3.5.2 Algebres de Lie filtrées

Proposition 2.80 Soit g une algebre de Lie filtrée en dimension finie par une famille
{gn}n>1. Pour tout n > 1, on pose d(n) = dim(g,). On note enfin gr(g) l’algébre de Lie
graduée associée.

1. Si ge(g) est de type fini, alors g est de type fini aussi et on a :
I'(g) =T (gr(g)) = I'(d).

2. On suppose qu’il existe deux entiers k, N > 0 tels que gk, 9n] = Gnix pour tout
n > N. Alors ge(g) est de type fini.

Preuve. Démontrons le n°1. L’algebre associative A = U(g), munie de la filtration
induite par celle de g, est filtrée sur N en dimension finie avec A; = K. Comme
GrU(g) ~ U (ge(g)), 'algébre Gr(A) est aussi de type fini. Enfin, ’espace M = g est
muni d’une filtration de A-modules en dimension finie, de telle sorte que le
Gr(A)-module Gr(M) est de type fini. On applique [24, proposition 6.6] : on a les
identités

(g) = T"™ (gr(g)) = I(d).

Pour finir, il reste & remarquer que I'#®)(g) = I'8(g) = I'(g), autrement dit les
croissances de g comme algebre de Lie, comme g-module et comme U(g)-module sont les
mémes. Il en va de méme pour gr(g). Le n°1 est établi.

Pour le n°2, on pose par commodité b = gt(g) et h™ = g,,/g,_1 pour tout n > 1. Pour
N+k

montrer que h est de type fini, on montre que f est engendrée par Z 28 A cet effet, il
7j=1

suffit par exemple de voir que h ™) C [H*) §™] pour tout n > N. Soient n > N et

T € @ik N Onik_1. Par hypothese, il existe des éléments a; € g, b; € g, en nombre fini

tels que = = Z[ai, b;]. Comme [a;, b;] € [gk, 9n] C Gnik, ON A :

2

2

= Z[a,Z + 9k—1, b; + gnq] = Z[gr(ai)a gr(bi)],

] ]

gr(m) =T+ Ontk-1 = (Z[aia b1]> + Ontk—1 = Z ([ai’ bi] + gn+k71)

avec gr(a;) € b et gr(b;) € h™. Le n°2 est établi.
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Terminologie 2.81 Soit S une algebre associative ou de Lie. On suppose S munie
d’une filtration {Sy},>1. On dira que la filtration est réguliére s'il existe deux entiers
k, N > 0 tels que :

(Vn>N) : Sp.Sp = Sprn.

2.3.5.3 Produits tensoriels

Dans ce qui suit, les produits tensoriels considérés sont des produits tensoriels sur K. On
notera alors ® au lieu de ®k. Soient g une algebre de Lie et A une algebre associative,
commutative, unitaire. L’espace vectoriel A ® g peut étre muni d’une structure d’algebre
de Lie vérifiant [a ® z,d’ ® 2'] = (aa’) ® [z, 2], pour tous a,a’ € A et z,2" € g.

Lemme 2.82 Supposons A et g munies de filtrations réguliéres { Am}m>1 €t {@m tm>1-
On définit une suite de sous-espaces du produit tensoriel p = AR g par P, = Am Q gm
pour tout m > 1. Alors la famille (9,,),,~, est une filtration réguliére de .

Preuve. Il est clair que la suite (p,,),, est une filtration de p. Montrons qu’elle est
réguliere. Par hypothese, il existe £, N > 1 tel que, pour tout n > N, on ait

ArA, = Apyr; il existe aussi £, N' > 1 tels que l'on ait [gx, gn] = gnis pour tout

n > N'. Quitte & changer N et N’ en max{N, N’} on peut supposer N = N’. Montrons
qu’on peut aussi se ramener au cas ou k = k’. Soient n > N et ¢ > 1. Par régularité de
la filtration de A, on a :

An+qk - AkAn—k(qfl)k _-= ... = (Ak)qAn

Par définition des filtrations d’algebres, on a toujours (A;)?A4, C AgAn C Agkin- 11
vient, pour tousn > Netg>1:

An+qk - AqkAn - Aqk—f—na

d’olt AgkAyn = Agktn. Ceci prouve qu’on peut remplacer k par tout multiple de £ dans le
cas de ’algebre associative A. Pour I’algebre de Lie g, on procederait de méme pour voir
qu’on peut remplacer k' par tout multiple de k£’. On se rameéne enfin au cas ou k = k' en
remplacant ces deux entiers par le ppcm de k et k'

On peut maintenant achever la preuve du lemme. Soient a € A, et * € gk ;
montrons que a ® x € [P, p,]. Par linéarité, on peut supposer a et x de la forme

a = aga, et T =[xk, T,], avec ax € Ag, a, € A, et zx € gk, T, € g,. Mais alors

a® = aga, ® [Tk, Tp] = [ar ® Tk, ay @ Ty € [Pk, Pnl, ¢’est ce qu’on voulait.
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2.3.5.4 L’algébre vect(n)

Soit n > 1 un entier. On note C[X| = C[xy,...,x,] 'algeébre des fonctions polynémiales
sur C*. On note alors vect(n) = Der C[X] I'algebre de Lie des champs de vecteurs sur
C". C’est un C[X]-module libre, avec vect(n) = C[X]:Z @ ... @ (C[X]%.

dz1
On utilisera dans la suite les notation multi-indicielles suivantes. Pour tout élément
a=(o,...,0,) €Z" on pose |a| = oy + ...+ a,. On note aussi g, = (01 4,...,0n%) le
n-uplet dont toutes les composantes sont nulles sauf celle d’indice &£ qui vaut 1. On pose
en outre, pour « € Z™ et k € {1,...,n} (quand ces expressions sont définies) :
z* = P ..oz e CIX]|,
0
k a1 «
e, = T ...T,"Tp=—— € vect(n).
a 1 n kamk ( )

On a donc, pour tous o, 3 € Z%et 1 < j,k<n :
e, eg] = ,Bje’éﬂg — akeﬁw. (2.28)
Théoréme 2.83 L’algébre de Lie vect(n) admet un corps enveloppant. On a de plus :
Tdeg® K (vect(n)) = n.

Preuve. Traitons d’abord le cas ou n = 1. On note ¢, = x"“a%, pour tout n > —1. On

a donc les relations [e;, e;] = (j — 9)e;+; pour tous 4,5 > —1. On pose, pour m > 1 :

Om = Z (Cej.

j=1

Il est facile de vérifier que la famille {g,, }mm>1 est une filtration de vect(1). Vérifions aussi
qu’elle est réguliere. Soit m > 2, on va montrer que (g1, gm] = gms1- L'inclusion

(81, 8m] C gm1 provient du fait qu’on est en présence d’une filtration d’algebre de Lie.
Soit a présent j < m + 1 : montrons que e; € [g1, gm]. On étudie séparément les cas ou
j=0,7<mmaisj#0et j=m+1.

Si j = 0, on utilise la relation 2ey = [e_1,e1] € [g1,81] C [91,9m]- Sij <met j#0,ona:

[60, ej] = Jej,
d’oti e; = [jteq, ;] € [g1, §m]. Pour finir, on suppose j = m + 1. On a alors

€1, em] = (m—1)ep1. Comme m > 2, onam—1%# 0 d’ou epq1 € [g1,9m)- La filtration
est bien réguliere.
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On a d(m) = dim(g,,) = m + 2. D’apres la proposition 2.80, la croissance de vect(1) est
égale a la croissance de la fonction d, d’ou 'on déduit immédiatement que

Dim? vect(1) = Dim? vect(1) = 1. D’apreés le théoréme 2.78, vect(1) admet un corps
enveloppant, et I’on a Tdeg® K(Uect(l)) =1.

Traitons & présent le cas n > 2. Pour simplifier les écritures, on notera g = vect(n). Pour
tout m > 1, on note g,, le sous-espace de g engendré par les éléments e* avec

ke {l,...,n} et |a] < m. En utilisant les relations (2.28), on voit que la famille

{@m }m>1 est une filtration de g. De plus la dimension de g,, est donnée par un polynéme
d(m) de degré n. D’apres la proposition 2.56, il vient : Dim?*(g) < Dim*(d) = n.

Soit h la sous-algebre de g définie comme suit :

- {f(xl,...,xn)a% (o, 2m) € CIXT}.

On voit que b s’identifie au produit tensoriel  ~ C[X5, ..., X,] ® vect(1). L’algebre de
polyndmes A = C[ Xy, ..., X,,] est munie d’une filtration réguliere {A,,},,>1 telle que
dim(A,,) soit un polynéme de degré n — 1. En utilisant 1’étude de vect(1) ci-dessus et le
lemme 3.28, on voit que h est muni d’une filtration réguliere {h,,}nm>1 telle que dim(h,,)
soit donnée par une fonction polynémiale P(m) de degré n. La croissance de h est égale
a la croissance de P d’apres la proposition 2.80. Il vient :

Dim?(g) > Dim?(h) = n.
D’apres le théoreme 2.78, vect(n) admet un corps enveloppant, et on a
Tdeg® K (vect(n)) = n.
2.3.5.5 L’algebre svect(n).
8 n

Soit 0 = Zpk(ac)a—xk € vect(n). On pose div(d) =
k=1

QD
kS

* (z) € C[X]. On a la relation,

Q

Bl

i
k=1

pour tous -
01,09 € vect(n) : div [0y, 0] = 01(div 0s) — O2(div 01). En particulier on a une
sous-algebre de Lie svect(n) = {0 € vect(n) | div(0) = 0}.

Remarque 2.84 On voit facilement que svect(1) est de dimension 1. On supposera
donc, dans toute la suite, qu'on a n > 2.

Théoréme 2.85 L’algébre de Lie svect(n) admet un corps enveloppant. Sin > 2, on a :

Tdeg® K (svect(n)) = n.
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Preuve. Etudions d’abord le cas ot n = 2. On pose :
A= {(an, ) €Z° | ay, 9 > =1 et a # (=1, —1)}.

Pour tout a € A, on définit :

Sa = (g + 1)z xla—xl — (a1 + 1)z oy

Les (Sa),c4 forment une base de svect(2), et on a :
(Va,BeA) : [Ss, Ss] = c(a, B)Sats, (2.29)
o c(a, B) = aaf — a1fa — (1 — ) + (B1 — Ba)-

Pour a = (a1, ay) € Z2?, on pose ||a|| = max{|ai], |az|}. On pose alors

g1 =Vect{S, |« € A, ||a| <1et, pourm>2:

gm = Vect{Sy | € 4, ||a|]| <m, a# (m,m)}. A I'aide des formules explicites (2.29),
on voit que (gn,),,~; est une filtration de svect(2); on va montrer qu’elle est réguliere.
Par exemple, on montre que pour m > 2, on a [g1, gm] = Gm1- Soit a € A tel que

a1, s < m+ 1. On distingue trois cas cas.

Si||af| < m et oy # g, on a:

[S(), Sa] = (a/Z - a’l)Saa
d’ott S, € [g1, 8m) car a; —ap # 0. Si ||a]| < m et a1 = ay, on a, avec g5 = (0,1) :
[Seys Sae,] = (a1 + 2)S,.

Comme a7 > —1,0n a a; +2 # 0 d’ou S, € [g1, gm]-

Supposons ensuite ||a|| =m + 1. Si Sy € gmi1, ON ne peut pas avoir a; = ay = m + 1.
Sans perte de généralité, on supposera a; < met ag =m—+1 (lecasag =m+1 et
ay < m se traiterait de méme). Soit ¢ = (1,1). Siay > 0, on a :

[Saa Sa—e] = 2(0&1 - Q/Z)Son
comme oy = m + 1 > o on en déduit S, € [g1, gm]- Si @y = —1, on a la relation :
[SEQa Sa—sg] = _a/ZSou

avec —ag = —(m + 1) # 0. Il vient encore S, € [g1, gm)-
On voit enfin que d(m) = dim(g,,) = (m + 2)? — 2 pour m > 2; on en déduit en utilisant
la proposition 2.80 que Dim” (svect(2)) = Dim”(svect(2)) = 2.
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Etudions & présent le cas n > 3. Comme svect(n) se plonge dans vect(n), on a
Dim® (svect(n)) < Dim” (vect(n)) = n. Pour I'inégalité réciproque, on considere la
sous-algebre h C svect(n) engendrée par les dérivations de la forme

O0%p_1 0z,

0 0
0=p(T,...,Tpns) (q(xn_l, Tn) + r(Tp-1, xn)—) ,

avec div(0) = 0. Il est facile de voir que h est une sous-algébre isomorphe a

Clz1, ..., Ty 2] @ svect(2). En utilisant le lemme 3.28 on montre que

Dim*(svect(n)) > Dim®(h) = n (comme il a ét¢ fait pour 'algebre vect(n)). Il vient
Dim? (svect(n)) = Dim®(svect(n)) = n. Il suffit ensuite d’appliquer le théoréme 2.78.

2.3.5.6 L’algebre de Poisson.

On définit sur C[pl, eeesPnsq1,- - -, Gn] le crochet de Poisson standard par la formule

9f 99 Of 0Oy : :
usuelle {f, g} = ———= — ————. On notera po(2n) 'algebre de Lie sous-jacente.
Z { Op; 9¢;  O4q; Op;
L’élément unité de l algebre associative Clp1,...,Pn, q1,---,¢s) sera noté 1,, € po(2n).
C’est un élément central pour le crochet de Lie {.,.}.

Théoreme 2.86 L’algébre de Lie po(2n) admet un corps enveloppant. On a de plus :
Tdeg® K (po(2n)) = 2n.

Preuve. On utilise les notations multi-indicielles usuelles. Pour tout entier m > 1, on
pose g, = Vect{p®q® | | + B] < m +2}. On a les relations, pour tous «, 3,a,b € N* :

{»” q ' P qb} Z a;b; aJ/B] a—l—a—sjq/j_}_b_gj‘

A Paide de ces relations explicites, on va démontrer comme dans le cas de svect(2) que
la famille (gy,),,>, est une filtration réguliere de po(2n). On peut ensuite conclure
comme dans les théorémes 2.83 et 2.85.

Soient o, 8 € N* tels que |+ 3| < m + 3, de sorte que p®¢® € g, 1. On suppose

m > 4n (P'utilité de cette condition apparaitra ultérieurement). Montrons que

p°¢® € {g1,9m}. On suppose tout d’abord que |a + 8| < m + 2, de sorte que p®¢® € gy,
en réalité. Si o # 3, il existe k € {1,...,n} tel que ay # Px. On a alors :

{prar, p*¢"} = (B — cu)pd’.
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Comme piqy, € g1, on en déduit que p*¢® € {g1, gm}-
Sia=p=0,onaly,={p,¢1} €{g1,9m}.- Sia=LF#0, il existe k € {1,...,n} tel
que ay = B > 0. Dans ce cas, on a :

{p3, p* g™t} = 2Bp™¢".

On en déduit encore que p®¢® € {g1, gm}.
On suppose a présent que |a + B3| = m + 3. Pour tout k € {1,...,n}, on a pig; € gi.
Lorsque aj > 0, on a alors :

{prar, p" " ¢"} = (2(cw — 1) — Br) p*¢°.

Lorsque 2(ay — 1) — B, # 0, on en déduit que p*¢® € {g1, gm}- Si B > 0, on obtient la
méme conclusion en échangeant les roles de p et ¢ sous la condition 2(8y — 1) — o # 0.
Il reste a étudier le cas ou, pour tout k& € {1,...,n}, on a soit ay = S = 0, soit

2Bk — 1) — a, = 2(ax — 1) — Br = 0. Ceci implique alors que, pour tout k, on a

ar = Br = 0 ou ay, = B = 2. En particulier |« + 3| < 4n. Or on a

o+ B| = m+ 3 > 4n + 3, ce cas n’est donc jamais réalisé. Le théoreme est démontré.

2.3.5.7 L’algébre h(2n).

Pour tout polynéme f € Clp1,...,pn;q1,---,¢s] O pose
n

Hf = Z 9f 0 07 9 € vect(2n). On remarque que la dérivation H; n’est autre

= 0pj 04;  04; Op;
que la dérivation hamiltonienne ham(f) associée & f dans I’algebre de polynémes
Clp1,---,Pn; @1, - - -, Gn), vue comme algebre de Poisson au moyen du crochet de Poisson
standard. L’application f — Hj est donc un morphisme d’algebres de Lie. On appelle
algébre de Lie des champs de vecteurs hamiltoniens son image ; on la note h(2n). On voit
qu’on a une suite exacte :

0 — C.1y — po(2n) — h(2n) — 0,

ol 1, désigne encore I’élément unité de Clp1,...,pn; q1,- - -, ¢s] vu comme élément de

po(2n).
Théoréme 2.87 L’algébre de Lie h(2n) admet un corps enveloppant. On a de plus :
Tdeg® K (h(2n)) = 2n.

Preuve. Ici, il suffit d’utiliser le lemme 2.79 et le théoreme 2.86.
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2.3.5.8 L’algébre ¢(2n +1).

On considére un entier n € N*. On note C[X| = C[t; q1, ..., Gn, D1, ---,Dn); les
dérivations considérées dans ce qui suit sont des dérivations de cette algebre; on
identifiera Der C[X] a vect(2n + 1). Notons E la dérivation eulérienne :

& 0 0
E=) ¢ +pi7- 2n +1).
qﬂaqurp]apj € vect(2n + 1)

j=1

Pour f € C[X], on pose :

"9f & Of 9
H: = —— — —— € vect(2n+1).
! ]Zl 8pj 8qJ' an' Bpj ( )

Pour tout f € C[X] on pose alors D(f) =2f — E(f) € C[X] et :

a of

Pour f,g € C[X] on pose enfin {f, g}p = Hf(g9) = Z 9f 99 9F 99 € C[X]. Le
=1

crochet de Lagrange (ou crochet de contact) de f et g est défini par la formule :

dg Of

{f,9}r= D(f)g - ED(Q) —{f,9}p.

Lemme 2.88 On reprend les notations précédentes.
1. Le crochet {.,.}1, est un crochet de Lie sur C[X]. Ce n’est pas une bidérivation. On
notera L Ualgébre de Lie (C[X],{.,.}1).
2. L’application K: f € L — K; € vect(2n + 1) est un morphisme d’algébres de Lie
injectif.

Preuve. Ce résultat figure dans [25, paragraphe 1.2].

L’image du morphisme K s’appelle algebre de Lie des champs de contact; on la note
€(2n + 1). Par construction, on a ¢(2n + 1) ~ £ : dans la suite, on identifiera ¢(2n + 1) a
P’espace C[X], muni du crochet de contact {.,.},. A Iaide de méthodes analogues a
celles utilisées précédemment, on démontre :

Théoréme 2.89 L’algébre de Lie €(2n + 1) admet un corps enveloppant. On a de plus :
Tdeg® K(¢2n+1)) =2n+ 1.
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Preuve. On notera pour simplifier Clg, p|] au lieu de Clgy, ..., gn,p1,-.-,pn].- Comme
(2n + 1) C vect(2n + 1), l'inégalité Dim?® (8(2n + 1)) < 2n+ 1 est claire.

D’autre part, on consideére g,, le sous-espace de €(2n + 1) formé des polynémes en ¢ de
degré < m, autrement dit :

gm =Y _ Clg, plt™.
=0

On a {t*f(q,p),t°9(q, p) } = —t*"*{f, g}p + r, ot r € C[t; p, q] est un polynéme en ¢ de
degré < a +b — 1, autrement dit r € go45—1. On peut en déduire que (gp,),,-, €st une
filtration de €(2n + 1) pour laquelle gr(€(2n + 1)) ~ C[t] ® po(2n) (attention, ce n’est
pas une filtration en dimension finie). La croissance de €(2n + 1) est plus grande que
celle de gr(€(2n + 1)) (corollaire 2.57) ; on en déduit aussi que

Dim” €(2n + 1) > Dim* gr(€(2n + 1)). En utilisant le lemme 3.28 et le théoréme 2.86, on
a Dim® C[t] ® po(2n) = 2n + 1, d’ott Dim® £(2n + 1) > 2n + 1.

Finalement on en déduit que Dim?* €(2n + 1) = Dim® £(2n + 1) = 2n + 1. D’apres le
théoréme 2.78, €(2n + 1) admet un corps enveloppant tel que

Tdeg® K(¢(2n+1)) =2n+1.
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Chapitre 3

Corps enveloppants des algebres de
type Witt

Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier les corps enveloppants d’'une classe d’algebres de Lie
de dimension infinie étudiées par R. Yu en [41], les algebres de type Witt et Virasoro.
Soient K un corps commutatif de caractéristique 0 et I' un groupe abélien libre de rang
fini. Dans la premiere partie, on définit les algebres de Lie de type Witt et Virasoro
paramétrées par un plongement additif f : I' — K. Soient to(f) (resp. Vir(f)) lalgebre
de type Witt (resp. Virasoro) paramétrée par f. On établit 'existence d’un corps
enveloppant en calculant les dimensions de niveau 2 de ces algebres de Lie. On démontre
en méme temps que le degré de transcendance de niveau 3 du corps enveloppant des
algebres m(f) et Vir(f) est égal au rang du groupe I'. Ce résultat permet ainsi de
distinguer a isomorphisme pres ces corps gauches pour des valeurs distinctes du rang de
. Dans un deuxiéme temps, on établit que les centres des corps enveloppants de to(f)
et Vir(f) sont triviaux, c’est-a-dire engendrés par le centre des algebres de Lie
correspondantes. A cet effet, on procede comme suit. Notons g I’'une ou l'autre des
algébres mo(f) ou Vir(f). On munit U(g) de sa filtration canonique et K(g) de la
filtration induite. On démontre que le centre du gradué associé, relativement au crochet
de Poisson (c’est-a-dire I’algeébre des invariants de Gr K (g) sous 'action de g), est
lui-méme trivial ; puis on remonte cette propriété a 1’algebre filtrée K (g) proprement
dite.

La comparaison des algebres enveloppantes de méme dimension de niveau 3 se fonde sur
I’étude du spectre des éléments ad-diagonalisables. Un élément ad-diagonalisable de
I’algebre enveloppante définit un élément ad-localement fini du gradué associé,
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relativement au crochet de Poisson. En déterminant la forme explicite de tous les
éléments ad-localement finis dans GrU(g), on peut donner une description compléte des
éléments ad-diagonalisables de U(g). On montre alors que 1’ensemble des valeurs propres
associées a un tel élément est, a homothétie pres, I'image du plongement f. On en
déduit un critere d’isomorphisme entre algebres enveloppantes construites sur des
plongements différents; on reconnait le critére obtenu en [41] pour les algeébres de Lie.
Dans le cas des corps enveloppants de méme degré de transcendance, on utilise une
méthode analogue. L’étude des éléments ad-localement finis du gradué associé repose sur
un plongement de Gr K(g) dans un corps de séries de Malcev-Neumann [31, 11, 1]. On
obtient alors une condition suffisante, portant sur les images de deux plongements

f,g: T — K pour que les corps enveloppants de to(f) et to(g) ne soient pas isomorphes.

La deuxieme partie est consacrée a 1’étude des corps enveloppants des parties positives
. des algebres de type Witt. On étudie d’abord les centralisateurs dans U(to) et

K (). Pour ce faire, on commence par examiner le probléme analogue dans le gradué
associé Gr K (1) ; on établit en particulier que le centralisateurs, relativement au
crochet de Poisson, d’un élément homogene de degré non nul est isomorphe a un anneau
de polynomes de Laurent en une variable. Ceci permet notamment d’en déduire que les
centralisateurs dans le corps enveloppant d’éléments non-centraux sont commutatifs. On
étudie aussi de maniere plus approfondie la structure des centralisateurs dans I’algebre
enveloppante. Plus précisément, on montre que le centralisateur dans l'algebre
enveloppante d’un élément non-central est un module de type fini sur la sous-algebre
qu’il engendre. Ces résultats sont analogues a ceux obtenus pour le corps de Weyl D; (K)
par exemple dans [4, 21, 9.

Pour finir, on démontre que la plus grande sous-algebre du corps enveloppant sur
laquelle un élément non-central agit de maniere localement nilpotente est réduite au
centralisateur de cet élément. Ici encore, le résultat s’obtient & partir du résultat
analogue dans Gr K (v, ). On en déduit alors que K (v, ) ne contient pas de
sous-algebre de Lie non-commutative de dimension finie. En particulier, il en résulte que
le corps de Weyl D;(K) ne se plonge dans aucun des corps gauches de la forme K ().
En revanche, ces corps contiennent, comme le corps de Weyl D;(K), une sous-algebre
non-commutative libre [28, 20].

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K de caractéristique 0.
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3.1 Algebres de type Witt

3.1.1 Définitions et notations

Soit I un groupe abélien. Dans [41], R. Yu définit et classe toutes les structures

d’algebre de Lie de type Witt sur I'espace vectoriel @ Ke,. Une telle structure est

acl’
définie par un crochet de la forme [eo, 5] = (f(5) — f(®))€a+s, pour une fonction

f:T — K telle que f(0) = 0. On se propose ici d’étudier le cas particulier ou I' est un
groupe abélien libre de rang fini et to(f) une algebre simple.

Soient d > 1 un entier, [ = Z% et f : I' — K un morphisme de groupes additifs.
L’algebre de Witt (sur K) associée a f, notée ro(f), est Palgebre de Lie définie sur

Pespace w(f) = @K@a par le crochet [eq, eg] = (f(8) — f(a))eaps, pour tous «, § dans

acl’
I'. Celle-ci est naturellement I'-graduée; en appelant poids le degré associé (noté pds),

on a pds(e,) = «, pour tout a € I'.

L’algebre to(f) est simple si et seulement si le morphisme f est injectif [41, théoreme

3.7]. Dans ce cas, w(f) admet une unique extension centrale non-triviale & isomorphisme

pres [41, théoreme 5.1], appelée algébre de Virasoro associée a f, et notée Vir(f).

Comme K-espaces vectoriels, on a Vir(f) = @ Ke, ® Kz, et le crochet est donné par :
a€l

(Va, BET) = [ea,es]l = (f(B) — f(@))ears + darpo(f(a)’ — f(@))z,
z étant central. On a alors la suite exacte :
0— Kz — Vir(f) = w(f) =0, (3.1)

qui est une suite exacte d’algebres de Lie I'-graduées si on pose, dans Vir(f),

pds(e,) = a et pds(z) = 0. Lorsque I' = Z et f est le plongement canonique Z — C,
’algebre to(f) est isomorphe a lalgebre de Witt Der C[t,t7!] et son extension centrale
est alors I’algebre de Virasoro classique.

Soient £ un sous-ensemble de I' et wg(f) = @ Ke, le sous-espace gradué de to(f)

o€l
correspondant. On voit que tog(f) est une sous-algebre de to(f) si et seulement si la

somme de deux éléments quelconques distincts de £ est encore dans £. En général, si

x € £, on n’a pas nécessairement z +z € £. Ainsi, si f:Z —> Cet £ ={-1,0,1,2,...},
e (f) est une sous-algebre de w(f) isomorphe a Der C[t]. On vérifie que quatre cas
seulement se présentent :

1. L’ensemble £ ne contient qu’un élément : 1’algebre wge(f) est abélienne.
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2. L’ensemble & contient exactement deux éléments. Alors il existe o € I' \ {0} tel
que £ = {0, a}. Dans ce cas, wg(f) est 'algebre de Lie résoluble de dimension 2.

3. L’ensemble & contient exactement trois éléments. Alors il existe a € T' \. {0} tel
que & = {—a,0,a}. Dans ce cas we(f) ~ sl(2, K).

4. L’ensemble £ est infini.

Par exemple, supposons I' muni d’une relation d’ordre total compatible avec la structure
de groupe et soit I'y = {y € I' | v > 0} le cone positif de I'. Le sous-espace

. (f) = top, (f) est une sous-algebre graduée de to(f), que 'on appellera partie positive
de ro(f).

Convention 3.1 Dans toute la suite, les morphismes f: I' — K seront supposés
injectifs. Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, on identifiera I'image f(I') & un
sous-ensemble de K. De plus, toutes les relations d’ordre considérées sur I' seront
supposées totales et compatibles avec la loi de groupe.

3.1.2 Degrés de transcendance des corps enveloppants des algebres de type
Witt

Théoreme 3.2 Soient I' un groupe abélien libre de rang fini d € N*, f : ' — K une
application additive et injective et g = ro(f) ou g = Vir(f). On a

Dim?(g) = Dim?(g) = d. En particulier, I’algébre enveloppante de g admet un corps de
fractions, et on a Dim® U(g) = Tdeg® K(g) = d.

Preuve. D’apres le théoréme 2.78, il suffit de démontrer que Dim?(g) = Dim?(g) = d.
Comme Vir(f) est une extension de w(f) par une algébre de dimension finie, on peut se
contenter de faire le calcul pour g = to(f) (proposition 2.79, n°1). On cherche a utiliser
la proposition 2.80 sur la croissance d’une algebre de Lie filtrée.

Pour tout @ = (ay,...,a4) € I, on pose ||a|| = max{|a1|,..., |aq|}. On définit ensuite,
pour m > 1 :

gm = Vect{e, tq. ||a|| < m}.

Il est clair que {g,, }m>1 est une filtration de g en tant qu’espace vectoriel. Montrons que
cette filtration est compatible avec le crochet de Lie : soient e, € g; et eg € g; : on a
donc ||| <i et ||B]| < j. Mais alors ||a+ 8| < ||a|| + ||8]| < i+ j, dou

leares] = (F(B) = f(@))ears € Birs-

On cherche a appliquer la proposition 2.80. Démontrons a cet effet que, pour tout entier
n > 2, 0n a (g1, ] = gny1. 1l suffit bien sir de démontrer I'inclusion [g1, g,] 2 gny1. Soit
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a €T tel que ||a]| < n+1; vérifions que e, € [g1, gs]- Trois cas se présentent. D’abord,
on suppose & = 0. On pose € = (1,0,...,0) € I'. On a alors

[e—c,ec] = 2f(g)ep.

Comme f(g) # 0 par injectivité de f, et comme e, € g; C g,, on a bien ey € [g1, gn]-
Ensuite, si @ # 0 et ||a|| < n, on a:

[€0, €a] = f(a)eq.

Comme f(a) # 0, on en déduit encore que e, € [g1, gn-
Enfin, on suppose ||a|| = n + 1. On définit un élément € € g; par les conditions
suivantes : pour tout k € {1,...,d},

+1 siap>1;
&k — -1 si ap < —1 ;
0  sinon.

On pose enfin § = a — ¢, de sorte que a = [ + . Par construction, si oy # 0, on a

|Bk| < |ag|; en particulier ||3|] < n. Comme 'un des coefficients oy, vérifie |ag| =n +1,
on a plus précisément ||3|| = n. Comme on a supposé n > 2 et que ||e]| =1, on a § # e.
Par injectivité de f, on a f(B8) — f(¢) # 0. En utilisant la relation :

[ec, 5] = (f(B) — f(€)) €a,

on en déduit dans ce cas aussi que e, € [g1, gn-

On peut maintenant appliquer la proposition 2.80 : en notant ¢(n) = dim(g,), on a
Dim?(g) = Dim?(¢) et Dim?(g) = Dim?(¢). Comme (n) est égal au nombre de d-uplets
(ai,...,aq) €T tels que max{|ayl,...,|aq} < n, on voit que p(n) = (2n + 1)¢, d’olt
'on déduit bien que Dim?(p) = Dim*(¢) = d. Le théoréme est démontré.

3.1.3 Centres des corps enveloppants des algebres de type Witt
3.1.3.1 Le gradué associé du corps enveloppant

Notations 3.3 On introduit maintenant des notations que ’on conservera par la suite.
On suppose I' ordonné. On choisit g une sous-algebre graduée de w(f) ou g = Vir(f).
Notons U(g) son algebre enveloppante et K(g) = Frac U(g); on les munit de leurs
filtrations canoniques. Les algebres graduées associées sont notées S(g) = Gr(U) et
Q(g) = Gr(K) ; on notera {.,.} le crochet de Poisson canonique sur Q(g). L’algébre
associative S(g) s’identifie naturellement & une algebre de polynomes a une infinité de
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variables FE, = gr(e,) (o variant dans un sous-ensemble de I'), et une variable
supplémentaire Z = gr(z) dans le cas de ’algeébre de Virasoro. L’algebre Q(g) s’identifie
alors a l’algebre des fractions rationnelles en les mémes variables dont les dénominateurs
sont homogenes.

On notera 9,(p) = 367";, pour o € I' et p € Q(g). On pose, pour p € Q(g) :

MV (p) =sup{a €' | 0,90 # 0} € ' U {—o00}.

En particulier, si g = Vir(f), on a MV (p) = —oo si et seulement si ¢ € K[Z, Z7']. On
pose enfin, pour y € I': Q(y) ={¢p € Q(g) | MV (p) < v} et
Q@ (1) ={pe Qg | MV(p) <}

Proposition 3.4 On reprend les notations ci-dessus.

1. Pour tout v € I', Q(v) est une sous-algébre associative de Q(g) stable par inversion
(c’est-a-dire que si p € Q(7) est inversible dans Q(g), alors =" € Q(v)
également).

2. Pour a, B €T :sia, >0, alors {Q(a), Q(B)} C Qo + B).

3. Soient v, € Q(g) tels que MV (), MV () > 0. Alors
MV ({p,v}) = MV (@) + MV (¢) si et seulement si MV (@) # MV (v).

4. Pour tout ¢ € Q(v) \ Q7 (7), la famille {¢™}m>o est libre sur Q~(y). En
particulier, si ¢ € Q(7), on a MV (o) = MV ().

Preuve. D’abord, il est facile de voir que, pour tout v € T, Q(~) est une sous-algebre
associative de Q(g) stable par inversion. Considérons maintenant «, 8 € T' et
o, € Q(g) tels que MV (¢) < aet MV (1)) < . On a la formule :

{(pa 1/)} = Z {Em Eb}aagoab,l/] + (5 - a)Ea-f-ﬂaa(Pa,Bd): (32)
u<on b<p
a+b<a+p

ou 0y = % pour tout élément v € I'. Pour le voir, il suffirait par exemple de vérifier
que D’expression de droite définit une bidérivation de Q(g) qui coincide avec {.,.} sur les
générateurs F, (la vérification est trés simple et donc omise). Comme a, 3 > 0 :

a+ > max{a, §}; on en déduit que ni les dérivées de ¢ et 1, ni les {E,, Ey} de la
somme de gauche ne dépendent de E, pour v > a + . Autrement dit,

{o, 9} € Q(a+ p).

Pour démontrer le numéro 3, on considére encore ’équation (3.2), en supposant qu’on a
les égalités « = MV () et B = MV (v), avec o, B > 0. Dérivons {¢, 1} par rapport a
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E,ip5 @ comme o+ > max{a, f} on trouve Ooi5{p, ¥} = (8 — @)0up0s, et
Oup0pp # 0 par définition de MV (¢) et MV (). En particulier Op1p{¢, ¥} # 0 si et
seulement si o # .

Pour démontrer I’affirmation 4, on observe d’abord que Q(y) C Frac (Q~(7))(E,),

extension transcendante pure de Frac (Q7(7)). Si ¢ € Q(7) ~\ Q7 (7), on a 6%’; #0, et il
est alors clair que la famille {¢™},,>¢ est libre sur Q= (7).

3.1.3.2 Centres des corps enveloppants

Soit g une algebre de type Witt u Virasoro. Pour déterminer le centre du corps
enveloppant K (g), on détermine d’abord les invariants d u gradué associé

Q(g) = Gr K(g) sous I'action adjointe de g, autrement dit le centre de 1'algébre de
Poisson Q(g) relativement au crochet de Poisson naturel.

Lemme 3.5 Soit f: I' — K un morphisme additif.
1. Le centre de Gr K (w(f)) relativement au crochet de Poisson {.,.} est réduit d K.

2. Le centre de Gr K (Vir(f)) pour le crochet de Poisson {.,.} est égal d la
sous-algébre K[Z, Z71], avec Z = gr(z).

3. Soit x € K(Vir(f)). On suppose que pour tout F(z) € K(z), on a
gr(x — F(z)) €e K(Z). Alors © € K(z).

Preuve. Les preuves des numéros 1 et 2 sont similaires; écrivons-la pour le numéro 2.
On note K = K (Vir(f)). Soit ¢ un élément central, non nul de Gr(K). Si ¢ ne dépend
pas uniquement de Ey et de Z, on peut ordonner I' de sorte que MV (¢) > 0. En
choisissant v € I" tel que v > 0 et v # MV (yp), on voit que MV {E,, ¢} =~v+ MV (yp)
d’apres la proposition 3.4, n°3. En particulier, {E,, ¢} # 0, contradiction.
Nécessairement, ¢ ne dépend que de E, et de Z. Soit v € I' \ {0}. On a

0={y, E,} = {Eo, E,}0y(¢). Comme {Ey, E,} # 0, on a dy(¢) = 0, donc ¢ ne dépend
que de Z. Comme par ailleurs ¢ est une fraction rationnelle & dénominateur homogene,
c’est un élément de K[Z, Z7'].

Démontrons le numéro 3. On note z = u v, avec u,v € L{(Vir(f)), et on suppose que,
pour tout F(z) € K(z) 1’élément gr(z — F(2)) € K(Z). On va montrer par récurrence
sur v(u) + v(v) que z € K(z). Si v(u) +v(v) =0, u et v sont des scalaires et

z € K C K(z). Passons a I’étape récursive. Vérifions d’abord qu’on a

gr(z~! — F(2)) € K(Z) pour tout F(z) € K(z). Si F(z) =0, on a

gr(z™1) = gr(z)~! € K(Z); sinon, on peut écrire 27t — F(2) = F(2)(F(2)™! — z)z7!, et
en passant aux formes initiales on voit que gr(z~! — F(z)) € K(Z). On pourra donc,
dans la suite, supposer v(v) > v(u), en changeant au besoin z en z~'. L’élément gr(z)
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est alors une fraction rationnelle homogene dans K(Z), de degré n = v(v) — v(u) > 0. 11
existe donc A € K* tel que gr(z) = (gr(u))~'gr(v) = AZ", en particulier

gr(v) = gr(Quz") et v(v — Auz") < v(v). Posons ' = x — A\z" = u=! (v — Auz"). Il est
clair que gr(z' — F(2)) € K(Z) pour tout F(z) € K(z) ; d’autre part on a

v(u) +v(v— Auz") < v(u) + v(v). L’hypothese de récurrence s’applique a z', et par suite
z =1x'4+ Az" € K(z). La preuve du numéro 3 est achevée.

Théoreme 3.6 Soit f: I' — K un morphisme additif.
1. Les centres de K (to(f)) et U(w(f)) sont réduits a K.
2. Le centre de U(Vir(f)) est égal a Klz].
3. Le centre de K (Vir(f)) est égal a K(z).

Preuve. démontrons d’abord le numéro 1. Notons K = K (to(f)). Pour tout élément
central non-nul { € K \ {0}, Pélément gr({) est encore central dans Gr(K),
relativement au crochet de Poisson. Ceci implique, d’apres le lemme précédent, n°l, que
gr(¢) = XA € K* et v(¢) = 0. Mais alors ( — X est encore central, et #(( — A) < 0; on en
déduit que ( — A =0,dou ¢ € K

Considérons a présent K = K(Vir(f)) et soit C le centre de K. Alors Gr(C) est une
sous-algebre du centre de Gr(K), donc Gr(C) C K(Z) d’apres le lemme précédent, n°1.
Soit ¢ € C'; pour tout élément F(z) € K(z) on a encore ( — F(z) € C. En particulier,
gr(¢ — F(z)) € K(Z). D’apres le lemme précédent, n°2, on a ¢ € K(z), d’ou C = K(z).
Le centre de U (Vir(f)) est alors égal a K(z) nU((Vir(f)) = K[z].

3.1.4 Théoremes de comparaison

Les invariants dimensionnels déterminés dans le théoreme 3.2 ne permettent pas de
distinguer par exemple les algebres enveloppantes et les corps enveloppants de to(f) et
w(g) lorsque f,g: T — K sont deux morphismes injectifs définis sur le méme groupe
libre. On introduit donc d’autres méthodes pour les comparer. Dans la partie 3.1.4.1, on
commence par déterminer la forme de tous les éléments ad-diagonalisables (et méme
ad-localement finis) de U(to(f)); on montre ensuite comment le spectre de la dérivation
intérieure associée a un tel élément permet de reconstruire I’algebre o (f). Dans la partie
3.1.4.3 on modifie ces notions pour les utiliser dans le cas de corps gauches.

3.1.4.1 Algébres enveloppantes de méme dimension

Rappelons qu’un élément x d’une algebre associative A est dit ad-localement nilpotent
(resp. ad-diagonalisable) si adz: A — A est localement nilpotent (resp. diagonalisable).
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On dit que z est ad-localement fini si, pour tout y € A, la famille {(ad2)™(y)},,>, est
liée. Les éléments ad-diagonalisables et ad-localement nilpotents sont aussi ad-finis.

Lemme 3.7 Soient f : T < K un morphisme injectif et g = vo(f) ou g = Vir(f). Soit
z € U(g).

1. Si z est ad-localement fini, alors il existe A € K et ( un élément central tels que
T = Aeg+ (.

2. Si x est ad-diagonalisable et non-central, alors il existe A € K* tel que [’ensemble
des valeurs propres de ad x soit exactement \f(T).

Preuve. Rappelons d’abord le fait général suivant. Soit A une algebre filtrée. Une
famille de vecteurs {y; }ics est libre dans A si la famille des formes initiales {g7(y;) }icr
est libre dans Gr(A) (la réciproque est fausse en général). On en déduit que si x € A est
ad-fini, alors I’élément X = gr(z) est ad-fini aussi relativement au crochet de Poisson
dans Gr(A). En effet, soit Y € Gr(Y'), on veut montrer que la famille {(ad X)™Y }>0
est liée. Il suffit de le voir si Y est de la forme Y = gr(y), pour y € A. S’il existe un
entier n > 1 tel que (ad X)"(Y') = 0, alors la famille {(ad X)™(Y)}, -, est liée. Sinon on
a pour tout m > 0 : (ad X)™(Y) = gr((adz)™(y)); si la famille {(ad X)™(Y)},,>, était
libre, la famille (ad x)™(y) serait libre aussi et x ne serait pas ad-localement fini.

On peut maintenant démontrer le numéro 1. On va traiter le cas ou g = Vir(f); la
démonstration dans le cas ou g = w(f) est tout a fait analogue et sera omise. On notera
U=U(g) et S=GrUU). Soit z un élément ad-localement fini non-central dans U.
Quitte a changer x en z — ¢ pour un élément central ¢ convenablement choisi, on peut
supposer gr(z) € K[Z] (on utilise le lemme 3.5, n°3). Appelons X = gr(z) € S la forme
initiale de z. Cet élément est aussi ad-fini sur S. Notons V(X) ={a €' | 0,(X) # 0} :
les variables non-centrales desquelles dépend la fraction rationnelle X sont exactement
les E, pour o € V(X). Par hypothese, V(X) est non-vide. Si V(X) # {0}, on peut
choisir un ordre sur I' tel que MV (X) = max V(X) > 0. Mais alors, pour tout élément
homogene Y € S tel que MV (Y) > MV (X), on voit par récurrence (en utilisant le
lemme 3.4, n°3) que MV ((ad X)™Y) = MV (Y) +mMV (X). Ces éléments de I" sont
deux & deux distincts; on en déduit facilement que les (ad X)™ Y sont linéairement
indépendants, contradiction. Donc V(X) = {0}, autrement dit X ne dépend que de Ej
et de Z. On en déduit que 9y(X) = g—g} ne dépend également que de E, et Z. La
sous-algebre engendrée par Ej et Z étant commutative relativement au crochet de
Poisson, il vient {X,0y(X)} = 0. Or pour tout élément o € T, on a

{X,E,} = 0y(X).f(a)E4. On en déduit par récurrence que, pour tout m > 0,

(ad X)™(Ey) = (f(a)0o(X))™E,. Lorsque « # 0, ces éléments sont linéairement
dépendants si et seulement si la famille {9,(X)™}, -, est liée. Ceci implique que

0o(X) = A € K*; comme par ailleurs X = gr(z) est un polynéme (en Fy et Z)
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homogene, on voit qu’il est de la forme X = AEy + A'Z. 1l vient v(z — Aey — N'z) <0,
doll z — deg — Nz e K

Prouvons le numéro 2. Soit x un élément ad-diagonalisable, non-central ; en particulier
est ad-fini. Il existe A € K* et ( central tels que x = Aey + (. Remplacer z par z — ( ne
modifie pas les valeurs propres (ni les vecteurs propres) de ad z; on se raméne a
déterminer le spectre de ad(\eg). A aide de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt déduite
de la base naturelle de g, il est facile de voir que celui-ci est précisément égal a Af(I').
Le lemme est démontré.

Notons & présent L£4(K) 'ensemble des sous-groupes libres, de rang d du groupe additif
K; L£4(K) est non-vide si et seulement s’il existe un plongement I' = Z? < K. Dans ce
cas, on peut regarder 1’action par homothéties du groupe multiplicatif K* sur £4(K).

Théoreme 3.8 Soient f, g deuxr plongements I' — K. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

i. les algébres enveloppantes U m(f)) et L{(m(g)) sont isomorphes;

i1.  les algébres enveloppantes U Vir(f)) et Z/{(Vz'r(g)) sont isomorphes;

iti. les algébres de Lie w(f) et to(g) sont isomorphes;

iv. les orbites de f(I") et g(I') sous laction de K* sont égales.

Preuve. Remarquons d’abord que, pour tous plongements f,g: I' < K les orbites de
f(I) et g(I") sont les mémes si et seulement s'il existe A € K* et o € Aut(I') tel que

Ag = f oo. L’équivalence iii) <= iv) est alors simplement une autre formulation de
[41, théoreme 3.8]. L’'implication ii) = i) et ii) est évidente. Montrons i) = iv). Si

®: U(r(g)) — U(to(f)) est un isomorphisme, alors ad(®P(ey)) est un élément
ad-diagonalisable de U (v (f)) ayant le méme spectre que ad(eg) € Endy U(t(g)),
c’est-a-dire g(I"). D’apres le lemme précédent, n°2, il existe A € K* tel que g(T") = Af(T).
L’implication %) = iv) se démontre de méme.

3.1.4.2 Décomposition des éléments de Gr(K(g))

On considere toujours g = w(f) ou Vir(f), S(g) = Gr(U(g)) et Q(g) = Gr(K(g)).
L’algebre S(g) étant ’algebre symétrique de I’espace vectoriel I'-gradué g, cette
graduation se prolonge en une I'-graduation de S(g), avec pds(E,) =y pour tout y € I'.
Le degré associé est encore appelé poids et les éléments homogenes isobares. Les
éléments isobares sont les vecteurs propres de ad Ey pour le crochet de Poisson. Cette
[-graduation ne se prolonge pas a Q(g) : par exemple, si v € I' \ {0}, ’élément

Ey + E, € S(g) est homogene au sens classique, donc inversible dans Q(g). Toutefois,
Ey + E, n’étant pas isobare, ’élément (Ey + E,)~' ne peut pas s’écrire comme
combinaison linéaire de fractions rationnelles & numérateur et dénominateur isobares.
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On va remédier a cette situation en montrant qu’on peut décomposer les éléments de
Q(g) en somme infinie d’éléments isobares, en un sens que l'on précisera. Soient Q;s, le
localisé de S(g) en les éléments isobares et H le sous-corps de Q;,, formé par les
fractions isobares, de poids nul. On identifiera Q;,, & une sous-algebre de Frac S(g).

Lemme 3.9 L’algébre Q;s, est isomorphe a ’algébre de groupe H[T.

Preuve. Choisissons une base {¢1,...,¢4} de I'. On vérifie que l'application ¥ définie

pour h € H et (ay,...,aq) € Z% par \I!(h.(al, e, ad)) = h.EZl ... E2 se prolonge en un

isomorphisme de H[I'] sur Q;s,.

Un ordre sur le groupe I" étant fixé, on peut plonger H[I'| dans un corps de séries de

Malcev-Neumann H[[[']] (voir par exemple [31, 11, 10, 1]). Les éléments de H[[']] sont

des séries formelles x = va, ou chaque z, est isobare, de poids 7, et ol 'ensemble
vyel

{y €T | z, # 0} est une partie bien-ordonnée de I’ensemble ordonné I'. Le produit de

deux telles séries est donné par la formule :

Le corps Frac S(g) se plonge dans H|[[[']]; on pourra donc dorénavant identifier
Frac S(g) a un sous-corps de H[[I']]. A fortiori, 'algebre Q(g) sera identifiée a une
sous-algebre de H[[T']]. On démontre facilement :

Lemme 3.10 Conservons les notations précédentes. Soient x = =, € Q(g) et
h € Q(g), on note {h,z} =) u, la décomposition en série de l’élément {h,z} € Q(g).
St h est une fraction isobare, de poids nul, alors on a :

Vyey) = uy={h,z,}.

3.1.4.3 Corps enveloppants de mémes degrés de transcendance

Soient D un corps gauche et x € D. On dira que x est quasi-localement fini (resp.
quasi-diagonal) 8’1l existe une sous-algebre B de D contenant x telle que
(adz)p: B — B soit localement fini (resp. diagonalisable), et telle que D = Frac(B).

Lemme 3.11 Soient f : T — K un morphisme injectif et g = to(f) ou g = Vir(f).

1. Soit x un élément quasi-localement fini de K(g). Il existe A € K, ¢ un élément
central et ' € K(g) tels que x = Xeg + ( + 2’ et v(z') < 0.
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2. Six € K(g) est quasi-diagonal et non-central, il existe A € K* tel que ’ensemble
des valeurs propres de ad x (agissant dans K(g)) soit contenu dans Af(T).

Preuve. Commencons par une observation utile. Soit B une sous-algebre de K (g) telle
que K(g) = Frac(B). Si Gr(B) est contenue dans une sous-algebre @' C Q(g) stable par
inversion, alors @ = Q(g). En effet, soit Y = gr(y) € Q(g) un élément homogene
non-nul. En écrivant y = u~'v avec u,v € B, on a aussi Y = gr(y) = gr(u)'gr(v).
Comme gr(u), gr(v) € Gr(B) C @', et que Q' est stable par inversion, on en déduit que
Y € @', d’ou le résultat. En particulier, on voit que Gr(B) n’est pas contenue dans le
sous-corps H C Frac S(g) formé des fractions isobares, de poids nul. De méme, Gr(B)
n’est pas contenu dans une sous-algebre de la forme Q(7), avec v € I' (formée de
fractions rationnelles ne dépendant pas des variables E, lorsque o > 7y, voir la section
3.3).

Démontrons le numéro 1. On va le faire dans le cas ou g = Vir(f); le cas ou g = to(f)
se traite de maniére analogue. Soit B une sous-algébre de K (g) contenant z et telle que
Frac B = K(g). On suppose (adx) p: B — B localement fini. On peut supposer que B
contient le centre de K(g), et que I’élément z est non-central dans B (sinon z est central
dans K(g) et le résultat est évident). Quitte & changer x en z — ¢ pour ( central bien
choisi, on peut donc supposer que gr(z) € K[Z, Z7!] (lemme 3.5, n°3). Cette opération
est justifiée, car ad x = ad(z — (), donc z — { € B est encore quasi-localement fini. Dans
ce cas, 'élément X = gr(z) est ad-localement fini sur Gr(B). Montrons que X ne
dépend que de Ey et de Z. Supposons que ce ne soit pas le cas. On peut choisit un ordre
sur " tel que vy = MV (X) > 0. Comme Gr(B) € Q(v), il existe y € B tel que

MV (gr(y)) > MV (X). Comme dans la preuve du lemme 3.7, on en déduit que les
éléments {(adz)™(y)},,>o sont linéairement indépendants, contradiction. Donc X (ainsi
que ses dérivées) ne dépendent que de Ey et de Z, et 9p(X) # 0 car X ¢ K[Z, Z~'].
Notons aussi que, comme Ej et Z sont isobares, de poids nul, il en est de méme de
Pélément 0p(X) = g—]ifo.

Soit Y € Gr(B). On décompose Y en série formelle Y = )" Y, comme dans la partie
3.1.4.2; en particulier chaque Y, est isobare, de poids 7. Comme Gr(B)  H, on peut
choisir Y de sorte que Y ¢ #, autrement dit il existe 7o € I' \ {0} tel que Y,, # 0. Par
récurrence on montre que (ad X)™Y = 0y(X)™(ad Ey)™Y pour tout entier m > 0; on en

déduit la décomposition en série de (ad X)™(Y) :

(ad X)™(Y) =) o(X)"f (7)Y,

Cette famille étant liée, les familles des composantes isobares {9y(X)™ f(7)™Y,},,, sont
également liées, pour tout v € I'. En particulier, pour y = 7y, comme f (7)Y, # 0, on

100



en déduit que {9y(X)™},, 5o est liée, d’olt 9y(X) = A € K*. Par suite, il existe \' € K tel
que X = AEy + X' Z, en particulier v(z — Aeg — N'2) < 0 et z a la forme annoncée dans le
numéro 1.

Démontrons le numéro 2. On peut supposer z = Aey + ', avec v(z') < 0. En particulier,
v(z) < 1. Soit p une valeur propre de adz. On peut supposer p # 0, sinon z serait
central dans B, et par suite dans K(g), contrairement aux hypotheses. Il existe y € B
tel que [z, y] = py. On en déduit que v(y) = v[z,y] < v(y) + v(z) — 1 < v(y). Toutes ces
inégalités sont donc des égalités. On en déduit d’abord que v(z) = 1, c’est-a-dire A # 0,
d’ou gr(z) = AEy; ensuite on voit que {gr(z), gr(y)} = g7 [z, y], car

v([z,y]) = v(y) + v(z) — 1. On en déduit que {\Ey, gr(y)} = pgr(y), et donc u est une
valeur propre de ad(AEp). Il vient p € A\f(T'), d’ou le numéro 2.

Proposition 3.12 Soient f,g: ' — K deuz plongements. On suppose que les corps
K(m(f)) et K(mw(g)) sont isomorphes, ou que les corps K (Vir(f)) et K(Vir(g)) sont
isomorphes. Alors il existe un scalaire X € K* tel que A\g(T') C f(T'). Cette condition
équivaut ausst a ’existence d’un scalaire A € K* et d’un endomorphisme injectif

T7: ' T tels que A\g = for.

Preuve. Si ® est un isomorphisme K (w(g)) — K (mo(f)), on voit que ®(eg) est un
élément quasi-diagonal de K (o(f)) et le spectre de ad(®(ep)), agissant dans K (m(f)),
est le méme que celui de ad ey agissant dans K (w(g)), c’est-a-dire g(I"). D’apres le
lemme précédent, n°2, il existe A € K* tel que g(I') C Af(T'), autrement dit

A1g(T) C f(D).

Ensuite il est facile de vérifier que A\g(I") C f(T') si et seulement s’il existe un
endomorphisme injectif 7: [' — I tel que A\g = f o 7.

3.1.4.4 Exemples

On va maintenant utiliser le critére de la proposition 3.12 pour donner des exemples de
corps enveloppants d’algebres de type Witt (ou Virasoro) ayant méme degré de
transcendance de niveau 3 mais qui ne sont pas isomorphes. Soient A, B € L4(K) des
sous-groupes additifs libres, de rang d, de K. On écrira A = B s’il existe un scalaire

A € K* tel que A C B.

Lemme 3.13

1. La relation = est une relation d’équivalence sur Lq(K).

2. Soient A, B € L4(K) tels que A = B. Soient a € A~ {0}, b € B~ {0}. Alorsa™A
et b1 B sont des sous-groupes libres de rang d de K, contenant l’élément 1;, tels
que a *A=A=b'B. De plus, les sous-corps de K engendrés par a *A d’une part
et par b 'B d’autre part sont égaux.
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Preuve. La réflexivité et la transitivité de la relation = sont évidentes. Il reste a voir
que A = B entraine aussi B = A, pour tous 4, B € L4(K). Il existe des plongements
f,9: Z% — K tels que f(Z%) = A, g(Z%) = B. L’hypothése A = B entraine ’existence
d’un morphisme injectif 7: Z% < Z% et de A € K* tels que Af = g o 7. Or on sait qu’il
existe un morphisme 7% : Z?% — Z4 tel que 7 o 7% = det(7)Id : la matrice Matg(7%) de
7# dans une base B donnée est la transposée de la comatrice de Matg(7). On vérifie
qu’alors \f o 7% = det(7)g, et donc A~ det(r)g = f o 7%, d’olt

A7t det(7)B = A~ det(7)g(Z?) C f(Z?%) = A, dou B = A. Le numéro 1 est démontré.
Démontrons le numéro 2. Soient A € L4(K) un sous-groupe additif de K et a € A\ {0}.
Il est clair que a=' A est un sous-groupe libre de rang d de K, contenant I’élément 1k, tel
que a 'A = A. Soient B € L4(K) tel que B= A et b € B~ {0}; on a alors

b '!B=B=A=a'A comme annoncé. Pour la suite de la preuve, on remplace A par
a 'A et B par b~'B, de sorte qu’on supposera 1x € AN B. Notons Q(A) (resp. Q(B)) le
sous-corps de K engendré par A (resp. par B).

Supposons A = B; montrons que Q(A) = Q(B). Comme A = B, il existe A € K* tel que
A C B.On adonc A C A'B, dott Q(A) C QA'B). Or 1k € A, on en déduit que
A= A1k € B~ {0}. On a donc aussi \™'B C Q(B), d’out QA\™'B) C Q(B), d’ou

Q(A) € Q(B). Un argument de symétrie prouve que Q(B) C Q(A) : le numéro 2 est
démontré.

Notations 3.14 Soient A € L4(K) et a € A~ {0}. D’apres le lemme, le sous-corps de
K engendré par a~'A ne dépend pas du choix de a : on pourra donc le noter Q(A).

Corollaire 3.15 Soient f,g: I' — K deuz plongements. Si les sous-corps Q(f(T')) et
Q(g(T")) sont différents, alors les corps enveloppants K(ro(f)) et K(m(g)) ne sont pas
isomorphes; et il en va de méme pour les corps K(Vir(f)) et K(Vir(g)).

Preuve. S’ils étaient isomorphes, on aurait f(I') = g(I') d’apres la proposition 3.12, et
donc Q(f(I")) = Q(¢(I")) d’apres le lemme précédent.

Exemple 3.16 Les corps enveloppants d’algebres de Witt (ou de Virasoro) associés aux
plongements f: Z? — C (k = 1,2, 3) sont deux & deux non-isomorphes :

filz,y)=z+iy; folz,y) =z +7y; fi(z,y) =2+ 7y

3.2 Parties positives des algebres de type Witt

3.2.1 Conventions générales

Dans toute cette partie, on considére un plongement f : I' = Z? < K par lequel on
identifie I' & une partie de K. On suppose I' totalement ordonné ; on pose
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'y ={a el | a>0}. On note o, = to,(f) la partie positive de w(f) (relative a cette

relation d’ordre), autrement dit o, = @ Ke.,, avec le crochet [e,, e5] = (8 — a)eqts
vel+

(pour o, B € T'}).

On reprend en outre les notations introduites dans la partie 3.3. En particulier on note

Q(rw,) = Gr(K(w,)), que I'on munit du crochet de Poisson canonique {.,.}. Pour tout

z € Q(tv,), on note ad(x) 'application y € Q(tv) — {z,y} € Q(tw,). Les éléments de

Q(1 ) peuvent étre considérés comme des fractions rationnelles en des variables E.,, ou

v € I'y. On notera 0, la dérivation partielle %. On a aussi, pour ¢ € Q(w ) :

MV (p) =sup{yel'y | 0,(¢) #0} € 'y U{—o0}. Pour tous ¢, € Q(tw) on écrira
enfin {¢,Y}ap = 0up.0sY — Opp . Out).

3.2.2 Centralisateurs
3.2.2.1 Centralisateurs dans Gr(K(w.))

Pour tout élément ¢ € Q(tv,) on note C(y; Q) le centralisateur de ¢ dans Q(w. )
relativement au crochet de Poisson. C’est une sous-algebre de Poisson de Q(w. ) ; celle-ci
est graduée lorsque ¢ est homogene.

Lemme 3.17 Soient ¢,v € Q(,).

1. On suppose ¢ € K. Il y a équivalence entre :
i MV({e,v}) < MV(p);
ii' {SO’ 17/}} = 0 ;
ii. Va,Bely) @ {p,¢}lap=0.

2. Supposons ¢ € Q(t,) homogéne, non-constant. Si deg(p) = 0, alors C(p; Q) est
une sous-algébre graduée de Q(r) concentrée en degré 0. Si deg(p) # 0, alors il
eziste un élément homogéne h € Q(w, ) \ {0} tel que C(p; Q) = K[h,h']; en
particulier deux éléments homogénes de méme degré commutant a @ sont toujours
proportionnels.

3. On suppose qu’il existe N > 1 tel que (ad )N () = 0. Alors {p, %} = 0.

Preuve. Démontrons le n°l. Comme dans la preuve de la proposition 3.17, équation

(3.2), on voit qu’on a la relation {¢, ¥} = Z(ﬁ — a)Eyi {9, ¥ }a,p. L’implication

B>a
i11) = i) est alors évidente. L’implication 7i) = i) est claire. Il reste & voir i) = 4i7). Si
1 est constant, 1’assertion #ii) est trivialement vérifiée. On suppose donc 1) € K. On a
MV ({p,¥}) < MV(p) < MV () + MV (¢); d’apres la proposition 3.4, n°3, on en
déduit MV () = MV (p). Notons = MV (p) cette valeur commune : en particulier,
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pour tout v € 'y, on a u+ v > u, donc les fractions rationnelles ¢ et 1, ainsi que les
{¢,V}ap (00 o, B € T'}), ne dépendent pas de la variable E,, . En dérivant I'identité du
début de la preuve par rapport a F lorsque v € I',), on en déduit :

uty v +

Vy>0 > (B—a){e,dlas=0. (3.3)

a+f=p+y
B>a

Soit V={a €Ty | Oap # 0 ou 0qt) # 0} : ni ¢ ni ¥ ne dépendent de E, si a ¢ V), en
particulier {¢, ¢}, = 0si a ou § € V. C’est un sous-ensemble fini de I’ensemble
totalement ordonné I'y. On peut donc ’écrire sous la forme V = {ay,...,ay}, avec
0<a; <...<ay=u. Notons a présent H,, I'hypothese :

Va,BeT), (o, 8> am) = {p,9¥}as = 0. Par définition de V, ceci revient encore & :
Va,B€V), (o, > ) = {p,¢¥}as = 0. On voit que la propriété i7i) que 'on veut
prouver résulte de H;. Il reste & démontrer H; ; a cet effet on fait une récurrence
descendante.

L’hypothese Hy est vraie. Supposons H,, vérifiée, avec 1 < m < N et démontrons
Hpm—1. On a a1 > 0; d’apres (3.3) il vient :

Y. B-aedlas= (h—am- e lapwt D (B-a){p,v}as =0

Broa=ptam_1 Bra=p+am 1
B>a u>B>a
a,BEY

(3.4)
Or, pour tous o, B €'y, si f+a=p+ o, 1 et u>p > a, alors
O<pu—pB=a—apy_1;ilvient o, 8 > a,,—1. Lorsque « et 3 sont dans V, ceci entraine
o, > au,. L'hypothese H,, s’applique alors dans (3.4) sur la somme de droite qui s’en
va. Comme en outre m — 1 < N, on a a,,,_1 # ay = j4, €t on trouve finalement
{0, %} am_10 = Oap_19 - Out) — Ougp . On,,_, ¢ = 0. Pour tous o, f > cm_1, on a donc :

Oap- (O - Oup) = Oup-(Outh.0pp) = (Oap.0u).0sp = (Oup.0u¥) - Ipep-

Par définition de p = MV (y), on a 0,¢ # 0; en simplifiant on trouve

Oap - 0% = 0 . 0u%), prouvant H,,_1. On en déduit par une récurrence descendante
que H; est vraie, d’ou 7).

Démontrons le n°2. Soit ¢ € C(p; Q) un élément homogene, non-nul. Posons a = deg(y)
et b = deg(v)). Montrons d’abord qu’il existe un scalaire A € K* tel que ¢® = A% A cet
effet, on montre que @/)‘“(pb est constante. Pour tout o« € I'y, on a :

a(™%") = b’ 0al@)yp™" — atd ™ T O (1) "
= " (b0 (0)Y — ada(1h)g).
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Comme ¢ est homogene, de degré a, on voit que a.p = ZEB 0s(p) d’apres I'identité
B
d’Euler ; de méme on a b.7) = Z Eg 0s(). 11 vient :
B

0a(¥70") = @ (Balp) Y Esds(¥) — 0a(¥)) > Epds(y))
5 5

= " By (0a(9)05(1) — 0a()05(9))
5

= 0 d’apres le n°1, i7i), parce que {p, ¥} = 0.

0
On a donc, pour tout a € ', a?(w_“gpb) = 0; par suite, il existe A € K* tel que
o]

@b = M.

Supposons & présent a = deg(p) = 0. Alors ¢* = \? = X € K*; comme ¢ ¢ K,
nécessairement b = deg(¢)) = 0 : les éléments de C'(p; Q) sont homogenes, de degré 0.
Inversement, on suppose a # 0. Soient 1,1, € C(p) \ {0}, homogenes, de méme degré.
Montrons que t; et v, sont proportionnels. En effet, soit ® = v /1)5. L’élément P est
homogene, de degré nul et ¢ est un élément de degré non-nul du centralisateur C(®; Q).
Ceci n’est pas possible si ® ¢ K d’apres ce qui précede; on en déduit bien que 1, et 1
sont proportionnels. Choisissons maintenant h € C(y; Q), homogene, de degré m > 0
minimal. Alors A est inversible dans Q(w ), et K[h, h™!] C C(p; Q). Montrons que
C(p; Q) C K[h, h™']. Soit ¥ € C(p; Q) homogene, de degré n. Posons

d = pged(m,n) > 1. Il existe deux entiers u, v tels que um + vn = d. Alors

h*? € C(p; Q) est un élément homogene, de degré d > 1. On en déduit par minimalité
de m que m < d; comme d divise m on a nécessairement m = d. Donc m divise n : il
existe ¢ € Z tel que n = gm. Dans ce cas, 1 et h? sont deux éléments de C(y; Q) de
méme degré : 1) est donc proportionnel & h?. Ceci prouve que C(p; Q) C K[h, h1].
Démontrons le troisiéme point. Supposons N > 2. Comme {¢p, (ad ¢)¥ 1(¢))} =0, on a
MV ((ad )N (¥)) < MV (p) d’apres le n°1, i) = 7). Cette inégalité peut aussi s'écrire
MV ({¢, (ad )N 2(p)}) < MV (p); en appliquant cette fois le n°1, i) = ii), on en
déduit que (ad )V ~!(1)) = 0. De proche en proche on se raméne au cas ou N = 1,
c’est-a-dire {p, 9} = 0.

3.2.2.2 Centralisateurs dans 1’algébre enveloppante

Soient A une algebre filtrée sur N et {A,}, .\ sa filtration. On suppose Ag = k. On
suppose aussi Gr(A) integre; en particulier A est integre et I’application filtration
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v: A — N vérifie v(zy) = v(z) + v(y), pour tous z,y € AN {0}. Il en résulte notamment
que les éléments non-scalaires de A sont transcendants sur K.

Proposition 3.18 Soit © € A tel que v(xz) > 0 et C(x; A) le commutant de x dans A.
On suppose que gr(x) € Gr(A) vérifie la condition suivante :

(C) pour tous u,v € Gr(A) homogénes, de méme degré : si
{gr(z),u} = {gr(x),v} =0, alors u et v sont proportionnels.

On a alors les conclusions suivantes :
1. C(z; A) est un K|z]-module libre, de type fini, et son rang divise v(x).
2. C(x; A) est commutatif.

Preuve. On adapte la démonstration d’Amitsur [4, théoréeme 1]. Commengons par
deux lemmes :

Lemme 3.19 Soient a,b € C(z; A) tels que v(a) = v(b). Il existe A € K tel que
v(a — A\b) < v(a).

Preuve du lemme. Comme [a, 2] = [b,z] = 0, il est clair que

{gr(a),gr(z)} = {gr(b), gr(z)} = 0. D’apres la condition (C), gr(a) et gr(b) sont
proportionnels; il existe donc A € K tel que gr(a) = Agr(b) = gr(Ab), autrement dit
v(a — Ab) < v(a).

Lemme 3.20 Pour tout m € N, Uensemble X, = {a € C(z; A) | v(a) < m} est un
K-espace vectoriel de dimension finie.

Preuve du lemme. D’abord, Xy = K; ensuite le lemme précédent signifie exactement que
I’espace quotient X, / X1 est de dimension au plus 1 pour tout m.

On peut maintenant achever la preuve de la proposition 3.2.2.2. Posons N = v(x); on
appelle Z, ={n € Z | Ja € C(z; A) tq. v(a) = n}. Il est clair que Z, est une partie
additive non-vide de Z. I’ensemble Z, = {n + NZ | n € Z,} est donc un sous-groupe de
Z/NZ; I'entier p = #Z, est alors un diviseur de N. Appelons alors my, ma, ..., m, les
éléments de Z, que I’on releve en my, ..., m, € Z, minimaux; on peut choisir m; = 0.
Pour chaque m; on fixe un élément y; € C(x; A) de filtration m;; on peut prendre

y1 = 14. Montrons que {yi,...,y,} est une K[z]-base de C(z; A).

Soient ¢1(x),...,p,(z) € Klz] tels que 1 ()y1 + ... + ¢,(2)y, = 0. Si les ¢; = @;(x) ne
sont pas tous nuls, il existe j # k tel que @;, op # 0 et v(p;y;) = v(Yryx). Mais alors
mj = v(y;) + NZ = v(p;) + v(y;) + NZ = v(p;y;) + NZ = v(ppyk) + NZ = my,
contradiction.
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Soit y € C(z; A), on montre par récurrence sur v(y) que y € Klz]y; + ... + K[z]y,.
Reprenons la notation X, du deuxieme lemme. Si v(y) =0:y € X, = K donc
y=Ala=Ay, A€ K Siv(y) >0:ilexiste j € {1,...,p} tel que v(y) + NZ =m;;
autrement dit, il existe ¢ € Z tel que v(y) = m; + Nq. Par minimalité de m; , on a

g > 0. Dans ce cas, on a v(y) = v(z%;); d’apres le premier lemme, il existe A € K tel
que v(y — Az%y;) < v(y). L’hypotheése de récurrence appliquée a y — Az?y; fournit le
résultat voulu.

Etablissons & présent la commutativité de C'(x; A). Le groupe Z, est cyclique : on peut
trouver Y € C(z; A) tel que v(Y) + NZ engendre Z,. 1l est alors facile de voir que
I’ensemble

{v(H) | H=H(z,Y) = @o(z) + 1 (2)Y +...+ ¢, 1(2)Y"" avec ¢y, ..., 0,1 € K[z]}

contient tous les entiers de Z, sauf au plus un nombre fini. On peut supposer que Z,
contient tous les éléments {¢,¢ + 1,t+ 2,...} pour un certain t € N.

Comme dans la premiére partie de la preuve, on montre que tout élément y € C(z; A)
peut s’écrire sous la forme y = H(z,Y) + h, avec h € C(x; A) et v(h) < t. D’apres le
second lemme, I’ensemble de tous les A ainsi construits forme un espace vectoriel de
dimension finie d. En particulier, on définit une famille linéairement dépendante

{ho, ..., h4} par les décompositions : 27y = H;(z,Y) + hj, v(h;) < t. Soit alors

(Mo, -5 Aa) € K%\ {0} tel que - Ajh; =0;0na: (> Nad)y =3 N\;H,(z,Y). Par
suite, on a prouvé que, pour tout y € C(xz; A), il existe H(z,Y) € K[z, Y] et

h(z) € Klz] \ {0} tels que h(z)y = H(z,Y); on en déduit que C(z; A) est contenu dans
K(z)[Y], qui est commutative.

Théoreme 3.21 Soit g une sous-algeébre de Lie de to. Soit u un élément non constant
de U(g). Le centralisateur de u dans U(g) est commutatif; c’est de plus un
sous-Klu|-module libre dont le rang divise v(u).

Preuve. Si g= o, il suffit d’appliquer la proposition 3.2.2.2 dont les hypotheses sont
vérifiées d’apres le lemme 3.17, n°2. Si g C o, est quelconque, 1’algebre U(g) s’identifie
a une sous-algebre filtrée de U(1w, ) et Gr(U(g)) & une sous-algebre de Poisson de

Gr (L{(m+)). Les hypotheses de la proposition 3.18 restent donc vraies dans Gr (Z/{(g)),
d’ou le résultat.

3.2.2.3 Centralisateurs dans le corps enveloppant

On reprend les notations et hypotheses de la partie 3.2.2.2 : A est une algebre filtrée sur
N par des sous-espaces {4y}, ; on suppose que Ay = k et que Gr(A) est integre. En
outre, on suppose ici que A est un domaine de Ore; on notera K son corps de fractions.
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On munit K de la filtration naturellement induite par celle de A. Les méthodes qui
suivent sont inspirées de Goodearl [21].

Proposition 3.22 Soient x € K et C(x; K) le commutant de x dans K. On suppose
que x vérifie l'une ou l'autre des deux conditions suivantes :

1. v(z) # 0 et, pour toute paire d’éléments u,v € Gr(K) homogénes, de méme degré :
si{gr(z),u} ={gr(x),v} =0, alors u et v sont proportionnels.

2. v(z) =0 et, pour tout y € C(x; K), non nul, on a v(y) = 0.
Alors C(z; K) est commutatif.

Preuve. Traitons d’abord le cas ot v(z) # 0. Soit

Zy,={n€Z| 3y e C(x;K), v(y) =n}. L'ensemble Z, est un sous-groupe non-nul de
Z; il existe donc m > 0 tel que Z, = mZ. On fixe alors un élément y dans C(x; K) de
filtration m. On va prouver que C(z; K) = K(y), adhérence de K(y) dans K pour la
topologie canonique (voir page 21), ce qui suffira. En effet, ’application :

[.,.]: (a,0) € K x K — [a,b] € K est continue; il vient :

[C(z; K),C(x; K)] = [K(y), K(y)] C [K(y), K(y)] = {0}

Considérons a € C'(z; K). 1l existe a; € K(y) tel que v(a — ay) < v(a) — 1. En effet, il
existe n € Z tel que v(a) = nv(y) = v(y"). Mais a et y™ commutent & z dans K, donc on
a aussi {gr(a), gr(z)} = {gr(y"), gr(x)} = 0 dans Gr(K). Comme

deg (gr(a)) = deg (gr(y”)), on peut appliquer I’hypothése n°l : il existe A € K* tel que
gr(a) = Agr(y"™) = gr(\y™), d’ou v(a — A\y™) < v(a). Par récurrence on construit alors
une suite (a,),~; dans K(y) telle que nh_)rgo a, = a, c’est ce qu’on voulait.

Traitons maintenant le cas ou v(z) = 0. On va montrer que C(z; K) s’identifie
naturellement & un sous-corps de Gr(K). Comme C(z; K) C K{ (I’ensemble des
éléments de K de filtration négative), on peut définir ¢: C(z; K) — Ko/K_1 C Gr(K)
par ¢(y) =y + K 1. L’application ¢ est linéaire et multiplicative : ¢’est un morphisme
d’algebres par lequel on peut identifier le corps C(z; K) a son image dans Gr(K), qui
est commutatif.

Théoréme 3.23 Soit f : ' — K une application additive, injective et vo. (f) la partie
positive de ’algébre de type Witt associée a f. Alors les centralisateurs d’éléments
non-centraux du corps enveloppant K (m+( f)) sont commutatifs.

Preuve. On note pour simplifier v = to (f). Soit € K (tv) un élément non-central.
Siv(z) # 0, alors gr(x) vérifie la condition n°1 de la proposition 3.22 d’apres le lemme
3.17, n°2. Supposons maintenant v(z) = 0. Si gr(z) = A € K*, les centralisateurs de z et
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x — X sont confondus, et v(z — A) < v(x) =0 : on est ramené au cas précédent. Si

gr(z) ¢ K, le lemme 3.17, n°2, assure une fois de plus qu’on peut appliquer le résultat de
la proposition 3.22.

Remarquons que le théoreme précédent reste valable en remplacant le corps K (m+( f ))
par n’importe quelle sous-algébre de K (tv(f)). En particulier, on retrouve le fait que
les centralisateurs dans 1'algébre enveloppante U (1. (f)) sont commutatifs.

3.2.3 Sous-algebres de K(iv,)
3.2.3.1 Sous-algébres commutatives maximales

Proposition 3.24 Soit B une sous-algébre de K ().

1. Soit C' une sous-algebre de B ; il y a équivalence entre :
1. C est une sous-algébre commutative mazximale de B ;
. il existe un élément non scalaire z de B tel que C = C(z; B) ;
iii. C # K et, pour tout élément non scalaire y de C, on a C = C(y; B).

2. Soient C une sous-algébre de B distincte de K, C' son commutant dans C.
a. SiC est non commutative, C' =K
b. Si C est commutative, C' est une sous-algébre commutative mazimale de B.

3. Six ety sont des éléments non scalaires permutables dans B, on a
C(z; B) = C(y; B).
4. Soient C' une sous-algébre commutative maximale de B, y un élément de B, et

P € KJt] un polynime non scalaire. Si P(y) € C, on ay € C.

5. Dans B, lintersection de deur sous-algébres commutatives mazimales distinctes est
réduite a K.

Preuve. On peut recopier mot pour mot les démonstrations de [13, corollaires 4.3 &
4.7].

Corollaire 3.25 Les sous-algébres commutatives mazimales de U(1o,.) sont de degré de
transcendance (au sens classique des algébres commutatives) égal a 1.

Preuve. On applique la proposition précédente avec B = U(t ). Soit C' une
sous-algebre commutative maximale de U(to, ). D’apres la proposition précédente, n°1 :
il existe x € B\ K tel que C = C(z; B) ; d’aprés le théoreme 3.21, ¢’est un K[z]-module
de type fini. Le résultat est alors immédiat.
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3.2.3.2 Sous-algebres de Lie de dimension finie

On considére touours w, = o, (f) la partie positive d’une algebre de type Witt to(f).
Pour tout élément x € K (1), on note C(x) le centralisateur de z dans K (). On
note alors N(z) ’ensemble {y € K| (adx)"(y) =0, n > 0}. C’est une sous-algebre de
K(r0,) contenant C'(z); on peut considérer N(z) comme un C(x)-module a gauche, par
exemple.

Lemme 3.26 Soient z,y € K(tv.); on suppose que y € N(z). Alors {gr(z),gr(y)} = 0.

Preuve. Posons X = gr(z), Y = gr(y). Pour n suffisamment grand, on a
(adz)"(y) = 0. On en déduit que, dans Gr(K (. )), on a aussi (ad X)"(Y) = 0 pour n
assez grand. D’apres le lemme 3.17, n°3, on a bien {gr(z), gr(y)} = 0.

Théoréme 3.27 Pour tout élément x € K(1.), on a N(x) = C(z). De fagon
équivalente : pour tout y € K(wy), [z,y] € C(x) implique [z,y] = 0.

Preuve. On suppose d’abord N = v(z) # 0. L’ensemble

Zy={n€Z| 3y € N(z), v(y) =n} est un sous-groupe de Z contenant N ; on en
déduit Pexistence de yi, ...,y € N(z) tels que, pour tout y € N(x), il existe
je{l,...,m} avec v(y) = v(y;) [N].

Considérons a présent M(z) C N(z), le sous-C(z)-module engendré par yy,. .., Ym.
Montrons que M (z) est dense dans N(z) (pour la topologie canonique, voir page 21).
Soit y € N(z). Il existe j € {1,...,m} et ¢ € Z tels que v(y) = qv(z) + v(y;), et donc
v(y) = v(x%y;). Or y et 2%, sont dans N (z), donc {gr(z), gr(y)} = {gr(z), gr(z%;)} = 0
d’apres le lemme précédent. D’apres le lemme 3.17, n°2, il existe A € K tel que

gr(y) = Agr(z%y;), d’ou v(y — Az%y;) < v(y). On peut alors construire par récurrence
une suite (7,),,cy dans M(z) telle que 7}1}1210 v(y — n,) = —oo, d’ott le résultat.

Comme yi,...,ym € N() : il existe a > 0 tel que (adx)?(y;) = 0 pour tout j, d’olt 'on
déduit que (adx)*M (z) = 0 par C(z)-linéarité. Comme ad(z) est continue, on a :

(adz)*N(z) = (adz)*(M(z)) C (adz)*M(z) = {0}.

Supposons a présent que N(z) # C(x); il existe y € N(z) tel que [z, y] # 0 mais

[z, [z,y]] = 0. La deuxiéme équation implique par récurrence que (ad z)"(y") = n![z, y]"
pour tout n > 1; or cet élément est toujours non-nul, contradiction.

On suppose maintenant v(z) = 0. Si gr(z) = A € K*, on peut remplacer z par z — ) et
on est ramené au cas précédent. On supposera donc gr(z) ¢ K. Pour tout

y € N(z) \ {0}, on a {gr(z), gr(y)} =0, d’olt v(y) = deg(gr(y)) = 0 d’apres le lemme
3.17, n°2. Dans ce cas, v([z,y]) < v(z) + v(y) = 0. Mais [z,y] € N(x) aussi, et

v([z,y]) # 0 n’est possible que si [z, y] = 0, c’est-a-dire y € C(z).
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Enfin, il est facile de voir que N(z) = C(x) si et seulement si, pour tout élément
y € K(,), [z,y] € C(z) implique y € C(z).

Corollaire 3.28 Toute sous-algébre de Lie de dimension finie de K (1w ) est
commutative.

Preuve. On supposera pour simplifier K algébriquement clos. Soit g une sous-algebre
de Lie de K (tv,) de dimension finie. Considérons x € g; soit A une valeur propre de
I’endomorphisme adg(x) : il existe y € g ~\ {0} tel que [z, y] = Ay. Alors [y, [y, z]] =0,
donc z € N(y) = C(y) (théoréme 3.27); on en déduit que [z,y] = 0, d’out A = 0. Ainsi,
toutes les valeurs propres de ady(z) sont nulles : ¢’est donc un endomorphisme nilpotent
de g. Mais alors g C N(z) = C(z), qui est commutative (théoreme 3.23), donc g est
abélienne.

3.2.3.3 Comparaison avec les corps de Weyl

Rappelons tout d’abord la définition des algebres et corps de Weyl.

Définition 3.29 Soient n,s € N deux entiers. L’algébre de Weyl (sur K, d’indices n et
s), notée A, ;(K) est I'algebre engendrée par 2n + s générateurs p;, ¢;, 2 (avec
i,j€{l,...,n} et k€ {1,...,s}) soumis aux relations suivantes :

pi; g;] = 6ij 5 [pispjl = |@i> 451 = i 2] = [g5, 2] = 0,

pour tous 7,5 € {1,...,n} et k € {1,...,s}. Cest une algebre intégre et noethérienne;
en particulier on peut considérer son corps de fractions D, s(K) que 'on appelle corps de
Weyl (sur K, d’indices n et s). On écrit aussi A, (K) = A,,(K) et D, (K) = D, o(K).

Corollaire 3.30 Pourn > 1 et s > 0, il n’eriste aucun plongement du corps D, s(K)
dans K(1w).

Preuve. Deux éléments p,q € K (v, ) vérifiant [p, g) = 1 engendreraient une algebre de
Lie non-commutative de dimension 3, en contradiction avec le corollaire 3.28.

Remarque 3.31 Il est connu que le corps de Weyl D;(K) contient une sous-algebre
non-commutative libre [28]. On a ici le méme résultat, a savoir que le corps enveloppant
K (1) contient une algebre libre non-commutative. En effet, soit to = @ Ke, 'algebre
neEZ
de Witt usuelle; on considere la sous-algebre to; = @Ken de m. Il est clair que to; se
n>1
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plonge dans 1o, (f), il suffit donc de démontrer que le corps enveloppant K (tv;) contient

une sous-algebre non-commutative libre. Soit C'(ey;01) le centralisateur de e; dans ;.

On vérifie sans difficulté que C'(eq; 1) = Ke; et [tog, 0] = @ Ke,. En particulier, on
n>3

a to; # C(eq;101) + [tog, 101]. D’apres [20, théoréeme D], le corps K (tv;) contient une

algébre non-commutative libre.

Plus précisément, la démonstration de [20] montre par exemple que les éléments e]* et

e; 'es engendrent librement une sous-algébre non-commutative libre de K (to;).
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Chapitre 4

Corps enveloppants en
caractéristique positive

Introduction

Dans ce chapitre, on suppose que le corps de base K est de caractéristique p > 0. Soit g
une algebre de Lie de dimension finie sur K. Les résultats classiques (voir par exemple
[18]) montrent que U(g) est un module de type fini sur son centre Z(g). Soit

C(g) = Frac Z(g); la localisation K (g) = C(g) ®z(g) U(g) coincide alors avec le corps
enveloppant Frac U(g). En contraste avec le cas de la caractéristique 0, c’est une
C'(g)-algebre simple centrale de dimension finie. La structure algébrique du corps K(g)
est encore peu connue en général. Comme en caractéristique 0, on peut se poser la
question suivante [19] : existe-t-il deux entiers n, s > 0 tels que le corps K(g) soit
isomorphe au corps de Weyl classique D,, ;(K) ? En particulier, est-ce que le centre C(g)
est une extension transcendante pure de K?

Du fait que K(g) soit de dimension finie sur C(g), on peut se poser de nouvelles
questions propres a la situation modulaire. Parmi elles, la détermination de I’exposant
de K(g), c’est-a-dire l'ordre de la classe de K (g) dans le groupe de Brauer de C(g) est
encore largement ouverte.

Enfin, I’étude de anneau Z(g) proprement dit est également un probléme trés riche.
Supposons que 'algebre de Lie g est restreinte. Alors Z(g) contient une sous-algebre
commutative libre O[g] de rang dim(g), appelée p-centre de U(g), telle que U(g) est un
module de type fini sur O|g|. En général, on a Z(g) # Olg]; tout naturellement on est
amené a rechercher un systéme de générateurs de Z(g) comme algebre sur Olg]. De plus,
on peut se poser la question suivante (cf. [8], voir [14, 12] pour le cas de la
caractéristique 0) : 'anneau Z(g) est-il un anneau factoriel ? Ce probleme a été résolu
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affirmativement par Premet et Tange dans [34] pour K algébriquement clos si g = gl,,
ou, lorsque p ne divise pas n, si g = sl,,.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans la premiere partie, on introduit le cadre de
notre étude. On définit tout d’abord I'indice et I’exposant d’un corps gauche de
dimension finie sur son centre [22]. Ensuite on introduit les algebres et les corps de Weyl
classiques [19, 35]. En caractéristique p > 0, on détermine explicitement leur centre, puis
on calcule I'indice et ’exposant des corps de Weyl. Enfin on rappelle la notion d’algebre
de Lie restreinte [18]. On introduit alors la notion de p-centre de I’algébre enveloppante
d’une algebre de Lie restreinte. Le centre du corps enveloppant est une extension de
dimension finie du corps des fractions du p-centre; la relation générale

pdim e = [K(g) : C(g)][C(g) : Frac O[g]] est alors établie. Pour finir, on établit un critére
d’isomorphisme entre corps enveloppants et corps de Weyl classiques.

Dans la deuxieme partie, on étudie le cas des algebres de Lie g = gl, ou g = sl,, lorsque
p ne divise pas n. En suivant la méthode de Gelfand et Kirillov [19] et en se servant des
résultats de Premet et Tange [34] sur le centre du corps enveloppant , on démontre que
K(g) est isomorphe au corps de Weyl D@ S(K) avec s = n lorsque g = gl,, et

s =n — 1 lorsque g = sl, (théorémes 4.19 et 4.21). En particulier on en déduit que le
corps K(g) est d’exposant p dans les deux cas.

La troisieme partie est consacrée a ’étude de I’algebre de Witt W (1) et d’une certaine
sous-algebre de I'algebre de Witt 1W(2). Dans la premiere section, on présente quelques
résultats techniques utiles. Le premier permet la détermination explicite d’invariants
d’une algebre associative sous ’action de certaines dérivations. Le deuxieme permet de
construire algorithmiquement, sous certaines hypotheses ad hoc assez fortes, un
isomorphisme entre le corps enveloppant d’une algebre de Lie et un corps de Weyl
classique. Le dernier résultat concerne le lemme de Nagata (proposition 4.29) et permet
d’établir la factorialité du centre Z(g) dans les cas étudiés par la suite. Pour finir, on
définit précisément les algebres de Witt W (n) comme algebres de dérivations d’anneaux
de polynémes tronqués a n variables. Quelques propriétés immédiates de W (n) sont
alors établies.

Dans les deux sections suivantes, on se tourne enfin vers I’étude des algebres de Lie
g=W({1)oug=A(1)®@W(1) C W(2). On y démontre dans les deux cas que le corps
enveloppant K (g) est isomorphe & un corps de Weyl D, ;(K) et que le centre Z(g) est un
anneau factoriel (théorémes 4.42 et 4.59). La démarche est la méme pour les deux
algebres : on commence par trouver une sous-algebre de Lie gy C g telle que

K(go) ~ D, 0(K), avec n = dim(go). On construit ensuite explicitement des éléments
Q,...,0s € Z(g) avec s = dim(g) — dim(go) (dans le cas ou g = W (1) on retrouve
I’élément central classique défini par exemple dans [16]). La forme explicite des éléments
Qy,...,8 permet de démontrer que K (g) est engendré par K(go) et Q1,...,Q;, d’ou
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I'on déduit que K (g) est isomorphe a D,, (K). Enfin, a aide de techniques d’algebres
filtrées, on montre simultanément que Z(g) est engendré par ces éléments €, ...,
comme algebre sur le p-centre O[g] et que Z(g) est un anneau factoriel.

Dans toute la suite du chapitre, on fixe un corps de base K de caractéristique p > 0.

4.1 Préliminaires

4.1.1 Indice et exposant d’un corps gauche

Proposition 4.1 Soit D un corps gauche de dimension finie sur son centre K.

1.[22, théoréme 4.1.2] L’entier [D : K] est un carré parfait.

2.[22, théoréme 4.4.4] Il existe un entier m > 1 tel que l’algébre D k... g D (m fois)
soit isomorphe a une algébre de matrices M, (K), pour un certain entier n > 1.

Cette proposition permet de définir deux invariants pour un corps gauche D de
dimension finie sur son centre K. D’abord {’indice de D est 'entier Ind(D) = /[D : K].
Ensuite ’ezposant de D, noté Exp(D), est le plus petit entier m > 1 vérifiant la
propriété du n°2. Alternativement, Exp(D) est 'ordre de la classe de D dans le groupe
de Brauer de K [22]. Ces deux entiers sont liés comme suit, :

Proposition 4.2 Soit D un corps non-commutatif de dimension finie sur son centre K.
1. [22, théoréme 4.4.5] L’entier Exp(D) divise Ind(D).

2. [22, lemme 4.4.5] Tout diviseur premier de Ind(D) divise aussi Exp(D).

4.1.2 Algebres de Weyl et corps de Weyl

Les définitions et résultats de cette section sont classiques, voir par exemple [19, 24, 35].

Définition 4.3 Soient n, s deux entiers positifs. On appelle algébre de Weyl (sur K,

d’indices n et s) I’algébre définie sur K par les 2n + s générateurs Xy, ..., X,
Yi,..., Y., Z1,..., Z; soumis aux relations suivantes :
[Xi, Vil =055 [Xo, Xyl = [V3, Vi = [Xs, 2] = [V3, 23] = |2, Z;] = O, (4.1)

pour tous entiers i,j > 1 (J; ; est le symbole de Kronecker). La deuxiéme série de
relations sera décrite dans la suite par I’expression “les autres crochets sont nuls”. Ces
relations de commutation seront dites canoniques. Ces algebres seront notées A, s(K),
ou plus simplement A, (K) si s = 0. L’algebre de Weyl A, ;(K) est integre et

Dim? A, s(K) < 0o; elle admet donc un corps des fractions que I'on appelle corps de
Weyl (sur K, d’indices n et s). On note D, ;(K) = Frac A, s(K), ou plus simplement
D, (K) si s =0.
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Soit K(t1,...,ts) le corps des fractions rationnelles a s variables a coefficients dans K. On
peut alors observer que les K-algebres D, 5(K) et D, 0(K(t1, ..., ts)) sont isomorphes.

4.1.2.1 Structure des corps de Weyl en caractéristique p

Soient n, s deux entiers, avec n > 1. Pour tout k£ € {1,...,n} on considére les éléments
X? et Y? dans A, 5(K). Le résultat suivant est bien connu [35] :

Proposition 4.4 Le centre de l'algébre A, (K) est la sous-algébre engendrée par les
éléments X¥,..., XP, YP, ... )YP Z,, ..., Z,. L’algébre A, (K) est un module libre, de
rang p** sur son centre.

Corollaire 4.5 Le centre du corps Dy s(K) est le sous-corps
K(X?,..., X2 YP,...,YP. Zy ..., Z). Cest une extension transcendante pure de K, de
degré de transcendance 2n + s. Le corps Dy, 5(K) est de dimension p*™ sur son centre.

Proposition 4.6 Soient n,s € N, avec n > 1. Alors Ind D, ,(K) = p™ et
Exp D, s(K) = p.

Preuve. Dans cette démonstration, on note A, ; et D, ; au lieu de A, ;(K) et D, ((K).
Le fait que Ind(D,, s) = p™ résulte du corollaire 4.5. Calculons I’exposant de D, 5. Si
n =1, alors Exp(D; ;) est divisible par p et divise Ind(D; ;) = p d’apres la proposition
4.2, donc Exp(D; ) = p. Passons au cas général. D’abord on se ramene au cas ot s =0
en changeant au besoin K en K(Zi, ..., Z;). On écrira alors D,, au lieu de D, o.
Soit Cy, le centre du corps D,,. Pour k£ € {1,...,n} on appelle Ek = Cp[ Xk, Yi] la
sous-C',-algebre de D,, engendrée par X, et Y;. Observons d’abord que Ek est un corps
gauche K-isomorphe au corps de Weyl Dy 5,_2(K) (voir par exemple [35]). De plus le
centre de Ek est exactement C), ; en particulier on a [Ek : Cp,] = p*. En notant ® au lieu
de ®¢, le produit tensoriel des C),-algebres, I’application de multiplication induit un
Cp-isomorphisme El R...® En 5 D, : en effet, application C,-linéaire
©: B1®...® B, — D, donnée par propriété universelle des produits tensoriels est
clairement multiplicative et surjective. Comme
[B1®...Q B, : C,] = (p*)" = p*" = [D,, : C,), il s’agit d’un isomorphisme.
On peut maintenant calculer Exp(D,,). C’est une puissance de p d’apres la proposition
4.2; par ailleurs Exp(D,,) # 1 car D,, n’est pas isomorphe a une algeébre de matrices sur
Cy. On en déduit l'inégalité Exp(D,,) > p. Ensuite, pour tout entier m > 0, on a d’apres
ce qui précede :

D"~ (B, ®...® B,)®*" ~ B*™ @ ...Q B®™
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Comme chaque By, est isomorphe a un corps de Weyl D; o, o, avec centre C,, on sait

que pour m = p, chaque algebre E,‘?m est isomorphe a une algebre de matrices sur C,.
En particulier pour m = p lalgébre D™ est également isomorphe & une algébre de
matrices sur C,,. Par définition de '’exposant, on a Exp(D,,) < p, d’ou le résultat.

4.1.3 Algebres de Lie restreintes
4.1.3.1 Notion de p-structure

Définition 4.7 Soit g une algebre de Lie sur K. Une p-structure sur g est une
application z € g — zlPl € g (non linéaire en général) vérifiant les trois propriétés
suivantes [18, paragraphe 2.1] :

1. ad(z)) = (ad )P pour tout = € g;

2. (Az)lPl = A\P2P pour tous z € g et A € K;

p—1
3. (x4 y)P =gl 4yl 4 Zsj(x, Y),
j=1
p—1
ol 5j(z,y) est défini par l'identité (ad(z @t +y ® 1))p_1(x ®1) = stj(x, y) @1
7j=1

dans g ®x K]t]. Une algebre de Lie munie d’une p-structure est dite restreinte.

Exemple 4.8

1. Soit A est une K-algebre associative, considérée comme algebre de Lie avec le
crochet [z, y] = zy — yx. Alors A est munie d’une p-structure naturelle pour
laquelle on a z[P! = 2? pour tout z € A.

2. Soit S est une K-algebre associative ou une algebre de Lie et Der(S) l'algebre de
Lie des K-dérivations de S. Alors g est restreinte. En effet, on voit a ’aide de la
formule de Leibnitz que la puissance p-eéme d’une dérivation 0 est encore une
dérivation ; la p-structure naturelle de Der(S) est alors donnée par ol = 9P pour
toute dérivation 0.

D’apres [18, corollaire 2.2.2 et théoreme 2.2.3], on a :

Proposition 4.9 Soit g une K-algébre de Lie et {;};cs une base de g.
1. Sile centre de g est réduit a {0}, alors g admet au plus une p-structure.
2. On suppose que pour tout j € J, il existe y; € g tel que (adz;)? = ady,. Alors g

admet une unique p-structure telle que :vg-p] =y, pour tout j € J.
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4.1.3.2 Notion de p-centre

Notations 4.10 Dans toute la suite, on utilisera les notations générales suivantes. Pour
toute K-algebre de Lie g, on note U(g) son algebre enveloppante et Z(g) le centre de
U(g). Lorsque U(g) admet un corps des fractions, on note K(g) = Frac U(g) et C(g) le
centre de K(g).

Définition 4.11 Soit g une K-algebre de Lie restreinte de dimension finie. Pour tout
z € g, lélément 2?7 — zlP! est central dans U(g). On appelle alors p-centre de U(g) et on
note O[g] la sous-algebre de Z(g) engendrée par les éléments de la forme 2P — z/?l, ol z
varie dans g. On notera O(g) le corps des fractions de O[g|.

D’apres [18, théoréme 5.3.1], on a :

Proposition 4.12 Soit g une K-algébre de Lie restreinte. Soit {xq,...,x,} une base de
g.
1. L’algébre Olg] est commutative libre de rang n, engendrée par les 3;? — I'ED} avec
je{l,...,n}.

2. L’algébre U(g) est un O[g]-module libre, de rang fini p™.

3. L’anneau Z(g) est entier sur O[g].
Rappelons [36, exemple 1.10.14] que l’anneau des quotients centrauz d’un anneau integre
A désigne le localisé de A par rapport a I’ensemble des éléments centraux non-nuls.
Corollaire 4.13 Soit g une K-algébre de Lie restreinte.

1. L’algébre U(g) admet un corps des fractions K(g). Plus précisément, K(g) est
Panneau des quotients centrauz de U(g).

2. On a C(g) = Frac Z(g). Plus précisément, C(g) est le localisé de Z(g) par rapport
a Ofg] ~ {0}.

3. Le corps K(g) est une p-algébre, c’est-a-dire que l'indice de K(g) est une puissance
de p. De plus, on a la formule :

P = [K(g) : C(9)][C(g) : Olg)].
Preuve. L’algebre U(g) est intégre; comme c’est un module de rang fini sur Olg], et a
fortiori sur son centre, ’anneau des quotients centraux de U(g) est aussi son corps des
fractions, et on a C(g) = Frac Z(g) [36, proposition 1.10.13]. On a enfin, avec
n = dim(g) :
p" = [U(g): Olg]] = [K(g) : O(g)] (car U(g) est un O[g]-module libre)
= [K(g): C(g)llC(g) : O(g)].

En particulier, I'indice de K(g) est bien une puissance de p.
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4.1.3.3 Lemme de reconnaissance

Le lemme suivant fournit un crit‘ere d’isomorphisme entre le corps enveloppant d’une
algebre de Lie et un corps de Weyl en caractéristique p.

Lemme 4.14 Soient n,s € N deuz entiers et g une K-algebre de Lie de dimension

2n + s. On suppose qu’il existe des €léments X1, ..., Tn, Y1y -y Yn, Z1,---,2s dans le
corps enveloppant K(g) tels que [x;,y;] = 0;; pour tous i et j, les autres crochets étant
nuls. Soit A la sous-K-algébre engendrée par ces éléments. On suppose que

Frac(A) = K(g). Alors A est isomorphe a l'algébre de Weyl A, s(K) et K(g) est
isomorphe au corps de Weyl D, 4(K).

Si de plus g est restreinte et s = 0, alors le centre de l’algébre enveloppante est réduit au
p-centre : autrement dit, on a Z(g) = Olg].

Preuve. Notons pour simplifier 4, ; = A, ;(K). D’apres la propriété universelle des
algebres définies par générateurs et relations, il existe un morphisme surjectif

m: Ap s — A. Soit J le noyau de ce morphisme, de sorte que A ~ =%2*. On a alors :

Dim?(A,, ;) > Dim?(A) > Tdeg® Frac(A) = Tdeg® K(g) = dim(g).

Comme Dim?(4, ;) = 2n + s = dim(g), toutes ces inégalités sont des égalités. En
particulier Dim?(A,,) = Dim?(2<). Comme A, est intégre, ceci implique que J = {0}
d’apres le corollaire 2.52, n°5; il vient A >~ A,, ;.

Sis=0:on aalors [K(g) : C(g)] = (Ind D,)* = p** et dim g = 2n d’aprés ce qui
précede. Avec la formule du corollaire 4.13, on en déduit que [C(g) : O(g)] = 1,
autrement dit C'(g) = O(g). 1l vient Frac Z(g) = Frac O[g]. L’anneau Olg| étant
isomorphe & un anneau de polynomes, il est aussi intégralement clos; comme Z(g) est
une extension entiere de O[g], on en déduit bien que Z(g) = Olg].

4.2 Corps enveloppants des algebres de matrices

On fixe dans cette partie un corps commutatif algébriquement clos K de caractéristique
p > 0. Soit n € N* un entier; on notera gl, = gl (K) 'algébre de Lie des matrices a n
lignes et & n colonnes a coefficients dans K; on notera sl, = sl,(K) la sous-algebre de
gl,, formée des matrices a trace nulle. Enfin, on utilisera librement les notations

générales U(g) O Z(g) 2 Olg| et K(g) O C(g) 2 O(g) introduites en 4.10 et 4.11.

4.2.1 Un résultat préliminaire

Notations 4.15 Soit V' un espace vectoriel sur K de dimension n; on pose g = gl(V).
Soient v € V' un vecteur non-nul. On note g” C g la sous-algebre de Lie formée des
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applications linéaires qui s’annulent en v. C’est en fait une sous-algebre de Lie
restreinte : en effet, si X € g vérifie X (v) =0, alors XP(v) = 0 aussi.

Par ailleurs, on définit des sous-algébres de gl,, et sl,, de la maniére suivante. On note g2
la sous-algebre de gl,, formée des matrices dont la premiere colonne est nulle et s la
sous-algebre de sl,, formée des matrices dont la premiere colonne, sauf peut-étre le
premier coefficient, est nulle.

Lemme 4.16 On reprend les notations ci-dessus.
1. L’algebre g° est isomorphe a g°.

2. Si p ne divise pas n, les algébres g° et 50 sont isomorphes.

Preuve. On fixe une base {vy,...,v,} de V telle que v; = v. Soit M : gl(V) — gl,(K)
I’isomorphisme défini par le choix de cette base. Il est facile de voir que, pour une
application linéaire X € gl(V'), on a X (v) = 0 si et seulement si la premiére colonne de
M(X) est nulle. L’application M induit donc un isomorphisme entre g” et g2, d’oti le
n°l.

Démontrons le n°2. On suppose que p ne divise pas n, c’est-a-dire n # 0 dans K. Soit
I, € gl, la matrice identité. L’application linéaire M € g3 — M — * tr(M)I, € s) est
alors un isomorphisme d’algebres de Lie : le n°2 est établi.

Proposition 4.17 Reprenons l'algébre g° introduite ci-dessus. Le corps enveloppant
K(g%) est K-isomorphe au corps de Weyl Dnw-1) (K). De plus, on a Z(g2) = O[g°] et
2

Cl(gy) = O(gy)-

Preuve. On procéde par récurrence sur n comme dans [19, lemme 7]. Dans g, on
considere la base naturelle composée des e; ; avec ¢ € {1,...,n+ 1} et
j€4{2,...,n+1}. On pose, pour 4,5 € {2,...,n+ 1} :

— . — . .l T — . .l
Tj==¢€r;  Yj=E€;T; y o Gy = € TiT;

On va montrer que les z; et y;, pour j > 2, vérifient les relations de commutations (4.1)
définissant 'algebre de Weyl A, (K); ensuite on construira a partir des éléments e; , une
sous-algebre commutant aux éléments précédents et sur laquelle on peut appliquer
I’hypothese de récurrence. Dans les calculs qui suivent, on utilisera souvent sans le
préciser explicitement des identités de la forme suivante. Pour z,y, z;, 2; € K(g%,,) avec
y#0:

[z,y7'] = —y o, yly™" et dijz = 64z

On rappelle les relations de commutation, valables pour tous i, j,k,l € {1,...,n+ 1} :
[ei,ja ek,l] = 0j ki) — Opi€k,j-
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En particulier notons que [z;, e;] = J; ;&% pour ¢,k > 2 et j > 1. Soient

i,J,k € {2,...,n+1}. On a immédiatement |z;,x;| = [e1,4,€1,;] = 0. Si i # j, on a de
meéme [z;, e;;] = [ei4,€j;] = 0, Aot [y, y;] = [eiiz; ", ej,jxj_l] = 0. Si 4 = j la relation

[Yi,y;] = 0 est triviale. En outre :

[z, y;] = (i, 5505 = 6 55" = 6y 5.

Par ailleurs, on a :

€ig, 5] = leintiny’, 23] = leik, Tjlway = =0 jupaizy, = —0; ;.
Enfin :
eir,uil = lein ejgleyt — e a7 ek, zj)a;

—1 —1 1. -1
leintizy € lT; + 0i €27 5;

P— . R p— .. . . 71 71 . . . . 71 71
= (‘516,36@,7 5J,Zej,k)$lxk €, +ez,k[$uej,1]xk Z;
1 1,1 1

—€ikTiTy, [Ti, €j5]Ty T, + 0 g€,

J

Opgei ity @) — Oigespty’ + Oijeint;Ty o5
0i,jYj-
On a donc établi les relations suivantes pour %, j, k > 2
[:L"ux]] =0 ) [y’uy]] =0 ) ["I;ia y]] = 51,] )

ik, zj] = —=0ijz; € Yi]l = iy

Soient (¢;x) des coefficients. On a pour tout j € {2,...,n+ 1} :

2,k=2,...,n+1

D cineipzil ==Y cirdijr; = - cjx),
i,k i,k k

1 -1 -1, -1
_5k,j6i,kxi$k .Ijl‘k .Tj +5i,jyj

et de méme [Z Cik€iks Yj] = (Z ¢jk)y;- Par conséquent, si les coefficients c; ; satisfont

ik k
aux conditions
n+1

Vie{2,....n+1}) : ch,k:(),
k=2

alors I’élément Zci,kefﬁc commute aux z; et y; pour j € {2,...,n+1}.
ik
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Notons a présent f I’ensemble des matrices C' = (¢; )2<ik<n+1 € g, dont les coefficients
vérifient les identités (4.4). D’abord, il s’agit d’une algébre de Lie isomorphe & g°. En
effet, identifions de la maniere usuelle gl, & gl(V) ou V est Iespace des vecteurs-colonnes
K". Dans cette identification, h s’identifie & la sous-algebre g” des applications linéaires
qui s’annulent sur le vecteur

1

D’apres le lemme 4.16, on a bien h ~ g°. Pour une matrice C' € b on définit alors un

élément o(C) = Z cik€ir € K(g2,,). Montrons que I'application linéaire « est un
ik>2

morphisme d’algebres de Lie. Soient C,C' € b deux matrices; on note C' = (c; ), i>o €t

C' = (c On a donc [C,C"] = (¢

avec

)z i>2° ) 1,5>27

n+1

.. Coon S '
Vi, j >2) : cij = E CiskChj — CikCh,j-

On a donc d’une part

o ([C,C") Z Zczkc,” ¢kt | €0 (4.5)

i,J

D’autre part, soient 4,7, k,l € {2,...,n+ 1}. Calculons :

leigrena] = ey engana; '] = (&g, enalmray + exaleis, welay ' — epgapay ey, milay
= [ei’jxixj*l, ek’l]xkxfl — 6i,kek,lxkx;1 + 5,',1619,11'19.%;1(13[56;1

= (6jkeis — Oijer ) TiT;

-1 -1 -1 -1 -1
_ei,jximj [xj,ek,l]xj T _6i,kek,lxkxl +5i,lek,lxkxl

1, -1 1,1
TrT; + €[ Ti, e |z T

-1, -1 -1, -1 -1, -1
= 6j,k6i,l$ixj TpT;  — 5,~,lek,ja:ixj TrX, +5k,iei,j$lxj T
S | —1 —1
—0jk€ijTiT; TIT; TpTy — Oik€raThTy  + 04 €k 1T
= 0 k€i; — 0i€kj + Ok i€ij — 0;k€i; — OikChky + 0 1€k -

122



Il vient :

[@(C),a(C)] = Y cijehilei, el

i, k,l
, _ _ _ __ __ __
= Y ciichi (Oik€in — Gialhy + Ok i€is — Ojneis — Giklry + 0iiehy)
2,7 k,l
. / —~ / —~ ’ —~
= CikCry | Cil — Ci,jChyi | €kl — Ci,jCiy | €iyj
il k k.j i i !
_ e - N N
CijCj1 | €iyj Ck,jCk, | €kl C,jCk,1 | €kl
i \ 1 YRR TIRANE

Regardons la troisieme somme. On a, compte tenu de la condition (4.4) pour C' € b :
Z (Z Cz',jcg,l) €ij = Zcz‘,j (Z C;,l) €i; = 0.
irj ! irj !

On montre de méme que les trois derniéres sommes s’annulent. Aprés changement
d’indices, il reste :

[2(C), (C)]

/ — / —
E : (E :Ci,kck,j) €ij — E : (E :Ck,jci,k> €44
k k

i,j 1,9
— P N
= Ci,kCr,j — Ci kCh,j | €i\j>
i,j k

et finalement, en comparant avec I'identité (4.5) on a bien « ([C, C"]) = [a(C), a(C")].
On peut maintenant prolonger I'application o en un morphisme d’algebres associatives
a:U(h) — K(gp.,), dont on note A I'image. Par construction, A commute aux
éléments z; et y; pour tout j € {2,...,n+1}. La sous-algebre B engendrée par ces z; et
y; est isomorphe & un quotient de 1'algebre de Weyl A, (K). Soit C la sous-algebre
engendrée par A et B; c’est un quotient de A ®g B et il est facile de voir que

K(g>.,) = Frac(C). On a alors :

(n+1)n = Tdeg® K(go,,) <Dim*(C) < Dim*(A ®x B) < Dim?(A) + Dim?(B)
< Dim® U(h) + Dim® A,(K) =n(n —1) +2n =n(n+1),

d’ott en particulier Dim?(A) = Dim? ¢(h). On en déduit comme dans le lemme 4.14 que
@ est injectif, donc A ~ U(h). Par suite, le corps des fractions Frac(A) est isomorphe a
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K(h), donc & K(g2). Par hypothese de récurrence, K(g%) est engendré par n> — n
éléments satisfaisant aux relations (4.1). Par suite, le corps K (g2, ,) est engendré par
(n? —n)+2n=(n+1)? — (n+ 1) éléments soumis & ces mémes relations. D’apres le
lemme 4.14, on en déduit bien que K (g2, ,) est isomorphe au corps de Weyl D (ntin (K)

et que Z(g%) = O[g?]. La proposition est démontrée.

4.2.2 Les corps enveloppants de gl, et s,

On note (i, . .., , les éléments de Casimir de gl,, (voir par exemple [34]). Pour étudier la
structure algébrique de K (gl,), on cherche & établir que K (gl,,) est engendré par K (g°)
(ol g% est définie en 4.15) et le centre C(gl,,). A cet effet, on aura besoin du lemme
suivant :

Lemme 4.18 Soient K un corps gauche, Ky un sous-corps gauche, C' et Cy leurs
centres respectifs. On suppose Cy C C. Soit K1 = C. Ky C K la sous-algébre de K
engendrée par C et Ky. Alors K1 ~ C ®c¢, Ko. En particulier, le centre Z(K;) = C et
on a les identités des dimensions :

[K1 . C] == [KO . C()] 3 [Kl : Ko] = [C . 00]

Preuve. L’application de multiplication induit un morphisme d’algebres

w:C ®c, Ko — K qui est évidemment surjectif. Par ailleurs I'algebre C' ®¢, Ky est
simple (voir par exemple Bourbaki, Algébre VIII, p. 43) donc i est injectif et c’est bien
un isomorphisme. Enfin, le centre de C ®¢, Ky est Z(C) ®¢, Z(Kp) = C ®¢, Co, d’ou
I’on déduit bien que Z(K;) = C. Les identités sur les dimensions sont immédiates.

Théoréme 4.19 Le corps enveloppant de gl,, est tsomorphe a un corps de Weyl :

K(gly) = Doy ,(K).

Preuve. On reprend la sous-algébre g2 introduite en 4.15. On pose Ky = K(g%) et

Co = C(g?). Montrons que K (gl,,) est engendré par K; et (i, ..., (. Si c’est le cas, on
déduit de la proposition 4.17 que le corps enveloppant K (gl,) est engendré par des
éléments z1,..., 2N, Y1,...,Yn €t (1,...,(, avec N = @ et satisfaisant aux relations
canoniques (4.1). D’apres le lemme 4.14, on en déduit bien que K(gl,) ~ Dy ,(K).
D’apres la proposition 4.17, on a Cy = O(g%) C C(gl,). D’apres la démonstration de [34,

théoréme 1], on voit que le corps C'(gl,,) est engendré au-dessus de K par (1, ..., (, et les

éléments ef, i eED ]] tels que j € {2,...,n}. Or ces derniers engendrent précisément

O(g°) ; autrement dit C(gl,) = Co((1, - .-, (). Notons K le sous-corps de K (gl,,)
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engendrée par Ky et (q,...,(,. Il s’agit aussi de la sous-algebre engendrée par K et
C(gl,). D’apres le lemme précédent, on a :

(K, : C(gl,)] = [Ko : Co] = [Dy : Z(Dy)] = p*N =p™" .
Comme [K(gl,) : C(gl,)] = p ™ (cf. [34]), on en déduit bien que K; = K (gl,,).
En utilisant le fait que les corps de Weyl non-commutatifs sont d’exposant p
(proposition 4.6), on obtient :

Corollaire 4.20 Le corps enveloppant K(gl,) est d’exposant p.

Avec une méthode tout a fait identique a celle qui précede, mais en remplacant I’algebre
g2 par 50 (définie en 4.16), on démontrerait le théoréme suivant :

Théoreme 4.21 Lorsque p ne divise pas n, le corps enveloppant de sl,, est isomorphe a
un corps de Weyl :

K(S[n) ~ 'Dn(n;n n— (K)

1

En particulier on a aussi Exp K(sl,) = p.

4.3 Algebres de Witt

Dans cette partie, on considere toujours un corps de base K de caractéristique p > 0. On
supposera pour simplifier p # 2; on pose alors ¢ = p%l € N, de sorte que 2¢ + 1 = 0 dans
K. On supposera en outre par commodité que K est un corps parfait. Les notations
générales U(g) O Z(g) 2 Olg] et K(g) 2 C(g) 2 O(g) introduites en 4.10 et 4.11 seront
employées librement.

4.3.1 Résultats préliminaires

Notations 4.22 Pour les éléments de Z9!, on utilisera les notations multi-indicielles
classiques suivantes. Les symboles de la forme m, k, etc. désignent les (¢ + 1)-uplets
(mo, - ..,mg), (ko,---,kq), etc. De plus, pour m € Z?! on notera

lm| =mg +m; + ...+ my, la longueur du (¢ + 1)-uplet m.

4.3.1.1 Invariants sous ’action d’une dérivation

Le lemme suivant concerne les invariants d’une algebre sous I'action de certaines
dérivations. On 'appliquera dans les parties suivantes pour construire des invariants
sous action de I'algebre de Witt W (1) dans certaines algebres enveloppantes.

125



Lemme 4.23 Soit B une algébre associative. Pour tout k € {0,...,q}, on considére
une famille {X;k)}_lstI)_Q dans B. On note par commodité X](k)

j¢{-1,0,...,p—2}. On pose :

_ (1) (9)
= Z 2 mo p 2— ml"'qu—Q—mq'

mEN‘H'l
|m|=p—1

=0 st

Soit 0 une dérivation de B vérifiant ['une ou ['autre des conditions suitvantes :
1. pour tous k € {0,...,q} et j € {—1,0,...,p—2} : 8(Xj<k)) =+ I)XJ(-li)l ;

2. pour tous k € {0,...,q} et j € {—1,0,...,p—2} : 8(Xj<k)) =-p+ 2)X](-i)p72.
Alors () =

Preuve. Pour simplifier les écritures, on note dans cette démonstration
M= {(mo,...,mq) € Nott \mo—i-...—f—mq:p—l}.

Examinons d’abord le premier cas. Pour m = (my, ..., m,) € N¢e*! on noterap—2 —m
au lieu de (p — 2 — my,...,p — 2 — my). Enfin, pour @ € Z?"!, on pose

X(a) = X9 X[SZ) € B. L’élément 2 peut donc étre écrit sous la forme :

Q= Z X(p—2—m).

meM

Posons g, = (0g s, . - -,04,5) : c’est le (¢ + 1)-uplet dont toutes les composantes sont nulles

sauf celle d’indice s qui vaut 1. Pour tout @ € Z"!, on calcule facilement que
q

8(X(g)) = Z(as +1)X(a—¢,). Il vient :

s=0

oA = > D p-2-m+1)X(p-2-m—¢,)

meM s=0

= Z Y (p-2-m,+)X(p-2-a),

mEM
a=m+e,

ms—|—1)_p as

ol A C Z9%! désigne I’ensemble suivant :

A={acz™ | IpeM, Ite{0,...,q} telsquea=p+¢,}.
24 UL TE
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Fixons a présent un élément a € A. On peut choisir un élément p € M et un entier
t€{0,...,q} tels que @ = p +¢g,. Pour s € {0,..., ¢}, il existe au plus un élément
1 sl a—g,eM, Alors :

meMtelqueg=m+§s;soit5(s):{ 0 sinon

o)=Y (Z@ - as>5(s>) X(p-2-a). (4.6)

acA \s=0

q
Calculons alors le coefficient Z(p — a5)d(s). On a d(s) = 1 si, et seulement si,

s=0
a—¢g, € M. Oron a déja la condition |a —g,| = |p+ ¢, —g,| = |p| =p — 1. 1l vient :

6(s)=1 < a-g,€M <= a—g, €N,

Or toutes les composantes de @ — e, = p + g, — €, sont toujours positives, sauf si s # ¢
et 1, = 0. Dans ce cas, on a aussi a, = s = 0, d’olt p — a; = (p — a,)d(s) = 0 dans K.
Lorsque §(s) = 1 I'égalité p — as = (p — a5)d(s) est triviale. Par conséquent, on a
I’identité suivante dans K :

q q q

d p—a)d(s)=)> (p—a;) ==Y a.=—la|=—|p+g|=-(p-1+1)=0.

s=0 s=0 s=0

En remplagant dans 1’équation (4.6), on voit que 9(€2) = 0.
Examinons a présent le deuxieme cas. On décompose M en trois parties :
M = M(1) UM(2) UM(3) de la manieére suivante. On pose :

M(1) = {m € M | tous les m; sont nuls, sauf un qui vaut p — 1} ;

M(2) ={m € M | tous les m; sont nuls, sauf deux qui valent 1 et p — 2} ;
M(3) = {m € M | tous les m; sont < p— 3}.

On décompose alors €2 = wi + wy + w3, avec

wl = Z X[()Of)27m0X1517)2—m1 . ngq,)Q,mq pOLlI‘ Z E {1, 2, 3}
meM(i)

Comme 0(X J(k)) = 0 lorsque j > 0, il est clair que d(w3) = 0. Ecrivons explicitement les
éléments wy et wq :
0 s—1 ] s+1
wi = X\ XPPXEXEY X,
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et

0 s t s t

> (XIE_)Q...XIE_)?,...X(S)...X(q) + X% XS )...X(_)g...XIE‘I_)2> .
0<s<t<q

Dans ces expressions, les “...” désignent des produits d’éléments XZ@Q, I’indice étant

toujours p — 2 et 'exposant &k € {0, . ..,q} est arbitraire. On a :

X)) = (1 —pXx¥, = X, et (X)) = 2 - p) X, = 2Xx 1,

p27

13

il vient :

Q) = Y XV, xY5.. X(q2+ZZQX0 X0, X X

s=0 s=0 t#s

q
0 s 0 s
= S XO, X X, 1 3 20X, X, X,

0 s
= Y a+29x% . xP x99, =0

s=0

Le lemme est démontré.

Soit g une algebre de Lie. Sous certaines hypotheses énoncées plus loin, on cherche a
construire algorithmiquement des générateurs de K (g) satisfaisant aux relations
canoniques (4.1) définissant les algebres de Weyl. L’algorithme s’inspire de celui utilisé
dans [19]. On a besoin tout d’abord du lemme de prolongement suivant.

Lemme 4.24 Soient g une algébre de Lie et 0 une dériwation de g vérifiant la propriété
suivante :

Vi,k>0) (VX,Ye€g) : j+k>p= [0(X),0%(Y)] =0.

Soit ¢ € C(g) un élément central du corps enveloppant. Alors Uapplication linéaire

¢Xeg~>2k,kak X) € U(g)[d

se prolonge en un morphisme d’algébres U(g) — U(g)]c].

Notons encore O le prolongement naturel de 0 en une dérivation de K(g). Si 0(c) = —
et OP =0, alors 0o ¢ = 0.
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Preuve. D’apres la propriété universelle des algebres enveloppantes, il suffit de montrer
que, pour tous X,Y € g : ¢([X,Y]) = [¢p(X), ¢(Y)]. On a d’une part :

GIXYD = X oY) = 53 ot /(.09
p-1p-1 1 i b
= LY 00w
= L3 s o)
et d’autre part [¢(X),o(Y)] = ZZ ﬁckﬂ [07(X),0%(Y)]. 1l vient :

p—1 p—-1
1

| ch“ [07(X), 0 (V).

Dans tous les termes de la deuxiéme somme, on a k + j > p, donc [07(X),0*(Y)] =0
par hypothese sur 0. On en déduit bien que [¢(X),d(Y)] = ¢ ([X,Y]).
Si d(c) = —1, on voit par récurrence que 9(¢’) = —jc? 1. 1l vient, pour X € g :

p—1

Pos(x) = 3 (jill)!a—lawxnzﬁaafﬂ()c)
L
= o P,

Si 0P s’annule sur g, alors 0 o ¢ s’annule aussi sur g. On vérifie ensuite facilement que
dog¢=0.

Soit g une algebre de Lie. On suppose qu’il existe une suite de composition
g=09n2..- 2612002612 ...2 8, =3 satisfaisant aux conditions suivantes :

1. pour tout k € {—n,...,n}, il existe Xy € gy tel que gx = gr_1 & KX ;
2. pour tout k£ € {0,...,n}, le centre de g, est exactement g_ ;

3. pour tout k € {1,...,n} : [ Xy, X__1)] € 3;

4. pour tout k € {1,...,n} : (ad Xi)P(gr_1) = {0};
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5. pour tout k € {1,...,n}:
(Vi,7 >0) (Va,b€gy) : i+37>p= [(ad X})'a, (ad X})'b] = 0.

En particulier, 3 est le centre de g et gy est une sous-algebre abélienne de g. On note,

pour toute sous-algebre b telle que 3 C h C g : U(h) le localisé de U(h) par le systéme
multiplicatif engendré par 3 \ {0}.

Proposition 4.25 Sous les hypothéses précédentes : il existe
T1yeey Ty Y1 - - - Yn € U(G) vérifiant les conditions suivantes. Pour toute base
{z1,...,25} de 3 :
1. les éléments x1,..., %y, Y1,-..,Yn €t 21, ..., 25 VETifient les relations de
commutation (4.1) définissant l'algébre de Weyl A, s(K) ;
2. les éléments x1,. .., Tp, Y1, -, Yn, 21, ---,2s, ainsi que les inverses des éléments
non-nuls de 3 engendrent ’algébre U(g).

Preuve. Par récurrence sur m, on va montrer qu’il existe des éléments z1, ..., z,,,

—_ N
Y1, - - -, Ym dans U(g,,) satisfaisant aux relations (4.1) et tels que les éléments 1, ..., Ty,
Y1, - - -, Ym, 1€ sous-espace g_p, (c’est-a-dire le centre de g,,), ainsi que les inverses des

éléments non-nuls de 3, engendrent I’algebre U(g,,). On s’inspire a cet effet de la
démonstration de [19, lemme 9, 2éme cas].

Appelons H(m) I'hypothese selon laquelle I’énoncé ci-dessus est vrai pour l’entier m.
L’hypotheése H(0) est évidemment satisfaite, car go = 3¢ est abélienne.

Passons maintenant & ’étape récursive. Fixons m € {1,...,n}. On suppose la condition
H(m — 1) vérifiée, avec des éléments z1, ..., Tm_1, Y1, --,Ym—1. On cherche a construire
des nouveaux éléments 1, ..., T, et Y1,..., Y, vérifiant les propriétés 1 et 2.

On rappelle qu’on a la décomposition g_(m—1) = g—m ® KXy, On a [X,, X_(m_1)] # 0,
sans quoi on aurait 3(gm) = g—(m—1) tout entier. I vient [X,,, X_(m_1)] € 3 \ {0}. Posons

U= Xm, v="Yp, w=I[uv] €U(gn) \ {0}. Comme w € 3 C g_(m_1) €t V € g_(m—1),
I’élément —vw ! est central dans K (g,,_1). Appliquons le lemme 4.24 3 algébre de Lie
gm_1 avec 0 = ad(u), restreinte & g,,_1 et ¢ = —vw ! : il existe un morphisme d’algebres

¢: U(gm—1) = U(gm—1)[c] C U(gy) vérifiant :

(1) o
VX €Egn1) : oX)= 7 (vw™1)! (ad u)? (X). (4.7)
P
On a d(c) = [u, —vw™'| = —[u,v]Jw™ = —1 et O? = 0. D’apres le lemme 4.24, on a

0o ® = 0, autrement dit, pour tout X € U(gm 1) : [u, ¢(X)] =0.
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Pour tout élément z € 3, on a (adu)(z) = 0. Mais alors ¢(z) = z est inversible dans

—_

U(gm)- On peut alors prolonger ¢ par localisation en un morphisme d’algebres, encore
noté ¢: U(gm-1) — U(gm). Ce prolongement vérifie toujours la propriété (4.7). De plus,

la relation [u, ¢(X)] = 0 reste encore valable pour X € U(gm_1)-
On peut maintenant définir les éléments z1,...,T,, et Y1, ..., Ym. On pose

Z; = ¢(x;), yi = ¢(y;) lorsque i € {1,...,m —1} ;
Ty = UW ", Y = 0.
Il s’agit & présent de vérifier que ces éléments satisfont aux propriétés (A) et (B)
requises. Comme ¢ est un morphisme d’algebres, les relations [z;, z;] = J; ; résultent de
I’hypothese de récurrence lorsque 1 < 4,5 < m. D’autre part, on a
[Zm, Um] = [uw™!,v] = 1. Ensuite, on fixe j € {1,...,m —1}. On a
[Z}, Ym] = [#(x;),v] = 0 car 'image de ¢ est contenue dans U(g,,_1) et v est central dans

U(gm—1)- Enfin, on a [Zpm, 7;] = [uw™, ¢(y;)] = [u, ¢(y;)]w™" = 0. On utilise les mémes

arguments pour démontrer que les autres crochets sont nuls. La condition 1 est vérifiée.
k

Démontrons la condition 2. On a g, = 3 & Z KX, pour tout k € {—n,...,n}.
j=—(n—1)

Compte tenu des hypotheses faites sur g, on voit que [u, gx] = [Xm, gk] C gx_1 pour tout

k < m. Par suite, on voit que pour K < m — 1 :

N

¢(Xk:) = Xk: mod Z/{(gkfl)

Comme [u, g—(m—1)] = {0}, on voit comme précédemment que ¢(z) = z pour tout

—~——

Z2 € g (m-1)- Il est facile d’en déduire que U(g,n—1) est engendré par ¢ <U(gm_1)), donc,
d’apres '’hypothese de récurrence, par :

L1y 5 Tm—1,Y15- - - aymflag—(m—l):

ainsi que les inverses d’éléments non nuls de 3. On a g,, = g1 ® KX,,, avec X,, = Zpp-
N

On en déduit alors que U(g,,) est engendrée par U(gm_1) et T, De plus,
F—(m-1) = 9-m ® KX_(;,_1), avec X_(;p_1) = WY, Ol w est un élément non nul de 3. On

en déduit que U(g,,) est engendrée par :
ila v 7§m—17 gla AR gm—la '%/ma gma 9—m;

ainsi que les inverses d’éléments non nuls de 3. C’est la propriété 2 requise. La
proposition est démontrée.
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Corollaire 4.26 Sous les hypotheses précédentes, on a K(g) ~ D,, ,(K).
Preuve. Comme dim(g) = 2n + s, le lemme 4.14 s’applique directement.

Proposition 4.27 Reprenons les notations et hypothése de la proposition précédente.
On considére d € Der(g) telle que d(Xy) € KXy pour tout k € {—(n —1),...,n}. On
forme le produit semi-direct go = Kd x g. On suppose enfin 3 = Kz avec d(z) # 0. Alors
il existe dans U(go) des éléments g, ..., Ty €t Yo, - - -, Yn VErifiant les relations de
commutation canoniques (4.1). En particulier, K(go) =~ Dp11,0(K).

Preuve. On observe tout d’abord que si d(X) = AX et d(Y) = uY, alors
d([X,Y]) = (A + u)[X,Y]. Par récurrence et en se servant de la construction de la
preuve précédente, on montre alors qu’il existe des éléments «;, 8; € K tels que

n
[d,z;] = oz et [d,y;] = By, avec en outre a; + §; = 0. Posons 6 = Zﬂjxjyj. Un

j=1
calcul élémentaire fournit la relation :
[0,2,] = —a;0; =d,z;] 5 [0,y =ay;=1dy] ;5 [0,d]=0.
On pose alors 7y = [d, 2] 7' (d — 0) et yo = 2. 1 est clair que g, - - -, Tn, Yo, - - - > Yn

engendrent K (go).

Montrons que ces éléments satisfont aussi aux relations de commutation canoniques des
algebres de Weyl. Il suffit de vérifier les relations faisant intervenir xy ou yo. L’élément
Yo = z étant central dans K(g), on a bien [z}, yo] = [y, ¥o] = 0 pour j # 0. Pour la
méme raison, [0, yo] = 0. Il vient : [zg, yo] = [d, 2] }[d — 0, 2] = [d, 2] }[d, 2] = 1. Enfin,
pour j # 0, on a [z}, zo] = [d, 2]~ [z;,d — 0] = [d, 2] ([z;,d] — [x;,0]) = 0. De méme on a
[yj,flf()] =0si J 7£ 0.

4.3.1.2 Eléments premiers dans les algebres filtrées et graduées

Lemme 4.28 Soit A une algébre commutative et intégre.

1. On suppose que A est filtrée, avec Gr(A) une algébre intégre. Soit x € A un
élément tel que gr(z) est un élément premier de Gr(A). Alors x est un élément
premier de A.

2. On suppose que A est Z"-graduée. Soit © € A un élément homogene,
non-tnversible. On suppose que, pour tous éléments homogénes a,b € A :

z|lab = z|a ou x|b. (4.8)

Alors x est un élément premier de A.
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Preuve. Soit I =1zA C A l'idéal engendré par « dans A. Alors Gr(I) = gr(z)Gr(A)
est 'idéal de Gr(A) engendré par gr(x). Par ailleurs, on a Gr(A/I) ~ Gr(A)/Gr(I),
lalgebre A/I étant munie de la filtration quotient. Si gr(z) est premier dans Gr(A),
alors Gr(A)/Gr(I) est integre, donc Gr (A/I) est intégre aussi. Ceci entraine que A/I
est integre, donc z est un élément premier de A : la premiere assertion est démontrée.
Démontrons la deuxieme assertion. On note encore I = x A l'idéal de A engendré par x.
Comme z est homogene, 1’algebre quotient A/l est également Z"-graduée, et les
éléments homogenes dans A/I sont les images d’éléments homogenes dans A.
L’hypothése (4.8) signifie que A/I n’a pas de diviseur de zéro homogene. En regardant
des termes de plus haut degré relativement a un ordre total sur Z™ compatible avec
Paddition, on vérifie que A/I est intégre, autrement dit z est un élément premier de A.
Enfin, on aura besoin du résultat suivant [15, lemme 19.20] :

Proposition 4.29 (lemme de Nagata) Soit A un anneau intégre, commutatif,
noethérien. Soit x € A un élément premier non nul de A. Si le localisé Alz™] est
factoriel, alors A est factoriel.

4.3.2 Polynomes tronqués et algebres de Witt

Définition 4.30 Soit n > 1 un entier. On note A(n) 'anneau de polynoémes tronqués

Klzy,..., 2]
(2f,...,2h) "

L’algébre de Witt, notée W (n), est ’algebre de Lie des K-dérivations de A(n) :

A(n) =

W (n) = Der A(n).

Pour tout j € {1,...,n} on note a%j la dérivation de A(n) telle que %(xk) = §;, pour
tout k& € {1,...,n}. On montre alors que W (n) est un A(n)-module & gauche libre ayant
pour base la famille {6%1, . % :

T ]
W(n) =P A7 -
=1 i

Comme c’est une algebre de dérivations, c’est aussi une algebre de Lie restreinte d’apres
I’exemple 4.8. De plus, il est facile de voir que le centre de W (n) est réduit a {0} ; la
p-structure de W (n) est donc unique : on 'appellera p-structure naturelle de W(n).

0 sif(ay,...,a,)=0dans Z"
Pour 0 = z{' ... 2% .y 52~ on a P! = L (a1, an) ’
Tk 0 sinon.
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4.3.2.1 Graduation naturelle

L’algeébre A(n) est naturellement Z"-graduée; pour cette graduation, un monéme

z{t ... x2% est homogene, de degré (ay,...,a,). Cette graduation induit une graduation
de lalgebre de Lie W (n); pour k € {1,...,n}, la dérivation z{* .. .xfl".xk% est
homogene, de degré (ai, ..., a,) € Z". Cette graduation se prolonge naturellement &

I’algebre enveloppante U (W (n)). On a :

Lemme 4.31 Soient u € U (W (n)) un élément homogéne, de degré (ai,...,a,) € Z™ et
ke{l,...,n}. Alors [xka—‘zk,u] = apu. Par suite, la sous-algébre

Kz, 6%1 @... 6Kz, % C W (n) agit diagonalement sur U(W (n)).

Terminologie 4.32 Relativement a cette graduation, le degré est appelé poids et noté
pds. On introduit cette terminologie pour ne pas confondre la Z-graduation naturelle de
I’algebre symétrique S(W (n)) avec la Z"-graduation de S(W (n)) induite par la
Z"-graduation précédemment décrite de W (n).

4.3.3 Cas de l’algebre W (1)

Dans ce qui suit, on cherche a étudier le corps enveloppant de I’algebre de Witt W (1).
Rappelons que, sauf mention contraire, on suppose que K est un corps parfait de
caractéristique p > 3. Enfin, on pose toujours ¢ = p%l.

Tout d’abord, on simplifie les notations générales introduites en 4.30.

Notations 4.33 On pose d’abord to = W(1). Pour j € {—1,0,1,...,p — 2} on pose

p—2
™ S
e = 2" 6%1. On a alors v = @ Ke; ; le crochet de Lie vérifie :
j=-1

[6'6']_ (j_i)eH—j Si_léi+j§p_2,
Rt 0 sinon.

Les éléments e, sont homogenes relativement a la graduation naturelle définie en 4.3.2,
et on a pds(ex) = k. Remarquons que w n’a pas de composante homogene de degré d
lorsque d > p. Le résultat suivant est facile a vérifier :

Proposition 4.34 La p-structure de to vérifie e]m =0stj#0 et eg’] = eg. Le p-centre

de ’algebre enveloppante est donc la sous-algebre Olw] = Kle” |, ef —eg, €, ..., ef .
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4.3.3.1 Un résultat préliminaire

p—2
Posons tvg = @Kek C to. C’est une sous-algebre de Lie restreinte de tv. On va

k=0
démontrer d’abord que K (1) est un corps de Weyl; on montrera ensuite que K (to) est
engendré par K (1) et un élément central, ce qui nous permettra d’en déduire
facilement la structure du corps enveloppant K (tv).

Proposition 4.35 On a K(wy) ~ Dp_1(K). En outre, on a Z(wo) = O[tvo].

Preuve. On va utiliser les propositions 4.25 et 4.27. Posons, pour
ke{-(¢—1),...,¢—1}:
gk = Keq_k &P Keq_,H_l D...5H Kep_g.

En particulier, 3 = 3_(;—1) = Ke,_o. Pour k € {—(¢ —1),...,¢ — 1}, on pose X} = e,y,
de sorte que pour tout k, on a g = gr_1 © KX} : c’est la condition 1 de la proposition
4.25. A Daide des relations décrites en 4.33, on voit sans difficulté que, pour tout

k€ {0,...,qg— 1}, g i est le centre de g et que [g,3x_1] = 3; ce sont les conditions 2 et
3 requises. Enfin, pour & > 0, on a (ad X;)? = ad(X,Ep]) = 0 d’apres la proposition 4.33,
d’oll la propriété 4. Ensuite, on observe que X est homogene, de degré > 1. Alors tout
crochet de la forme [(ad Xy)'a, (ad X};)?b] avec a,b € vy homogenes est un élément
homogene, de degré > i + j + deg(a) + deg(b) > ¢ + j. Lorsque i + j > p on voit que
[(ad Xi)'a, (ad Xi)?b] = 0; la propriété 5 en découle immédiatement.

Ensuite on remarque que wy ~ K9 X g,_1, ou 0 est la restriction de la dérivation
intérieure ad(ep) a l'idéal g,—1 C wg. On voit que 9(Xx) € KX;. En prenant

z =e,_o € 3, on voit aussi que 0(z) # 0. D’apres la proposition 4.27, il vient

K(mg) ~ D, o(K). On en déduit aussi que Z(tog) = O[wg] (lemme 4.14).

4.3.3.2 Structure du corps enveloppant K (tv)

Maintenant on va étudier la structure de K (1) comme extension de K ().

Définition 4.36 On définit un élément Q € U(w) par la formule :

Q= Z €p—2-mg - - - 6p—2—mq- (49)

ﬂeNQ-i-l
|m|=p—1

Cet élément est connu depuis longtemps. Par exemple, dans [16, proposition 2],
Ermolaev démontre que € est un élément central dans U(g) et que Z(w) = Olw][Q]. Ce
résultat va étre ici redémontré avec une méthode apparemment nouvelle.
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Lemme 4.37
1. L’élément Q est central dans U(w). C’est un élément entier sur O[w)].

2. On peut écrire ) sous la forme 2 = qe_leg,2 + Qo, ot Qo € U(1y). En particulier,
Q est transcendant sur K (tog).

Preuve. Pour le premier point, on utilise le lemme 4.23 : prenons B = U(tv) et

X;k) = e, pour tout k£ € {0,...,q} et j € {—1,0,...,p — 2}. Les dérivations intérieures
ad(e_1) et ad(ep_o) vérifient respectivement les conditions 1 et 2 du lemme; on en
déduit que (2 est invariant par I’action adjointe de e_; et e,_. Comme ces deux
éléments engendrent to, on en déduit bien que €2 est invariant sous 1’action de 1,
autrement dit € Z(o). De plus, d’apreés la proposition 4.10, n°3, Z(tv) est une
extension entiere de Olto]; I'élément €2 est donc entier sur O|t)].

q
Vérifions le deuxieéme point. On voit dans (4.9) que Q =a + Zef;_?e_leg:%, ol

=0
a € U(my). Maintenant, pour tout entier j € N, il existe un éfément a; € U(yg) tel que
ef;_Qe,l = e,leg_Q + a; : par exemple, on peut voir par récurrence que
Ajr1 = ep_ge;_Q + ep—2a;. Par suite, ) est bien de la forme 2 = €y + g.e_je
Qo € U(g). Le troisiéme point est une conséquence facile du théoreme de
Poincaré-Birkhoff-Witt.

q

p—2y AVEC

p—2
Proposition 4.38 Soit o = @ Ke; lalgebre de Witt, tog = @Kej la sous-algebre
Jj=-1 Jj20
étudiée en 4.3.3.1 et Q) ’élément central introduit précédemment.
1. Le corps K(w) est engendré par K (1) et €.

2. On a K (o) ~ D%’l(K).

Preuve. Le corps K () est engendré par K () et e_;; en utilisant le lemme 4.37 on
voit que K (to) est engendré par K (tog) et €. D’aprés la proposition 4.35, on en déduit
que K (1) est engendré par 2¢ + 1 = p éléments z1,...,%q, Y1,...,Yq €t 2=
satisfaisant aux relations canoniques (4.1) ; comme dim(tw) = p on en déduit d’apres le
lemme 4.14 que K (o) ~ D, ().

Corollaire 4.39

1. On a C(w) = O(10g) (). C’est une extension transcendante pure de degré de
transcendance p sur K.

2. L’élément Q est entier, de degré p sur O[w].
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Preuve. Comme K(tv) = K (t0y)(2), avec 2 transcendant sur K (1), on a aussi
C() = C(tv)(2). Or d’apres la proposition 4.35 on a C(wg) = O(ty), d’ou le n°1.
D’apres le corollaire 4.10, on a :

= [K(w) : C(w)][C(w) : O(w)].
Comme K (1) ~ D%(K), on a [K () : C(w)] = pP~! d’apres la proposition 4.6; il vient

[C(w) : O(v)] = p. Enfin, comme C(tw) = O()(£2), on a a fortiori C'(w) = O(w)(R) :
on en déduit bien que Q est de degré p sur O[w].

4.3.3.3 Le centre de U(w)

On passe maintenant a 1’étude plus approfondie du centre de U (). Soit 2 I’élément
central de la définition 4.36. On a donc Z(w) O O[w][2]. On va établir tout d’abord, a
I’aide du lemme de Nagata (proposition 4.29), que le sous-anneau O[w][Q?] est factoriel.
On montrera ensuite comment en déduire que Z(w) = O[w][Q2)].

Lemme 4.40 L’¢lément €} , € O[w] est premier dans O[w][SY].

Preuve. Rappelons d’abord que U(tv) et ses sous-algeébres sont naturellement filtrées et
qu’on a, relativement a cette filtration, Gr (o) = S(tv). Pour tout u € U (), on note
v(u) la filtration de I’élément u ; c’est aussi le degré de I’élément gr(u) dans ’algebre
graduée associée. Dans la suite de la démonstration, on notera S = S(tv) et, pour
je{-1,....,p—2} : X; = gr(e;). L’algebre S s’identifie donc a I’algebre de polynoémes
a p indéterminées K[X_;, X, ..., X, o]. Pour finir, on note S? = K[X?,, X¢,..., X} ,].
On peut voir facilement que S? = Gr O[tv]. En particulier, v(u) € pZ pour tout

u € Ow).

Pour alléger les notations, on pose a présent :
M= {(mor....mg) €N g+ .+, = p— 1}

Notons aussi A = O[w][2]. Soit Gr(A) C S 'algebre graduée associée. Posons
(=gr()eS;ona:
C_ Z Xp 2—mg - p 2—mg-
meM

Montrons que Gr(A) = SP[(]. D’abord S?[¢] C Gr(A) parce que
X7 =gr(ef - eg-p]) € Gr(A) et ¢ = gr(2) € Gr(A). Réciproquement, soit a € A. D’apres
le corollaire 4.38, n°2, I’élément Q2 est de degré p sur O[] : on peut donc écrire

p—1
a= Zanj, ol les a; € O[w]. Pour tout 7, on a v(a;) = v(a;) + jv(Q). Par ailleurs,

=0
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v(Q) = ¢+ 1 # 0 modulo p, et v(a;) € pZ. Les filtrations des ;€7 sont donc deux
deux distinctes modulo p, donc deux a deux distinctes dans Z. On en déduit qu’il existe
ke {0,...,p— 1} tel que gr(a) = gr(ap*) = gr(ax)¢* € SP[¢], d’ont 'inclusion

Gr(A) C SP[(]. Notons que ce qui précéde prouve aussi que les éléments homogenes dans
Gr(A) sont de la forme aC*, avec o € SP et k € {0,...,p — 1}.

Le corps K ayant été supposé parfait, on voit que S? est aussi I’ensemble des éléments
de S de la forme f?, pour f € S. Soient x =€) , € Aet X = gr(r) = X] , € Gr(A); on
va montrer que X est un élément premier dans Gr(A), ce qui permettra avec le lemme
4.28, n°1, de conclure que z est un élément premier de A. Pour alléger les notations, on
pose B = Gr(A). D’apres le n°2 du lemme 4.28, il suffit de montrer la propriété
suivante : pour tous u,v € B homogenes,

X |uv dans B = X |u ou X |v dans B.

Or d’apres la discussion qui précede, il existe ug,vg € S et j,k € {0,...,p — 1} tels que
u = ub(? et v = vj¢*. On suppose que X | uv dans B, autrement dit X5 o ubvh¢7*k. En
particulier, X, o | u§vf¢?™* dans S. Comme X, 5 est premier dans S, on en déduit
qu’on a :

X, o |uh ou X, o |vh ou X, 5| ¢/** dans S,

soit, encore par primalité de X, 5 :
Xp—2|u ou X, o |vg ou X, o|( dans S.

On peut décomposer (¢ sous la forme ¢ = (; + X, _2(s, avec

Cl = Z Xp—2—m0 <. Xp—Z—mq-

(mo,...,mq)EM
MQyeersMg >0

Il est facile de voir que (; # 0 et est indépendant de X,_5; on en déduit que X,_5 ne
divise pas ¢ dans S. Nécessairement, X, 5 | ug ou vy dans S, disons X, o | ug pour fixer
les idées. Tl existe u; € S tel que ug = X, ouy ; il vient ufi¢? = X7 yuf¢? dans S. Comme
X=X} ,et uf¢7 € B, ceci prouve que X divise uh(’ dans B. Le lemme est démontré.

Proposition 4.41 On consideére toujours ’algébre de Witt vo et Q) I’élément central de
la définition 4.36.

1. L’anneau O[w][QQ] est factoriel.
2. On a Z(w) = Olw][Q].
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Preuve. Notons A = O[w][Q)] et z =e€) , € A. L’élément x est un élément premier
dans A d’apres le lemme précédent. On va démontrer que le localisé A[z 1] est un
anneau factoriel. D’apres le lemme de Nagata (proposition 4.3.2), on en déduira bien
que A est factoriel. Soient

Ro = U(mo)[(i;fz] et R = L{(m)[e;fQ]

Comme ce sont des localisations centrales, on a Z(Ro) = Z(tvg)[e,”,]. D’apres la
proposition 4.35, on a donc :

Z(Ro) = Olwgle, 73] (4.10)

D’apres le lemme 4.37, I’élément 2 est transcendant sur O[tog]. On en déduit que
O[my][2] est une algebre commutative libre; en particulier c’est un anneau factoriel. Le
localisé O[m][2][e,”,] est donc aussi un anneau factoriel.

Montrons & présent que Z(R) = A[z™!]. On a déja R = Ry[e_1]. En écrivant

Q =qe 1e} 5+ Q (avec Qy € U(wg) C Ry), on voit que e ; = ¢~ (2 — Qg)e,?, € Ro. 1l
vient R = Ry[2]. D’apres le lemme 4.37, I’élément €2 est transcendant sur Ry ; on en
déduit que Z(R) = Z(Ry)[?], d’ou :

Z(R) = Olwal2. ¢, ).
Comme €”; € Z(R), on a trivialement Z(R) = Z(R)[e’,], d’ot :

Z(R) = Ofwo][e”,][[e, ]
Olw][2[e, ]
= Alz7Y.
On en déduit bien que A[z!] = Z(R) est un anneau factoriel. Le n°1 est établi.
Comme O[] C A C Z() et que Z(tv) est une extension entiere de O[w], a fortiori
Z (1) est une extension entiere de A. De plus, A est intégralement clos car c’est un
anneau factoriel d’apres le n°1. Pour voir que Z(w) = A il suffit donc de montrer que
Frac Z(to) = Frac A. Or, a ’aide du corollaire 4.38, n°1, on a :
C(to) = Frac Z(w) D Frac A = O(0)(2) D O(y)(2) = C(tv),

d’oti I’on tire bien Z(w) = Frac A. La proposition est démontrée.
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4.3.3.4 Conclusion
p—2
Théoréme 4.42 Soient o = @ lalgébre de Witt sur K et Q € Z(w) [’élément défini

j=1

Q= E €p—2—mg - - - ep—?—mq .

meNlH-l
|m|=p-1

1. On a Z(w) = O[w][Q]. C’est de plus un anneau factoriel.
2. Le corps enveloppant K (w) est isomorphe au corps de Weyl 'D%J(K).

par :

Corollaire 4.43 Soit v ['algébre de Witt en caractéristique p > 3. L’indice du corps
enveloppant K () est p®=1/2 exposant de K () est égal a p. Le centre de K (o) est
une extension transcendante pure du corps de base K, de degré de transcendance p :

Ind K(mw) = p"T ; Exp K(w) =p ; trdeg C(to) = p.

Remarque 4.44 En caractéristique 2, 'algebre de Witt est de la forme 1w = K.z & Ky,
avec le crochet [z,y] = y. Dans ce cas, il est immédiat de vérifier que le corps
enveloppant K (1) est isomorphe au corps de Weyl D; ((K), les générateurs canoniques
correspondant aux éléments y 'z et y. En particulier, I’indice et 1’exposant du corps
enveloppant sont tous deux égaux a 2, et le centre est une extension transcendante pure
de degré de transcendance 2. Enfin, le centre Z(tv) est alors réduit au p-centre

K[z? — z,y?], isomorphe & une algébre de polynomes & deux variables.

4.3.4 Le produit tensoriel A(1) @ W(1)
4.3.4.1 Définitions et notations

Rappelons les notations du paragraphe 4.3.2. L’algebre de Lie W (2) est I’algebre des
dérivations d’un anneau de polynomes tronqués a deux variables :

K
W (2) = Der 7[?’?].
(xh $2)
On peut décomposer W (2) en
p_l a
j7k 0 ],k_
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On s’intéresse a la sous-algebre suivante :

Celle-ci est isomorphe a I’algebre de Lie produit tensoriel A(1) @ W(1). On notera, pour
o= ‘(j,k) e{-1,...,p—2} x{0,...,p—1} 1 eq = €j :3:12“3:{“3%1. On a alors les
relations

e = d G Despmen 51 G+ RHR) € (L p=2hx {0.p 1),
Jk> Ek 0 sinon.

En utilisant la formule explicite sur la p-structure de W (2) donnée au paragraphe 4.3.2,
on voit que p est une sous-algebre restreinte de W (2), avec :

i _ { eo 56K = (0,0)
3.k 0 sinon.

On posera enfin pg = Z Ke; ) ; c’est une sous-algebre restreinte de p. On a aussi :
3,k>0
p—1
p=po+ > Ke iy

k=0

4.3.4.2 Un résultat préliminaire

Reprenons ’algebre py ci-dessus. Cette sous-algebre jouera dans la suite le méme role
vis-a-vis de p que tvg vis-a-vis de to. Ainsi, on va d’abord établir que K (o) est un corps
de Weyl; on démontrera ensuite que K (p) est engendré par K (tog) et certain éléments
centraux a définir. Ceci nous permettra alors d’en déduire facilement la structure du
corps enveloppant K (p).

Lemme 4.45 Soit g une algébre de Lie et by un idéal de codimension 1. On fize une
décomposition g = KX @ 0. Il y a équivalence entre :

i. 3(9) Z3(b);

. (ad X))y est une dérivation intérieure de b.
Preuve. S'il existe h € h tel que (ad X))y = (ad h)}y, alors [X — h,h] =0 et

[X —h, X]=—[h,X] = (ad X)(h) = (adh)(h) = 0, donc X — h est central dans g. Par
ailleurs il est clair que X — h ¢ b, donc 3(g) Z 3(h). Réciproquement, si 3(g) Z 3(h), il
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existe y € 3(g) tel que y & 3(h). Décomposons y = AX + h, avec A € K et h € b.
Nécessairement A # 0, sinon on aurait y € 3(h). On a donc, pour tout a € b :
[AX + h,a] =0, d’ot Pon déduit que (ad X ) = ad(—A""h), est une dérivation
intérieure de h. Le lemme est établi.

Proposition 4.46 On a K(po) =~ Dpp-1) (K). En particulier Z(po) = O[po].
2

Preuve. On s’intéresse tout d’abord a la sous-algebre p; = Z Ke;r € po. Montrons
j,k>0
JH+kF£0
que p; satisfait aux conditions 1 a 5 de la proposition 4.25.
L’algebre p est Z2-graduée. Pour oo = (j, k) € Z? on notera e, = €, si
ac{-1,....,p—2} x{0,...,p— 1}; on convient que e, = 0 sinon. Posons :

AOZ{Oa'--ap_Q}X{Oa"-ap_l} et AIZAO\{(an)}a

de sorte que p; = Z Ke, pour i =0 ou 1. On ordonne A lexicographiquement,

a€A;
c’est-a-dire que (j,k) < (j', k') si k < k' ousi k =k et j < j'. On pose
p=max(Ag) = (p—2,p—1) et ¢ = (g,¢) = (&2, Z}). Remarquons que e, = 0 lorsque
v > p dans Z2. Enfin on note A = {a€ Ay | a>c}et Ay ={a€ Ay | a<c}.
Montrons que I'application o € Ay — u — a € Ay est une bijection décroissante qui
échange A et Aj. En effet, c’est clairement une involution décroissante. De plus, on voit

que g —c = (’%1 -1, 1%1) est le prédecesseur de ¢ dans I’ensemble ordonné Ay. Il vient :

a€A] &= a>c <= p—a<u—c < p—a<c < p—acd;.

On peut donc écrire Af = {mg,m_1,...,m_y},avecc=mo<m < ...<m_y = U.
On aalors Ay ={u—m_p,...,u—mp}. Pour i € {1,..., N} on pose enfin
m; =t — m_—1)- On a donc Ay = {0,mp,...,m} avec 0 <my < ... <my. On
introduit pour finir les sous-espaces de po suivants : pour tout k € {—N,..., N},
Ok = Z Keq
a>my

Ceci définit une suite d’idéaux :
PI=gN29N-12---20 2 ..-2 g-n =3 = Ke,.

Pour tout £ € {—N, ..., N}, on pose Xj = e, , de sorte qu’on a toujours
gr = gk 1 ® KX,. La condition 1 de la proposition 4.25 est donc bien satisfaite. Pour
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tout k£ € {1,..., N}, on a [Xg, X_(k-1)] = [€my, €m_g_yy] € Kemy1m_goyy = Kep =3,
c’est la propriété 3. Soient o > my et B > m_y, de sorte que e, € gi et eg € g_x. On a
[ea,es] € Keqys. Comme v+ 3 > my +m_ > my +m_x_1) = i, 0N a [e4,e5] = 0. On
a donc [gk, g k] = 0. Ceci prouve que le centre 3(gx) 2 g . Montrons que ces deux
sous-espaces sont égaux, autrement dit que la propriété 2 est satisfaite. On procede par
récurrence sur k. Si k = 0, 'algebre gy est abélienne, donc ’hypotheése est vraie. Si
k>0:onaj3(gr1) = g--1) par hypothese de récurrence. Considérons

Vi = em_y_1y € 8-(k—1); notons my = (5,7) et m_gg_1y = (§',7"). On a:

[Xk:7 }/;c] = [emk, em_(k_l)] = (], - j)emk-‘rm_(k_l) = (.7, - j)eu'

Orm_g—y=p—mp=(pP—-2—j,p—1—r)doncj —j=p—2—2j. Comme
0<j<p—-2,ona—(p—2)<j —j<p-—2,doncj —j=0dans K si et seulement si
j"—j =0 dans Z. Comme enfin j' — j = p— 2 — 25 et que p est impair, on a j' — j # 0.
Il vient

[ Xk, Y] # 0. (4.11)

On en déduit que ad(Xy)g,_, n'est pas une dérivation intérieure de g, parce qu’elle
agit non-trivialement sur le centre. En appliquant le lemme 4.45, on en déduit aussi que
3(gk) € 3(gr_1)- D’apres (4.11), cette inclusion est stricte. Il vient :

9k C3(0k) S 3(k-1) = 9-(k-1) ;
en comparant les codimensions ceci impose bien g_ = 3(gx)-
Les propriétés 4 et 5 s’établissent comme pour I’algebre de Witt W (1) (proposition 4.35)
a ’aide de la graduation naturelle de p;.
Pour parachever la preuve en utilisant la proposition 4.27, il suffit d’observer que
po = KO X py, o1 O est la restriction de ad(egy) a I'idéal p,. Cette dérivation vérifie bien
0(Xg) € KX, pour tout k € {—N,...,N}; en outre d(e,) = (p — 2)e, # 0. On en déduit
que K(po) ~ Dn110(K), et 2(N + 1) = dim(pg) = p(p — 1). La conclusion sur le centre
résulte du lemme 4.14. La proposition est démontrée.

4.3.4.3 Structure de K(p)

Notations 4.47 On convient de poser ¢; ; = 0 si
(i,5) € {—1,...,p—2} x {0,...,p—1}. Pour tous (g + 1)-uplets k, m € N1 on pose :

M(m, E) = €p—2-mo,p—1—ko X -+ X €p_2_m,p—1—k, € Z/{(p) (412)
Pour tout (¢ + 1)-uplet k € {0,...,p — 1}%"! on pose
Qk)= > M(m,k) €U(p). (4.13)
meNlH—l
|m|=p—1
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Enfin, pour tout s € {0,...,p — 1} on pose :

Q.= Y Qk) € U(p). (4.14)

EEN‘H'l
k|=s
p—2
Lemme 4.48 Pour tout s € {0,...,p — 1}, soit wo(s) = Z Ke,s. On note wo = mw(0).
j=—1

1. Le sous-espace o C p est une sous-algebre de Lie isomorphe a l’algébre de Witt
W(1). Elle agit sur p par action adjointe.

2. Pour tout s € {0,...,p — 1}, le sous-espace to(s) est un sous-to-module isomorphe
a v, muni de la représentation adjointe.

3. Pour tout k € {0,...,p— 1}9%1, ’élément Q(k) € U(p) est invariant par .

Preuve. La démonstration des n°l et 2 est tres simple et sera omise ici. Pour le n°3, on

cherche a appliquer le lemme 4.23. Posons B = U(p) et Xi(j) = €;p 1-k; pour tous

ie{-1,...,p—2} et j€{0,...,q}. A laide des n°l et 2, on vérifie directement que les
dérivations intérieures ad(e_; ) et ad(e,—2,0) vérifient les hypotheses du lemme 4.23. On
en déduit que Q(k) est invariant par e_; o et e, 29, donc aussi par la sous-algebre
engendrée, c’est-a-dire 1. Le lemme est démontré.

Notations 4.49 On pose, pour tout k € {0,...,p— 1} :

k
9k =Po© Z Ke-1p-1-j-

3=0

Proposition 4.50 On considére les sous-algébres go, - .., gp—1 de p (notation 4.49) et
les éléments Sy, ..., 1 (notations 4.47). Pour tout k € {0,...,p—1}, on a :

1. Le sous-espace gy, est une sous-algebre de Lie restreinte de p. De plus, on a
O € L{(gk)

2. L’élément Qy, est central dans U(p).
3. Le corps enveloppant K (gi) est engendré par K(po) et Qo, ..., Q.

Preuve. Dans cette démonstration, on notera pour simplifier :
M ={(mg,...,my) €N |mg=...+m, =p— 1},
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et plus généralement, pour s € {0,...,p— 1} :
Ms = {(mo""’mq) ENq+1 |m0 = '_'+mq :S}.

Reprenons la sous-algebre tv et les sous-tv-modules tv(s) introduits dans le lemme 4.48.
Vérifions d’abord que ’algebre de Lie p est engendrée par 1w et eg; € to(1). Soit b la
sous-algebre engendrée par v et ep;. On va montrer par récurrence que t(s) C h pour
tout s € {0,...,p — 1}, ce qui suffira car p =1(0) +...+w(p—1). Pour s=0o0n a

to C b par définition. Supposons a présent que h D t(s) pour un entier

s €{0,...,p—2}. Alors e 511 = [eo,1,€1,5] € hN1w(s+ 1). Comme to(s+ 1) est un
tw-module simple, on en déduit que h D [h,e1511] 2 [W,€1541] = (s +1).

Démontrons maintenant la proposition. Le fait que g, soit une sous-algebre restreinte de
p est facile a voir. Vérifions que Q) € U(gyx). Soit (m, k) € M x M. Pour tout indice
i€{0,...,q},ona0<k; <k,dou aussi e, 9 m, p 1k € gk 1l vient M(m, k) € U(gs),
puis également Q€ U (gy).

Démontrons le n°2. Comme p est engendrée par 1o et e 1, il suffit de voir que les €2 sont
invariants par to et par ep ;. Le lemme 4.48 montre que (2, est toujours invariant par tv.
Il reste donc a établir que [eg 1, %] = 0 pour k € {0,...,p — 1}. Posons d’abord, pour
tout i € {0,...,q} : & = (004,014, --,0q:), autrement dit le (¢ + 1)-uplet dont toutes les
composantes sont nulles sauf celle d’indice 7 qui vaut 1. Pour m, k € N9 on a:

q
[60,17 M(Ma E)] = Z(p -2 mi)€p72fm0,pflfk;o .. €p72fmi,pflfki+l .. €p72fmq,pflfkq
=0
q
= Y (p—2-m)M(m,k—g,).
=0
Calculons :

leo, %] = [eor, Y, QR =Y D leos, M(m, k)]

keMy, keM meM

= > Y Y p-2-m)M(m,k—¢,)

keMp meM =0

= > Y Y p-2-m)Mm,c)

ceNetl ki meM

= Z (Zé(g, i)p—2— mz)) M(m,c),
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avec 0(c,i) = 1 si ¢+ €g; € My et 0 sinon. Observons a présent que, dans cette
sommation, les (g + 1)-uplets ¢ € N/ apparaissant vérifient co + ...+ ¢, = k — 1. Ainsi,
sion pose k=c+e¢; onakeNt et kg+...+k;, =k, autrement dit k € M. Par
suite, on en déduit que d(c,?) = 1 pour tout . Il vient :

[60,1,Qk] = Z (ZP -2 mz’) M(m,g)-

c,m
Enfin, pour tout élément m € M, un calcul simple permet de voir que

q
Zp —2—m; =0 dans K : on a donc bien [eg 1, ] = 0. Ceci établit le deuxieme point.
i=0

Démontrons le troisieme point. Pour tout k£ € {—1,0,...,p — 1}, on pose Uy = U(gy)-
On voit que Uy, = Uy_1][e—1p—1—k| pour tout k£ € {0,...,p — 1}. Montrons que, pour tout
k€ A{0,...,p— 1}, I'élément Q € Uy est de degré 1 en e_; ,_1_j sur la sous-algebre
Uy_1. Plus précisément, on établit la relation suivante, pour tout k£ € {0,...,p — 1} :

Q= (g+1)ej o, 16 1p-1-x mod Uy_. (4.15)

Fixons tout d’abord (m, k) € M x M. Si, pour tout i € {0,...,q}, on a
(mi, ki) # (p— 1, k) alors ep_o_m, p—1-k; € gk—1 pour tout i, d’ott M(m, k) € Uy,_;. S’il
existe i € {0,...,q} tel que (my, k;) = (p — 1,k) : alors (m;, k;) = (0,0) pour tout j # i;
on a alors : _ .

M(m,k) =€, 5, 16-1p-1-k€p 2 p1-

On peut voir, par exemple par récurrence descendante sur j, que :
J q—J — 4
ep_z,p_16_1,p_1_k€p_2’p_1 = ep_Q,p_le_l,p_l_k mod Z/{k—l-

11 vient :

meM keMy,
q

E J q—j
epf2,pfle—l,p—l—k:epfg’p,l mod Z/[k:—l
Jj=0

q
E q
=0

c’est la relation (4.15).
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Il est alors immédiat de vérifier que, pour tout k£ € {0,...,p— 1} :
uk[egj—IQ,p—l] = uk—l[e—l,p—2—k][€p_—12,p—1] = Mk—1[€;—12,p—1][9k]'

Par récurrence on obtient alors Ugle, "y , 1] = U_1[e; 2 1][Q0, ..., Q), autrement dit :

u(gk)[e;;—IZ,p—l] = u(po)[ep_—lzp—l][goa s ).

En passant aux corps de fractions, on a bien K(gx) = K (po)[€, - .., Q). La proposition
est démontrée.

Corollaire 4.51 Soit k € {0,...,p—1}.

1. On a un isomorphisme K(gx) ~ Doo-1 ,,(K). De plus,
2 ’

C(gr) = O(po)(Q0, - .., U). Enfin, les éléments Qy, ..., sont algébriquement
indépendants sur O(po).

2. L’élément Qy, est entier, de degré p sur Olgg][Qo, - - -, Q_1]. L’algébre
Olgk][Q0, - - ., Q] est un O[gg]-module libre ayant pour base la famille

{QF ...QF | 0<jo,..., 5k <D}
Preuve. On procede par récurrence sur £ en utilisant les mémes arguments que dans le
cas de l'algebre W (1) (corollaire 4.39).
4.3.4.4 Le centre de U(p)

Maintenant on cherche a démontrer pour ’anneau Z(p) des résultats analogues a ceux
obtenus pour Z(tv). Plus précisément, on va démontrer que Z(p) = O[p][S, ..., 2p_1] et
on va établir en méme temps que c’est un anneau factoriel. La démarche suivie ici est
beaucoup plus technique que dans le cas de W(1). La premiére étape consiste a
déterminer quel est le gradué associé de 'anneau O[p][Q, ..., 21| (relativement a la
filtration canonique induite par celle de I’algebre enveloppante). On a tout d’abord
besoin de deux lemmes.

Lemme 4.52 Soient S = K[X,. .., X,] un anneau de polynimes,
SP =K[X?,...,XP] C S et K = Frac(S). Pour tout polynome f € S, on note

"0
df = Z a—)‘édX,- la différentielle de f. Soient uq,...,ur € S tels que les différentielles
=1
duy, ..., duy soient linéairement indépendantes sur K. Alors la famille
{wl' .. ud* |0 < ji,... 5k < p}

est libre sur SP.
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Preuve. On note par commodité J = {0,...,p — 1}*. On considere
F(ty,...,tx) € SP[t1,...,tx]) un polynome de la forme :

F(ty,....ty) =Y MG (4.16)

jed

les A(j) € SP n’étant pas tous nuls. On suppose que F'(uy,...,u;) = 0. D’abord, on peut
choisir un tel F' de degré total (par rapport aux variables 1, . ..,%;) minimal. Dans ce
cas, il existe i € {1,...,k} tel que (OF/0t;)(u1,...,u;) # 0. Supposons en effet que ce
ne soit pas le cas. Comme (0F/0t;) est de degré total strictement plus petit que celui de
F, par minimalité on doit avoir (0F/0t;) = 0 dans SP[t1,...,t]. Cette propriété étant
alors valable pour tout i, on a F'(¢y,...,t) € SP[t}, ..., t7]. D’apres (4.16), on voit que

F(t1,...,t;) € SP est constant ; mais alors 0 = F(uq,...,ux) d’ou F = 0, contradiction.
On peut maintenant établir le lemme. On notera, pour tout ¢ € {1,...,k} :
0; = (ul, .., ug). Soit s € {1,...,k}. En dérivant la relation F'(us,...,ux) = 0 par

rapport a X,, on trouve :

— 0X; 0t;
k
Dans 'espace @ KdX,, on a donc :
s=1
k b 8uZ auz k
Comme les coefficients ¢; € K ne sont pas tous nuls, les différentielles duy, ..., duy sont

linéairement dépendantes sur K. Le lemme est démontré.

Notations 4.53 On reprend les sous-algebres g, introduites dans les notations 4.49.
Pour tout £ € {0,...,p — 1}, on pose en outre :

.As={0,...,p—2}><{0,...,p—1}UU{(—1,p—1—j)}QZQ,

de sorte que g, = Ke,. On pose aussi Af = Ay \ {(p — 2,p— 1)}. On considere
g

acA,
enfin les algebres de polynomes :

SkZK[XalOéEAk] szK[Xg|a€Ak],
Qr =K[Xo |0 € A], @ =K[X7 | @ € A].
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Remarquons tout d’abord que, par construction, on a Sy = Qx[Xp—2,-1] : Sk est une
algebre de polynomes a une variable sur QJx. On peut par ailleurs identifier @)y au
quotient Qy ~ Si/(Xp—2p—1) de lalgebre Si.

Le corps K ayant été supposé parfait, I’algebre St (resp. Q%) est aussi 'ensemble des
polynomes de la forme fP pour f € Si (resp. Q). On a des identifications naturelles
GrU(gr) ~ S(gk) ~ Sk ; dans cette identification, on a Gr Olgi] = S}.

Notations 4.54 Pour m et k € N¢*!, on pose :
P(m, k) = Xp2-mop-1-ko - - - Xp-2-myp-1-k, € Sk- (4.17)

Dans 'identification Sy ~ GrU(gy), I’élément P(m, k) correspond & la forme initiale du
monéme M (m, k) € U(gy) (notation 4.47) : P(m, k) = gr(M(m,k)). Pour tout
ke€{0,...,p— 1}, on pose :

—~—

G= Y, > Pmk) et &= >  P(mk),

meN‘l‘H EGN‘I‘H mENq"‘l,EENq“
|m|=p-1 |k|=k |m|=p—1, |k|=k

ou le symbole » signifie qu’on ne conserve que les termes de la sommation tels que
(my, k;) # (0,0) pour tout i.

Pour tout s € {0,...,k}, on adonc & € Qi et (s =& + Xp_2, 1R, avec Ry € Sy.

Rappelons que @), s’identifie a 1'algebre quotient (Xik) Soit 7 : S — Qg la
p—2,p—1
projection canonique. On a, dans cette identification, 7((s) = & pour tout s € {0, ..., k}.

Lemme 4.55 Soit k € {0,...,p—1}. On pose J = {0,...,p— 1}k+1 C NF+1,
1. La famille {530 .. .§£’“ | (o, - - -+ Jx) € J} est libre sur QY.
2. La famille
{(go .. .C,z’“ | (o, - - -+ J&) € J} est libre sur Sy.

Preuve. Dans toute cette démonstration, on pose a nouveau
M= {(mqg,...,mg) €N |mg=...4+my;=p—1},
et plus généralement, pour s € {0,...,p— 1} :

M, = {(myg,...,my) € NTT |my = ...+ m, = s}.
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Démontrons le n°1. D’apres le lemme 4.52, il suffit de montrer que les différentielles

d&o, . .., d&, sont linéairement indépendantes sur Q. Il suffit a cet effet de trouver des
variables X, ..., Xy, telles que I'on ait :

0 = gx>dXa, + 79

06 = grodXo,+ gx-dXa, +71

0 = i- an0+...+—a§§§k dXo, +Tk,

9€;
0Xa,
dX, tels que a & {ay, ..., ar}. Pour tout s € {0,...,k}, on pose
as=(¢—1,p—1—s) € A% Montrons que ce choix convient.
Tout d’abord, on va décomposer chaque & en combinaison linéaire de monémes
linéairement indépendants. Pour tout s € {0,...,k} on pose

ou # 0 pour s € {0,...,k} et les éléments r; sont des combinaisons linéaires de

s ={(m,k) € M x M, | (m;, k;) # (0,0) pour tout i € {0,...,q}},

de sorte que :

&= ), Plmk)

(m;&) €=s

Le groupe symétrique &,; agit sur M et M, par permutation des coordonnées. Cette
action induit une action sur le produit cartésien M x M. On voit facilement que cette
action se restreint & 2, C M x M,. Par ailleurs, pour (m, k) et (m', k') € =,, on a:

P(m,k) = P(m',k) <= (30 € §,.1) tel que (m', k) = o - (m, k).

Choisissons R C =, un systéme de représentants des orbites de G4, dans =,. Pour
p = (m, k) € R, on notera c(p) le cardinal de 'orbite de p et P(p) = P(m, k). On a
donc :

PERs

L’entier ¢(p) divise le cardinal de &4, ; comme ¢+ 1 < p, en particuler ¢(p) est premier
a p, autrement dit ¢(p) # 0 dans K.

S

Soit, 0,...,k}. Mont
oit s € {0,...,k} onronsqueaXas

par :

# 0. On définit un élément p; = (mg, k,) € Z;

m :(p_]'_qalaa]-) etESZ(s,O,...,O).

S
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On peut supposer p;, € R,. On a P(p,) = Xo, X, 3, 1, donc

é‘s = C(ps)XasX;g—?,,p—l +...,

ol “...” est une combinaison linéaire de mondmes différents de X, X 5 ;. Comme

c(ps) # 0, on en déduit facilement que : ai?; # 0.

Soient j, s € {0,...,k}. On suppose j > s. On va établir que ai?. = 0, ce qui achevera
@;j

la démonstration du lemme. Soit (m, k) € =;. Pour tout indice 7 € {0,...,¢}, on a

ki <ko+ ...+ ky=s <j. En particulier k; # j et le produit
P(m, k) = Xp—9-mop—1—ko - - - Xp—2—mgp—1—k, D€ fait pas intervenir la variable Xo;- Le

polynome &; = Z est donc également indépendant de X, .
(m,k)€Es
Le n°2 se traiterait de maniére analogue. Le lemme est démontré.

Proposition 4.56 Reprenons les notations @i, , Cx introduites dans cette section. On

note SP(gx) = {f?|f € S(gk)}. Soient
A = Olge][Qo, -, %] € Z(gx)

et
By, = SP(g)[Co, - - - > Ck] € S(g)-

On munit Ay de la filtration induite par la filtration canonique de U(gx). On a alors
GT(Ak) = Bk.

Preuve. On note a nouveau
M = {(mqg,...,mg) €N |mg=...+my;=p—1},
et, pour s € {0,...,p— 1} :
M, = {(mg,...,my) € N |my = ...+ m, = s}.

Pour tout s € {0,...,k},on a:

Q, = E €p—2-mo,p—1-ko---Cp—2-mg,p—1-kg>
(m;E)EMXMs
G = E prQfmo,pflfko <. prQfmq,pflfkq-
(m,k)eEMxX M
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On voit sur ces décompositions que (; = gr(€2;). Comme par ailleurs Gr O[gx] = S?(gx),
il vient Gr(Ay) 2 By.

Réciproquement, soit a € A un élément non nul. D’apres le corollaire 4.51, on peut
décomposer a sous la forme :

a=> a(f)od ...

jes
ot a(j) € O[gi] pour tout j € J ={0,...,p — 1}F*1. Soient
n=max {v (a(j)Q...QF) |jeJ} et Jo={jeJ|v(alg)...QF) =n}.

L’ensemble J, est non-vide par construction. On pose alors :

a =Y a(f)d ... 0.

iEJo

On a v(ap) < n et v(a— ag) < n. Posons & présent b(j) = gr(a(j)) pour tout j € Jy et

by = Z b(7) Jo...¢* € By. D’aprés le lemme 4.55, les éléments ¢I° . .. (J¥ pour jedh
ieJo

sont libres sur SP(gy); donc on a b # 0. Par ailleurs, b est homogene, de degré n. On en

déduit que gr(ag) = by, et en particulier v(ay) = n. Mais alors v(a — ag) < v(ag). D’apres

le lemme 1.38, n°2, on a gr(a) = gr(ag), d’out gr(a) = by € By. Ceci prouve l'inclusion

G’I’(Ak) g Bk.

Proposition 4.57 L’élément € 1 est premier dans O[gg][Qo, - . ., Q).

pP—2,p—

Preuve. Notons Ak = O[gk][ﬂo, ey Qk] - Z(gk) et Bk = Sp(gk)[CO, ceey Ck] - S(gk) On
munit Ay de la filtration canonique provenant de I’algebre enveloppante, de sorte que
Gr(Ag) = By d’apres le lemme 4.56. Pour voir que 1’élément eﬁ_Q,p_l € Ay est premier
dans Ay, il suffit de démontrer que I'élément gr(e) ,, ;) € By, est premier dans By,
d’apres le lemme 4.28, n°1.

On utilise les notations Sy = S(gk), Qx C Sk et Sy, Q% introduites en 4.53. Pour alléger
Sk
X,

dans S;. On notera enfin 7 : S — @ la projection canonique. Observons que
7(Sy) = Q% et rappelons que 7({;) = & pour tout s € {0,...,k}.

Posons X; ; = gr(e; ;) € S(gr) pour tous indices i, j tels que e; ; € gx. On a donc
XP = gr(ep 5, 1)- Soient Is C S(g;) I'idéal de S(g;) engendré par X, 5, ; et

p—2,p—1
Ip C By, 'idéal de By, engendré par X , .

les écritures, on notera X, = X, 2, 1. On a ~ Qi : I'élément X, est donc premier
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Démontrons tout d’abord que Is N By = Ig. On a Ig = XS et Ip = XﬁBk C Is N By.
Il s’agit de démontrer qu’on a I’inclusion réciproque. Soit u € Is N By un élément non
nul. Montrons que u € Ig. Autrement dit, il s’agit d’établir la propriété suivante :

X, |u dans Sy et u€ B, = X[ |u dans B.

Posons J = {0,...,p — 1}**1. On peut décomposer u sous la forme
w=>Y u(f ...,
jet

avec u(j) € S, pour tout j. Comme u € Ig, on a:

0= n(w) = 3 (ul@) & &

jeJ

Les coefficients w(u(l)) € QY. D’apres le lemme 4.55, on a W(u(l)) = 0 pour tout j,
autrement dit X, divise chaque u(j) dans Si. Or u(j) € S? : c’est une puissance p-eme
dans Sj. I est facile d’en déduire (en utilisant le fait que X, est premier dans Si) qu’il
existe v(j) € S tel que u(j) = X%v(j)”. Finalement, on a la décomposition :

u=X0> v(g)re ... ¢
jed
Comme chaque v(3§)P¢3° ... (i* € By, ceci prouve que XPF divise u dans Bg. L’inclusion
Is N By, C Ig est démontrée.
On a donc démontré Is N By, = Ig. Comme I est un idéal premier de Si, sa trace
Ip = Is N By est un idéal premier de By. Comme I est engendré par X7, cela signifie

que X7 est un élément premier de By. La proposition est démontrée.

Proposition 4.58 Soit k € {0,...,p—1}.

1. Ona Z(gk) = O[gk][Q07 R Qk]

2. Z(gr) est un anneau factoriel.
Preuve. Introduisons d’abord quelques notations commodes. Pour £ = —1, on pose
g-1=po et A1 =O[pg]. Pour k € {0,...,p— 1}, la notation gy est celle de 4.49, et

Ay, = O[ge][0, - - ., 2%]. On pose e, = e, 2,1 € po, de sorte que ef, € Olpg]. Pour tout
ke {-1,0,...,p— 1} on note :

Up = Ulgr) 5 Us = Usle,”).
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Comme Zf/{\; est une localisation centrale de U}, on voit que :
Z(Us) = Z(U)[e,”) = Z(gn)le,”]
Posons, pour k € {0,...,p— 1} : 6y =e_1, 1, On a donc gx = g1 ® Kby, ; aussi,
Uy = Uy—1[0k] et Olgr] = Olgr—1][07].

Il vient :

Rappelons que d’apres la relation (4.15), on a aussi Q = (¢ + l)efﬂk mod U_;. On
observe, a I’aide du théoréeme de Poincaré-Birkhoff-Witt, que les éléments €2, et 6, sont
transcendants sur U1, et a fortiori sur la sous-algebre Ay 1 C Uy_1. Enfin, I'élément e,

étant inversible dans chaque Uy, on voit que 'on a aussi, pour tout k£ € {0,...,p— 1} :
Z/{]C == Z/[k—l[ka]- (419)

Montrons a présent par récurrence sur k£ qu’on a la propriété suivante :
Z(gr) = Ar et Z(gg) est un anneau factoriel. (4.20)

Sik=—1,0na Z(pg) = O[po] d’apres 4.46 ; comme Olpy] est une algebre commutative
libre, c’est aussi un anneau factoriel. Considérons & présent un entier k£ € {0,...,p — 1}

et supposons les conditions (4.20) satisfaites pour U'entier £k — 1. On a Uy = 27;;/1 [Q%]
d’apres (4.19). L’élément €, étant transcendant sur Uy 1, on en déduit :

Z(U) = Z(Us=)[%] = Z(on-) e[,
On déduit, d’aprés I’hypothése de récurrence :
Z(Uy) = Ap_ale;?, Q). (4.21)
On a par ailleurs ¢}, € O[g;] C Z(Zf/{\;) Comte tenu de (4.18), il vient :
Agle,”] = Ap 1107, ulle,”] = Ap1[Q, e,”]. (4.22)

L’élément ), est transcendant sur Ax_;, qui est un anneau factoriel : Panneau Ay_1[€)]
est donc aussi factoriel, et par suite le localisé A;_1[(2][e,”] est factoriel aussi. L’anneau
Ag[e P] est donc factoriel. D’apres le corollaire 4.57, el est un élément premier de Ay.
En appliquant le lemme de Nagata (proposition 4.29), on en déduit que Ay est un
anneau factoriel.
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Il reste & montrer que Z(gx) = Ag. On a les inclusions Z(gx) 2 Ax O O|gk]. L’anneau
Z(gx) est entier sur O[gy,|; a fortiori, Z(gy) est entier sur Ay. Comme Ay est factoriel,
on sait qu’alors Ay est intégralement clos. Pour voir que Z(gx) = Ay il suffit donc de
voir que Frac Z(g;) = Frac Ag. D’apres (4.21) et (4.22), on a :

Z(Uy) = Ap1[Q, €,7] = Agle,?].
On a donc : .
Frac Z(Uy) = Frac Z(Uy) = Frac Agle,”] = Frac Ay.

L’hypothése (4.20) est donc bien vérifiée pour Ientier k. La proposition est démontrée.

4.3.4.5 Conclusion

Théoréme 4.59 Soit p algébre de Lie A(1) @ W (1) en caractéristique p > 3. Les
éléments Q, ..., Q1 sont définis, pour tout s € {0,...,p — 1}, par la formule :

Q= § § €p—2—mo,p—1—ko X - -+ X €p—2—my p—1—k,-

EEN‘H'l mEN‘H'I
|k|=s |m|=p—1

1. On a Z(p) = Op][Q, - - -, Qp—1]. C’est de plus un anneau factoriel.
2. Le corps enveloppant K (p) est isomorphe au corps de Weyl Dpwp-1) p(]K). En

particulier,
Ind K(p) =p"® V2 ;. Exp K(p) =p.

De plus, le centre de K(p) est une extension transcendante pure du corps de base
K, de degré de transcendance p.
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